
Matematika 1 za kemi£are
pismeni ispit (22. travnja 2026.)

rije²en 1. i 5. zadatak

1. Alkuin iz Yorka (ca. 735.�19. 5. 804.) bio je prijatelj i savjetnik frana£kog kralja Karla

Velikog. Me�u ostalim bio je zasluºan za prvu srednjevjekovnu reformu ²kolstva s kojom

se srednjevekovna zapadna Europa po£inje �izvla£iti� iz intelektualnog propadanja uslijed

uvjeta nakon pada Zapadnog Rimskog Carstva. Njemu se pripisuje i autorstvo najstarije

zbirke zabavnih matemati£kih zadataka na latinskom jeziku, Propositiones ad acuendos

iuvenes, koja sadrºi ukupno 53 zadatka. Rije²ite sljede¢a tri zadatka iz Propositiones ad

acuendos iuvenes :

(a) (12) Zadatak o orijentalnom trgovcu. Jedan trgovac ja na putu na Orijekn kupio

100 odabranih ºivotinja za 100 libri. Svaku devu platio je pet linri, svakog magarca

po jednu libru, a za 20 ovci platio je jednu libru. Koliko deva, magaraca i ovaca je

kupio taj trgovac?

(b) (4) Zadatak sa svinjama. Jedan £ovjek posjeduje 300 svinja. Naredio je da se sve

one zakolju u tri dana, ali tako da nikoji dan ne bude ubijen paran broj svinja. Zatim

je traºio da se jednako postupi s jo² 30 svinja. Koji neparni brojevi svinja od 300

odnosno od 30 su ubijene na svaki od ta tri dana?

(c) (4) Zadatak o £ovjeku koji susre¢e u£enike. Jedan £ovjek sreo je neke u£enike

i upitao ih: �Koliko vas ima u va²oj ²koli¾`. Jedan od u£enika mu je odgovorio:

�Ne ºelim vam direktno odgovoriti, ali re¢i ¢u Vam kako moºete odrediti taj broj.

Udvostru£ite broj u£enika, zatim taj broj utrostru£ite, te na kraju podijelite broj

na £etiri dijela. Ako pribrojite mene jednoj od £etvrtina, bit ¢e nas 100.� Koliko je

u£enika u toj ²koli?

Rje²enje.

(a) Neka su x, y i z traºeni brojevi deva, magaraca i ovaca. Ukupno ih je kupljeno 100,

dakle je

x+ y + z = 100.

Nadalje, za 100 libara je kupljeno x deva po 5 libara, y magaraca po 1 libar i z ovaca

po 1
20

libara, dakle je

5x+ y +
1

20
z = 100.

Oduzmemo li prvu jednadºbu od druge, ostaje

4x =
19

20
z,

dakle je x = 19
80
z te stoga y = 100− x− z = 100− 99

80
z. Pritom, x, y i z moraju biti

prirodni brojevi, dakle je z sigurno vi²ekratnik od 80 i 100 > 99
80
z, tj. z < 8000

99
= 80,8̇0̇.

Dakle, z = 80 pa je x = 19 i y = 1: Trgovac je kupio 19 deva, 1 magarca i 80 ovaca.
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(b) Zadatak ni za 300 ni za 30 svinja nema rje²enja jer zbroj tri neparna broja ne moºe

biti paran broj. Alkuin je uz to naveo i prijedlog da se ovaj zadatak zada neposlu²nim

u£enicima ,

(c) Ako je x traºeni broj u£enika, upute koje je u£enik dao svode se na

100 = 1 +
1

4
· 3 · 2x,

dakle u ²koli je x = 66 u£enika.

5. Mladi i nadobudni kristalograf Vladek razmatra monoklinske kristalne strukture, koja

se najprikladnije opisuju koordinatama s obzirom na direktnu bazu s parametrima a, b, c,

α = γ = 90◦, β ̸= 90◦. Vladek je odlu£io u potpunosti izbjegavati izra£une u recipro£nom

prostoru te je:

(a) (7) u tu svrhu prvo izra£unao koordinate svih triju vektora a⃗∗, b⃗∗ i c⃗∗ recipro£ne baze

s obzirom na direktnu bazu.

(b) (8) Zatim je izra£unao V i, ne koriste¢i £injenicu da je V ∗ = 1
V
, V ∗.

(c) (5) Uz to, izra£unao je i kutove φ = ∠(⃗a, a⃗∗), ψ = ∠(⃗b, b⃗∗) i ω = ∠(c⃗, c⃗∗).

Kako bi Vladek mogao provjeriti to£nost svojih ra£una, izra£unajte i Vi sve ²to i on,

pritom koriste¢i ista ograni£enja koja je koristio on (ra£uni se ne smiju provoditi u s

koordinatama u recipro£nom prostoru i ne smijete koristiti me�usobnu recipro£nost V i

V ∗).

Rje²enje.

(a) Uo£imo prvo da je zbog α = γ = 90◦ vektor b⃗ okomit na a⃗ i c⃗ pa je b⃗∗ = 1
V
c⃗× a⃗ istog

smjera kao b⃗. Stoga je b⃗∗ = [0, y′, 0] = y′ b⃗ . Pomnoºimo li tu jednakost skalarno s b⃗

dobijemo y′ = 1
b2

.

Nadalje, budu¢i da po de�niciji i a⃗∗ i c⃗∗ moraju biti okomiti na b⃗, zna£i da ¢e zbog

α = γ = 90◦ oni leºati u ravnini s a⃗ i c⃗ pa im je oboma druga koordinata u direktnoj

bazi 0. Ako a⃗∗ = [x, 0, z] = x a⃗+ z c⃗ pomnoºimo skalarno redom s a⃗ i c⃗ dobivamo

(uzev²i u obzir da je α = γ = 90◦ pa je a⃗ · b⃗ = b⃗ · c⃗ = 0)

1 = x a2 + z a c cos β, 0 = x a c cos β + z c2,

odnosno z = −x a
c
cos β pa je 1 = x a2 − x a2 cos2 β = x a2 sin2 β, tj. x = 1

a2 sin2 β
i

z = − cosβ
a c sin2 β

. Analogno, c⃗∗ = [x′′, 0, z′′] = x′′ a⃗+ z′′ c⃗ pomnoºimo skalarno redom

s a⃗ i c⃗ dobivamo

0 = x′′ a2 + z′′ a c cos β, 1 = x′′ a c cos β + z′′ c2,

odnosno x′′ = −z′′ c
a
cos β pa je 1 = z′′ c2 sin2 β, tj. x′′ = − cosβ

a c sin2 β
i z′′ = 1

c2 sin2 β
.
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(b) Jedini£na ¢elija je uspravna prizma s visinom b i bazom koja je paralelogram povr²ine

a c sin β, dakle je V = a b c sin β . U recipro£nom prostoru je, zbog ve¢ navedenih

razloga, α∗ = γ∗ = 90◦, tj. jedini£na ¢elija uspravna prizma s visinom b∗ i osnovicom

koja je paralelogram povr²ine a∗ c ∗ sin β∗. Prema (a) dijelu zadatka je b∗ = |y′ b⃗| =
1
b2
· b = 1

b
. Nadalje, tako�er koriste¢i (a) dio zadatka imamo:

a∗ = |x a⃗+ z c⃗| =
√
x2 a2 + 2xzac cos β + z2c2 = . . . =

1

a sin β
,

c∗ = |x′′ a⃗+ z′′ c⃗| =
√
x′′2 a2 + 2x′′z′′ac cos β + z′′2c2 = . . . =

1

c sin β
.

Iako se i β∗ moºe izra£unati analogno koriste¢i skalarni produkt i koordinate odre�ene

u (a) dijelu zadatka, rezultat β∗ = 180◦ − β je puno lak²e dobiti razmatranjem skice

poloºaja uklju£enih vektora koji se svi nalaze u ravnini okomitoj na b⃗:

a⃗

c⃗

a⃗∗

a⃗

Sve skupa slijedi da je V ∗ = a∗b∗c∗ sin β∗, tj. V ∗ = 1
a b c sinβ

.

(c) O£ito je, zbog y′ > 0 i b⃗∗ = y′ b⃗, kut ψ = 0 . Po de�niciji skalarnog produkta je

cosφ =
a⃗ · a⃗∗

a a∗
=

1

a a∗
=

1

a 1
a sinβ

= sin β,

cosω =
c⃗ · c⃗∗

c c∗
=

1

c c sin β
= sin β,

dakle je φ = ω = arccos sin β = 90◦ − β (pri £emu se to moglo zaklju£iti i iz gornje

slike).

3


