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Sazetak

Pokazati ¢éemo da je u formalizmu ortonormirane baze prvog ili drugog reda entropija crne rupe
Noetherin naboj za kombinaciju difeomorfizama i lokalne Lorentzove simetrije s Lievom derivaci-
jom baze. Noetherin naboj samo za difeomorfizam nije upotrebljiv jer regularna baza nemoze biti
invarijantna uz tok Killingovog polja na bifurkacijskoj povrsini. Koristiti ¢emo ovaj formalizam na
Lagranzijane polinomne u "wedge" produktima polja baze forme 1 i kurvature forme 2, ukljuéujuci
opc¢u relativnost, Lovelock gravitaciju i topologke ¢lanove u 4 dimenzije. Ovo je pisano kao seminarska
obaveza u nastavi i inspirirano je ¢lankom [1].
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1 Uvod

Entropija crnih rupa se moze identificirati u prvom zakonu mehanike crnih rupa u bilo kojoj teoriji
gravitacije s invarijatnosti na difeomorfizam. Ta identifikacija dolazi iz hamiltonijana H¢ koji generira
evoluciju s obzirom na tok Killingovog vektora £ [2]|. Varijacija 6 H¢ je jednaka varijaciji rubnih uvjeta te
isCezava jer £ generira simetriju dinamickih polja. Kad rubovi leze na bifurkacijskoj povrsini horizonta i
u prostornoj beskonac¢nosti, implicirana relacija medu varijacijama rubnih ¢lanova je prvi zakon. Iz njega
se moze izvesti Waldova formula za entropiju crne rupe. Ova metoda se uglavnom koristi u kontekstu
gdje je geometrija prostor-vremena karakterizirana isklju¢ivo metrikom, no u nekim postavkama nuzno je
koristiti formalizam s geometrijom determiniranom ortonormiranom bazom (u daljnjem tekstu "Forma-
lizam" (s velikim "F"!)) prvog ili drugog reda. Aplikacija Waldove metode u ovim postavkama povlaci
is¢ezavanje Noetherinog naboja na bifurkacijskoj povrsini gdje £ isCezava jer sadrzi £ bez derivacija.
Stoga ispada da isGezava i entropija crne rupe.

Problem je u uvjetu da ortonormirana baza ima is¢ezavajuéu Lievu derivaciju s obzirom na &. Ovaj
se uvjet ne moze zadovoljiti na bifurkacijskoj povrsini i implicira da derivacija baze divergira na bifurka-
cijskoj povrsini tako da konekcija spina is¢ezava. Noetherin naboj diffeomorfizma uklju¢uje kontrakciju
isCezavajuceg Killingovog vektora sa divergirajué¢om konekcijom spina. Prvo ¢emo pokazati kako se moze
izra¢unati konac¢na entropija uzimajuéi limes pri bifurkacijskoj povrsini.

Dalje, u drugom pristupu, modificiramo izvod tako da se singularno ponaSanje uopc¢e ne pojavljuje.
U Formalizmu teorija je simetri¢na pod difeomorfizmom i lokalnim Lorentzovim transformacijama. Po-
kazati ¢emo kako se entropija crne rupe moze izvesti kao Noetherin naboj za odredenu kombinaciju
simetrija. Baza moZe biti invarijantna pod kombiniranom simetrijom pridruzenoj s &, bez da ima sin-
gularnu derivaciju na horizontu, tako da dobivanje entropije ne zahtjeva limes. Varijacija koja odgovara
ovoj simetriji je definirana Lorentz-Lievom derivacijom koja je kovarijantna pod lokalnim Lorentzovim
transformacijama polja baze. Definirana je dodavajuéi obi¢noj Lievoj derivaciji vezujuéi ¢lan kojeg ¢ine
polje baze i njene parcijalne derivacije. Osim $to omogucava nesingularne invarijantne baze na bifurka-
cijskoj povrsini, ova ideja kombinirane simetrije na Lorentz-difeomorfizam bi trebala dopustiti simetriji
da bude implementirana na neparalelizibilnim manifoldima, gdje ne postoji globalna baza. Opéenitije,
za teorije koje sadrZe polja nabijena pod baZdarnom grupom G, formalizam Noetherinog naboja za
simetriju pod kombiniranim difeomorfizmomima i lokalno bazdarnim transformacijama su formulirane
pomocu polja koja egzistiraju na glavnom G-paketu nad prostor-vremenom.

2 Entropija crne rupe kao Noetherin naboj difeomorfizma

U ovom odlomku ¢emo prikazati Waldov izvod [2] koji ustanovljuje da je entropija crne rupe Noetherin
naboj diffeomorfizma za Killingovo polje koje generira horizont, odreden na bifurkacijskoj povrsini. To
¢e postaviti stvari za upotrebu u Formalizmu i na$§ modificirani izvod koriste¢i Noetherin naboj Lorentz-
difeomorfizma. Waldov izvod je primjenjiv na bilo koju teoriju invarijantnu na difeomorfizam definiranu
pomocu Lagranzijana L sa n dimenzija prostor-vremena. Ako oznacimo sva dinamicka polja sa ¢,
varijacija 0 L se moZe zapisati:

5L = ES¢ + d6 (¢, 5¢). 1)

Veli¢ina E definira jednadzbu polja, E = 0. 6 forma (n — 1) je konstruirana lokalno iz dinamickih
polja i njihove prve varijacije, a zove se simplekti¢ki potencijal. Antisimetri¢na varijacija polja 6 definira
simlekti¢ku struju forma (n — 1):

Q(¢,010,020) = 010(¢, 620) — 520(p, 610). (2)

Integrirana po povrsini rubnih uvjeta Q definira simplekticku formu faznog prostora rjesenja.
Varijacija uzrocena difeomorfizmom generiranim vektorskim poljem ¢&:

0cp = Le¢ 3)

Invarijantnost teorije na difeomorfizam znaci da je lagranzijan konstruiran samo iz dinamickih polja. U
ovom slucaju, varijacija d¢ L prouzrocena varijacijom polja d¢¢ je jednaka Lievoj derivaciji lagranzijana

S¢L = LeL = diicL. (4)

Posto je ovo totalna derivacija vektorska polja nad prostor-vremenom generiraju simetrije dinamike.
Svakom ¢ je pridruzen froma (n — 1) koja se zove Noetherina struja, definirana kao



Cija je derivacija: [2],[3],[4]

dje = ~FLeo. (6)
Za sva vetorska polja &, struja je je stoga zatvorena na ljusci tj. £ = 0. Ovo povlaéi [4] da, na ljusci
Je = dQ¢ (7)

gdje je Q¢ neka forma (n — 2) koja je konstruirana lokalno iz polja i njihovih derivacija. Integral Q¢ po
zatvorenoj (n — 2) povrsini S zove se Noetherin naboj povrsine S s obzirom na &.

U formalizmu kojeg koristi Wald, prostor rijeSenja jednadzbi polja je fazni prostor teorije, a na ljusci
varijacija d¢¢ je fazni prostor vektora toka koji odgovara 1-parametarskoj familiji difeomorfizama generi-
ranih od . Hamiltonijan H¢ koji ovo generira je povezan sa simplektickom formom preko Hamiltonovih
jednadzbi, gdje je ¥ Cauchyeva povrSina, a na ljusci je varijacija rubni uvjet:

ot = [ 9(6.60.2c0) (®)
_ /E 50(6, Led) — LeB(, 50) )
:/25j§+6(iEL)—i§d0—di§9 (10)
=@ 6Qc —ich. (11)

o

U drugom redu smo iskoristili (2), u tre¢em (5), a u ¢etvrtom (7) i (1). Ako & generira simetriju polja u
rjesenju ¢, onda L¢¢p = 0, pa je 6He = 0 pa (11) povlaci identitet koji se odnosi na varijaciju povrsinskog
¢lana od tog rjesenja, ¢, 6Q¢ — it = 0.

Razmatramo stacionarnu, aksisimetri¢nu crnu rupu sa Killingovim vektorom £ koji generira Killingov
horizont sa kona¢nom i konstantnom povrsinskom gravitacijom k, a isGezava na bifurkacijskoj povrsini
B. Ako odaberemo hiperpovrsinu ¥ tako da su joj jedini rubovi u prostornoj beskonacnosti i na B, onda

varijacijski identitet uzima oblik
&é(@& 2515 0Q¢ — ict, (12)

gdje su orjentacije obiju povrsina inducirane vektorom okrenutim prema beskonac¢nosti. Moze se pokazati
da je desna strana jednadzbe jednaka 6 — QgdJ gdje su £ 1 J asimptotski definirane ukupna energija i
kutna koli¢ina gibanja, a 2 je kutna brzina horizonta. Da odredimo lijevu stranu primjetimo da, posto
je & Killingov vektor, njene derivacije vise od prve mogu se zapisati pomocéu £ i njene prve derivacije
te Riemannovog tenzora i njegovih derivacija. Stoga ()¢ ovisi o { samo algebarski preko £ i V€. Na B
vektor £ isCezava te

Vi = 0,8 = kn)! (13)

“w

gdje je n,, binormalan B (tj. forma 2, normalizirana na —2), ¢iju orijentaciju determinira derivacija
Killingovog vektora u (13). Stoga je sva £ ovisnost od Q za pozadinsko rjeSenje sadrzana u specifikaciji
bifurkacijske povrsine i konstantne povrSinske gravitacije . Nadalje, zamjena V,§” — £n; moze
se napraviti prije varijacije: veli¢ina a*b,dn, isCezava osim ako je a* okomit, a b” tangencionalan na
B, no nema normal-tangencionalnih komponenti u pozadinskom tenzoru jer nebi bile invarijantne pod
Killingovim tokom od & na B (koji djeluje kao potisak okomit na B). Identitet (12) stoga dobiva oblik

takozvanog prvog zakona termodinamike crnih rupa
T10S = 66 — QuoT (14)

Gdje je Ty = hr /27 Hawkingova temperatura, a
B

gdje je @5 (i za pozadinu i za varirano rjeSenje) dobiven od Q¢ zamjenom V,§, — n,,. Entropija
crne rupe S je stoga proporcionalna horizonstkom Noetherinom naboju koji odgovara difeomorfizmu koji
generira horizont. [5]

Da entropija nebi bila nula, ¢ini se da Q¢ mora ovisiti o V¢, pa je 1 stoga 6(¢, Le¢) mora ovisiti o
VV¢. Posto Lieva derivacija tensorskog polja ovisi o V&, ovo zahtjeva da 6(¢, 0¢) ovisi barem o jednoj
derivaciji od d¢, pa i to da L ukljuc¢uje barem druge derivacije. Posto Formalizam prvog reda ukljuc¢uje
samo jednu derivaciju, taj bi formalizam izveo gresku; da entropija is¢ezava. Desna strana prvog zakona
(14) je neovisna o formalizmu. Sad ¢emo izracunati horizonstki Noetherin naboj za opcu relativnost
koristeé¢i Formalizam, pronaéi gresku u gornjem zakljucivanju te pokazati kako izbjeéi problem.



3 Difeomorfizam Noetherinog naboja za opc¢u relativnost sa or-
tonormiranom bazom

U Formalizmu prvog reda, lagranzijan za opcu relativnost u n dimenzija je napisan pomoc¢u polja baze
forme 1 €2, koji je SO(n—1,1) vektor te SO(n — 1,1) konekcije forme 1 w?® ;. To su nezavisne dinamicke
varijable teorije. Metrika prostor-vremena je dana sa g,, = nm,eZel;, gdje je nqp metrika Minkovskog, a
kurvatura forma 2 je definirana pomocéu R®, = dw®p + w® . A w®y.

Lagranzijan za opcu relativnost u n-dimenzija je funkcija baze i konekcije spina preko kurvature forme

2,
L(e,w) = €q..pea€® A ... Ne® N R, (16)
Ovo je invarijantno na bazdarenje i opéenito kovarijantno. Varijacija je dana sa
oL oL
6L = 6 A — + Déw™® A 17
© N e TP GRa (17)
oL oL oL
=0e" A — + 0w AD d{ dw™ A . 18
¢ N e T NGk T ( “ az%ab) (18)

gdje je D Lorentz kovarijantna vanjska derivacija[6] i koristili smo identitet §R*® = Ddéw?. Jednadzbe
kretanja su:
€abe..dfeES N ... A e A Def =0 (19)

€ab...cde€” N ... Ne€ AN R¥* =0 (20)

Ako je e* nedegeneriran, onda jednadzba (19) implicira uvjet bez torzije De® = 0, $to moZe biti rijeSeno
za w = w®. Kad se ovo iskoristi u jednadzbi (20), to postaje ekvivalentno is¢ezavanju Riccijevog tenzora
od g, pa se dobije Einsteinova jednadzba u vakumu. Ako stavimo w = w® u lagranzijan na pocetku,
imamo Formalizam drugog reda i (19) zasigurno vrijedi, kao identitet. Noetherina struja difeomorfizma
ukljucuje Lievu derivaciju konekcije, L¢w koja je dana sa

ng = igdw + d(igw) =ieR+ D(igw). (21)

Ovdje tretiramo komponente konekcije kao kolekciju forme 1 i isto ¢emo raditi sa komponentama baze.
Ako relevantan manifold ne moze biti pokriven samo jednim poljem baze, tj. nije paralelizabilan, ova
strategija nebi bila moguéa jer kod promjene lokalnog Lorentzovog bazdarenja Lieva derivacija se nebi
dobro transformirala. U tom slu¢aju, bila bi potrebna Lorentz-Lieva derivacija.

Iz (18) mozemo is¢itati simplekticki potencijal definiran u (1),

OL
_ ab
0 = 6w A SR (22)
Koristedi (21), Noetherina struja difeomorfizma moze biti zapisana kao
) oL b oL b oL )
jg = d<z§w AN aRab> — (Zgwa ) A\ DW + (ZgR ) A W — ZEL (23)

Drugi ¢lan u Noetherinoj struji (23) is¢ezava radi w jednadzbe gibanja. Nadalje, lagranzijan (16) ima
lijepo svojstvo
OL

ORab :

3) isGezavaju po e jednadzbi gibanja. Stoga moZemo
2),

teL = (ige ) A (igRab) A

iz Cega slijedi da treéi i Cetvrti ¢lan zajedno u
jednostavno is¢itati Noetherin naboj forme (n —

(24)

(25)

Primjetimo da je ovo linearno u &, bez derivacije €. Ako je & Killingov vektor koji generira horizont,
Q¢ isCezava kad ga evaluiramo na bifurkacijskoj povrsini B Killingovog horizonta. To bi impliciralo da
entropija (15) is¢ezava, no tu o¢ito nesto ne valja.

Problem nastaje jer smo pretpostavili da dinamicka polja imaju is¢ezavajuéu Lievu derivaciju s ob-
zirom na £. Radi ovoga, konekcija w® divergira pri B. Objasniti ¢emo, iz geometrijskog gledista, zasto
divergira, ali prvo ¢emo pokazati da i¢w® ima konacan limes u B te to iskoristiti da nademo entropiju.



Lieva derivacija baze je dana sa
,Cgea = igde“ + dige“ = igDe“ + Dige“ — igw“ A e (26)

Ako ovo stavimo da bude nula te koristeéi jednadzbu polja De® = 0, ili definiciju w® u Formalizmu
drugog reda, dobivamo

ig(w)" b = €y, Dy (ige®), (27)
gdje je e} inverzna baza. Da bi izra¢unali desnu stranu primjetimo da djelovanje D), na tenzore jo§ nije
specificirano (osim da nema torzije) pa mozemo odabrati da djeluje na indexe tenzora kao beztorzijska
kovarijantna derivacija V, odredena metrikom. S ovim izborom imamo D,ej = 0, gdje D, oznacava
cijelu derivaciju koja ukljucuje i prostor-vrijeme i konekcije spina. Koriste¢i Leibnitzovo pravilo, (27)
postaje

ig(w) s = ey ey V" (28)
Limes pri B je dan

lim ig(we)“b = —kn®, (29)

—B

gdje je n® = nf’e%eb. Stoga tew® ipak ne is€ezava na bifurkacijskoj povrSini.

m

Sad vidimo (25):
lir{gl(QE) = —knPeqpe ae® AL Ael (30)
—

Ovo je zapravo 2k puta element povrSine na B, stoga 556 Q¢ = 2kA/167G, pa je entropija (15) Spy =
A/4AhG, Bekenstein-Hawkingova etropija.

Da bi objasnili kako i zasto konekcija divergira na bifurkacijskoj povrsini, koristiti ¢emo jednostavnu
analogiju sa dvodimenzionalnim Euklidskim prostorom. Killingovo vektorsko polje koje generira rotaciju
oko ishodista dano je s £ = 9Jy u polarnim koordinatama (r,6). Ishodiste je fiksna tocka rotacijske
izometrije, to jest £ tu isCezava, pa je analogna bifurkacijskoj povrsini. Bazu koja ima is¢ezavajuéu
Lijevu derivaciju s obzirom na ovu rotaciju Killingovo polje rotira za 27 prelaskom cijelog kruga. Za
krug blizi ishodistu, baza se rotira brze, jer se radijus smanjuje. U ishodiStu baza se treba rotirati
beskona¢no brzo, Sto implicira da konekcija divergira. Eksplicitno, neka je baza zadana sa el = dr i
e? = rdf, tako da je Lee® = 0. NeisCezavajucée komponente konekcije su dane sa w?; = —w'y = df.
Norma od d#f je (99‘9)1/2 = 1/r, tako da df, a stoga i konekcija, divergiraju u ishodistu, iako je kontrakcija
i¢w? 1 = 1 konacéna. Na bifurkacijskoj povrsini prostor-vremena crne rupe imamo hiperboli¢nu verziju
ovog fenomena.

Ako Zelimo izbjeé¢i pojavljivanje singularne spin konekcije u izra¢unu Noetherinog naboja entropije
crne rupe, moramo modificirati realizaciju simetrije difeomorfizma, tako da baza moZe biti invarijantna
na simetriju i nesingularna na bifurkacijskoj povrsini. Sljedeéi odjeljak uvodi ovu realizaciju.

4 Lorentz-Lieva derivacija

Lieva derivacija tenzora s obzirom na vektorsko polje £ je definirana kao promjena tenzorskog polja
uz tok polja €. Sustav se sastoji od dualnih vektora koji se jedinstveno prenose tokom. Oni ostaju
ortonormirani pod tokom Killingovog vektora, ali osje¢aju Lorentzovu transformaciju. Stoga Lijeva
derivacija baze s obzirom na Killingov vektor generalno nije nula. Medutim, u nekoj bazi, moze se
definirati modificiranu derivaciju koja ukljuc¢uje kompenzirajuéu lokalnu Lorentz transformaciju tako da
je modificirana derivacija baze s obzirom na Killingov vektor uvijek nula. Ovo zovemo Lorentz-Lievom
derivacijom. Ona se uvodila neko puta na razli¢ite nacine [7],[12].

Oznacavati ¢emo Lorentz-Lievu derivaciju sa Kg. To je Lieva derivacija dopunjena lokalnom .S O(n—
1,1) bazdarnom transformacijom generiranom nekim )\g koji je odreden bazom e® kako slijedi. Primjetimo

prvo da je, radi isezavanja Kgn“b, A¢ antisimetricno, tj. (/\g)(“c) = ()\Z)l()anc)b = 0. Sad promotrimo
djelovanje ICE na e®,
Kge® = Lee® + (AE)" pe (31)
Prostor-vremenski tenzor eaICge“ moze se rastaviti na simetri¢ni i antisimetri¢ni dio
eanKgey = ea(unge‘;) + ea[MICgeﬁ] (32)

Radi antisimetrije ()\g)ab , simetri¢ni dio ne ovisi 0 A¢ i dan je sa

e _a 1
ea(uKéer) = §L£9W' (33)



Lorentz-Lieva derivacija Kge® ¢e stoga isCezavati kad je £ Killingov vektor ako i samo ako antisimetri¢ni
dio isCezava. Antisimetri¢ni dio

ealukgey) = €ajuleey) + eauebu(Ag)ab’ (34)
moze se postaviti na nulu ako odaberemo
(/\g)ab = elageel. (35)

Ovaj odabir definira Lorentz-Lievu derivaciju pridruZenu s e*. Ona s obzirom na proizvoljno vektorsko
polje je stoga dana sa

1
Keey = 5¢" Legpw- (36)

Kad je £ Killingov vektor imamo K¢e® = 0.
Pronadimo eksplicitan izraz za A¢ (35) pomoc¢u V¢.

()™ = erloLeell = erlogr v, el + el (v ,¢7)el) (37)
(A" = ig(w®)™ + el®ellv €. (38)
Prvo smo ikoristili derivaciju V kompatibilnu s beztorzijskom metrikom, a potom Ve’ = Deb —(w®)? .e¢ =

= —(w®)" ceC.

Pod Lorentzovom transformacijom baze, e® — L% e®, veli¢ina Ag se transformira kao konekcija za
Lievu derivaciju,

e)b

A =LANL™ "+ LLeL™ (39)

Ovo ¢ini Lorentz-Lievu derivaciju kovarijantnom pod SO(n — 1,1) bazdarnim transformacijama. Dje-
lovanje Lorentz-Lieve derivacije je prosireno na bilo koji Lorentzov tenzor zahtjevom da je derivacija,
to jest ako vrijedi Leibnitzovo pravilo produkta. Njeno djelovanje na bilo koju SO(n — 1,1) konekciju
definirano je tako da A¢ ¢lan implementira infinitezimalne bazdrane transformacije konekcije,

Kiw® = Lew® — D(A§)* = i R + D(igw — A§)*" (40)

Ovaj rezultat ¢e biti klju¢an za izra¢unavanje entropije pomoc¢u Noetherinog naboja Lorentz-difeomorphizma.
ITlustrirajmo djelovanje Lorentz-Lieve derivacije u dvodimenzionalnom ravnom Euklidskom prostoru.

Baza koji smo gore koristili ima is¢ezavajuéu Lijevu derivaciju po Killingovom vektorskom polju & = 0y

za rotaciju. Stoga za tu bazu i to vektorsko polje imamo A¢=0 tako da je Lorentz-Lieva derivacija zapravo

samo Lieva derivacija, koja isSezava na bazi. Problem sa takvom bazom, kao $to je veé¢ objasnjeno, je

to &to je singularitet na fiksnoj tocki Killingovog toka. Sada razmatrajmo Cartezijev sustav, e! = dz i

e? = dy. Ako napisemo isti Killingov vektor kao & = xd, — yd,, jednostavno se vidi da (L¢e)l = —e? i

(Lee)? = el. Tako ovaj sustav nije rotacijski invarijantan, njegova Lorentz-Lieva derivacija mora isGezavati

posto je ¢ Killingov vektor. Zaista imamo (A§)'2 = —(A§)*1 = 1, tako da (K°e)' = (Lee)! + (A§)! 2¢* =

—e® + ¢ = 0, te slitno (K%)* = (Lee)® + (Ag)*1¢! = €' —e! = 0. Zapravo bazdarna transformacija

ponistava kona¢nu Lievu derivaciju s obzirom na Killingov vektor. Sli¢no, sustav invarijatnan na rotaciju

ima neis¢ezavaju¢u Lievu derivaciju s obzirom na translacijski Killingov vektor d,, ali njegova Lorentz-

Lieva derivacija s obzirom na d, isCezava.

5 Entropija crne rupe kao Noetherin naboj Lorentzovog
difeomorfizma

Sad mozemo ponoviti korake u konstrukciji Noetherinog naboja iz drugog odjeljka, sa zamjenom Lieve
derivacije Lorentz-Lievom derivacijom.

3¢ = Ké. (41)

Ako pretpostavimo da nam je kovarijantan lagranZijan Lorentzov skalar, njegova varijacija je ista bez
obzira mijenjaju li se polja u njemu Lievom ili Lorentz-Lievom derivacijom, stoga zadovoljava ICZL =
Lel =diglL.

Noetherina struja pridruzena Lorentz-Lievoj simetriji je definirana sa

j& = 0(6,K¢9) —ieL, (42)



i zatvorena je na ljusci za sve & i stoga je vanjska derivacija Noetherinog naboja forma (n — 2),
j& = dQF. (43)

Izvod prvog zakona mehanike crnih rupa nastavlja se kao u sluc¢aju difeomorfizma Noetherine struje,
ali ulogu Lieve derivacije preuzima Lorentz-Lieva derivacija. Konkretnije, da bi iskoristili modificirani
varijacijski identitet (11), pozadinska polja sad moraju zadovoljavati IngS = 0, tako da varijacija hamil-
tonijana koji generira kombiniranu Lorentz-difeomorfizam simetriju is¢ezava. Ovo vodi na novi izraz za
entropiju crne rupe,

_2m L 5
S_héQg, (44)

gdje opet kapa na @ znac¢i zamjenu V&, — n,,. Da bi ovo izracunali za konkretnu teoriju moramo
prvo nacéi Noetherinu struju i odgovarajuéi oblik Noetherinog naboja. Pogledajmo kako ovo funkcionira
u praksi.

6 Lovelock gravitacija

Analiza za opcu relativnost u tre¢em odjeljku je zapravo primjenjiva opcenitije na bilo koji lagranzijan
L(e,w) koji je konstruiran od produkata bazi i kurvatura formi 2, posto lijepo svojstvo (24) i dalje drzi,
a ostatak izvoda je generian. Konkretnije, izraz za Noetherin naboj (25) je primjenjiv za sve takve
lagranzijane. Ti lagranzijani odgovaraju Lovelock teorijama, zajedno sa raznim topoloskim ¢lanovima
koji ne utjec¢u na jednadzbe gibanja.

Usporedba izraza (40) i (21) za Lievu i Lorentz-Lievu derivaciju konekcije otkriva da samo trebamo
zamijeniti tew — ew — AZ u (25) da bismo dobili formu Noetherin naboj. Ovo daje

oL
K . eyab
Q§ = (’ng — )\g) A\ W. (45)

Kljuéna stvar je to da posSto je baza Lorentz-Lie invarijantna, a nije Lie invarijantna, moZe se pretpostaviti
da je regularna na B. Stoga veli¢ina i¢w is¢ezava na B, a iz (38)(13) imamo

(Az)ab = kn?, (46)

Kad ovo zamjenimo u (45), rezultat je identi¢an onom kojeg smo dobili koristeéi limes (29) sa singular-
nom, Lie invarijatnom bazom. To jest

N oL
Q’g = —kn® A SRab’ (47)
a integracija toga daje entropiju (44).
Lagranzijan za Lovelock gravitaciju je
L(e,w) = €4 ped(coe® A ... A e AneNel +ere A NP AR+ . D, (48)

gdje je c¢; konstanta vezanja za ¢lan sa ¢ faktora kurvature. Clan ¢ je kozmoloska konstanta, a c;

Einstein-Hilbertov lagranzijan. Forma Q’g je dobivena iz L pomicuéi svaki faktor od R na prvu poziciju
i mijenjajudéi ga u —kn.

Kurvature u integrandu entropije su one od konekcije w ¢ija je jednadzba gibanja DOL/OR™ = 0.
Jedan i jedini nacin da se ovo zadovolji je De* = 0, to jest da je w konekcija spina w® odredena sa e.
Za takva rjeSenja kurvatura koja se pojavljuje u entropiji je ona odredena sa e. Ove kurvature forme
2 se sve vrac¢aju na B i njeni indexi su svi projicirani na B podprostor. Takoder, ektrinzi¢na kurvatura
bifurkacijske povrsine is¢ezava, tako da te se te kurvature reduciraju na intrinzi¢ne. Entropija je stoga
odredena intrinziénom geometrijom horizonta [13].

Za Lovelock gravitaciju Formalizmi prvog i drugog reda nisu strogo identi¢ni u vise od 4 dimenzija,
posto postoje rjeSenja u Formalizmu prvog reda za koja w # w®. To jest, konekcija moze imati torziju.
Zapravo, rjeSenja crnih rupa s ovim svojstvom postoje i njihova entropija moze ukljucivati torziju preko
kurvature [14][15]. Medutim, svi Noetherini naboji ovih rjesenja isCezavaju, uklju¢ujuéi entropiju. Bilo
bi interesantno naci rjeSenja sa netrivijalnom torzijom koja pridonosi entropiji crne rupe.



7 Topoloski ¢lanovi

Kao daljnju upotrebu Lorentz-difeomorfizam simetrije pogledajmo doprinose topoloskih ¢lanova entropiji
crne rupe u 4-dimenzionalnoj opcoj relativnosti. Lagranzijan forma 4 je dan

L(e,w) = (*(e“ Aeb) +eget Aeb +cp xR + CPRab> A Rap, (49)
gdje je *R?® = %e“deRcd. Konstante vezanja su cg za Holstov ¢lan [3], cg za Eulerovu invarijantu, a
cp za Pontryaginovu invarijantu. Holstov ¢lan modificira jednadZbu gibanja konekcije, ali ne utjece na
njeno rjeSenje w, a izbacuje jednadzbu gibanja baze kad je konekcija na ljusci. Fulerov i Pontryaginov
¢lan su ekzaktne forme tako da ne utje¢u na jednadzbe gibanja. Da su oni vanjske derivacije bazdarno
invarijantnih formi, mogli bi apsorbirati te forme u simplekti¢ki potencijal 8 (1) i zakljuciti da ni entropija
ne ovisi o njima. Medutim, te forme nisu bazdarno invarijantne pa ti ¢lanovi ipak mogu doprinositi
entropiji crne rupe.

Entropija crne rupe (44) za lagranzijan (49) je dana sa

27

S n P

nCd(*eC ANeqg+ cgeec Neq—+ 2cg *Reqg + 2¢pReq). (50)

Einstein-Hilbertov ¢lan je proporcionalan povrsini B, kao §to smo vidjeli prije. Holstov ¢lan is¢ezava radi
ortogonalnosti na B. Eulerov ¢lan je jedan od ¢lanova u opéem Lovelock lagranzijanu (48) pa ukljucuje
jedino intrinzi¢nu kurvaturu povrsine B. U ovom slucaju, posto je B dvodimenzionalan, to doprinosi samo
Riccijevom skalaru. Integral ovog c¢lana u entropiji je topologka invarijanta proporcionalna Eulerovoj
karakteristici horizonta [13]. U viSim, parnim dimenzijama, sli¢ni ¢lanovi postoje, ukljucujuci (n — 2)/2
tenzore kurvature. Kona¢no, posto ekstrinzi¢na kurvatura is¢ezava, Pontryaginov ¢lan je ekzaktna forma
na B, tako da njegov integral is¢ezava. Da bismo vidjeli da je pull-back od n°R.q na B egzaktan,
stavimo da su [* i n® null normale na B koje zadovoljavaju l.n¢ = —2, tako da n® = Il°p¥. Tada
imamo nR.y = [.D?*n¢ = d(l.Dn®) — Dl. A Dn°. Posto ekstrinzié¢na kurvatura od B is¢ezava, null
normale moraju biti paralelno transportirane po B u vlastite multiplete, tako da pull-back-om na B
imamo DI¢ = gl° i Dn® = —on® za neku formu 1 ¢. Stoga DI, A Dn® = —20 Ao = 0.

8 Rasprava

Iskoristili smo Lorentz-Lievu derivaciju K¢ da bi definirali odredenu varijaciju baze (i ostalih Lorentzovih
tenzora) pod difeomorfizmom generiranim vektorskim poljem £. Lorentz-Lieva derivacija je definirana
kombinirajuéi uobicajenu Lievu derivaciju sa ¢lanom koji oduzima lokalnu Lorentzovu transformaciju
koju tok inducira na sustavu. Taj ¢lan ovisi o bazi i konekciji koja kovarijantizira Lievu derivaciju s
obzirom na lokalne Lorentzove transformacije. Kljuéno svojstvo ove definicije je to da ako je £ Killingov
vektor, Lorentz-Lieva derivacija sustava is¢ezava. Ovo svojstvo omogucava sustavu da bude Lorentz-Lie
invarijantan na bifurkacijskoj povrsini Killingovog horizonta, a da se "dobro" ponaSa. Koristeé¢i ovaj
formalizam, pokazali smo kako Lorentz-Lie Noetherin naboj daje entropiju crne rupe. Ilustrirali smo
moguénost ra¢unanja ovom metodom ra¢unanjem entropija crnih rupa za lagranzijane koji su polinomni
u "wedge" produktima baze forme 1 i kurvature forme 2.

U izra¢unima smo koristili lokalno Lorentzovo baZzdarenje, a pretpostavili smo da dovoljno velik dio
prostor-vremena mozemo bazdariti isto. Daljnja analiza je potrebna da bi se bavili situacijama gdje
nemamo takav slucaj [12].

Ogranicili smo se na lagranzijane koji su Lorentzovi skalari forme n. Moglo bi biti interesantno
prouditi formalizam Noetherinog naboja sa drugacijim lagranZijanima.

Konaé¢no, analiza kombinirane difeomorfizam-bazdarne Noetherine struje takoder mozZe biti primje-
njena kad je lokalna bazdarna simetrija unutarnja, kao u Yang-Mills teoriji. Jednostavan primjer se
nalazi u dodatku E1 u [16]. On koristi izraz "bazdarno kovarijantna Lieva derivacija".
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