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Sazetak

Seminar se bavi konceptom diskretnih 3D sustava uronjenih u kontinuirani 2D sustav vezanih val-
ovoda. Prvo ée se pokazati da diskretni sustavi mogu imati veéu dimenziju od kontinuiranih prostora u
kojem se nalaze. U fizici se opéenito pronalazi mnogo diskretnih sustava, kao $to su kristalne reSetke,
ali mali broj njih moZe zadovoljavati uvjete potrebne da im dimenzija bude razlicita od prostora u ko-
jem se nalaze. Pokazat ¢e se zadovoljavanje nekih od uvjeta u sustavu 2D valovoda te ée se diskutirati
moguénost zadovoljavanja ostalih.

1 Uvod

Promatrat ¢e se sustav 2D valovoda pune translacijske simetrije u jednom smjeru (neka je to smjer z),
a reducirane translacijske simetrije u ravnini okomitoj na smjer z (neka je to x-y ravnina)[1]. Obic¢no se
periodicka struktura presjeka koristi za usmjereno vodenje svjetlosti preko velikih udaljenosti, dakle kao
valovod, bilo putem totalne unutarnje refleksije na periodickoj strukturi ili zbog procjepa u spektru kao
poslijedice periodicke strukture koji onemogucuje Sirenje svjetlosti u x-y ravnini[1].

Medutim, sada od interesa nije koriStenje periodi¢ne strukture dielektrika da se postigne usmjereno
vodenje svjetlosti nego konstrukcija sustava koji ¢e se sastojati od nekoliko valovoda rasporedenih u peri-
odi¢nu strukturu izmedu kojih ée se odvijati prekakanje svjetlosti tijekom puta u z smjeru tako da je presjek
(okomit na z) tog sustava fotonicka reSetka. MoZe se pokazati da diskretni sustavi kao $to je to reSetka
mogu imati dimenzionalnost vecu od kontinuiranog prostora u kojem se nalaze[2]. Ako bi se konstruirala
upravo takva reSetka, u presjeku sustava bi se mogle promatrati neke fizikalne pojave, primjerice solitoni u
tri dimenzije[2] ili svojstva materijala kao Sto je bigrafen (eng. bigraphene layer).

2 Dimenzionalnost diskretnih sustava

Diskretne sustave kao §to je to reSetka u matematici proucava teorija grafova. Matematicki, graf je
sustav koji se sastoji od tocaka, vrhova, povezanih crtama, bridovima. U modeliranju konkretnih sustava,
teoriji mreza, vthovima se mogu pridijeliti razni pojmovi, a bridovi predstavljaju njihove veze. Na primjer,
racunala mogu biti povezana u mreZe kao §to su to prsten ili zvijezda pa model racunalne mreZe prikazuje
racunala vrhovima, dok bridovi oznacavaju njihovu povezanost. U kristalnoj reSetci vrhovi su pak atomi,
ioni i molekule koje se ponavljaju, dok su bridovi oznaCavaju tuneliranja elektrona. Ako kristalna resetka
ima po jedan element u bazi, zajednicko svojstvo ova dva grafa je da je veza izmedu dva vrha jednaka u
oba smjera ili, matematicki, neusmjerenost, a inace je resetka usmjerena. Kristalna reSetka se od drugih
grafova razlikuje po osnovnom svojstvu resetki opéenito; ona posjeduje reduciranu translacijsku simetriju
i moguce neke dodatne simetrije, kao $to je to rotacijska, koje je precrtavaju u nju samu - prostornu grupu
simetrija. Tako se matematicki reSetka opisuje kao usmjereni ili neusmjereni graf s prostornom grupom.



Dimenzija diskretnog sustava d moZze se definirati i izracunati na viSe nacina, a jedan od njih je proma-
tranje kako se volumen skalira s udaljeno$¢u. Razmotrimo ovaj problem u kontinuiranom sustavu. Poznato
je da je volumen unutar udaljenosti R od neke toc¢ke (duljina) u jednodimenzionalnom sustavu propor-
cionalan s R, u dvodimenzionalnom (povrsina) s R?, a u trodimenzionalnom (volumen) s R3. Ako bi se
udaljenost pomnozila s nekim brojem A (udaljenost bi se skalirala), onda bi se volumen u jednodimenzion-
alnom sustavu promijenio A puta, u dvodimenzionalnom \? puta, a trodimenzionalnom A3 puta. Poopéeno
na d-dimenzionalni prostor moZe se zapisati:

V ~R?

U diskretnom sustavu kao analogon volumenu unutar udaljenosti od to¢ke promatra se broj vrhova N (1) do
kojih se moZe doéi u [ skokova. Takoder analogno kontinuiranom sustavu vrijedi:

N(l) ~ 14

Ako se odredi broj vrhova do kojih se moZe do¢i za razliciti broj skokova, moZe se odrediti i dimenzional-
nost diskretnog sustava. Analogno, moZe se promatrati koliko je skupova vrhova obuhvacenih u [ koraka,
potrebno da se prebriSe cijeli graf. Ova metoda se naziva metoda brojanja kutija, a [ se naziva dimenzija
kutije. Ako je M (l) potreban broj kutija vrijedi[3]

M(l) ~ 174

Ova relacija ekvivalentna je onoj koja bi se dobila za analogni problem u kontinuiranom sustavu. Dokaz za
ekvivalencije diskretnih i kontinuiranih sustava moZe se pronaéi u sklopu teorije metrickih prostora.
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Slika 1: Grafovi. Slika je preuzeta iz [2]

Tlustrirajmo sad svojstvo diskretnih sustava da mogu imati dimenziju razli¢itu od dimenzije kontinuira-
nog prostora u kojem se nalaze na primjeru grafova prikazanih na slici 1[2]. Slika la prikazuje graf od
devet vrhova spojenih sa prvim susjedima. Usporedimo dva slucaja: {; = 3, aly = 1. U prvom slucaju
potrebne su tri kutije da prekriju cijeli sustav, a u drugom njih devet. Promotrimo sad sliku 1b. Tu neki
vrhovi nisu spojeni s prvim susjedima, a neki su spojeni s tre¢im. Promotrimo ista dva slu¢aja kao i za graf
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la. U prvom slucaju potrebna je samo jedna kutija da prekrije cijeli sustav (ovo ovisi o vrhu od kojeg se
krece, ali traZi se minimalan broj kutija[3]), dok je u drugom potrebno devet kutija. Buduéi da se u prvom
slu¢aju volumen s udaljeno$¢u skalira linearno, radi se o jednodimenzionalnom sustavu, dok je u drugom
slucaju skaliranje kvadratno pa se radi o dvodimezionalnom sustavu, ekvivalentnom sustavu na slici lc.
Razlika izmedu grafova 1b i 1c je da se graf 1b nalazi na pravcu, jednodimenzionalnom prostoru, dok je
graf 1c smjesten u ravnini, dvodimenzionalnom prostoru.

Dakle, da se presjek sustava valovoda pretvori u trodimenzionalni sustav u dvodimenzionalnom pros-
toru, potrebno je konstruirati reSetku kod koje su jakim tuneliranjem povezani neki nesusjedni valovodi,
dok je tuneliranje izmedu nekih susjednih potisnuto.

3 Propagacija svjetlosti u paraksijalnoj aproksimaciji

Da bi se moglo modelirati bilo koji elektromagnetski sustav potrebno je upotrijebiti Maxwellove jed-
nadzbe. Pretpostavimo linearni nemagnetski materijal u kojem nema slobodnih struja i naboja. U tom
slucaju jednadZzbe se svode na:

Ve (e(z,y)E) = 0 (D
V-H = 0 2)
. OH
VXE = *NOW (3)
VxH = e(x,y)aa—lf )

Dalje se ispusta prostorna ovisnost €(z, y) = €pe,(x, y) radi skradenja zapisa.

Ovaj sustav jednadZbi moZe se svesti na dvije jednadZbe, jednu za elektri¢no polje i drugu koja daje polje
Hiz poznatog elektricnog polja.

Prvo se raspisSe divergencija u jednadzbi (1):

Pretpostavlja se da je prostorna varijacija dielektricne funkcije puno sporija od prostorne varijacije elek-
tricnog polja pa je prvi ¢lan mnogo manji od drugog. Zanemarivanjem prvog ¢lana slijedi:

—

V- -E~0 &)

Sada, na jednadzbu (3) djeluje se operatorom rotacije te se na desnoj strani moZe elimirati rotacija polja H
koriste¢i jednadzbu (4), a na lijevoj strani iskoristi se poznata formula V x (V x E) = V(V - E) — V2E
te se prvi ¢lan eliminira jednadZbom (5). Ukupno se dobiva:

0*E

2o 2
V*E = /,LOGOET% (6)

To je poznata valna jednadZba, samo Sto je dielektri¢na funkcija prostorno ovisna.



Uzima se oscilatorna vremenska ovisnost polja:

E = Ee ™t
ﬁ' ];_I'efzwt
Uvrstavanjem u jednadzbe (3) 1 (6):
— — 2 —
V2E = — serE
c
H= VxE
Wl

)
®)

To su trazene dvije jednadzbe; rijesi se jednadzba (7) za E,aH dobije se iz poznatog elektri¢nog polja

prema jednadzbi (8). Dalje se sreduje i aproksimira jednadzba (7).

Zgodnije je raditi s indeksom loma n = /€., nego dielektricnom funkcijom. Ako pretpostavimo da je in-
deks loma valovoda tek nesto veci od indeksa loma ostatka materijala, ukupni indeks loma moze se zapisati

kao: n = ng + dn(z,y),no >> on. Dalje Ce se ostavljati samo doprinosti prvog reda u jn.

Za k i w vrijedi uobicajna disperzijska relacija za elektromagnetske valove u homogenom dielektriku jer

varijacija omjera % najmanje drugog reda u én:
w= % ©)
o
Iskoristimo je da eliminiramo frekvenciju u jednadzbi (7):
Yo k2, .
V7E =~ ——(ng + 2ngdn)E (10)
UN
Pretpostavi se da je elektri¢no polje modulirani ravni val:
E = (x,y,2)e"¢ (11)
Uocimo da je vektor polarizacije okomit na smjer propagacije zbog (5). Uvrstavanjem (11) u (10):
L L . 2 .
ev - (ve““ + ik2¢elk2) = % (n2 + 2ngon)pette
YN
=2 TR 2 K
Ve 4+ 2ikz2 - Vp — k%) = —n—%(no + 2npdn)y
Y 0% 0% oy on
— =+ —— + 2ik— = —2k*— 12
8x2+8y2 +8z2 e 0z now (12)
Sad pretpostavljamo da se modulacija u z smjeru mijenja sporo na razini valne duljine: ‘ gz;é’ << ‘Qik%—f ’

Ovo se naziva paraaksijalna aproksimacija[1].



Uz paraaksijalnu aproksimaciju i nakon sredivanja jednadzba (12) se svodi na:

oy 1 (82 0?

on
282__ﬁ W-ﬁ-ayz)w—k}now (13)

Ovo je jednadZba koja se dalje rijeSava, a odgovara vremenski ovisnoj Schrodingerovoj jednadzbi u dvije

dimenzije s potencijalom —kfl—".
0

Dalje je potrebno konstruirati reSetku koja bi se ponaSala kao trodimenzionalni objekt.

4 Profil sustava i rjeSavanje jednazbe

Konstrukcija pocinje s kvadratnom reSetkom valovoda Gaussijanskog profila s bazom, prikazanoj na
slici 2:

(F—Rm ")2 (F— ﬁ?rL n*g)z

5nL = 577'[40 Z e 202 =+ (5nLO + A) Z e 202 (14)

Ovdje je Ropn = mad + nay vektor resetke, b=byd+ by 7 vektor baze, a suma po minide od 0 do broja
valovoda. Uoc¢imo da u (13) potencijal dolazi s negativnim predznakom $to znaci da se moZe ocekivati da ée
svjetlost koja se originalno §iri jednim valovodom biti lokalizirana u valovodu i onda polagano preskakati
u obliZnje valovode analogno elektronima u periodic¢koj reSetci u aproksimaciji ¢vrste veze.
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Slika 2: Prikaz reSetke od 8 valovoda

Analogno situaciji u ¢vrstom stanju, kvantifikacija jacine veze proporcionalna je rezonantnom in-
tegralu J ~ > ik [ x jm")énxlgm " )*dV, koji je proporcionalan ucestalosti prijelaza izmedu modova val-
ovoda x lokaliziranih na mjestu mn i na mjestu m’n’. Buduéi da ovaj integral dominantno ovisi o udal-
jenosti mjesta te obliku lokaliziranih stanja, za oCekivati je da ¢e prijelazi biti sve rijedi kako se povecava
udaljenost valovoda. Takoder, ako je indeks loma jednog valovoda podignut za A u odnosu na drugi onda
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moZemo ocekivati slabije Sirenje svjetlosti izmedu njih jer se radi o nerezonantnim prijelazima. Za resetku
na slici 2 moZe se oCekivati da je najesCe tuneliranje izmedu elemenata baze, zatim izmedu razliCitih ele-
menata baze u susjednim ¢elijama te na kraju izmedu istih elemenata baze u susjedim Celijama.

Ideja je sada da se smjeStajem valovoda i podizanjem indeksa loma drasti¢no smanji tuneliranje izmedu
razli¢itih elemenata baze u susjednim Celijama. Preostalo bi tuneliranje izmedu istih elemenata baze u sus-
jednim Celijama, a koje bi tvorilo dvije nepovezane kvadratne reSetke te tuneliranje izmedu razlicitih ele-
menata baze u istoj Celiji, koje bi vezalo te reSetke u sustav ekvivalentan sloju tetragonalnih Celija.

Da bi se provjerilo je li tuneliranje zaista takvo i da bi se ugodili parametri reSetke, prati se intenzitet svjet-
losti u ovisnosti o prijedenom putu u z smjeru.

Intenzitet svjetla je:

I~ E? ~ [y]? (15)

Intenzitet u ovisnosti o z se prati tako da se jednadzba (13) numericki rjeSava metodom split step Fast
Fourier Transform (FFT)[6]. Ova metoda zasniva se na izraCunu funkcije ¥ u to¢ki z = 2z + Az, ako je
funkcija ¢ poznata u tocki z = 2y i ako zadovoljava jednadZbu (13), koriStenjem operatora evolucije:

z% = Hy(r.y.2) (16)
— (r,y, 2+ Az) = e TA%(a,y, 2) 17)

Ovdje H operator koji djeluje na ¢ na desnoj strani jednadzbe (13). U operatoru evolucije nalaze se dva
Clana, prvi, diferencijalni, koji je dijagonalan u reciprocnom prostoru i drugi, potencijalni u jeziku kvantne
mehanike, koji je dijagonalan u direktnom prostoru. Split step FFT algoritam razdvaja djelovanje operatora
H na tri dijela: Prvo se napravi pola koraka (translacija za%) pomocu "potencijalnog" operatora u direk-
tnom prostoru, zatim se numerickim algoritmom brze Fourierove transformacije (Fast Fourier Transform)
rezultat prebaci u recipro¢ni prostor gdje se napravi cijeli korak pomocu diferencijalnog operatora te se
taj rezultat vrati u direktni prostor gdje se zavrsi korak. Ovakav postupak osigurava numericku stabilnost
rijeSenja. UoCimo da rastavljanje operatora na "potencijalni" i diferencijalni dio nije moguce provesti egza-
ktno jer oni nisu komutativni pa se zapravo koristi aproksimacija koja unosi gresku reda veli¢ine Az, Za
potrebe seminara metoda je implementirana u Pythonu.

Prije pocetka numerickog rjeSavanja treba specificirati sve konstante koje se pojavljuju u jednadzbi
(13) te odrediti pocetni uvjet. U eksperimentima se koristi laser tako da su svi izrauni provedeni s
A = 500 x 10~3um. Za ng uzeta je vrijednost 2.3, §to odgovara kristalu silicija. Period resetke a obi¢no
je reda veli¢ine 10pum, a dnrg je najmanje tri reda veli¢ine manji od ng, Sto treba pratiti i A. Konkretno,
racuni su izvedeni s ¢ = 10pum, 0 = 0.1a, b, = b, = 0.25a, énrg = 2 X 1073, k = 2”% ~ 28.9um~! te
A =01iA = ngo dabi se vidjeli efekti razlike izmedu indeksa loma valovoda u bazi. U reSetci se nalazi 8
Celija te su nametnuti periodicki uvijeti.

Pocetni uvjet je:

1 _(z—40)?  (y—4a)?
2 2

e e T e (18)

Y(x,y,2=0) =

2702

Pocetna norma nije vaZna u linearnim sustavima. S druge strane u nelinearnim sustavima indeks loma
ovisi o intenzitetu (Kerrov efekt)[7] pa poCetni intenzitet, odnosno kvadrat pocetne valne funkcije utjece na
rezultat.
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Slika 3: Ovisnost intenziteta svijetlosti o x i y za razne vrijednosti z prikazana je bojom prema skali uz
svaku sliku. U pozadini je u crno bijelom pokazana reSetka.

Na slici 3 prikazano je stanje za A = 0 svakih 2500pm. Vidi se kako je dominantno tuneliranje
izmedu najbliZih susjeda, a onda se svjetlost $iri i prema daljima. Uvijek je prisutna lokalizacija svjetlosti
u valovodima, kao Sto se i ocekuje. UocCimo takoder da je Sirenje nesto brZe u smjeru b, nego ortogonalno
na taj smjer, Sto je poslijedica gradacije jaCina tuneliranja kako je gore navedeno.

Treba zapamtiti da slike predstavljaju op¢i trend, a izmedu njih svjetlost tunelira izmedu valovoda u oba
smjera, ali sve viSe §iri.
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Slika 4: Ovisnost intenziteta svijetlosti o x i y za razne vrijednosti z prikazana je bojom prema skali uz
svaku sliku. U pozadini je u crno-bijelom prikazana reSetka.

Na slici 4 prikazano je stanje za A = npo nakon svakih 2500um. Vidimo da je tuneliranje unutar baze
smanjeno u odnosu na slucaj s A = 0, iako jo§ postoji. Takoder, vidi se da je tuneliranje izmedu istih
elemenata baze u razli¢itim éelijama daleko sporije nego prije. Buduéi da se svjetlost u od valovoda na
polozaju 0 u bazi do susjednih valovoda na poloZaju 0 prosiri jednako, zakljuCuje se da je sada glavni put
tuneliranja direktno izmedu tih elemenata, a ne posredno preko valovoda na poloZaju b.
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Slika 5: Ovisnost intenziteta svijetlosti o x i y za razne vrijednosti z prikazana je bojom prema skali uz
svaku sliku. U pozadini je u crno-bijelom prikazana reSetka.

Na slici 5 prikazano je stanje s A = n0L nakon svakih 2500um, ali s poCetnim uvjetom:

1 _(1‘7417,7b1)2 _(y—4a7by)2

Y(z,y,z=0) = e 257 257 (19)

T 27102

Vidi se da uopce nema tuneliranja na istoj skali, $to dalje protvrduje prethodni zakljucak, ali dovodi do dru-
gog problema: "Potencijal” je predubok te je svjetlost previse lokalizirana u pocetnom valovodu. Simulacija
je ponovljena za A = 0.5n19,0.4n10,0.25n 19, no tuneliranje se bitno pojatava samo izmedu elemenata
baze u istoj Celiji, ne izmedu Celija.



5 Komentar

Pokazano je da je ve¢ povecanje indeksa loma izmedu dva valovoda dovoljno da potisne tuneliranje
izmedu izmedu neekvivalntnih elemenata u razli¢itim éelijama, no sada valovod veéeg indeksa loma pre-
viSe zadrZava svjetlost. Potrebno je dalje modificirati indeks loma i geometrijska svojstva valovoda da se
dobije tuneliranje izmedu elemenata baze ma mjestu b. Shema kojom bi se problem dalje rjeSavao je grating
assisted tunneling[4] u sklopu kojoj bi se, pomocu resetke ovisne o z, odnosno pod kutem na os z, moglo
vratiti tuneliranje izmedu elemenata baze u oba smjera te pojacati tuneliranje izmedu elemenata baze na
b. Postupak odgovara postizanju rezonantnih prijelaza u sustavu hladnih atoma u optic¢koj resetci pomocu
lasera u [5]

Dalje bi se moglo konstruirati bigrafen - dvije paralelne grafenske ravnine - i proucavati njegova svo-
jstva, $to je lakSe od sli¢nih istraZivanja u fizici ¢vrstog stanja. Sve dok sustav zadovoljava uvijete paraak-
sijalne aproksimacije, rezultati ¢e biti ekvivalentni jer je jednadzba koja opisuje gibanje elektrona u resetci
jednaka jednadZbi koja opisuje gibanje svjetlosti u fotoni¢kom kristalu. Takoder, u ovakvim sustavima bi
se moglo eksperimentalno proucavati solitone u tri dimenzije.
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