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Sazetak

Ovaj dokument je strukturiran u tri dijela. U prvom poglavlju dan je kratki
pregled teorije kovarijantnog nuklearnog funkcionala gustoée sa separabil-
nom interakcijom sparivanja. U drugom poglavlju opisano je rjeSenje jed-
nog konkretnog modela funkcionala baziranog na izmjeni mezona s parame-
trima koji ovise o gusto¢i (DD-ME2 parametrizacija Lagrangijana). Pritom
se pretpostavlja da imamo parno-parnu jezgru, koja je simetri¢na na obrat
vremena, rotacije oko z osi i zrcaljenje obzirom na xy ravninu. U treem
poglavlju, dani su neki zanimljivi rezultati koje model predvida.

Pokrate i Notacija

Koristi se iduéa notacija i pokrate:
o RHB - Relativistic Hartree Bogoliubov
e DD-ME - Density Dependent - Meson exchange
e 0, B,7,... - koristi se za indeksiranje koeficijenta
velike komponente f(U/V) Diracovog spinora uz o= (n,,n;, A,my)
e &,p,7,... - koristi se za indeksiranje koeficijenta g< My razvoju
male komponente gU/V) Diracovog spinora uz & = (i, iz, A, i)
o [Dy) = Dy (r)xm, - u 0ovoj je konvenciji a = (n,,n;,A,m,) kada se
pojavi uz vektor |®q), a o= (n,,n;,A), ako je uz funkciju ®Pq(r)
e tekst - font koji se koristi za objekte koji nisu dio samog mo-
dela ali se koriste u konkretnoj implementaciji, npr. ¢vorovi Gauss-
Hermiteove integracije: xh (0,1, ..., NGH)

fﬁ,U/ Vi razvoju

1 Relativisticki Hartree-Bogoliubov model
1.1 Funkcional baziran na interakciji izmjenom mezona
U standardnoj reprezentaciji kvantne hadronodinamike,
jezgru opisujemo kao sustav neovisnih Diracovih Cestica u
srednjem potencijalu koji potjece od medudjelovanja izmje-
nom mezona i fotona. Pokazalo se da izoskalarni-skalarni
o6 mezon, izoskalarni-vektorski ® mezon i izovektorski-
vektorski p mezon, zajedno s fotonom 7, ¢ine minimalan skup
polja nuzan za dobar opis veéine atomskih jezgara. Lagran-
gijan kojim opisujemo sustav je:

L= Lgin+ Lyges + Lins- (D
Lkin je kineticki ¢lan slobodnog nukleona:
Liin = Y;(iY"0y —myp )i, ()

gdje je m = m, ~ m, masa slobodnog nukleona. Ly, je La-
grangijan slobodnog elektromagnetskog i mezonskih polja:
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s odgovaraju¢im masama mg, Mg, My 1 tenzorima polja:

Q,UV = a'u(l)v - a\/wp, R’.UV = a'u‘_jv - gv_p"u, F,UV = a'uAV - avA'u
“
Minimalan skup ¢lanova medudjelovanja u Ly, glasi:
Lint = =8oWOY — 2oWY 0, — gpT WY Puy—
- )
- ,lIW7

s konstantama vezanja gs, o, gp, €. 1z prethodne gustoce
Lagrangijana moZe se dobiti [[1]] gusto¢a Hamiltonijana:

= iwf(a~p+ml3)w,~+
+§(<Vc> +m2e?) — 2 (Ve + o) -
— 3 (V0 +mp?) — 3 (Va)+

+ (gcpsc + 80 ju®" + gpju P+ ej,‘,’A”) ;

gdje su pripadne Lorentzove bilinearne forme definirane kao:

Zw,

A

(6)

), izoskalarna-skalarna gustoca,

;(r)Y.Vi(r), izoskalarna-vektorska struja,

:E\

A
Ju(r) = ZT( )T YuWi(r), izovektorska-vektorska struja,

Zw, (7)

Sumacija se pr0V0d1 po zaposjednutim orbitalama u Fermi-
jevom moru pozitivnih energija zanemarujuéi Diracovo more
(no-sea approximation). 1z gustoée Hamiltonijana, integrira-
njem dobijemo funkcional energije:

Ey, V0,0 B AY] = /R H(x)dr. ®)

U ranim primjenama prethodnog Lagrangijana primijeceno
je da ovakav jednostavan model, sa samo linearnim ¢lano-
vima interakcije, ne daje dobar kvantitativan opis komplici-
ranog nuklearnog sustava. UspjeSna modifikacija prethod-
nog Lagrangijana jest slijediti ideju [2] o konstantama veza-
nja koje ovise o gustoéi. Preciznije, pretpostavlja se da su
8o = 8a(Pv): 8o = gu(Py) i gp = &p(Pv). funkcije gustoce
Py =/ Jjuj*. Konkretna ovisnost modelirana je fenomenolo-

)YuVi(r), elektromagnetska struja.




$ki temeljem mikroskopskih racuna. Variranjem funkcionala
[3], dobivaju se jednocesti¢ne jednadZzbe gibanja za spinore:

ilDWi =&V,
hp =0 (p—E)+Zo +B(m+I,), ©)
gdje su
Ly(r) = goo(r),
2u(r) = o0y (r) + gpT - Pu(r) + eAy(r) + Zi(r).  (10)

Posljednji ¢lan Zﬁ(r) je posljedica pretpostavljene ovisnosti
konstanti vezanja o gustoéi (rearrangement ¢lan):
Jy 0gs g0 . agp A

wR _ ( - ) 1
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Razmatran_]e ¢emo 0gran1c1ti na parno-parne jezgre, invari-

]antne na vremenski obrat, pa prostorne komponente polja

iSCezavaju. Preostalu komponentu polja @ i p* oznacavamo

o i p. Uz te pretpostavke, Diracov Hamiltonijan (9) se moze
pojednostaviti (sada u SI jedinicama):

s |V(r)+S(r) +mc? c(o-p)
hp = [ c(o-p) V(r)—S(r)—mcz} ’

gdje je skalarni potencijal: S(r) = ficgsG, a vektorski po-
tencijal je dan jednadZbom:

1
V(r)=hc (g(ou)+gptzp +Z§) +e

PsG +
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Sada su relevantne bilinearne forme:
A A
r) =Y v () wi(r), pu(r) =Y v (r)yi(r), (14)
i=1 i=1

dok je p(r) razlika neutronske p”(r) i protonske p¥ (r) vek-
torske gustoce. Varijacija funkcionala energije (8) po mezon-
skim poljima daje Klein-Gordonove jednadZbe:

L, m2c
|: V :| = —&cPs»
2 2
aC
{ V2+—}w goPv,
) mzc2
V2 |p = o 1)
i Poissonovu jednadzbu za elektromagnetski potencijal:
V2Ag = — < pP. (16)
€0

1.2 Parametrizacija konstanti vezanja
Konstane vezanja gs, g 1 gp, dane su fenomenoloski:

silp) =silpsa) (), i=o0 a7

_ 1 +bi(x+d;)? Py
fl(X) 1+Cz(x+d)27 x_psat’
edje su {a;,b;,ci,di, 8i(Psar) }» bezdimenzionalni parametri, a

(18)

Psar = 0.152 fm~ gustoca saturacije nuklearne materije. Za
vezanje p mezona, koristi se ansarz:
_ Py _q
8o (Pv) = &p(Psar)e ap(p“‘” )a (19)

s parametrima gp(Psa) i ap. Takoder u parametar mo-
dela spada i masa fenomenoloskog ¢ mezona mg, dok su
za ® i p mezone koriStene mase slobodnih mezona. Time
density-dependent model ima ukupno 13 paramatra. Ipak,

Tablica 1. DD-ME2 parametrizacija Lagrangijana

mg[MeV/c?] 8o (Psar) 8o (Psar) 8p (Psar) be Co Co ap

550.124 10.540 13.019 3.684 1.094 | 1.706 | 1.462 | 0.565

nisu svi nezavisni. Postavljaju se dodatna ogranicenja:

) =1, f5(1)=fg(1), f(0)=0. (20)
Time preostaje 8 nezavisnih parametara koji su odredeni tako
da model reproduciraja empirijska svojstva nuklearne mate-
rije kao 1 eksperimentalne podatke energija vezanja manjeg
skupa jezgara [4]. Unalaze se konacne vrijednosti
nezavisnih parametara u tzv. DD-ME2 parametrizaciji.

1.3 Teorija kovarijantnog funkcionala gustoée s nukle-
arnim sparivanjem

Prethodno opisani model prikladan je za opis magic-
nih jezgara, dok u slucaju jezgre s otvorenim ljuskama mo-
ramo ukljuciti i sparivanje. Razvijena je teorija Hartree-
Bogoliubovljevog modela [S] u kojoj su objedinjene Cestica-
supljma 1nterakc1Je na razini srednjeg polja (potpoglavlje [T.1)
sa Cestica-Cestica interakcijama sparivanja. Teorija se prvens-
tveno bavi osnovnim stanjem jezgre koje je opisano kvazices-
ti¢nim vakuumom |®), u odnosu na nezavisne kvaziCestice.
KvaziCesti¢ni operatori & i dz, definirani su unitarnom Bo-
goliubovljevom transformacijom jednocesti¢nih nukleonskih
operatora ponistenja i stvaranja &,, ¢

= ZUnké; + Vil 1)
U, = f k ol i V= f k su Hartree-Bogoliubovljeve
zgk zgk

valne funkcije, a index n odnosi se na bazu u kojoj razvijamo.
Uvodi se operator gustoée p i tenzor sparivanja K:

pnn’ = <(I)| /cn ‘(I)> ﬁnn’ = <(I)| CrCn |(I)> : (22)
Ukupni energijski funkcwnal glasi:
Erpslp, K] = E[p] + Epair[K], (23)
gdje je E[p] an u (8), dok je:
Epair[R] = 7 Z Z &, (i [VPP |nanh) &, (24)
ny ”1 ny n2

(nln VPP |nyn) je matri¢ni element dvocesti¢ne interakcije

sparivanja. Varijacijskim postupkom, sli¢no kao u potpoglav-
Lju[L.1] dobije se konatna RHB jednadzba za U i V:

hp —mc? — A U, U,
—A* k4 mc? +7»H } E"{Vk}’ 25

gdje je Hamiltonijan /p dan u , m je masa nukleona,
a A je kemijski potencijal, takav da je oCekivana vrijednost
broja Cestica u osnovnom stanju jednaka Z za protone, od-
nosno A — Z za neutrone. Operator sparivanja A, definiran je
po matri¢nim elementima:

1 .
3 X (| VPP |mn) Ry

A~

Anl ny — (26)

/ol
nyn,

Primijetimo da u (23)), za svaki svojstveni vektor (U, V) i
energiju E, postoji svojstveni vektor (V,*,U;) s energijom
—E. Kako kvazicesti¢ni operatori zadovoljavaju fermionske
komutacijske relacije, ta dva stanja nisu istovremeno zapo-
sjednuta. Takoder, s obzirom na to da radimo u no-sea aprok-
simaciji, zanemarujemo rjeSenja u Diracovom moru. Efekt
Diracovog mora nije malen, ali je efektivno uzet u obzir odre-
divnjem parametara modela. Dakle, zanemarujemo rjesenja s
|Ex| > 1 GeV koja su tipi¢no u Diracovom moru, a od rjeSenja




u Fermijevom moru |Ex| < 1 GeV, koristimo samo pozitivna

E; > 0 rjeSenja. Sada se mogu napisati izrazi za gustoce py,

Py, 1 P> kOje se javljaju u vektorskom potencijalu @ unu-

tar Diracovog Hamiltona (12) i jednadzbama za fotonsko
15)

i mezonska polja (
Eg<1GeV

Ps(l’) = Z Z Vkl,tz (I')'YOV]Q;Z (I‘)

f=*1 E>0

Ex<1GeV
Py(r) = Z Z Vk, th r),
=%l E>0
Prv(r) = py(r) —py(r). 27

1.4 Dvocesticna separabilna interakcija sparivanja V??

Postoje razni modeli koji opisuju medudjelovanje spari-
vanja VPP, Jedna od najuspjesnijih je Gognyjeva sila [6]. Na-
zalost, to medudjelovanje je izuzetno sloZeno za numericku
implementaciju pa se traZe jednostavnije varijante. Razvijena
je jednostavnija varijanta medudjelovanja sparivanja koja je
separabilna u prostoru impulsa [[7]:

l1+0;-0
V(e e ) = -6 OO SR R)P(P(F),
(28)
gdiesuR="2 r=r - iP(r) = We“r‘z/zaz. Pa-

rametri G = 728 MeVfm? i a = 0.644 fm, su podeSeni prema
rezultatima koje daje Gognyjeva sila. Da bismo dobili opera-

tor sparivanja A, prema (26)) treba izraunati matri¢ni element
(nin| VPP |npnl) i tenzor sparivanja:
E;<1GeV
1Acnn’ = Z V/inUk,n’v
E >0
u nekoj konkretnoj bazi, gdje su Vi, i Uy, komponente u
razvoju spinora u toj bazi. Prema osnovnoj RHB jednadzbi
(25)), operator sparivanja A moZemo zapisati kao :
Ao {Aff Afg]
Agr A
Pokazuje se da se Ay, Ags i Ay mogu zanemariti, pa preos-
taje samo Aff.

(29)

(30)

2 Numericka implementacija modela

U ovom poglavlju opisuje se rjeSenje modela razvojem u
bazi harmonic¢kog oscilatora [8]]. Razmatranje ¢emo ograni-
Citi na jezgre koje su invarijantne na rotacije oko z osi i zrca-
ljenje s obzirom na xy ravninu. To nam jamc¢i da su ukupna
projekcija Q = A + m; angularnog momenta jezgre na z os
1 paritet IT dobri kvantni brojevi. Navedena svojstva bitno
ubrzavaju izvodenje numerickih similacija.

2.1 Baza kvantnog harmonickog oscilatora (QHO)

Prije nego li definiramo bazu u kojoj razvijamo spinore
U iV iz RHB jednadZbe , uvedimo pomocne pojmove
kljuCne za konkretnu realizaciju. S obzirom na to da rjeSa-
vamo problem razvojem u bazi, nasluujemo da ¢emo imati
posla s velikim brojem numerickih integracija. Za numericko
integriranje, obicno se koriste Newton-Cotesove integracij-
ske formule [9]. Alternativa su Gaussove integracijske for-
mule, s dvostruko ve¢om polinomijalnom egzaktnoséu. Nji-
hovo granicenje je da su prikladne za integriranje samo odre-
denih klasa funkcija. Primjerice, Gauss-Hermiteova formula
je izrazito to¢na za eksponencijalno trnuce funkcije. Koris-
timo Gaussove formule jer gotovo sve funkcije poloZaja r u

jezgri trnu eksponencijalno. Gauss-Hermiteovu integracijska
formula glasi:

gdje su x; nultoCke polinoma Hy(x ) (tzv. cvor0V1) aw; te-
zine. Koristimo gotove rutine za raCunanje ¢vorova i teZina
[10]. Sve funkcije z varijable s kojima ¢emo mi raditi su
parne pa za takve imamo prilagodenu formulu nasim potre-

bama:
NGH

/ flx dXNth

gdje su sada xh (1) svi nenegatlvnl ¢vorovi, a u modifici-

h(i)), €1V

. , . . 2 o
rane te¥ine wh (i) apsoribran je faktor 2¢*" (*)”. U nagem
sluCaju, red formule je NGH = 48. Sli¢no tako, koristimo i
Gauss-Laguerrovu integracijsku formulu'

/e”f Ydn = ijfx]

gdje su x; nultocke polinoma LN(T]) i w; pripadne teZine.

Modificirana formula za nase potrebe glasi:
NGL

| ran= IR

gdje su x1 (J) nepromljenjem ¢vorovi, a u tezine wl (J)

je apsorbiran faktor ¢! (3. U naSem je slu¢aju red formule
NGL = 48. Napomenimo samo da su prethodne integraciske
formule (odnosno teZine i ¢vorovi) dobiveni zahtjevom egzk-
tnosti formula za polinome Sto veéeg stupnja.

Definirajmo bazu za razvoj:

x1(3)), (32)

1 eiA(])
D) = ——\, A ) —— 5
| >(x_(n,7nz.,A,ms) \/I%Wn& (Z)Wn,( )\/EXma

1 2
. (2) = ————H, (x)e /2,
lIjh( ) \/W h( )
2n,! A _
v (r) = WH‘A‘”LLJ(W n/2, (33)
Koriste se standardne pokrate: x = 75— in = (Wrb,)z' Pret-

hodna baza €ini potpun skup stanja za fermione spina 1,/2 jer
su te valne funkcije rjesenja potencijala harmonickog oscila-
tora: V(z,r) = 2m(,o o + 3 1mw?r?. Oscilatorske duljine su
definirane sli¢no kao i u Jednostavnom deformiranom shell
modelu:

bob, —1/ Vlf’wr[50 , bob, =
bo

gdje Bo definira deformacuu baze. U nacelu, mozemo iza-
brati bilo koje parametre ®g i B¢ za razvoj, no obzirom na
to da éemo mi beskonacan skup stanja aproksimirati konac-
nim, rezultati ovise o ovom odabiru. Posluzit éemo se re-
zultatiom jednostavnog shell modela: ako za radijus jezgre
priblizno uzmemo 1.2 A'/3 fm, tada je dobra procjena [11]
za @ uzeti: hwy = 41A'/3 MeV. Vrijednost parametra de-
formacije baze By, obi¢no odabiremo nula, ali on moZe biti
koristan u slucaju da radimo s konkretnom jezgrom za koju
otprilike znamo koju deformaciju oc¢ekujemo, pa pogodan iz-
bor By moZe ubrzati racun i povecati toénost razvoja.
U navedenoj bazi razvijamo veliku £(U/") i malu g(t/V)
ponentu spinora U /V:

UM (e Zf”” @), V) =Y e @),
¢ (34)

l(m ﬁO

kom-




Postavlja se pitanje kako ograniciti sumaciju po indeksima
a, @, odnosno, koje sve funkcije odabrati za razvoj? Is-
postavlja se da neorganiziran odabir stanja u razvoju @,
dovodi do pojave tzv. spurioznih stanja. Taj problem je
rijeSen tako da se odabre neki oscilatorski glavni kvantni broj
Npax 1 da se velika komponenta razvija po svim moguéim
o = (n,,n;,A,my) takvima da je No, = 2n, +n; +|A| < Ny,
dok se mala komponenta razvija po svim moguéim
0. = (i, 71, A, i) za koje je Ng = 27, + i, + |A| < Niax + 1.
U nasem slucaju obi¢no se Koristi paran Ny =: NOFX = 12.

Primijetimo da zbog pretpostavke o invarijantnosti jez-
gre na obrat vremena, nema smisla u razvoj stavljati stanja s
negativnim Q = A + my, ve¢ zbog simetrije, svuda gdje nam
treba (primjerice u gustocama ) suma po svim stanjima,
samo dodamo faktor 2. Samim time je uvijek |A| =

Zbog toga §to su svi operatori u RHB jednadzbi
invarijatni na Q! simetriju, bazu je povoljnije urediti u
blokove:
on_ 1717 3% 37 25t a5 o7
2 ) 2 ) 2 ) 2 I 2 ) 2 ) 2 )
indeksiranim s: ib =1, 2,..., 2NOFX+3 := nb. Kako je pari-
tet male komponente suprotan od velike (operator je Y°) i jer

je paritet bazne funkcije ®q(r) jednak (—1) A = (—1)Na,
lako se iskonstruiraju svi moguci kvantni brojevi o, & baz-
nih vektora u pojedinom ib bloku. Jednostavnije je pokazatl

e

primjerom za blok QM =23 /2:
oc/oc ny n, A myg
f komponenta: 12 0 0o 12 -1/2
12 0 1 11 +1/2
g komponenta: 11 0 0 11 +4+1/2
13 1 0o 11 +4+1/2
13 0 1 12 —-1/2
130 2 11 +1)2

Ovime su navedeni svi moguci kvantni brojevi takvi da je:
Q = A+ m; = 23/2, paritet velike (male) komponente je
+1 (—1) i glavni oscilatorski kvatni broj N za veliku (malu)
komponentu ne prelazi NOFX=12 (NOFX+1 = 13). Ako se
sve moguce takve kombinacije po svim blokovima zbroje,
razvijamo po ukupno 1015 stanja u slucaju NOFX=12.

Javlja se jedan prakti¢ni problem, a to je izraCunati koliko
takvih stanja ima za dani NOFX kako bismo znali rezervirati
polja u memoriju odredenih dimezija. U dana je
ilustracija takvog racuna.

Mezonska polja, takoder razvijamo u bazi harmoni¢kog
oscilatora. Zelimo da polja G, ®, i p, imaju A =01 IT = +1
paritet, pa mezonska polja razvijamo u bazi (33)

[o/w/p](r ): ¢‘,j/‘;;/p

tako da suma ide po svim parovima (n,,nz) za koje je
N =2n,+n; =0,2,4,...,NOBX. U naSem slucaju, koristi
se NOBX = 20. Ta ce polja dovoljno brzo trnuti (Yukawina
funkcija) pa je razvoj po trnuéim funkcijama ®q(r) dobra
aproksimacija, ali u slu¢aju dalekodoseznog fotonskog Ag(r)
polja, direktno ¢emo integrirati Coulombov doprinos.

(ny.,n,,A=0) (I’), (35)

Funkcije za razvoj ®g(r) realizirane su tako da su u
polja gh, ghl, g1, gl11 spremljene vrijednosti funkcija:

=Vw \Vn (bob xh(1) ),

wh(i)

nZ7

ghl(ng, i \Vnz( bob;xh(1) ), (36)

L
d(55)

e
1,8, 3) = | (bob 5130,
1(3 d
qll(}’lr7/\7j): u 2(3) ( r )Wn,(bobr (j) )7 (37)
bob,
gdjesui=0,1,

...,NGH, 7=0,1,...,NGL. Detalji, kako se
to¢no izvrijedne funkcije 1§] g; dani su u

2.2 Prijelaz u konfiguracijski prostor

Integro-diferencijalnu jednadZbu moguée je razvojem
u bazi svesti na matricnu jednadzbu (pogodnu za racu-
nanje) u prostoru koeficijenata razvoja - konfiguracijski
prostor. Tada je RHB jednadZba, zapisana u bazi
(|Pa))a = Uin(|Pa,,))a,, Organiziranoj po blokovima, ekvi-
valentna svojstvenom problemu po blokovima s matricama
(za neutron ¢, = 1 i proton f, = —1 posebno):

a-n B° A 0
B C-A O 0
A 0 -A+\h -B
0 0 -B -C+r

(38)

ib

Detaljan raspis prijelaza u konfiguracijski prostor dan je u
Definicije pojedinih podmatrica u su:
Aoty = (Po| V+S @), Coary = (PalV-S-2mc? | Dg),

Blao) = (Po| —ic(6-p) | Po) i Ap) := (Pl Ass|Pp).
Prethodne podmatrice, moZemo izracunati tek kada znamo
gustoce Pss Pv 1 Pry, na Gaussovoj mreZi ¢vorova

(bob;xh(i) , bob,+/x1(7) ) 1tenzor sparivanja Koo - Na-
ime, podmatricu B uvijek znamo (Dodatak B, ali za podma-
trice 4 i C potrebni su nam potencijali V(r) i S(r) (Doda-
, a kako su potencijali definirani gustocama (27)), pro-
em treba rjeSavati samosuglasno (obicno se govori o self-
consistent rjesSenju). Isto tako, da bismo izracunali tenzor
sparivanja iz podmatrice A, potrebni su nam svojstveni
vektori - dakle ve¢ gotova rjesenja problema
Polazeéi od grube pocetne procjene potencijala V (r) i S(r),
(npr. potencijali Woods-Saxon oblika) izraCunamo pocetne
podmatrice 4, B, C i A, zatim rjeSavanjem u konfigu-
racijskom prostoru, izraunamo nove U,V spinore, odnosno
gustole , i pomocu njih izraCunamo novu i bolju aprok-
simaciju podmatrica 4, B, C i A. Postupak se ponavlja sve
dok novo dobivene matrice nisu prakti¢ki jednake kao 1 pret-
hodne, naravno, do odredene tolerancije € u matri¢noj normi.
U ostatku poglavlja, opisuje se kako je konstruirana inicijali-
zacija, te kako u i-toj iteraciji, prona¢i podmatrice 4, B, C i
A, potrebne za iduéu (i + 1)-u iteraciju.

2.3 Inicijalizacija podmatrica

Podmatrica B pretstavlja kineti¢ki doprinos, i ona je ista
u svakoj iteraciji. Definirajmo potencijale U (r)=V (r)+S(r)
i W(r)=V(r)-S(r). Oni nam trebaju za podmatrice 4 i C.
Prethodna istraZivanja [12], koja nisu ukljucivala sparivanje,
1 nisu bila s density-dependent konstantama vezanja, bavila
su se samo rjeSavanjem Hamiltonijana (12). TraZili su se po-
godni potencijali U i W, koji aproksimiraju potencijale do-
bivene potpunim samokonzistentnim rjesenjem. Kako brzina
konvergencije racuna bitno ovisi o poCetnoj pretpostavci rje-
Senja, koriste se rezultati navedenih ranijih istraZivanja za ini-
cijalizaciju potencijala U i W. PredloZeni su jednostavni de-

formirani Woods-Saxon potencijali sa svega nekoliko para-
metara:

Vo
<| )y

/u

0
Vp/"
1 +exp ( \r\*‘Rp/n@))

Ip/n

Wp/n (l‘) = , (39)

1+exp
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gdje su funkcije deformacije ovisne o parametru B::
Rpm(r) _ Ry, (r) / / /

O O ( +Bi 167:) (1 B 16n) (1 B (3005 b- ]))
Ponovno, parametar B; obi¢no se postavi na 0 osim ako to¢no
znamo kakvu deformaciju oéekujemo Konkretne vrijednosti
parametara: Vpo/n, Mpfns Gp s @ p/n, rp/" i rls’p/" dane su u [12].
Treba napomenuti da u potencijalima U, i W), u sluCaju
protona, nije uracunat Coulombov doprinos. Prva aproksi-
macija koja se koristi za inicijalizaciju je energija interakcije
protona sa sfericnom sredicom naboja eZ i radijusa rgAl/ 3,
Na taj nacin inicijaliziramo U i W, pomocu kojih izraCunamo
pocetne podmatrice 4 i C, za svaki ib blok.

Za pocetno sparivanje odabiremo monopolno sparivanje
jakosti Ag = 1 MeV. To samo znaci da je za svaki ib blok,
podmatrica A(q,g) = Aoy p skalarna matrica.

Za pocetni kemijski potencijal A°, temeljem iskustva
odaberemo: A0_,; = —7 MeV.

2.4 [Iterativno rjesavanje
Sada kada imamo bazu iteracije, pokazujemo korak,
odnosno, pretpostavljamo da znamo u i-toj iteraciji matrice
za protone i neutrone, u svakom ib bloku, te pokazu-
jemo kako doéi do istih matrica samo u (i + 1)-0j iteraciji.

Za svaki ib blok dijagonaliziramo matricu (38) tako
da uzmemo staru vrljednost kemljskog potencijala A’. Na
taj nacin dobijemo energije Ej i svojstvene vektore (Uk,Vk)
u obliku koeﬁcuenata u razvoju. Nakon toga imamo da je
vektorska gustoca (27) u no-sea aproksimaciji:

Ek<1GeV ") -
2 2 2
pim) =Y 1P +lg (40)
Ek>0
Integiranjem gustoée po &itavom R3, uz koristenje razvoja
i ortonormiranosti vektora baze |®y,), slijedi:
E;<1GeV

v, v,
No= ¥ 2x Y (TP + D), @
E>0 ib “Oip &sip
gdje je N, =A-Z za t;=1, odnosno N, =Z za t;=-1.

Obzirom da kemijski potencijal jo§ nije toCan, ako iz-
raCunamo nakon dijagonalizacije desnu stranu u @_TI),
necemo dobiti zadani broj protona/neutrona. To postavimo
kao problem traZenja nultocke A* = Al s varijablom A
i primijenimo kombiniranu metodu sekante i bisekcije
[9]. Empirijski uzmemo da je traZeni A* unutar intervala
[A — 100MeV, A +- 100MeV ], te pomocu sekante pronademo
iduceg kandidata za nultocku. Ako sluc¢ajno novi kandidat
izade van intervala unutar kojeg se sigurno nalazi nultocka,
napravimo bisekciju rubova intervala za sljedeceg kandidata.
U protivhom, uzmemo novog kandidata kojeg daje sekanta i
suzimo rubove intervala unutar koje je nultocka. Na taj nacin
dobivamo svojstvene spinore (Uy, Vi) u konfiguracijskom
prostoru tako da su ocekivani brojevi protona i neutrona
jednaki zadanima.

Primijetimo da nam uvelike pomaZe simetrija sustava i
organizacija baze po blokovima. Naime, sloZenost dijago-
nalizacije je O(rn) te kada ne bismo organizirali bazu po
blokovima, imali bismo primjerice ~ n® operacija. Ako,
jednostavnosti radi, imamo 10 blokova jednakih dimenzija,
onda je ukupan broj operacija u dijagonalizaciji 10 x ({4)* §to
je oko 100 puta manje operacija po jednoj dijagonalizaciji!

Iduce 3to treba napraviti je izracunati gustoce (27) u
koordinatnom prostoru, odnosno na Gaussovoj mrezi ¢vo-

rova. Najprije izraCunamo matricu gustoce po blokovima:
EP<1GeV

)y

EP>0
L. Ve, Vi i
gdje je Vtioknf' = [(f&l;”)ulb,(g&lbk))alb], Diracov Vi, (r) spi-
nor prikazan u konfiguracijskom prostoru. Iz definicije gus-
toéa 1} , uvrStavanjem razvoja tada vrijedi:

Puys(r) =2 Z[ Y S anPly Po, (P

tz,ib alb“b

Z 611‘1.y i 3

s
Qi ,0sy,

t;,ib _
pn] R

(Vkonf) (Vkonf )nz7 (42)

(r) £

43)
AAPE Ly o, (P ().

Kako imamo spremljenu matricu gustoée i funkcije baze
(36l37) na Gaussovoj mrezi, lako izvrijednimo py, Py, 1 Prv,
na Gaussovoj mreZi ¢vorova. Takoder, kao §to ¢emo upravo
vidjeti, treba nam i Laplacijan V2p?(r) protonske gustoée na
mreZi ¢vorova. Direktnom primijenom V? operatora na ),
koriStenjem V2(fg)=gV2f+fV2g+2Vf - Vg, i Cinjenice da
@ (r) rjeSavaju Schrédingerovu jednadzbu za QHO (znamo
V2®,(r)), dobiva se izraz za V(9o ®},), a time i
izraz za V?p¥(r) .

Sada moZemo racunati bozonska polja na Gaussovoj mreZi
jer su nam samo ona potrebna za potencijale V(r) i S(r),

u racunanju podmatrica 4 i C. No, najprije izacunajmo
Coulombov doprinos u vektorskom potencijalu V za protone.

Coulombova interakcija
Medudjelovanje protona na poloiaju r s ostatkom jezgre je:

eho(e) = 25 [ e - [ Ir=rV2pL()ar
0 drmey Jre [r—r/| 87t80 Y ’
(44)
gdje je koriSteno: ﬁ =5 ’|, Greenov identitet i

Cinjenica da protonska gustoca trne eksponencijalno u besko-
nacnosti. Nadalje, s kako je protonska gustoca aksijalno si-
metri¢na, moguce je egzaktno integrirati po kutu 0:

= = /)2 2
etofwy=eor [ de! [ Jirer o2 PE( 2+“) 3 ) V2P,

45)
gdje je E(m) = 5/2 \/1 —msin®$ d¢, potpun elipti¢ni in-
tegral druge vrste. Postoji [[13] jednostavna aproksimativna
formula za E(m), velike preciznosti koju prakti¢no moZemo
smatrati egzaktnom. Time je efektivno Poissonova jednadzba
rijeSena metodom Greenove funkcije:

eAo(r) = 2mlichyb?b, /O dx' /O dn'G(x,n,x' ;0 \V"?pP (bob.x' ,bobA/T),

4b7\/ﬁ\/T7 )
b2 (x+sx')2+b2 (y-v)? /)

(46)
To¢no tako je i implementirana Greenova funkcija. Prije
ulaska u postupak iteracije, izraCunata je Greenova funkcija
na dvostrukoj Gaussovoj mreZi ¢vorova. Dakle, sada kada
imamo Laplacijan protonske gustoe, moZemo pomocéu
(3132), aproksimacijom integrala izvrijedniti eA(r) na
Citavoj mreZi ¢vorova.

Y boy/B2(x+ v+ f\sz(

s=+1

—nG(x,’r].x'.T]

Mezonska polja
Takoder, sada kada imamo gustoce , moZemo rjesavati
Klein-Gordonove jednadzbe , koje su sve oblika:

" itr) = s e,

gdje je i = 6, m,p, a s;(r) su pripadni izvori koji su nam sada
poznati. U Klein-Gordonove jednadZbe uvrstimo razvoje me-

( v24 2 (47)




zonskih polja (33), te skalarnim mnoZenjem slijeva funkci-
jom @, ., A_¢)(r), za neki fiksiran dozvoljen par (n,,n;) u
razvoju t.d. 2n, +n, =0,2,...,NOBX=20, dobivamo:

Y }Qn,,nz)(n;,ng)fl)é,,/r = /R \ si(r')q’?;zr.nz, A=0) (r')dr'.

(ny.nf)
(48)
Gdje je matrica  dana u (Dodatak G). Prethodni set
jednadZbi shvatimo kao linearan sustav jednadZzbi: par in-
deksa (n,,n;), kao i za fermione a,, &, shvatimo kao jedan in-
deks, te za svaki taj indeks izraCunamo integral s desne strane.

Primijetimo da matrica linearnog sustava # ne ovisi o itera-
ciji, pa ju moZemo prije ulaska u iterativan postupak inverti-
rati. Na taj nacin mozemo koeficijente u razvoju mezonskih

polja efikasno dobiti kao umnoZak matrice A ! i vektora:

q)énrvnz) = Z

(n3nz)

}[(-;rl,nz)(n/r,nlz) |:/lv Si(r,)q)?i1;7ng,A=0) (I‘I)dr/:| )
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te ubacivanjem izraCunatih koeficijenata razvoja u ),
dobijemo polja o(r), ®(r), i p(r), na mrezi &vorova. Sada
kona¢no imamo sve funkcije potrebne za izraCunati poten-
cijale V(r) i S(r) na mrezi ¢vorova, a samim time (vidi
i matrice 4 i C za idudu iteraciju.
Jo§ jedino preostaje matrica A. Najprije je, prema for-
muli (26), potrebno izraunati matri¢ne elemente sparivanja
(o, 00| VPP |ajo,). Tzralun matri¢nih elemenata sparivanja
dan je u Po definiciji (26), ubacivanjem ten-
zora sparivanja (29) i matri¢nog elementa sparivanja (1)),
matricni element Ay, o,), U zadanom ib bloku je:

G EP<1GeV V) )

_ N-N; NN, Vi) Uy

o) = =7 L. W5 { Y whd {2x8A,17A/2 Yol H
Ny,N; of o Eklb>0

(50)

Suma po N,, N, objasnjena je u|Dodatku H| a suma po o}, o)

ide po svim indeksima u razvoju velike komponente spinora.

Ograni¢avanje kvadrupolnog momenta (Q)

Ovaj model se prvenstveno bavi osnovnim stanjem jezgre
i kao rjeSenje ¢emo dobiti deformaciju jezgre p u njenom
osnovnom. Mi bismo Zeljeli modificirati racun, tako da nam
omogucuje ograni¢avanje kvadrupolnog momenta:

A 9
(Q)= /R3 (212 —x —y*)py(r)dr = \/;A(I.ZA]/Sfm)ZBC,
(51

na zadanu vrijednost ¢°, odnosno da kao rjesenje dobijemo
jezgru u pobudenom stanju sa zadanom deformacijom f.
Najjednostavnija modifikacija dosadas$njeg racuna je da se
u varijacijski postupak, dodaje kvadratican ¢lan energiji (),
koji tjera sustav u zadani kvadrupolni moment:
~ N (&) A

() = () + 5 (4" = ()" (52)
Parametar ¢y definira intenzitet kvadraticnog ogranicCenja.
Nakon variranja, ovo efektivno zna¢i da u potencijal V(r),
samo treba dodati novi &lan koji tjera sustav u zadani ¢°:

V(r) = V(r)+eo((0) —¢") (2 =2 —»*).  (53)
Problem kod ovakvog jednostavnog pristupa je ovisnost tje-
Senja o parametru krutosti c¢g. Naime, premali ¢y rezultira
samosuglasnim rjeSenjem s velikim odstupanjem <Q> od za-
danog ¢°. Prevelik ¢ Cesto naruSava konvergenciju iterativ-
nog postupka. Ovaj nedostatak rjeSava proSirena Lagrange-
ova metoda [[14]. U energiju se dodaje i linearan ¢lan:

() = (A) + A — (0)) + 2(¢°— (D)%,

: (54)

koji varijacijom generira novi potencijal:

V(r) > V() +[co((Q) —¢") = A] (227 =2 =»?).  (55)
Parametar A, nije proizvoljan, nego je zadan kroz iteracije.
U prvoj iteraciji koristi se A? = 0, a kroz iteracije je:

A = A+ eo(g” = (0)). (56)
Dakle, na pocetku definiramo parametar ¢ i Zeljenu defor-
maciju jezgre B, $to daje ¢° = \/gAR%BC. U i-toj iteraciji

kada imamo p,(r), izratunamo (Q)’ aproksimacijom inte-
grala (51) na mreZi ¢vorova. IzraSunamo A" i dodamo novi
¢lan (55) potencijalu V (r) na mreZi.

Ovime je pokazan korak iteracije, odnosno, imamo nove
matrice (38)) po blokovima ib, s kojima moZemo uéi u novu
iteraciju. Dobra je praksa kroz svaku iteraciju izraCunati
ocekivane vrijednosti nekih opservabli kao $to je rms radijus,
kvadrupolni, heksadekupolni moment i razni doprinosi
energiji: kineti¢ki, mezonski, Coulombov doprinos i energija
sparivanja. One nisu nuzne za samo iterativno rjeSavanje
(osim (Q)"), ali sluze da imamo kratak pregled zbivanja po
iteracijama, primjerice, moZemo tako dobiti indikaciju da
treba povecati ili smanjiti parametar c.

Broydenova metoda

Direktno koriStenje izraCunatih matrica nakon i-te iteracije u
sljedecoj iteraciji nije numericki stabilno. Prvo poboljSanje
koje se koristi je uzimanje konveksne linearne kombinacije
matrica sa pocetka i kraja i-te iteracije, ali i taj je pristup
Cesto nestabilan. Obzirom da se isti problem javlja u raznim
granama fizike gdje se koriste energijski funkcionali gustoce,
razvijena je tzv. Broydenova rutina [15], originalno nastala
za potrebe simulacija u kvantnoj kemiji. Radi se o efikasnoj
generalizaciji metode sekante na viSedimenzionalne funkcije
B(V) € R” viSedimenzionalnih varijabli V € R".

U rutinu se najprije ubaci inicijalni vektor Vp, a rutina
vraca isti taj vektor B(Vy) = Vy. Pretpostavimo da smo
do sada ubacili vektore Vo,Vy,...,V;, i da Zelimo ubaciti
novi V;;1. Rutina najprije usporedi vektor V;; sa zadnje
vratenim vektorom B(V(,Vy,...,V;). Ako se ti vektori
razliku za manje od € u l-normi: [|X[|; = X_; [Xj], rutina
javlja da je postignuta samokonzistencija. U protivnom,
rutina vraéa novi vektor: B(Vo,Vy,...,V;, V).

U nasem sluCaju koristena je € = 107° preciznost. Mi
zelimo da nam matrice , prelaskom iz i-te u iducu
iteraciju budu iste, pa je varijabla V;, za Broydenovu rutinu
u nasem slucaju :

Vi= [P LT(A5,) LT (CE) @ LT(AL,)] & (M) @ (M) @ (A,
t,,ib

(57
gdje LT(A) oznacava donji trokut neke n X n matrice A,
napisan kao vektor s n(n+ 1)/2 komponenti, a ¢ oznacava
operaciju konkatenacije vektora. Samo jedan trokut matrice
nam je bitan jer su podmatrice u (38) simetri¢ne, a podma-
trica ‘B se ne mijenja kroz iteracije pa ju ne ukljucujemo.

Kako je opisano, Broydenova rutina nam, kada smo iz-
racunali nove matrice @ u i-toj iteraciji, ispituje jesu li
dobivene matrice jednake prethodnim do na €, te ovisno o
tome ili generira nove matrice za iducu iteraciju, ili prekida
iterativan postupak jer je postignuta samosuglasnost.
Potreban broj iteracija ovisi o kompliciranosti strukture
promatrane jezgre. Primjerice, za dvostruko magicnu jezgru
10 u osnovnom stanju dovoljno je 20 iteracija, dok za
osnovno stanje jezgre 2°Ne treba oko 180 iteracija.




2.5 Prijelaz u kanonsku bazu

Kada je postignuta samokonzistencija, rijeSena je RHB
jednadzbu u kvaziCesti¢noj bazi (Z1I) i treba se vratiti u ka-
nonsku bazu da bismo dobili bolje razumijevanje Hartree-
Bogoliubovljeve valne funkcije |®). Matrica gustoce [|16],
je opearator dan po blokovima s:
E<1GeV
Njena matri¢na reprezentacija u bazi {(|®q.,),|Pa.,)) Yos,dn
je Po definiciji [17], kanonsku bazu dobijemo iz
prethodne kao onu koja dijagonalizira matricu gustoce.
Svojstvene vrijednosti vf, su vjerojatnosti okupacije pojedinih
svojstvenih stanja |®,), a osnovno stanje jezgre |®) je BCS
stanje s pripadnim vjerojatnostima okupacije jednonukleon-
skih stanja. Jednocestina energija stanja |®,) u kanonskoj
bazi je g, = (®,| hp |®,,), a energija sparivanja A, = (P, |A|®,).
Prilikom dijagonalizacije, mnoge okupacije vf, € {0,1} su
degenerirane i nemaju jedinstveno odredene energije.
Zato dijagonalizacijom hp u degeneriranim potprostorima
konaCno dobivamo kanonsku bazu {|®,)},, kao linearnu
kombinaciju vektora baze U;p{(|®Pa..),|®Pa..))} 0.6 52
dobro definiranim vjerojatnostima okupacije i energijma. To
moZemo jer RHB generalizirani Hamiltonijan komutira s
generaliziranom matricom gustoce (60).
Ovaj prijelaz u kanonsku bazu nije nuzan ako nas primjerica
zanima samo prostorna distribucija jezgre, ali nam sluzi da
dobijemu uvid u spektar na jednocesti¢noj razini.

ﬁtz"ib(rvrl) = V}:wk(r)vfjvk(r/)‘ (58)

Konacna energija jezgre racuna se po formuli (23) (u
kvaziesti¢noj bazi) uz korekciju kineticke energije prela-
skom u sustav centra mase:

(Pror)
2mA’
koja se racuna u kanonskoj bazi raspisivanjem f’,zot kao sumu
po svim parovima operatora impulsa pojedinih svojstvenih
stanja kanonske baze.

Konacna distribucija gustoce jezgre p,(r), koju znamo samo
na Gaussovoj mrezi s NGH X NGL = 48 x 48 Cvorova, interpo-
lira se dvodimenzionalnom spline interpolacijom na ekvidis-
tantnu mrezu (r;[fm], z;[fm]) € [0, 8] x [—8, 8], obi¢no s kora-
kom Ar = Az = 0.1 fm, Sto je prikladno za crtanje grafova.

Ecm:_

(59)

3 Rezultati

Najprije bi trebalo pogledati koliko dobro DD-ME2 pa-
rametrizacija Lagrangijana (fablica 1)) reproducira energije
vezanja poznatih, parno-parnih jezgri. Nalslici 1. prikazano
je odstupanje eksperimentalnih od izraCunatih energija
vezanja za priblizno 200 stabilnih jezgara duZ mape nuklida.
Razne ostale usporedbe teorijskih s eksperimentalnim
podacima dani su u ref. [18]. Valja napomenitu da je u ref.
[18] koriStena Gognyjeva interakcija sparivanja, no to nije
toliko bitno za samu energiju vezanja jer je doprinos energiji
zbog sparivanja reda veli¢ine ~ 10 MeV, dok su primjerice
energije vezanja za teSke jezgre ~ 1000 MeV.

Zanimljivo je da DD-ME2 parametrizacija daje puno
bolji opis formacije grozdova (tzv. cluster konfiguracije) u
odnosu na Cesto koristene nerelativisticke funkcionale, iako
u sami model nigdje nije eksplicitno ugraden mehanizam za
lokalizaciju nuklearne materije. U ref. [19] i [20], detaljnije
su proucene clusterske konfiguracije koje predvida model.
Tustracije radi, promotrimo dvostruko magiénu jezgru '°O
koja je u osnovnom stanju sferiénog oblika. Kako imamo
moguénost ograni¢avanja deformacije jezgre P. (odnosno
kvadrupolnog momenta (51)), promatrajmo kako izgleda
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Slika 1. Odstupanja eksperimentalnih od teorijskih energija vezanja.
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Slika2. Distribucija gustoée jezgre '°0, na xz ravnini, u ovisnosti o ogra-

ni¢enoj deformaciji, redom: B, =0.8,0.9, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.01 3.5.

jezgru. Na J|je prikazana evolucija gustoce jezgre p,(r),
ako ju ,rastezemo” povecavanjem [.. Jasno se vide grozdovi
Cetiri o Cestice, i u konacnici, jezgru moZemo shvatiti kao
,nuklearnu molekulu”: 0 = 4a. To svojstvo DD-ME2
parametrizacije svakako predstavlja napredak ka formiranju

distribucija_gustoe nukleona kada postupno deformiramo




univerzalnog funkcionala koji bi dobro reproducirao sva
poznata svojstva duz mape nuklida, §to je uostalom i krajnji
cilj teorije funkcionala gustoe. Navedimo da energija

vezanja osnovnog stanja jezgre 'O koju predvida model
iznosi By, = —127.82 MeV, dok energija vezanja pobudenog
stanja s ograni¢enom deformacijom B, = 3.5 (posljednja
konfiguracija sa [slike 2) iznosi By, = —91.34 MeV. Dakle,
tek na visoko pobudenim deformacijama, postaju potpuno
izraZeni svi ot grozdovi.

Iako se model bavi osnovnim stanjem, moguce ga je u
okviru aproksimacije slu¢ajnih faza (QRPA) primijeniti i na
dinamicke probleme. Primjerice u ref. [21] primijenjen je
na problem izoskalarnih monopolnih pobudenja. Ukratko, u
osnovnu jednadZbu gibanja:

R0 = AROWRO)L %= § 1 5] o0

ubacena je slaba harmonicka vanjska pobuda i promatrana je
odzivna funkcija: izoskalarni monopolni operator. Genera-
liziran Hamiltonijan % dan je u (25), a R je generalizirana
matrica gustoce.

Prethodno opisani model, bavio se iskljucivo aksijalno
simetricnim jezgrama. Na sli¢an se na¢im mogu implemen-
tirati modeli koji se bave sferi¢nim i opcenitim triaksijalnim
jezgrama [8]. Tada se razvija u bazi sferinog, odnosno
triaksijalnog, harmoni¢kog oscilatora. Sli¢no se izracunaju
matricni elementi podmatrica iz (38) u svakom slucaju

posebno. Cak i kod triaksijalnog slu¢aja, pretpostavlja se
simetrija obzirom na 8 oktana kako bi se ubrzao racun, slicno
kao i kod aksijalnog slucaja gdje nam je simetrija omogucéila
da rjeSsavamo po QI blokovima nezavisno.

Vidimo da nakon S§to je implementiran jedan funkcional
s odredenom simetrijom, relativno lako moZemo preinaciti
implementaciju za razne druge relativisticke funkcionale, s
moguce razli¢itim interakcijama sparivanja.

Tako se, primjerice, koristi i efektivna Density dependent
Point Coupling parametrizacija Lagrangijana (DD-PCI),
iz koje je izbaCena interakcija mezonima preko mezonskih
polja, a svedena je na efektivnu, 4-fermionsku, kontaktnu
interakciju:

L= (0772, —m)w — 3 015 (p) (W) (W)~

— S ()W) WYY) — 5y () (W) (W T 7)
1—

t, __
S YA

1 —_ _
= 585(vWY) (9" WY) —e
(61)
Efektivna parametrizacija je pogodnija za racunanje jer, pri-
mjerice u triaksijalnom slucaju, ne tro§imo puno vremena ra-
cunajuci mezonska polja potrebna za potencijale V(r) i S(r).
Clan s parametrom dg je nuzan za dobar opis interakcija ko-
nac¢nog dosega. Sada se sli¢no kao i u poglavlju moze iz-
racunati Hamiltonijan, odnosno, tocan oblik potencijala V(r)
i S(r). Konstante vezanja dane su prakti¢nim ansatzom:

—d. P
p )e d’Psal,

sat

oci(p) =a;+ (b,’ + ¢

gdjeje p =/ juj*, slicnokaoi u’pl Rezultati koje predvida
parametrizacija (61), dani su u ref. [22]).

i=S,V,TV, (62)

4 Zakljucak

U ovom seminaru detaljno je opisana implementa-
cija rjeSenja konkretnog energijskog funkcionala gustoce.
Pokazano je da simetrija fizikalnog sustava moZe uvelike
ubrzati numeri¢ko rjeSavanje problema. Opisani model,

iako krece od fizikalnog Lagrangijana, nije ab-initio model,
jer pretpostavlja konkretnu ovisnost konstanti vezanja o
gustoéi. Ipak, pokazano je da model zadovoljavajuée dobro
reproducira bitne fizikalne opservable kao $to su energija
vezanja i formacija alfa clustera u jezgrama. Time DD-ME2
funkcional predstavlja bitan napredak ka formiranju univer-
zalnog funkcionala gustoce, koji bi se koristio za pouzdana
(eksperimentu nedostupna) astrofizicka istrazivanja egzotic-
nih jezgri.

Zahvale
Ovaj seminar nastao je pod mentorstvom prof. dr. sc. Tamare
Niksi¢. Zahvaljujem joj se na uloZenom vremenu i pomoci.
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5 Dodaci

Dodatak A:

RHB jednadzba u konfiguracijskom prostoru
Imamo RHB jednadZbu na operatorskoj razini:

[ED _—mACf - —hp, —l—éncz + x] W: ((:))] =Ei [[\i,fg))} ’

FUI(r)] . [V (r)
igWo(r)] ' Vie(r) = igVo (r) ]’
jamo u bazi {|Py) }o kao u (34).

Prvi redak u lb kada se uvrsti /ip iz (12)), je ekvivalentan s:

gdje spinore Uy (r) =

|: c(c-p) V—S—chz—k Uk + 6 0 Vi = ExUy.
(64)
Prvi redak prethodne jednadzbe je ekvivalentan s:
(V+S—-A)f (Uk) +ic(0-p)g (Ur) JrAfff(Vk) _ Ekf(Uk)7

pa uvrstavanjem razvoja (34) i skalarnim mnoZenjem s (@,
za neki fiksirani o, dobiva se:

Y (@a|V 45— A|D) £ +Z (®qlic(c-p) | Dg) g+

(x/
+ Y (@] Agy D) 1 5 V) — g £ (65)
Sli¢no je i drugi redak u (64) ekvivalentan s:
—ic(6-p)f W+ (V =S~ 2me? ~1)g' W = Eig ™,
pa uvrStavanjem razvoja i skalarnim mnoZenjem s (®g/, za
neki fiksirani &, dobiva se:
Y (@a| —ic(6-p) [Pa) 1" +
“ (66)

+Y (®6|V — S —2mc* — A |Dy) gg{w _E gE')LUk)'
a/

Potpuno se analgno napravi i za drugi redak u jednadzbi (©3).
odnosno, za fiksirane [3 i B vrijede iduce jednadzbe:

Y (@] - Aj a1 +Z (@p| —V — S+ 4Dy 51+
(X,
+ ) (@l —ic(o- p)l%> O % G (7))
'3/
Y (®plic(6-p) [P} £+
(x/
+%<¢B|—V+S+2mc2+;\¢6,>g%) E, gé 0. (68)

Primijetimo da zbog pretpostavke o ocuvanju QI (svojstvo
svih operatora koji se javljaju) i zbog toga §to smo funkcije
u razvoju {|®q)}e organizirali po QM blokovima, to¢nije
(1®Pa))o = Uip (| Pay, ) ey, » gdje je ib indeks bloka, imamo
da e svi gore navedeni matri¢ni elementi iS€ezavati osim
ako su (®y| i |@s) iz istog Q' bloka. Nadalje, zbog toga
Sto ako izradunamo O|®y,,), za neki od gore navedenih

operatora O koji ¢uva QU taj izralunati vektor ostaje u
potprostoru razapetom vektorima baze (|®Pg;,))a,,. istog
bloka ib. No, upravo receno, po definiciji matri¢nog prikaza
operatora na kona¢nodimenzionalnom prostoru (takav je
na$ jer mi beskonacne sume aproksimiramo konacnima),
znaci da je matriéni prikaz cijele RHB jednadZbe blok
dijagonalan. Tada je jasno da svojstvene vrijednost/vektore
moZemo traZiti zasebno po Q! blokovima i na kraju ih samo
konkatenirati.

Fiksirajmo i promatrajmo sada neki Q' blok ib. Neka
sunf 1ng brojevi koliko mnogo ima funkcija u razvoju (34)

od fU/V) i gWU/V) respektivno u fiksiranom bloku ib. Npr.
u sludaju QT =23/2* izR.1]je nf =2ing =4.
Definirajmo nf x nf matricu (g q/)) = (Pa|V + S|Py ),
(Pa|V — S —2mc? |y ),

(Pg| —ic(0-p)|Py) inf X nf
matricu (A(q,p)) = <<I>a|Aff|CI>B>, gdje se podrazumijeva
da su navedeni bazni vektori iz ib bloka. Sada zbog
antihermiti¢nosti i simetri¢nosti operatora Aff, jednadzbe

@1@[@@, za dani blok ib, mogu se zapisati u konfigu-
racijskom prostoru:

ng x ng matricu (Clg,x)) :=
ng x nf matricu (Bg,q)) :=

an B A 0 () ()
B CA 0 0 (g(fvjk))a ‘ (ggv]”)a
A 0 -k -B° (fgk))ﬁ - (fgk% ’
(V&) (Vi)y _
0 0 -3 -cen], |(gg s, (&5 sl .,
(69)

zaindekse o, p=1,2,....,nf i &,p=1,2,...,nqg.

U prethodnoj svojstvenoj jednadzbi, stupac skalara je zapi-

(f(Uk) f(Uk) f(Uk)) :
1 L) yc e cying

san npr. za U spinor kao: (f&U"))a = i

( (Uk)>d:( [CARNCIN (Uk

25 g 8 e gy >). Sli¢no i za V spinor.

Izracun B matri¢nih elemenata o
Lako je vidjeti da u cilindricnom sustavu vrijedi:

10179
+ [ 0-1 } P
Neka su |®g), | D) dva bazna vektora iz istog Q' bloka,
zadana s: o = (n,,n,,A,my) i & = (i, i1, A, ). Koriste-
njem poznatih rekurzija: H)(x) = 2nH,_1(x) i Hyp1(x) =
2xH,(x) — 2nH,_ (x), lako se izraCuna:

/nz /
n g+l T n - 1)-

(70)
0 e 5 [0 e ®] o 0 i
ee 0 o0

ic(©p) [0 e 0, o e O
he [ 0 [or | 0 | roo

b O] 2 ) =

_ dy n,SAASm mv

(@l [ bob;

Sli¢no, (Pg)| { Do

| 3 1) -

Bn, i, 5/\./&1 Sml JsF1
Iip= b
N

o Loodyh A dn
Aoy D) D,

/(; W’(d(borbr) \/ﬁ\V ,) K
71

gdje je integracijska varijabla m = (ﬁ)z. Clan iz 1;
se implementira direktno, ispitujuu kvantne brojeve 1z

o i o. Kako u polju gl (n,,A, j) imamo spremljeno
al (n,A, 3) = /5w (bobr/x1(3)), @ u gqll(ng,A, 3) =
2L d(;ol’;,.)"’{?\f(bob“/}d (), za 3=0,1,...,NGL, tada mo-

Zemo aproksimirati integrale I i I:

s R o Adl(nn A 9)
j;)CJl(rzr,A,3)<qll(n,,A,j)i ) )

(72)
Dakle, sada je jasno kako bi se spremila matrica B u memo-
riju, naprosto za dani blok ib prodemo po svim parovima

817,07 A1 Oy 71

L~ bob,




indeksa (6, o) u razvoju i iz (70)72) izratunamo:

B/
(6,00)
~I + L+
(@ )/bo

0\iOmm. , |n [7i
4 W( Ezsnz.ﬁﬁl _ Ezsnz.ﬁz—ﬂ
4

Primijetimo da ovaj kineti¢ki dio RHB jednadZbe, ne ovisi o
interakcijama pa ga je dovoljno samo jednom izracunati.

(73)

Izracun 4 i C matri¢nih elemenata
Podsjetimo, u Gauss-Laguerrovoj integraciji (32) imamo
aproksimaciju [;” f(M)dn ~ Y 55wl (3) f(x1(3)), dok u
Gauss-Hermiteovoj integraciji @ imam za parnu funkciju
[ f(x)dx ~ YEwh (1) f(xh(i)). Ponovno, uzmemo li
dva bazna vektora iz bloka ib odredena s ot i o, imamo:

'q((l,ot'): ms m;/ CDOL +S( ))

o (r)dr, (74)

Sto,uzU(r=(z,r) ) =V(r)+S(r), moZemo aproksimirati s:
NGL N
ﬂ(maq ~ Sms.;ﬁxs/\j\ Z ql(ny, A, 3)gl(fy, A, 3)x
j=0
NGH ’
X Z gh(ng, 1)qh(ii;, 1) x U( bobxh(1) , bobry/x1(3) ),
(75)

Racun za C(g gy je potpuno isti, do na dijagonalan Clan 2mc?:

NGL
Claa) = O, 1, OF A/ Z (i, A, 3)al (@, A, 5)x
NGH -
X Z gh(fiz, 1)qh(ii, 1) x W( bob.xh(1) , bobyv/x1(3
=0

_21’}’1(,‘28,;[”"3/T 8;\’;\, Sﬁrﬁ’r S,Lﬁ/z s (76)

gdjejeW(r=(z,r) )=V(r)—S(r).

Dakle, ako na Gaussovoj integracijskoj mreZi ¢vorova
(bob xh (1) ,bobyv/x1 ( ) imamo spremljene potencijale

W iU, d1kretn1m prolaskom po svim parovima indeksa
(o, o), (&, &), lako izraunamo matrice 4 i C u proizvolj-
nom ib bloku.

Dodatak D:

Prebrojavanje stanja u razvoju
Pretpostavimo da Zelimo odrediti koliko ukupno imamo sta-
nja u razvoju (34) male g komponente. Gledamo za zadani
N = 2n, + n; + A na koliko nac¢ina moZzemo pomocu n,, n_, i
A, dobiti N. Promotrimo formalan red potencija:

P(x) = D +x+x2+..0).

Jasno je da koeficijent uz x" u P(x) upravo odgovara pret-
hodnom broju nacina (funkcija izvodnica). Ako se izra-
Cuna taj koeficijent uz xV, dobije se: (5 +1)%, za N paran

i NT“(% + 1) za N neparan. Dakle, ukupan broj nadina se

dobije sumiranjem po svim N =0, 1,..,NOFX + 1:

(I ) (T x+x2+ .

NOFX+1 N 2 NOFX+1 N+1/N+1
g N=0, paran * 2 : - L aran 2 2 Ak
=0, paran N=0, neparan

s time da treba pomnoZiti sa faktorom 2 jer imamo slobodu u
mg = +1/2. No time smo prebrojali i sluajeve u kojima je
A=0,aliim;=—1/2, §to daje Q < 0, pa treba izbaciti sve

takve, odnosno prebrojati slicnim postupkom, samo uz ogra-
ni¢enje A =0, my; = —1/2. Konac¢no se dobije broj stanja:

n+1)(n+2)(2n+3), n=NOFX/2.

2

3(
Na sli¢an se nacin izracuna broj stanja u razvoju mezonskih
polja, broj stanja za veliku f komponentu i broj svih parova
stanja {Qi, 0, } po blokovima u razvoju od f koji nam
treba za raCunanje matrice A.

Implementacija baznih funkcija @y (r)
Neka je 1 =0,1,...NGH fiksan. 1z rekurzija H), (x) = 2nH,_1(x)
i Hy11(x) = 2xH,(x) — 2nH,_ (x), lako slijede rekurzije:

2 n,—1
gh(ng, i) = n—xh(i)qh(nz—l,i)— Zn
\ 7z z

ghl(n;, 1) = /2n;q9h(n ,i)—xh(i)gh(ng,1).

Jer su Hy(x) =1, H(x) = 2x, lako se odredi inicijalizacija:

ah(0,1), gh(1,1), gh1(0,1) i gh1(1,1i) pa se rekurzivno iz-
vrijedne qh(nz, )ighl(n;, i) za pr01zvoljan ng.

Neka je j = 0,1,...NGL fiksan. Iz rekurzija L%(n)

(n

ah(n; —2,1),

+

TR () - ML, () i nLEm) = aLim) —
a)LY | (n) lako slijede rekurzije:

2n,-1+A-x1(3 1) (n-1+A
ql(nr,A,j):%qunr-l,mj%%ql(m-z,/\,j),
all(n,A5) = %ql(m A 5)— 2y n;ln(,;-)/\ (n-1,A, 3).

Jer su L§(m) = 1, LY(n) = n+a+1, lako se odredi inicijali-
zacija: ql(0,A,3), gl(1,A,3), q11(0, A,j) iqlli(1,A,3), pa
se rekurzivno 1zvr1]edne ql(n,,A,j) i qll(n,,A j) za pro-
izvoljne n, i A. Na taj nacin efikasno u memoriju spremimo
bazne funkcije @ (r) po kojima razvijamo.

Dodatak F:
Laplacijan produkta funkcija V2 (® (r)®y (1))
KoriStenjem identiteta: V2(fg)=gV?f+fV?g+2Vf-Vg, i Cinje-
nice da su funkcije baze rjeSenja QHO potencijala:

2 7 r nz—i-% 2n.+A+1
v Pa(r) =2 [2bgb§ - 2t I b3b? ]%(r)’
direktno se izvede:
V2 (Do @ ) (bob.xh (i) , bobr/x1(3)) =
2 qllqiirghan  Alglqlrahgn’  qlal’ghlghi’
Th3b2bwh(i)wl(3) { b3b2 x1(5)b2b2 b3b?
x1(3)  xh(i)?  2n420042A42  ngtnl+l
o ahan’ | T 7 A <75 I}

()
gdje smo koristili A = A’ jer u gustoci imamo 8, ,, te su
koriStene pokrate npr. : gl=ql(n,,A,3), ql’ =ql(n,, A7),
sli¢no i za ostale. To¢no prema prethodnoj formuli je imple-
mentiran Laplacijan produkta funkcija baze na mreZi ¢vorova
iz Gega je dobivena gustoéa V2p’ (r) na mreZi évorova.

Izracun matrice H )
Ubacivanjem razvoja mezonskih polja (35) u Klein-
Gordonove jedadzbe (47), te skalarnim mnoZenjem s
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D, n..a—0)(r) za neki par (n,,n;) u razvoju, dobije se:

( Y )”ﬁn,.nz><n,.,nz>¢<n:.,n;> = [ S 0 ()T,

gdje je matrica H definirana:

2.2
% 2 MicC
Hiny ) o) = /R3 ®,,00))(~ V' A )P 0) ()t
19

e V2 — ) 2
La.placec.w operator je: Ve = rg(r§).—.k 572+ Jer nemamo
ovisnosti o kutu ¢ (naime, A = 0). Najprije raCunamo:

5 i [T 9 o 9
‘/1;3 ¢(;1,,;z:.0)&ﬁ¢(nL,ng,0) = '275./7N dz /0 rdr aiz/é(n,,n;.o)aiz/(b(n;,ngo)v
gdje je primijenjen Greenov identitet. Direktnim uvrStava-
njem i koriStenjem: 4 (H,(x)e*/2) = ¢ /2 (nH,,, 1 () = LHp (x)),
lako slijedi prethodni integral i on iznosi:
6n,-,n’,

b%b% [<n4+2)8 o fsnz‘nédf fs
Nakon toga, raCunamo radijalan dio Laplacijana:
190 d

9 8
/‘I’(n,norjar,( ar,) () 0) = ‘2“/ dZ/ Vdrar, n,n()ar/ (n},0)

gdje je ponovno koriSten Greenov identitet. Prelaskom na
integraciju pon = (ﬁh)z, prethodni integral je:

,2fggnz. [ (e ) 2 (i),

Koristeci: &L,(n) =L\ (). ML) = n(Ly(n)-Ly1 ().

e LD (1 = (D § 1) = 1))~
—(n+1)Ly41 (M) —nL,1 (M), prethodni se integral moZe napisati:
8,

# (an"'l)sn,,n’, +”r8n,,n’,+1 +n/rsn,,n’,—l} .
Imamo sve dijelove potrebne za napisati konacan izraz za ma-
tricu H, koja se prolaskom po indeksu (n,,n;) implementira
prema formuli:

n, ,n£+2] .

a4
dan

A 2 2n,+1
}er”n )( n,,n) ( ) n, n’sn il +39, n. n, (b2b2 bzrbz

2b2b2 \/ n n£—2+ (VAL n +1 n, n+2>

8}1 n
22"z /
+ [9(2)7% <nr8n,,n’,+1 + nr&'t,,nf.—l) .
(78)
Dodatak H:
Izracun matri¢nog elementa (o, 0| VPP o) ot))
Najprije nam trebaju pomo¢ni integrali:
oo 2 B | 2 _p2\ %
“Ha+%) — a ny! ra 2\ 2
.[w Hye(x)e A = B paran V2T +02 (3)! (az + b%) ’
+oo N+ 2a% (b2 —dP\m
2 -+ a2 ) = 761 A 4
.L:. Lo, (me m=2a +b? (b% +a? ) ’ (79

koji se lako dobiju koriStenjem funkcija izvodnica za Hermi-
teove i Laguerrove polinome [13]. Racunamo matri¢ni ele-
ment: (0, 0| VPP |oljoly). Produktni vektor [o, 0) je:

|0€1 ) 0('2> =@y, (r)(plxz (r)xmxl Xmys -
Lako se vidi da spinski dio u : %(1 +0;-0y), selektira
samo stanja produkta |o,0,) vezana u ukupni spin § =0,
Sto u matri¢ni element samo daje faktor —=—= (Clebsch

Gordan koeficijenti) i 8,/ . 8m; -m,,- Obzirom da u kanalu

sparivanja [7] imamo Ql + Qy =0, to daje dodatan uvjet:
A A 3, -a,. Koristimo notaciju (vidi deﬁmclJu .)

1 1
[n1nz) = ﬁ‘i’nzl (z1) % W\Vnzz (z2),
1 eiA101 1 eiM202
i AinA) = i () i ) = (80

Matri¢ni element sparivanja je sada:

o) =58,

X2 X /drldrzdr,drza(R—R’)P(r)P(r’)(nzlnzz\nglngz) (n A Al Nl ALY

PP |y
(o, 0| VPP oy 225%] ,fml\.25,\/] _,/\/28/\] Ay X

Dodatan faktor 2 je ponovo zbog toga $to, radi simetrije, ra-
zvijamo samo po Q > 0. Zamijenimo integracijske varijable
u {R,r,R’,r'} (Jacobijan transformacije je jednak 1) i delta
funkciju u cilindri¢ne kooridnate R = (Rcos®,Rsin®,Z):

S(R—R/) = %S(R _R)(Z—7)5(®— ).

Prebacimo QHO funkcije (80) u koordinate sustava centra
mase R i relativne koordinate r pomocu Talmi-Moshinsky
zagrada za koje postoje eksplicitne formule [7]:
Z Mn 111 2
N,.n,
Z ZMn,lA]nron ‘N Al’lr >
Ny An, A
Pritom treba paziti da valne funkcije s desne strane zadnjih
jednakosti imaju u dijelu valne funkcije s R ovisnosti by — %
(jer je efektivna masa 2m), a u dijelu s r ovisnosti, imaju
by — v/2by (jer je efektivna masa mn). Kada se dobiveni

komplicirani izraz pojednostavi, moze se zapisati kao:

NNy 1 ,N-N,
-G Z W W 1/2’r7
Ny N,

[nz1n22)

[n1A1n2A0) =

{0y, 00| VPP |0 o) (81)

Vo nlnz N A Ay
2n Smsh Mg 8/\1 -Az 8’1 17122, paran M MN On, 0

/ iz \vn,.( ) 1 22
\/fb b,

W1 2 X

oo

e
ﬁbobr (4ma?)?

gdje su zbog oCuvanja kvantih brojeva: n, = n;| +n; — N;,
ny = 1y +n2 + |A1| — N, Uvjet na parnost n; + ny, do-
lazi zbog toga §to parove |0 0z) gradimo s pozitivnim ukup-
nim paritetom Ijg o) = (—1)"1*2*41%A2 Suma po N;, N,
ide po svim moguéim indeksima, takvima da u razvoju vri-
jedi: n;,n, > 0. Kako, zbog simetrije, razvijamo samo po
Q > 0, i radimo po Q! blokovima, to se prethodna ogranice-
nja: 8, -my, OA, -A,» U zadanom ib bloku, mogu jednostavno
zapisati kao ograniCenje: S, a,, uz promjenu u T-M zagradi:

npi Ajng -Aj
N,0n,-0

. KoriStenjem integrala 1| dobivamo konacan
izraz za WIA_/EN

" (samim time i za matri¢ni element 81 ):

%

(82)
Primijetimo da se koeficijenti W, mogu izracunati i spre-

miti u memoriju za proizvoljne 1ndekse o = (np1,nz1, A1, my1)
i 0y = (ny2,n20,A2,my) urazvoju (34), prije ulaska u iterativan

postupak.
@, ova inte-
mplementaciju

NN, 1 22 Ay <A
1,2 3 8A1,A28ﬂ:1+ﬂzz7pmn Mn i _M]’zll()nlg 2
275)4
y S pun  VBOD, /1! (a bzbz) bob, <bgb3-a2
/2 [ +hb2 (5)! \a2+b3b? a2+b3b? \ bZb2+a?

Nr Nr

Zbog separiranog oblika matri¢nog elementa
rakcija sparivanja je pogodnija za numericku i
od Cesto koriStene Gognyjeve interakcije.
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