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Sazetak

U ovom seminaru bavimo se modulacijskom nestabilnos¢u homogenog rjeSenja neli-
nearne Schrodingerove jednadZbe, koja opisuje odredene fotonicke sustave s umjetnim
magnetskim poljima. Analiticko rjeSenje trazimo u dva razli¢ita baZdarenja: simetric-
nom i Landauovom te poopéujemo nase razmatranje modulacijske nestabilnosti na ge-
neralnu bazdarnu transformaciju.

1 Uvod

Kvantni sustavi mnostva cestica u svojoj kompleksnosti pokazuju mnostvo nevjerojatnih
kolektivnih fenomena, kao $to su npr. supravodljivost, frakcijski kvantni Hallov efekt,
Bose-Einsteinov kondenzat. No sloZenost takvih sustava ogranicava analiticko nalazenje
i proucavanje novih fenomena, dok je numericko rjeSavanje ¢ak i u danasnje doba mo-
guce samo za mali broj Cestica. Jedan od mogucih pristupa promatranju takvih sustava
leZi u kvantnim simulatorima - fizikalnim realizacijama koje u potpunosti simuliraju neki
problem od naseg interesa. [4]

Ultrahladni plinovi i fotonicki sustavi (kristali) iznimno su prilagodljivi te su kao takvi
idealni simulatori odredenih kvantnih sistema, a od nedavno su pronadeni nac¢ini da se
u njima imitiraju i efekti magnetskog polja, gdje je moguce fiksirati konkretan vektorski
potencijal A. [2} 3] Kako je proucavanje kvantnih fenomena u prisustvu magnetskog polja
vrlo Zivo i Siroko podrugdje istraZivanja, velik je i interes za realizacijom sustava s umjetnim
magnetskim poljima.

U ovom seminaru bavit éemo se specifi¢cnim fotoni¢kim sistemima koje mozemo opisati
dvodimenzionalnom nelinearnom Schrédingerovom jednadZbom:
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gdjejer = (x,y), V = (9x,9y), a A umjetni (efektivni) vektorski potencijal. U fotonici
dimenzija vremena zapravo predstavlja prostornu koordinatu z, koja leZi u smjeru pro-
pagacije svjetlosti kroz fotonicki kristal. Funkcija ¥ nije prava valna funkcija ve¢ neki
parametar uredenja ovisan o konkretnoj fizikalnoj realizaciji, bududi da jednadzba (1)) nije
Schrodingerova jednadZba u pravom smislu rije¢i. U nasem konkretnom slucaju, funkcija
Y biti ¢e kombinacija elektri¢cnog i magnetskog polja i stoga sama po sebi opservabla. 1z
tog razloga zanimljivo je da e, iako opservabilna veli¢ina, ovisiti o efektivnom baZzdarenju
A (vidi Dodatak [A). To na prvu moZe izgledati neobi¢no, no odgovor je upravo u tome $to
se ne radi o pravoj valnoj funkciji.

Parametar # mjeri nam jacinu nelinearnosti. Kod fotonic¢kih sustava ona se javlja kroz
promjenu indeksa loma u x — y ravnini kristala kroz kojeg prolazi svjetlost, dok recimo
u ultrahladnim plinovima bozona takav ¢lan dobivamo uklju¢ivanjem tockaste interakcije
medu atomima - koja vrijedi u aproksimaciji rijetkih plinova, gdje ¢e parametar # biti ja¢ina
takve interakcije (za izvod vidi literaturu [1, 6]).

1.1 Modulacijska nestabilnost

Kada analiziramo neki sustav, osim nalaZenja samog njegovog rjeSenja, odnosno nekog
svojstvenog stanja, ¢esto ¢e nas zanimati i ponasanje takvog rjeSenja u smislu njegove sta-
bilnosti. Ukoliko na njega nametnemo neki mali bijeli Sum, hoce li on u vremenu ekspo-
nencijalno rasti i unistiti pocetno rjeSenje? Hoce li to vrijediti za cijeli spektar Suma ili samo
neki odredeni prozor frekvencija?

Na ta pitanja odgovara metoda modulacijske nestabilnosti. Postupak je idejno vrlo
jednostavan: na neko svojstveno stanje ¥ koje zadovoljava jednadzbu sustava (npr. (I))),
nadodamo mali §um ¥ (1 + J) te zapigemo jednadZbu zanemarujuéi ¢lanove O(6?). Rjesa-
vanjem takve jednadZbe Suma mozemo vidjeti hoce li za neke pocetne uvjete Sum ekspo-
nencijalno rasti, $to bi znacilo da je za takvu vrstu Suma svojstveno stanje ¥ nestabilno.

Do sada se problem modulacijske nestabilnosti uglavnom promatrao na nelinearnim
sustavima bez magnetskog polja. Na$ zadatak u ovom seminaru je pokusati razmotriti
problem na slucaju s magnetskim poljem te pogledati postoji li utjecaj bazdarenja na modu-
lacijsku nestabilnost nekog svojstvenog stanja. U iduca dva poglavlja provodimo postupak
modulacijske nestabilnosti za konkretno rjesenje jednadzbe (1) u dva razli¢ita bazdarenja,
dok u zadnjem poglavlju generaliziramo rezultat na slucaj proizvoljne bazdarne transfor-
macije nekog svojstvenog rjesenja jednadzbe.



2 RjeSavanje jednadzbe u simetricnom baZdarenju

Zamislimo dvodimenzionalni sustav koji evoluira prema nelinearnoj jednadzbi te na
njega djeluje magnetsko polje B = BZ. U takvom postavu, zgodan izbor vektorskog poten-
cijala je

B . .

As =5 (x9-y%), 2)
gdje kaZemo da se radi o simetricnom bazdarenju. Takoder, lako je provjeriti B = V x Ag.
Uz pretpostavku vremenske ovisnosti ¥ = exp(—z t) ¢, jednadzba 1'} glasi:
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Ey= |1 VZ—HZ—B( ay—yax)+£—m(x2+y2)+v+17|¢|2]¢. (3)
Kako bismo uopce zapoceli promatranje modulacijske nestabilnosti, potrebno je naéi neko
svojstveno stanje gornje jednadZzbe. Generalno radi se o vrlo zahtjevhom problemu, uz
ograniceni broj metoda za njegovo rjeSavanje (npr. numerika ili ra¢un smetnje za mali # su
neki od mogucih pristupa). No lako je pr1m1]et1t1 da ako uz simetri¢no bazdarenje u nasem
sustavu namjestimo potencijal V = 8m (x + %), jedno od svojstvenih stanja problema
biti ¢e homogena funkcija u prostoru ¢ = /Iy, gdje proizvoljnim izborom globalne faze
biramo da je Iy pozitivni realni broj. U tom sluc¢aju dobivamo: E = 51, odnosno

¥ = /Iy exp <—i%10t) :

2.1 Modulacijska nestabilnost homogenog rjeSenja

Jednom kada smo pronasli svojstveno rjeSenje, namec¢emo mali Sum i traZimo njegovu
evoluciju u vremenu. Pretpostavljajuci za valnu funkciju

—Viexp (%) (1+0(x,0),
i uvrstavanjem u nelinearnu Schrodingerovu jednadzbu (1) dobivamo:
2

ihoi = —h—v25+zh—Ba¢5+;710(5+5*) 4)
gdje smo se prebacili u polarni sustav (7,¢), gdje je 9y = xd, — ydy. Takoder, jednadzbu
smo linearizirali po sumu iskoristivsi (14 6)?(1 +6)* ~ 1 + 26 + 6*. Kompleksnim konju-
giranjem gornje jednadZbe i zbrajanjem (oduzimanjem) s prvotnom, jednadZbu moZemo
prikazati kao sustav dvije vezane diferencijalne jednadzZbe:

. h2 , .hB

ihoib = V a—+ 1—8¢b+21710a (5)
2

ihowa = zh V2b + zh— 8¢a (6)



uz koriStenje pokrata a = 6 +6* i b = § — 6*. Komplikacija da moramo rjeSavati sustav
dvije diferencijalne jednadzbe krije se u tome da pocetna jednadzba $uma (@) sadrzi u sebi
0%, pa moramo posebno promatrati realni, posebno imaginarni dio Suma.

Sustav rjeSavamo Fourierovim transformatom u polarnom sustavu, gdje vrijedi:

f0) = oo [Fone ™= Y e [“R0nened.  0)

n=—oo

Jn je Besselova funkcija prve vrste te zadovoljava Besselovu jednadzbu
" x]y 4 (= n?)], = 0.

Funkcija [, vrlo je prikladna ovom problemu, naime lako je vidjeti:

. 1 iy »
% (e ”‘%(m)) =2 [rz 63+rar+8ﬂ e " Ju(or) = —p%e "] (pr) . (8)
Konac¢no, primjenjujuci dani transformat na a i b, dobivamo:
S A ) I _
Lo WPp*. BB
ih 0¢d,, = %bn + %nan . (10)

Sada je dobiveni sustav jednadzbi lako razdvojiti te rjeSavanjem pripadnih diferencijalnih
jednadZzbi po vremenu dobivamo:

Bt (s gt . tid
ﬁi’l =e lzmnt (ﬂnl e 1ot + anz e+lwt> ’ (11)
~ _L - i~ - .~
by = Se ' (anl e ' — G, e+""t> , (12)

gdje su 4, » funkcije varijable p te

§= |14dnlm o TeTg (13)
Dakle, opcenito rjeSenje jednadzbe Suma (4) za 6 = 1/2(a + b):

5=3 i et [T or)pdp (1 (14 S)e ™ 4 (1= $)e ], (14)

2,5
uz uvjete:
—— "o~
S i mioER,
(15)
a = (=1)"aun zaw € R,

koje dobivamo ubacivanjem konac¢nog rjeSenja za Sum u pocetnu jednadzbu, a potrebni
su jer smo u postupku raspetljavanja sustav jednadzbi (9} [10) derivirali po vremenu.

4



2.2 Diskusija i prikaz rjeSenja

Kona¢no rjesenje u sebi ima eksponencijalnu ovisnost u vremenu kao exp(%i@(p)t).
Odnosno, ukoliko je frekvencija @(p) imaginarna, sum eksponencijalno raste (i istovremeno
djelomicno trne) u vremenu. 1z izraza lako je vidjeti da e se to desiti isklju¢ivo za < 0

ip <pc gdjeje
Anlom
pe =1/ - Whg . (16)

Kada bismo sada proveli identi¢can postupak za sluc¢aj bez magnetskog polja i potencijala

(A = ¢, V = 0, kada ponovo imamo homogenu valnu funkciju ¢ = /Iy kao svojstveno
stanje jednadZbe), dobili bismo identi¢nu rjesSenje za Sum, do na fazu exp(—i%nt). Dakle,
u ovom specificnom izboru baZdarenja i potencijala, homogeno rjeSenje pokazuje jednaku
modulacijsku nestabilnost kao i u slu¢aju bez magnetskog polja, a jedini utjecaj magnetskog
polja u odnosu na slucaj bez njega je u promjeni faze Suma.

Iako generalno Zelimo da Sum bude spektar svih frekvencija (bijeli), kako bismo prika-
zali dobiveno rjeSenje, namecemo pocetni uvjet jednog ravnog vala:

0(t=0)=eexp(—ikp-r).

Ravni val raspisujemo po Besselovim funkcijama i uvrStavanjem u opéenito rjeSenje (14),
uz zadovoljavanje uvjeta (15) za evoluciju Suma dobivamo:

5(x,t) = 4%0 {em@t [(sp+1)2e 107 4 (83— 1)t ko] o

_ptidot [(50 _ 1)Ze—ik0~f + (S% _ 1)e+ik0~f} } )

gdje smo koristili pokrate:

| 4nl 3 B B
So = 1—1—:2—10:2:, cIJ():z—mOSo, f:rcos%t—i—ixrsin%t.

Za slucaj kada promatramo sustav bez magnetskog polja i potencijala, rjeSenje dobivamo iz
zamjenom ¥ — r. Realni i imaginarni dio Suma prikazani su za divergentni i oscilatorni
pocetni uvjet, u Cetiri vremenska trenutka na slikama [1i[2l MoZemo jasno vidjeti rotaciju
globalne faze uvjetovanu magnetskim poljem. Treba napomenuti da dobiveno rjeSenje
vrijedi samo u rezimu || < 1, kada su izbaceni nelinearni ¢lanovi zanemarivi.
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Slika 1: Prikaz Suma za divergentni pocetni uvjet u Cetiri vremenska trenutka. g je Sum s
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Slika 2: Prikaz Suma za oscilatorni pocetni uvjet u Cetiri vremenska trenutka. p je Sum s
magnetskim poljem, a § bez magnetskog polja.

m=h=-n=Ih=e=1,B=7, (kox koy) = (2,2)



3 RjeSavanje jednadzbe u Landauovom baZdarenju

PokuSajmo sada napraviti racun modulacijske nestabilnosti uz isti potencijal
B2
Ve_2" ( 2 2) ’
8m Ty
no promatrajudi jednadzbu u Landauovom baZzdarenju
A; = Bx¥.
Uz pretpostavku ¥ = exp(—i %t) ¥, uvrstavanjem u jednadZbu , dobivamo:

n? _, hB B/ » 2
Eyp = [—%V +zﬁxay+8—m<3x —y)+77!¢! . (18)

Iskoristimo li sada bazdarnu transformaciju valne funkcije (vidi Dodatak |A) i ¢injenicu da
se Landauovo baZdarenje moze prikazati kao:

AL =As+V (gxy) ,

ekvivalent homogenog rjeSenja u ovom bazdarenju je

P = \/1_0 exp (i%xy) . (19)

Uvrstavanjem u jednadzbu lako se provijeri da se stvarno i radi o svojstvenom stanju.
Ukoliko sada za ukupnu valnu funkciju uzmemo

¥ = /Ipexp (_117710 ) exp (i%xy) (1+9),

uvrstavanjem u nelinearnu Schrédingerovu jednadZbu dobivamo jednadZbu Suma jednaku
izrazu (@), odnosno jednadzbi Suma u simetri¢nom bazdarenju! Dakle, promjena baZdare-
nja u ovom slucaju nije dovela do nove jednadzbe i ra¢un modulacijske nestabilnosti, kao i
svi zakljucci, ekvivalentni su proslom slucaju.

4 Generalizacija invarijantnosti jednadzbe Suma

Prirodno je pitanje moZe li se prethodni rezultat generalizirati na bilo koju bazdarnu tran-
sformaciju. Uzmemo li neku svojstvenu valnu funkciju ¥ = exp(—i%t) Yo, koja zadovo-
ljava pocetnu nelinearnu Schrodingerovu jednadZzbu te nametnemo mali Sum kao i prije:
Y — ¥(1+6), za opéenitu (lineariziranu) jednadZbu $uma dobivamo:

h? Vi

h
ihdid = > V= +i (A+zh m ) Vo+1 ||~ (6+0%). (20)
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I zaista, lako je vidjeti da ako sada nametnemo bazdarnu transformaciju
A — A+ Vy, Wo — o e/,

jednadZzba se nece promijeniti. Dakle, iako ¢e ukupna svojstvena valna funkcija promje-
nom bazdarenja dobiti standardnu fazu (22), jednadzba Suma ostati ¢e (¢ak i s uklju¢enim
nelinearnostima) invarijantna na takvu transformaciju. Stoga zaklju¢ujemo da modulacij-
ska nestabilnost nece ovisiti 0 bazdarenju, ve¢ samo o konkretnom svojstvenom stanju g
koje zadovoljava pocetnu nelinearnu jednadZbu za odabrani A! Dakako, to ne znaci da
magnetsko polje nema utjecaj na Sum, odnosno na stabilnost svojstvenog stanja.

Zanimljivo je uociti da jednadzba Suma ne ovisi eksplicitno o potencijalu (kao ni
ostalim multiplikativnim faktorima a(r) - ¢p) ve¢ samo implicitno preko stanja ¥y, koje
zadovoljava pocetnu jednadzbu.

Zakljucak

Analiticko rjeSenje jednadZbe Suma za homogenu valnu funkciju sluzi kao jednosta-
van primjer utjecaja magnetskog polja u ovakvoj vrsti fotonickih sustava, a dobiveni efekt
rotacije faze trebao bi biti opservabilan. Takoder, rjeSenje moZe posluziti kao test nume-
rickim pokusajima rjeSavanja jednadZbe , na kojima se i u ovom trenu veé radi. Sto se
stabilnosti tice, u konkretnom razmatranom slucaju ispalo je da ¢e ponasSanje rjeSenja biti
jednako kao i u ve¢ od prije poznatom rezultatu za homogenu valnu funkciju bez magnet-
rjeSenjima pocetne nelinearne Schrodingerove jednadZzbe, kao $to je npr. solitonsko rjesenje
koje postoji kada nemamo magnetskog polja, a trebalo bi se javljati i u nasem slucaju.

Kona¢no, generalni zakljucak invarijatnosti Suma na baZdarnu transformaciju, osim
konceptualne vaznosti, olakSava pristup ovom problemu jer pogodnim izborom baZdarenja
moZemo pojednostaviti nas racun.
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Zahvalio bih se profesoru Hrvoju Buljanu za mentorstvo u ovom seminaru, $to me upoznao
s ovim problemom i mnogim sugestijama pomogao u ispravhom pogledu na prepreke koje
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za pomo¢ u ra¢unima, ispravcima, objaSnjavanjima i idejama.



A BazZdarna transformacija valne funkcije

Promjena baZdarenja svodi se na dodavanje gradijenta skalarne funkcije vektorskom po-
tencijalu:
A'=A+Vy. (21)

Ako pretpostavimo da se promjenom bazdarenja valna funkcija iz (1) promjeni kao ¥’ =
Ye'®, gdje je a(r) neka skalarna funkcija, tada za operator impulsa moZemo pisati:

(p—ANY = (—ihV —A—Vyx)e*¥
= ®*(—ihV —A—Vx+hVa)¥
—®(—ihV —A) ¥,
gdje smo u zadnjem redu pretpostavili « = x/h. Bududi da su ostali ¢lanovi jednadZbe

(1) invarijantni na dodavanje proizvoljne faze, slijedi da je baZdarna transformacija valne

funkcije jednaka:

¥ = exp (z‘ ;—C) ¥ (22)
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