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Strojno učenje jedno je od najuzbudljivijih i najdinamičnijih područja modernog istraživanja i
primjena. Cilj ovog rada je predstaviti neke modele iz područja strojnog učenja na Isingov model:
Matematički model feromagnetizma u statističkoj mehanici. Proučavamo jednostavne modele poput
logističke regresije te se prebacujemo na konvolucijsku neuronsku mrežu koja je klasa neuronskih
mreža. Za kraj gledamo generativni model Duboki Boltzmanov stroj koji nam je bitan u slučaju
kada nam nedostaje informacija o kritičnoj temperaturi TC Isingova modela.

I. UVOD

Strojno učenje i umjetna inteligencija postali su
jedna od najatraktivnijih i najbrže rastućih tehnologija
današnjice. Virtualni asistenti, autonomni automobili,
pametni zvučnici, chatbotovi, sustavi preporuka i fil-
teri neželjenih e-mailova sve su rašireniji u svakodnev-
nom životu. Dostupnost velikih količina podataka i
računalne snage omogućili su svojevrsnu tehnološku re-
voluciju pomoću algoritama neuronskih mreža koje sve
bolje razumiju svijet koji vidimo i jezik kojim pričamo.

U ovom istraživanju primjeniti ćemo neke poznate mo-
dele iz strojnog učenja na poznati problem iz statističke
fizike: Isingov model. Bavit ćemo se faznim prijelazima
2D Isingova modela. Klasificirati ćemo stanja Isingova
modela te pokušati pomoću strojnog učenja odrediti tem-
peraturu sustava. Za kraj ćemo pogledati kako preko ne-
uronskih mreža možemo dobiti nove konfiguracije te kako
se one razlikuju od konfiguracija dobivenih Monte Carlo
simulacijom.

II. ISINGOV MODEL

Model koji ćemo koristiti za našu studiju faznih pri-
jelaza na konačnim temperaturama za magnetske sus-
tave zovemo Isingov model. U najjednostavnijem slučaju
energija je izražena kao:

E = −J
∑
<kl>

Nsksl −B
N∑
k

sk (1)

gdje je sk = ± 1, N je ukupni broj spinova, J je konstanta
vezanja koja izražava jačinu interakcija izmedu susjednih
spinova i B je vanjsko magnetsko polje koje interagira
sa magnetskim momentom spinova. Simbol < kl > uka-
zuje da sumiramo samo po najbližim susjedima. Treba
primjetiti da J > 0 upućuje da je energijski povoljnije
da se susjedni spinovi usmjere. Ovo dovodi do fenomena,
na dovoljno niskim temperaturama kojeg nazivamo spon-
tana magnetizacija, tj. kroz interakcije sa najbližim su-

∗ mbandalo.phy@pmf.hr

sjedima, dani magnetski moment može utjecati na us-
mjeravanje spinova koji su udaljeni od danog spina za
makroskopsku udaljenost. Ove dugodosežne korelacije
izmedu spinova su povezane sa dugodosežnim uredenjem
u kojem rešetka ima ukupnu magnetizaciju u odsutnosti
magnetskog polja. U daljnoj studiji Isingovog modela
ograničavamo se na slučaj B = 0. Da bi izračunali iz-
raze poput usrednjene energije < E > ili magnetizacije
< M > u statističkoj fizici na danoj temperaturi, tre-
bamo probabilističku distribuciju1

Pi(β) =
e−βEi

Z
(2)

, gdje je β = 1
kT inverzna temperatura, k je boltzma-

nova konstanta, Ei je energija stanja i Z je particij-
ska funkcija za kanonski ansambl definirana kao Z =∑M
i=1 e

−βEi gdje suma ide duž svih mikrostanja M. Pi
izražava vjerojatnost nalaska sustava u danoj konfigura-
ciji i. Energija za specifičnu konfiguraciju je dana sa:
Ei = −J

∑
<kl>Nsksl. Magnetizacija je definirana kao:

Mi =

N∑
j=1

sj (3)

, gdje sumiramo po svim spinovima za danu konfiguraciju
i.

II.1. Isingov Model i Fazni prijelazi

Isingov model u dvije dimenzije sa B = 0 prolazi kroz
fazni prijelaz drugog reda. Pod ovim se podrazumijeva
da ispod dane kritične temperature TC , Isingov model
pokazuje spontanu magnetizaciju sa < M > 6= 0. Iznad
TC prosječna magnetizacija je 0. Usrednjena magnetiza-
cija prilazi nuli na TC sa beskonačnim nagibom. Takvo
ponašanje je primjer onoga što se naziva kritičnim feno-
menom. Kritični fenomen je normalno definiran sa jed-
nom ili vǐse termodinamičkih varijabli koje nestaju iznad
kritične točke. U našem slučaju to je usrednjena mag-
netizacija < M > 6= 0. Takav parametar se uobičajeno
naziva parametrom uredenja. Za kvadratnu rešetku kada
uzimamo slučaj J = 1 i kb = 1 kritična temperatura je TC
≈ 2.27 dok je za trokutastu rešetku kritična temperatura
TC ≈ 3.65.2
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III. METROPOLIS ALGORITAM I 2D ISINGOV
MODEL

Algoritam za rješavanje Isingovog modela je predložio
Nicholas Metropolis 1953. Nove konfiguracije su generi-
rane od prethodnih koristeći vjerojatnost tranzicije koja
ovisi o razlici energije izmedu početnih i konačnih sta-
nja. U našem slučaju imamo kao Monte Carlo funkciju
uzorkovanja(eng. Sampling function) vjerojatnost nala-
ska sustava u stanju s zadanu sa:

Ps =
e−βEs

Z
(4)

sa energijom Es, β = 1
kT i Z je normalizacijska konstanta

koja definira particijsku funkciju u kanonskom ansamblu.
Z(β) =

∑
s e

−βEs je teško izračunati jer su nam potrebna
sva stanja. U izračunu Isingovog modela u dvije dimen-
zije, broj konfiguracija je dan sa 2N gdje je N = L × L
broj spinova za rešetku duljine L. Na svu sreću, Metro-
polis algoritam uzima u obzir samo omjere izmedu vjero-
jatnosti i ne trebamo uopće računati particijsku funkciju.
Algoritam slijedi:3

1. Uspostavimo početno stanje sa energijom Eb tako
da se pozicioniramo na nasumičnu konfiguraciju u
rešetci.

2. Mijenjamo početnu konfiguraciju tako da okrenemo
samo jedan spin. Izračunamo energiju ovog prob-
nog stanja Et.

3. Izračunamo ∆E = Et - Eb. Broj vrijednosti ∆E je
limitiran na 5 za Isingov model u dvije dimenzije.

4. Ako je ∆E ≤ 0 prihvačamo novu konfiguraciju,
što znači da je energija spuštena i nadamo se da
se krećemo prema energijskom minimumu za danu
temperaturu. Prelazimo na korak 7.

5. Ako je ∆E ≥ 0, izračunamo ω = e−β∆E

6. Usporedujemo ω sa nasumičnim brojem r. Ako je
r ≤ ω, tada prihvačamo novu konfiguraciju, inače
zadržavamo staru konfiguraciju.

7. Sljedeći korak je anžurirati različite očekivane vri-
jednosti.

8. Koraci (2)-(7) se tada ponavljaju da bi dobili do-
voljno dobre reprezentacije stanja.

9. Svaki put kada prodemo kroz rešetku, tj. kada smo
sumirali po svim spinovima to nam konstituira ono
što zovemo Monte Carlo ciklus. Možemo gledati na
jedan ovaj ciklus kao mjerenje. Na kraju, možemo
podijeliti različite očekivane vrijednosti sa ukupnim
brojem ciklusa. Možemo odabrati želimo li podije-
liti sa ukupnim brojem spinova ili ne. Ako takoder
podijelimo sa ukupnim brojem spinova, energija je
sada energija po spinu.

Ključni korak je izračun energije i promjene u magnetiza-
ciji. Ovaj dio mora biti postavit na što efikasniji moguči
naćin jer se promjena u energiji izračunava mnogo puta.
U izračunu razlike u energiji od jedne konfiguracije do
druge, ograničavamo promjenu na okretanje samo jed-
nog spina. Za Isingov model u dvije dimenzije to znači
da će biti samo ograničen skup vrijednosti za ∆E.

IV. LOGISTIČKA REGRESIJA

Logistička regresija je algoritam strojnog učenja koji
se koristi za klasifikacijske probleme. To je algoritam
prediktivne analize i baziran je na konceptu vjerojatnosti.
Hipoteza logističke regresije teži ograničavanju funkcije
gubitka izmedu 0 i 1:

0 ≤ hθ(x) ≤ 1 (5)

Da bi preslikali predvidene vrijednosti u vjerojatnosti,
koristimo sigmoidnu funkciju. Funkcija preslikava bilo
koju realnu vrijednost u drugu vrijednost izmedu 0 i 1.
Kada koristimo linearnu regresiju koristimo formulu za
hipotezu:

hΘ(x) = β0 + β1X (6)

gdje je β0 odsječak na y-osi te β1 nagib, slično kao u
jednadžbi pravca. Za logističku regresiju malo ćemo to
modificirati da dobijemo:

σ(Z) = σ(β0 + β1X) (7)

Očekujemo da naša hipoteza daje vrijednosti izmedu 0 i
1.

Z = β0 + β1X

hΘ(X) = sigmoid(Z)

hΘ(X) =
1

1 + e−(β0+β1X)

(8)

Sljedeće kreirajmo funkciju gubitka koju moramo mini-
mizirati da bi dobili što precizniji model sa minimalnom
greškom. Za logističku regresiju, funkcija gubitka defini-
rana je ako:

Gubitak(hθ(x), y) =

{
−log(hθ(x)) ako y = 1

−log(1− hθ(x)) ako y = 0
(9)

Te dvije jednadžbe možemo sažeti u jednu:4

J(θ) =
1

m

∑[
y(i)log(hθ(x(i)))+(1−y(i))log(1−hθ(x(i)))

]
(10)

Logistička funkcija gubitka je konveksna. Da bi odredili
θ moramo riješiti sljedeći optimizacijski problem:

min
θ
J(θ) (11)

Postoji niz metoda koje se mogu koristiti za rješavanje
ovog optimizacijskog problema poput metode prvog reda
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gradijentnog spuštanja za koju je potreban gradijent lo-
gističke funkcije gubitka ili metoda drugog reda poput
Newtonove metode za koju je potreban gradijent i He-
ssian logističke funkcije gubitka. U slučaju gradijentnog
spuštanja smjer u kojem tražimo minimum je negativna
parcijalna derivacija logističke funkcije gubitka s obzirom
na parametar θ:

∂J(θ)

∂θ
=

1

m
(hθ(x)− y)x (12)

U svojoj osnovnoj formi, gradijentno spuštanje će se nas-
taviti duž negativnog gradijentnog smjera od θ dok ne
dosegne konvergenciju.

V. KONVOLUCIJSKE NEURONSKE MREŽE

Konvolucijska neuronska mreža se sastoji od nekoliko
gradevnih elemenata koje nazivamo konvolucijski slojevi.
Na ulazu CNN-a nalazi se monokromatska slika ili slika u
boji, nakon čega se izmjenjuju konvolucijski slojevi i slo-
jevi sažimanja. Zatim slijedi nekoliko potpuno povezanih
jednodimenzionalnih slojeva te izlazni sloj (Slika 1.).

Slika 1: Opća struktura konvolucijskih neuronskih
mreža5

Konvolucijski slojevi i slojevi sažimanja imaju dvodi-
menzionalne neurone koje nazivamo mapama značajki.
Mape značajki nastaju tako da konvolucijski slojevi uzi-
maju mapu na ulazu sloja te izvode dvodimenzionalnu
konvoluciju s jezgrom. Konvolucija nastaje prolazom
kroz ulaznu mapu prozorom istim kao i jezgra, umnoškom
ulaza i pripadajućih vrijednosti jezgre, zbrajanjem dobi-
venih vrijednosti s pragom, izračunom aktivacijske funk-
cije i u konačnici pohranom u pripadnu lokaciju izlazne
mape. Prozor se potom pomiče pa se postupak ponav-
lja za sljedeći neuron u izlaznoj mapi (Slika 2.). Svaka
veza sloja s prethodnim predstavljena je jezgrom. Prema
tome, svaka mapa mora imati onoliko jezgri koliko je
mapa u prethodnom sloju na koji je spojena.

Slika 2: Konvolucija: a) prvi korak; b) korak nakon po-
maka receptivnog polja5

Večina autora koristi potpuno povezane konvolucijske
slojeve u kojima je svaka mapa značajki pojedinog sloja
povezana sa svim mapama značajki prethodnog sloja
(Slika 3.), no koristi se i raspršena povezanost u kojoj
nisu sve mape značajki sloja povezane sa svim ostalim
mapama značajki prethodnog sloja (Slika 4.).5

Slika 3: Prvi korak konvolucija (za svaku mapu značajki
u sloju) kod potpuno povezanih slojeva5
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Slika 4: Primjer raspršene povezanosti u kojoj je svaka
mapa povezana samo sa dvije mape iz prethodnog sloja5

Slojevi sažimanja (engl. pooling) služe za smanjenje
dimenzija mapi značajki, te za uklanjanje varijance. U
slojevima sažimanja imamo i okvire s kojima prolazimo
preko mape značajki. Mapa značajki sažima se na način
da se okvir predstavi sa samo jednom vrijednošću. Tako
npr., na slici 5. možemo vidjeti kako se okvir veličine
2x2 reprezentira s jednom vrijednošću dobivenom iz 4
vrijednosti unutar okvira čime se mapa značajki sma-
njuje 4 puta. Pomicanje okvira u navedenom primjeru
bio bi jednak 2 u horizontalnom, te 2 u vertikalnom
smjeru. Sažimanje je moguće odraditi na dva načina:
sažimanje usrednjavanjem, te sažimanje maksimalnom
vrijednošću. Sažimanje usrednjavanjem (engl. mean po-
oling) uzima aritmetičku sredinu vrijednosti koje se na-
laze unutar okvira sažimanja. Sažimanje maksimalnom
vrijenošću (engl. max pooling) uzima maksimalnu vrijed-
nost unutar okvira sažimanja. Na slici 5. dan je primjer
sažimanja maksimalnom vrijednošću.

Slika 5: Primjer sloja sažimanja6

Posljednji sloj konvolucijske neuronske mreže koristi
se isključivo tijekom procesa učenja kada koristi funkciju
gubitka radi procjene kvalitete predvidanja same mreže.
Posljedni sloj se naziva

”
Multilayer Perceptron(MLP)”

i sastoji se od tri tipa slojeva: ulazni, skriveni i izlazni

sloj. U ulazni sloj ulaze značajke generirane od strane
CNN-a. Skriveni sloj je niz neurona za težinama koje će
biti naučene tijekom postupka učenja. MLP se sastoji od
jednog ili vǐse skrivenih slojeva. Izlazni sloj je takoder niz
neurona, ali ima različitu aktivacijsku funkciju. Najčešće
se koristi softmax funkcija da bi se generirale vjerojat-
nosti za svaku kategoriju.

Slika 6:
”
Multilayer Perceptron(MLP)” sa dva skrivena

sloja7

VI. DUBOKI BOLTZMANOVI STROJEVI

Boltzmanov stroj je mreža simetričkih vezanih sto-
hastičkih binarnih jedinica. Sadrži skup vidljivih jedinica
v ∈ {0, 1}D i skup skrivenih jedinica h ∈ {0, 1}P (Slika
7.).

Slika 7: Lijevo: Općeniti Boltzmanov stroj. Gornji
sloj predstavlja vektor stohastičkih binarnih ”skrivenih”
značajki dok donji sloj predstavlja vektor stohastičkih
binarnih ”vidljivih” varijabli. Desno: Ograničeni Bol-
tzmanov stroj bez skriveno-skriveno povezanosti i bez
vidljivo-vidljivo povezanosti8

Energija stanja {v,h} je definirana kao:8

E(v,h; θ) = −1

2
vTLv− 1

2
hTJh− vTWh, (13)

gdje su θ = {W,L,J} su parametri modela: W,L,J
predstavljaju vidljivo-skriveno, vidljivo-vidljivo i
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skriveno-skriveno simetričke interakcijske članove. Dija-
gonalni elementi od L i J su jednaki 0. Vjerojatnost da
model poprimi stanje zadano s v je:8

p(v; θ) =
p∗(v; θ)

Z(θ)
=

1

Z(θ)

∑
h

exp(−E(v,h); θ),

Z(θ) =
∑
v

∑
h

exp(−E(v,h; θ)).
(14)

gdje p∗ označava nenormaliziranu vjerojatnost, a Z(θ)
je particijska funkcija. Rijetko kad bi bili zainteresi-
rani za učenje potpuno povezanog Boltzmanovog stroja.
Umjesto toga promotrimo duboki Boltzmanov stroj sa tri
skrivena sloja prikazan na slici 8. u kojem svaki sloj bi-
lježi komplicirane korelacije vǐseg reda izmedu aktivnosti
skrivenih značajki u sloju ispod. Energija stanja {v,h}
je definirana kao:8

E(v,h; θ) = −vTW1h1 − h1TW2h2 − h2TW3h3, (15)

gdje je h = {h1,h2,h3} skup skrivenih jedinica, dok je
θ = {W1,W2,W3} su parametri modela koji predstav-
ljaju vidljivo-skriveno i skriveno-skriveno simetričke inte-
rakcijske članove. Vjerojatnost da model poprimi stanje
zadano s vidjlivim vektorom v je:

p(v; θ) =
p∗(v; θ)

Z(θ)
=

1

Z(θ)

∑
h

exp(−E(v,h1,h2,h3; θ))

(16)

Slika 8: Troslojni Duboki Boltzmanov stroj9

Derivacija logaritma vjerojatnosti u odnosu na para-
metar W 1 jednaka je:8

∂logP (v; θ)

∂W 1
= EPdata

[vh1T

]− EPmodel
[vh1T

], (17)

gdje EPdata
[·] predstavlja očekivanost s obzirom

na potpunu distribuciju podataka Pdata(h,v; θ) =
P (h|v; θ)Pdata(v), gdje Pdata(v) = 1

N

∑
n δ(v − vn)

predstavlja empirijsku distribuciju i EPmodel
[·] je

očekivanje s obzirom na distribuciju definiranu mode-
lom.

VII. REZULTATI I ANALIZA

VII.1. Podaci

Podatke za 2D Isingov model generiramo pomoću
Monte-Carlo simulacije objašnjene u poglavlju III. Radi
jednostavnosti postavljamo J = 1. Kod strojnog učenja
potrebna su nam 3 skupa podataka: skup za učenje, skup
za validaciju i skup za testiranje. Skup za učenje je glavni
dio strojnog učenja i koristi se da bi namjestili parame-
tre nekog modela. Skup za validaciju se koristi kako bi
namjestili hiperparametre modela. Primjer hiperparame-
tra za neuronsku mrežu je broj skrivenih jedinica u sva-
kom sloju. Skup za testiranje nam pokazuje učinkovitost
našeg modela. Za skup za učenje i za skup za validaciju
generiramo 2D kvadratnu rešetku dimenzija 20 × 20 i 40
× 40 s nasumičnim vrijednostima σx,y = ±1. Za skup za
testiranje generiramo trokutastu rešetku dimenzija 20 ×
20 i 40 × 40. Za skup za testiranje nismo odabrali kva-
dratnu nego trokutastu rešetku kako bi potvrdili da nam
model ne upada u problem prenaučenosti (eng. overfit-
ting). Problem prenaučenosti (eng. overfitting) jedan je
od najvećih problema kod učenja modela. Problem se
sastoji u tome što model počinje prevǐse odgovarati kon-
kretnim primjerima na kojima je treniran čime vǐse ne od-
govara generalnim uzorcima već samo tim specifičnima iz
skupa za učenje. Ako su izračunate vrijednosti na skupu
za učenje i na skupu za testiranje slični tada naš model
nema problema prenapučenosti. Sustav generiramo na
temperaturama od 1.5 K do 3.2 K s ikrementom od 0.05
K za kvadratnu rešetku, te na temperaturama od 2.5 K
do 4.5 K s ikrementom od 0.1 K za trokutastu rešetku.
Za svaku temperaturu simulaciju ponavljamo 1000 puta.
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Slika 9: 16 nasumično izvučenih konfiguracija iz skupa za
učenje s dimenzijama kvadratne rešetke 40x40. Za svaku
konfiguraciju prikazana je odgovarajuća temperatura

Kao što vidimo na slici 9. kod konfiguracije za nisku
temperaturu, tj. temperaturu ispod kritične TC većina
spinova je usmjerena ili prema gore(žuta boja) ili prema
dolje(ljubičasta boja). Ovo je očekivano jer su usmjereni
spinovi u nižem energetskom stanju.

VII.2. Klasifikacija faznih prijelaza

Za klasifikaciju faznih prijelaza krećemo sa binarnom
logističkom regresijom koju smo objasnili u poglavlju IV.
Postoje samo dvije moguće klase: Niska temperatura i
Visoka temperatura. Prvo krećemo sa sustavom 20 ×
20. Učimo model na kvadratnoj rešetci i prolazimo kroz
sustav 15 puta tj. imamo 15 epoha. Nakon toga pre-
lazimo na validacijski skup podataka na kojem možemo
namještati hiperparametre te naposljetku prelazimo na
skup za testiranje na kojem gledamo preciznost našeg
modela. Prag za logističku regresiju smo postavili na 0.5,
odnosno 50% Rezultati za 20 × 20 i 40 × 40 prikazani su
u tablicama I i II.

Iz rezultata vidimo da logistička regresija nije baš do-
bar klasifikator za Isingov model. Trebamo izabrati neki
novi model koji bi nam pobolǰsao preciznost i smanjio
gubitak.

Tablica I: Prikaz preciznosti i gubitka za sustav 20 × 20
za logističku regresiju.

Set za učenje Set za validaciju Set za testiranje
Preciznost 57.8 % 50.2% 51.9 %
Gubitak 0.7180 0.8308 0.8166

(a)

(b)

Slika 10: Prikaz vjerojatnosti za različite temperature
za (a) kvadratnu 40 × 40 rešetku (b) trokutastu 40 ×

40 rešetku

Tu ćemo izabrati konvolucijsku neuronsku mrežu koju
smo ukratko objasnili u poglavlju V. Konstruirat ćemo
mrežu sa dva skrivena sloja. Prvi je 2-D konvolucijski
sloj sa 64 filtera kojeg slijedi potpuno povezani sloj u ko-
jem koristimo dva skrivena sloja i kao aktivacijsku funk-
ciju koristimo softmax funkciju. Klasifikator treniramo
tako da minimiziramo binarnu unakrsnu entropiju(eng.
Binary cross-entropy loss). Da bi pripremili podatke za
model potrebno je prilagoditi rubove kako bi se uzeli u
obzir periodični rubni uvjeti u Monte Carlo simulaciji.
Zbog toga slike koje nam ulaze u simulaciju će biti di-
menzija 22 × 22 za sustav dimenzija 20 × 20. Isto tako
za sustav 40 × 40 će nam u simulaciju ulaziti konfigu-

Tablica II: Prikaz preciznosti i gubitka za sustav 40 ×
40 za logističku regresiju.

Set za učenje Set za validaciju Set za testiranje
Preciznost 68.1 % 54.0% 44.8 %
Gubitak 0.6348 0.7813 0.8570
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(a)

(b)

Slika 11: Prikaz vjerojatnosti za različite temperature
za (a) kvadratnu 20 × 20 rešetku (b) trokutastu 20 ×

20 rešetku

racije dimenzija 44 × 44. Koristiti ćemo 2 × 2 filtere u
konvolucijskom sloju. Kroz sustav prolazimo 3 puta, tj.
imamo 3 epohe. Za hiperparametar od 3 epohe imamo
najmanju mogučnost ”overfittinga”. Rezultati za preciz-
nost i gubitak su prikazani u Tablicama III i IV. dok su
odgovarajući grafovi prikazani na slikama 11 i 12.

Usporedbom rezultata CNN-a i logističke regresije vi-
dimo da nam je CNN puno bolji model za klasifikaciju
faznih prijelaza Isingova modela. Druga stvar koju smo
opazili da je preciznost veća, odnosno gubitak manji za
sustav dimenzija 40 × 40. To je posljedica činjenice da
za se obrasci po kojem naš model uči, očitije pojavljuju
za veće sustave. Temperature u kojem nam sustav ko-

Tablica III: Prikaz preciznosti i gubitka za sustav 20 ×
20 za konvolucijsku neuronsku mrežu.

Set za učenje Set za validaciju Set za testiranje
Preciznost 95.0 % 94.5% 92.0 %
Gubitak 0.1972 0.1430 0.1889

(a)

(b)

Slika 12: Prikaz vjerojatnosti za različite temperature
za (a) kvadratnu 40 × 40 rešetku (b) trokutastu 40 ×

40 rešetku

nvergira jednake su 2.30 K za kvadratnu 20 × 20 rešetku
te 3.5 K za trokutastu 20 × 20 rešetku. Za sustav dimen-
zija 40 × 40 dobivamo temperature 2.25 K za kvadratnu
rešetku te 3.6 K za trokutastu rešetku. Sa ovim konvergi-
ranim temperaturama vidimo kako je izračunata kritična
temperatura većeg sustava bliža teorijskoj kritičnoj tem-
peraturi. Za kraj ćemo pogledati generativne modele. U
prošlim poglavljima smo koristili znanje kritične tempe-
rature za kvadratnu rešetku (TC = ≈ 2.26) te trokutaste
rešetke (TC = ≈ 3.65) da bi označili konfiguracije spina
i promotrili problem klasificiranja stanja s obzirom na
njihov fazni prijelaz. Problem nastaje u kommplicirani-
jim modelima, gdje točna pozicija TC nije poznata i tako

Tablica IV: Prikaz preciznosti i gubitka za sustav 40 ×
40 za konvolucijsku neuronsku mrežu.

Set za učenje Set za validaciju Set za testiranje
Preciznost 98.6 % 97.5% 97.4 %
Gubitak 0.0380 0.0624 0.0683
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onda uopće ne možemo označiti stanje.
Generativni modeli se mogu koristiti za učenje vari-

jacijske aproksimacije za distribuciju vjerojatnosti koje
su generirale podatke. Koristeći samo 2D konfiguracije,
sada učimo Duboki Boltzmanov stroj. Ovdje izvodimo
analizu na fiksnoj temperaturi T. Zatim možemo primi-
jeniti naš model na tri različite vrijednosti T = 1.75 K,
2.25 K i 2.75 u uredenom, gotovo kritičnom i neuredenom
području. Definiramo Duboki Boltzmanov stroj sa dva
skrivena sloja sa Nskriveno i Nskriveno/10 jedinica i pri-
mijenjujemo L1 regularizaciju na sve težine. Slike 13-15
pokazuju rezultate numeričkog eksperimenta na T = 1.75
K, 2.25 K i 2.75 K za DBM sa Nskriveno = 800. Gledajući
rekonstruirane i imaginarne čestice, vidimo da naš DBM
radi dobro u neuredenim i kritičnim područjima. Ali ar-
hitektura slojeva nije optimalna za T = 1.75 K u uredenoj
fazi što je posljedica efekta povezanih sa lomom simetrije.

VIII. ZAKLJUČAK

U ovom istraživanju promotrili smo jedan od zanimlji-
vijih problema statističke fizike, tj. Isingov model. Na-
kon što smo kreirali podatke Monte Carlo simulacijom
pomoću Metropolis algoritma klasificirali smo stanja Is-
ingova modela s obzirom na fazna stanja. Proveli smo lo-

gističku regresiju i utvrdili da se preciznost modela kreće
oko 50% što znači logistička regresija nije dobar model
za klasifikaciju stanja Isingovog modela. Za model koji
bi nam davao bolje rezultate izabrali smo Konvolucij-
sku neuronsku mrežu koja je dala značajno pobolǰsanje
u odnosu na logističku regresiju. Preciznost se značajno
pobolǰsala te prelazi 90% dok se gubitak značajno sma-
njio. Druga značajna stvar koju smo opazili u našim
rezultatima je da veći sustavi, u našem slučaju sustav di-
menzija 40 × 40 daju bolju preciznost i manji gubitak.
Ovo je posljedica činjenice što vǐse povećavamo dimen-
zije sustava vǐse se očitavaju obrasci unutar sustava po
kojem naši modeli uče. Zatim smo prešli na generativne
modele koji su nam korisni u slučaju da nam točna po-
zicija kritične temperature nije poznata. Tu smo izvršili
simulaciju Dubokog Boltzmanovog stroja na tri tempe-
rature u tri ključne regije 2D isingova modela. Model
nam je dao prihvatljive rezultate u kritičnom području i
neuredenom području dok je u uredenom području pod-
bacio zbog efekta loma simetrije. Svi ovi modeli koje smo
objasnili mogu nam dati kritičnu temperaturu sustava
kojeg nemožemo teorijski odrediti. Naravno naše modele
možemo pobolǰsati tako da smanjimo inkrement tempe-
rature te proizvedemo veći broj podataka u području oko
kritične regije, tj. u području oko kritične temperatute
TC .
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Slika 13: Monte Carlo podaci, njihova rekonstrukcija i imaginarne čestice generirane sa Dubokim Boltzmanovim
strojem u uredenoj fazi na T = 1.75 K.

Slika 14: Monte Carlo podaci, njihova rekonstrukcija i imaginarne čestice generirane sa Dubokim Boltzmanovim
strojem u kritičnoj fazi na T = 2.25 K.

Slika 15: Monte Carlo podaci, njihova rekonstrukcija i imaginarne čestice generirane sa Dubokim Boltzmanovim
strojem u neuredenoj fazi na T = 2.75 K.


