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Cilj ovog rada je proučiti utjecaj kozmološkog širenja na lokalnu fiziku. S tom svrhom uvodi se
FLRW metrika koja opisuje naš svemir. Kroz neke primjere ispitan je utjecaj kozmološkog širenja
na: Newtonove jednadžbe, kvantni harmonički oscilator, gravitacijski čvrsto vezane sustave i na
”lensing”. Na kraju se promatraju razni scenariji budućnosti svemira pod utjecajem kozmološkog
širenja.

I. UVOD

Einsteinove jednadžbe glase:

Rµν − 1

2
Rgµν + Λgµν =

8πG

c4
Tµν (1)

te one povezuju geometriju sustava s raspodjelom ma-
terije unutar njega. Originalno u njima se nije nalazila
kozmološka konstanta Λ, ali Einstein je pretpostavljao da
je svemir statičan i zbog toga ju je dodao u jednadžbe.
No, 20-ih i 30-ih godina prošlog stoljeća astronom Edwin
Hubble je promatrajući crveni pomak galaksija zaključio
da se svemir širi1, tj. da se okolne galaksije udaljuju
od Zemlje proporcionalno njihovim udaljenostima - što
se i naziva Hubbleov zakon. Dugo vremena se činilo da
je kozmološka konstanta nepotrebna, ali došlo je do ot-
krića koje je vratilo potrebu za kozmološkom konstan-
tom. Dva su tima7,8 zaključila da širenje svemira ubr-
zava. To se u Einsteinovim jednadžbama opisuje pozitiv-
nom kozmološkom konstantom. Uz to što se svemir širi,
on je homogen i izotropan, a metrika koja opisuje takav
svemir je Robertson-Walkerova metrika1, još poznata kao
i FLRW metrika koja, uz c=1, glasi:

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2dΩ

]
. (2)

Metrika daje informaciju o geometriji prostora, a ds od-
govara udaljenosti koju promatrač mjeri u takvom pros-
toru. Zbog toga moguće je uočiti dvije stvari specifične
za FLRW metriku. Kao prvo, parametar k ostavlja
mogućnost zakrivljenosti prostora, gdje k = 0 daje ra-
van prostor, dok je za k > 0 ili k < 0 ta zakrivljenost
redom pozitivna ili negativna. Kao drugo, zbog faktora
a(t) prema (2) dopušteno je širenje ili smanjivanje sve-
mira, ovisno o njegovoj vrijednosti. U našem svemiru,
za trenutnu vrijednost faktora a(t) uzima se 1 prema
konvenciji. Budući da se svemir širi ta je vrijednost u
prošlosti bila manja dok će u budućnosti biti veća. Di-
rektna posljedica širenja svemira je da se valna duljina
svjetlosti emitirana s dalekog objekta širi proporcionalno
faktoru a(t). Zbog toga je valna duljina koju udaljeni
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promatrač vidi veća nego ona koja je emitirana. Radi
jednostavnosti uvodi se crveni pomak2 z:

1 + z ≡ λ2
λ1

=
a2
a1
, (3)

gdje je λ1 valna duljina emitirane svjetlosti, a λ2 valna
duljina promatrane svjetlosti, dok su a1 i a2 redom fak-
tori a(t) u trenutku emitiranja svjetlosti i u trenutku u
kojem promatrač vidi svjetlost. Uzme li se da za sadašnji
trenutak vrijedi a2 = 1 slijedi, uz a ≡ a1

1 + z =
1

a
. (4)

Gornja relacija pokazuje se korisnom u raznim sustavima
u kojima se istražuje utjecaj kozmološkog širenja na lo-
kalnu fiziku. Važno je još naglasiti da FLRW metrika
opisuje svemir na globalnoj, uprosječenoj skali2 tj. ako se
uzme dio prostora na Zemlji, FLRW metrika neće dobro
opisivati taj dio prostora. Kako god bilo, pri zamǐsljanju
kozmološkog širenja dobar je model zamisliti balon koji
se napuhava.9 U toj se slici vidi da svaka točka na ba-
lonu lokalno miruje, ali se udaljava od drugih točaka jer
se prostor izmedu povećava.9

II. NEWTONOVE JEDNADŽBE U ŠIREĆEM
SVEMIRU

Za početak, da bi se dobio intuitivan uvid u utjecaj
kozmološkog širenja na lokalnu fiziku, zamislimo klasičan
nerelativistički sustav. Na primjer, to bi mogle biti dvije
čestice izmedu kojih djeluje Newtonovska gravitacija ili
pak dvije nabijene čestice izmedu kojih djeluje privlačna
Coulombova sila. Ovdje će se raditi analiza klasičnog
atoma10. Dakle, negativno nabijeni elektron zanemarive
mase kreće se oko jezgre puno veće mase, pri čemu se pro-
matra samo coulombska interakcija. Takav sustav pos-
tavi se u ravan, homogen svemir čija je ekspanzija opi-
sana faktorom a(t). Za opis se koriste dva koordinatna
sustava: r, θ, ϕ i R, θ, ϕ, medu kojima je jedina razlika ta
da R označava fizikalnu udaljenost izmedu elektrona i jez-
gre, dok r označava sugibajuću udaljenost medu njima.
Ti su sustavi medusobno povezani sljedećom relacijom:

R = a(t)r. (5)
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Kozmološko širenje se za ovaj sustav može zamisliti kao
širenje koje ide radijalno prema van iz svakog proizvoljno
odabranog ishodǐsta pa su koordinate ϕ i θ iste u oba
sustava. Sada je cilj povezati kozmološko širenje s jed-
nadžbama gibanja. Ako se promatra samo kozmološko
širenje, iz (5) za točku koja ima konstantni r diferencira-
njem i uvrštavanjem r = R/a se dobiva sljedeća relacija:

R̈ =
ä

a
R. (6)

Zbog oblika gornje relacije, čini se da se član ä
aR može

tretirati kao radijalna sila po jedinici mase. Uz činjenicu
da je elektron samo pod utjecajem radijalne Coulombove
sile, angularni moment je konstantan i za elektron koji
se kreće oko jezgre u ravnini θ = π

2 on po jedinici mase

iznosi L = R2ϕ̇. Sada se kombinacijom svega navedenog,
uz činjenicu da je elektron pod utjecajem Coulombove
sile koja je po jedinici mase jednaka F = − C

R2 , može
napisati jednadžba gibanja elektrona:

R̈ = − C

R2
+
L2

R3
+
ä

a
R ≡ −∂V

∂R
. (7)

Prema tome može se definirati efektivni potencijal po
jedinici mase:

V (R, t) = − ä

2a
R2 − C

R
+

L2

2R2
. (8)

Za faktor ekspanzije oblika a(t) = a0e
t/Texp , koji odgo-

vara de Sitterovoj metrici, efektivni potencijal ne ovisi o
vremenu:

V (R) = − R2

2T 2
exp

− C

R
+

L2

2R2
. (9)

Ako se definira karakteristična konstanta za vremensku
skalu atoma kao Tatom = L3

C2 može se napraviti analiza
u ovisnosti o omjeru Tatom/Texp. Ovdje je sažet rezul-

tat takve analize.10 Što je veći omjer Tatom/Texp to je
veći utjecaj kozmološkog širenja pa tako u slučaju kada
vrijedi Tatom/Texp = 0 nema širenja i elektron je zarob-
ljen u potencijalnoj jami. Za različite vrijednosti ener-
gije elektrona postoje različite kritične vrijednosti omjera
Tatom/Texp, tj. ako je vrijednost tog omjera manja od
neke kritične vrijednosti elektron će ostati zarobljen u po-
tencijalnoj jami, no ako je ta vrijednost veća elektron će
se pomaknuti prema većem radijusu i kozmološko širenje
će ga ubrzati radijalno prema van. To znači da elektron
ili je ili nije zarobljen u potencijalnoj jami, a da ne pos-
toji djelomično širenje. Takav način može se objasniti i
iz jednadžbe (7) jer porastom radijusa R smanjuju se Co-
ulombov i centrifugalni član i pri tome brže centrifugalni
član, dok kozmološki član raste. Pri odredenom radi-
jusu kozmološki član nadvlada ostale i elektron ne može
biti zarobljen u potencijalnoj jami. U istom članku10

pronadena je kritična vrijednost za elektron koji se pr-
votno nalazi na dnu potencijalne jame u slučaju bez koz-
mološkog dijela efektivnog potencijala. Dno potencijalne

jame u tom je slučaju zaR = L2

C , a elektron u tom slučaju

ima energiju po jedinici mase E/m = −C2

2L2 . Ako se eks-
panzija ne uključi elektron se giba po kružnoj putanji oko
jezgre. Ako se pak ona naknadno uključi postoji kritična
vrijednost omjera Tatom/Texp i ona iznosi 0.25. Eksperi-
mentalna vrijednost10 za Texp je otprilike 4 ·1017 s, dok je
tipičan Tatom jednak 10−16 s, što nije ni blizu vrijednosti
omjera od 0.25. Općenito, ona vrijednost tog omjera za
koju se minimum potencijala bez kozmološkog člana i
lokalni maksimum potencijala koji uključuje kozmološki
član za taj omjer Tatom/Texp podudaraju je kritična vri-
jednost. Nerelativistički opis klasičnog atoma se dobro
slaže s relativističkim, a ako se radi o relativističkom
atomu koji nije vezan, što se on vǐse širi to relativistički
efekti postaju manje bitni, tj. atom postaje sve manje i
manje relativistički.10 Ovom jednostavnom analizom vidi
se da klasični atomi nisu ni blizu toga da bi na njihovu
fiziku djelovalo kozmološko širenje. Ipak, u slučaju ako se
za faktor ekspanzije uzme a(t) ∝ t2/3 dobiva se upravo
efekt djelomičnog širenja11. Taj efekt je reda11 10−67,
no zanimljivo je da se u tom slučaju dogada baš ono što
se u slučaju de Sitterovog prostorvremena ne može do-
goditi. Postoji i intuitivan način razmǐsljanja o takvom
ponašanju12 iako on nije nužno direktno primjenjiv na
slučaj klasičnog atoma. Zamisli li se neka sfera konstant-
nog radijusa, pod utjecajem kozmološkog širenja postoji
tok materije kroz tu sferu. Zbog toga se masa unutar
te sfere, a time i gravitacijsko privlačenje smanjuje što
dovodi do toga da orbite postaju sve veće. Završna ana-
liza ovog poglavlja napravljena je po uzoru na citiran
članak10 za faktor skale oblika a(t) ∝ t2/3. U tom članku
autor radi analizu za faktor skale oblika

a(t) = 1 +

(
t

Texp

)2

tanh

(
t

Texp

)
. (10)

Takav faktor skale za t >> Texp je otprilike propor-
cionalan s t2, ali da/dt i d2a/dt2 ǐsčezavaju u t = 0
pa se uključivanje širenja može započeti s dr/dt = 0 i
dR/dt = 0. Uz to, dio efektivnog potencijala odgovoran
za kozmološko širenje ǐsčezava u t = 0 pa ako se uzme
početni uvjet R = L2/C, u trenutku t = 0 nema akcele-
racije. Uzimajući sve to u obzir, napravljena je analiza
za faktor skale oblika

a(t) = 1 +

(
t

Texp

)2/3

tanh

(
t

Texp

)
, (11)

uz početne uvjete R = L2/C, dR/dt = 0. Ispitani su
razni omjeri Tatom/Texp s ciljem pronalaženja kritične
vrijednosti za koju takav elektron postaje nevezan. Nije
bilo moguće pronaći takvu kritičnu vrijednost. To vodi
na potvrdivanje zaključka dobivenog u članku11 koji se
bavi analizom sustava u prostorvremenu gdje vrijedi za
faktor skale a(t) ∝ t2/3. Dakle, nema neke kritične vri-
jednosti za koju elektron postaje nevezan, već postoji
mogućnost djelomičnog širenja. Za omjer Tatom/Texp =
0.343 dobiven je sljedeći graf(Slika 1). Na tom se grafu
vidi da fizikalni radijus, nakon prvotnog povećanja, počne
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Slika 1. Graf ovisnosti normaliziranog sugibajućeg i fizikal-
nog radijusa o normaliziranom vremenu - fizikalni radijus R
oscilira, sugibajući radijus r se smanjuje uz oscilacije

oscilirati izmedu dvije vrijednosti. Sugibajući radijus se
brzo krene smanjivati uz oscilacije.

III. HARMONIČKI OSCILATOR U ŠIREĆEM
SVEMIRU

Gore napravljena analiza dala je odgovor na ponašanje
klasičnih sustava. Postavlja se pitanje hoće li se i kvantni
sustavi ponašati isto kao klasični pod utjecajem koz-
mološkog širenja. Sada je zato cilj napraviti tu analizu
za kvantne sustave i vidjeti kako se oni ponašaju pod
utjecajem kozmološkog širenja. Najjednostavniji primjer
u tom je slučaju harmonički oscilator. Potencijal izo-
tropnog harmoničkog oscilatora, za česticu mase m je

V (R) =
mω2

0R
2

2 . U slučaju kozmološkog širenja u po-
tencijal treba uključiti i član koji dolazi od širenja, a on
je prema relaciji (8) jednak −m ä

2aR
2 te je stoga ukupni

lagranžijan:

L =
m

2
Ṙ2 − m

2
ω2(t)R2, (12)

gdje je korǐstena pokrata

ω2(t) = ω2
0 −

ä(t)

a(t)
. (13)

Bez smanjenja općenitosti radi se analiza u jednoj dimen-
ziji. U tom je slučaju Schrödingerova jednadžba sljedeća

iℏ
∂Ψ

∂t
= − ℏ2

2m

∂2Ψ

∂x2
+
mω(t)2

2
x2Ψ. (14)

Kompletan ortonormirani set funkcija koje su rješenje
za vremenski ovisan kvantni harmonički oscilator je poz-

nat i dan s14:

ψn(x, t) =

(
1

2nn!

β√
π

)1/2

×

× exp

[
−i

(
n+

1

2

)
+
im

2ℏ

(
iγ̇ +

ṡ

s

)
x2

]
Hn(βx).

(15)
Hn je n-ti Hermiteov polinom, dok je s(t) rješenje sljedeće
diferencijalne jednadžbe14:

s̈− s−3 + ω2(t)s = 0. (16)

Kada se nade s(t) preko njega se mogu naći γ i β13:

γ̇s2 = 1, β(t) =

(
mγ̇(t)

ℏ

)1/2

. (17)

Razmotrimo danu situaciju za de Sitterovu metriku.
Dakle, vrijedi a(t) = a0e

t/Texp što uz pomoć relacije (13)
vodi do frekvencije ω2 = ω2

0 − T−2
exp. To znači da se u

ovom slučaju pod utjecajem kozmološkog širenja frek-
vencija harmoničkog oscilatora promijenila, ali je ostala
vremenski neovisna. Uvrsti li se takva frekvencija u (16)
može se provjeriti da s = ω−1/2 rješava tu jednadžbu.
Kako bi se odredila veličina harmoničkog oscilatora treba
izračunati očekivanu vrijednost operatora X2:

⟨X2⟩n = ⟨ψn|x2|ψn⟩. (18)

Moguće je uočiti da je gustoća vjerojatnosti |ψn(x, t)|2
istog oblika kao i za vremenski neovisan harmonički os-
cilator. Iz rješenja jednadžbe (16) i relacija (17) vrijedi
β2 = ωm

ℏ pa se za ⟨X2⟩n(t) dobiva3

⟨X2⟩n(t) =
n+ 1/2

β2(t)
=

(n+ 1/2)ℏ
m

ω. (19)

Zaključak dobiven ovom analizom ugrubo se podudara
sa zaključkom dobivenim analizom klasičnog atoma u
de Sitter prostorvremenu. Dakle, nema djelomičnog
povećanja harmoničkog oscilatora, već se pod utjecajem
kozmološkog širenja promijeni njegova frekvencija što je
vidljivo iz ω2 = ω2

0 − T−2
exp. Ako vrijedi ω2

0 ⩽ T−2
exp tada

ovdje provedena analiza nije valjana jer u tom slučaju
frekvencija oscilatora postaje ω2 ⩽ 0.

IV. UTJECAJ ŠIREĆEG SVEMIRA NA
GRAVITACIJSKI ČVRSTO VEZANE SUSTAVE

Dosadašnji dio daje uvid u to kako kozmološko širenje
utječe na jednostavne sustave koji nisu gravitacijski ve-
zani. Sljedeći je korak zapitati se kakav je utjecaj koz-
mološkog širenja na sustave koji su gravitacijski vezani.
Još prije napravljena analiza15 bavi se utjecajem koz-
mološkog širenja na skupove galaksija. Ako se uzme da
je prosječna gustoća mase skupova galaksija ρc, te da
se takvi skupovi galaksija nalaze u svemiru ispunjenim
plinom bezmasenih čestica gustoće energije ρ dobivaju
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se dva zaključka. U slučaju da vrijedi ρ > ρc skupovi
galaksija se šire zajedno sa svemirom. Ako pak vrijedi
ρc >> ρ to je širenje smanjeno za omjer ρ/ρc. Iako ti
zaključci mogu dati neki generalan uvid u situaciju za
potpunost se treba proučiti utjecaj kozmološkog širenja
na zvijezdu ili crnu rupu. Prije toga predstavlja se me-
trika koja je uvedena upravo radi proučavanja utjecaja
kozmološkog širenja na lokalne sustave, a to je McVittie
metrika16.

IV.1. McVittie metrika

McVittie16 polazi od 6 pretpostavki od kojih su 3
sljedeće.

1. Materija u svemiru rasporedena je sfernosimetrično
oko ishodǐsta gdje se nalazi masivna čestica.

2. Ne postoji ukupni tok materije od ishodǐsta ili
prema ishodǐstu koji se razlikuje od 0.

3. Tlak u cijelom svemiru je izotropan, što i proiz-
lazi iz pretpostavke 2. jer bi u suprotnom postojao
preferirani smjer brzine čestica.

Uz te pretpostavke McVittie rješavanjem Einsteinovih
jednadžbi dobiva:

ds2 = −

(
1− m(t)

2r̄

)2

(
1 + m(t)

2r̄

)2 dt
2+a2(t)

(
1 +

m(t)

2r̄

)4

(dr̄2+r̄2dΩ2),

(20)

gdje vrijedi r ≡ r̄
(
1 + m

2r̄

)2
. McVittie je 2. pretpostavku

zadovoljio nametnuvši sljedeći uvjet:

ṁ

m
= − ȧ

a
(21)

iz kojeg slijedi:

m(t) =
mH

a(t)
. (22)

U relaciji (22) mH označava Hawkingovu kvazi-lokalnu
masu, veličinu koja ovdje služi tome da se zabrani tok
materije prema centralnom objektu. Za striktniju de-
finiciju pogledati reference.4,17 Važno je naglasiti da je
mH fizikalno bitna masa18, povezana s veličinom central-
nog objekta dok je m(t) koeficijent metrike u odredenom
koordinatnom sustavu. McVittie metrika se obično in-
terpretira kao metrika koja predstavlja točkastu masu u
r̄ = 0 stavljenu u FLRW svemir, no oko te mase se u
r̄ = m/2 nalazi singularitet s čijom interpretacijom pos-
toje problemi.18 Jasno je da u slučaju a = 1 McVittie
metrika postaje jednaka Schwarzschildovoj metrici. U
slučaju m = 0 McVittie metrika postaje FLRW metrika
s k = 0.

IV.2. Utjecaj kozmološkog širenja na zvijezdu

Pri razmatranju utjecaja kozmološkog širenja na zvi-
jezdu prati se već napravljena20 i proširena18 analiza. No-
lanovo rješenje opisuje relativističku zvijezdu uniformne
gustoće u FLRW pozadini. Metrika je18:

ds2 = −

1− m
r̄0

+ mr̄2

r̄30
(1− m

4r̄0
)

(1 + m
2r̄0

)(1 + mr̄2

2r̄30
)

2

dt2+

+ a2(t)

(
1 + m

2r̄0

)6

(
1 + mr̄2

2r̄30

)2 (dr̄
2 + r̄2dΩ2).

(23)

Nametnuta je relacija (21), zbog čega zapravo vrijedi vre-
menska ovisnost m(t). Radijus takve zvijezde je r̄0, tj.
za unutarnji dio vrijedi 0 ⩽ r̄ ⩽ r̄0. Metrika (23) je
regularna u ishodǐstu. Za dio r̄ ⩾ r̄0 vrijedi McVittie
metrika18. Ako se uzme da je Σ0(t) = {(t, r̄, θ, ϕ) : r̄ =
r̄0}, onda ona odgovara površini zvijezde. Metrika na toj
plohi zbog uvjeta spajanja odgovara McVittie metrici pa
je linijski element:

ds2|Σ0 = −

(
1− m(t)

2r̄0

)2

(
1 + m(t)

2r̄0

)2 dt
2 + a2(t)

(
1 +

m(t)

2r̄0

)4

r̄20dΩ
2.

(24)
Površina plohe Σ0 je18:

AΣ0
=

∫ ∫
Σ0

dθdϕ
√
gΣ0

, (25)

gdje je gΣ0
determinanta metrike na plohi Σ0 u trenutku

t. Za površinu se dobiva

AΣ0
(t) = 4πa2(t)r̄0

2

(
1 +

m(t)

2r̄0

)4

= 4πa2(t)r20. (26)

To je vrlo zanimljiv rezultat koji govori da površina zvi-
jezde ovisi o faktoru a(t). Dakle, u ovom se slučaju gra-
vitacijski čvrsto vezani objekt povećava pod utjecajem
kozmološkog širenja.

IV.3. Utjecaj kozmološkog širenja na crne rupe

Činjenica da se površina zvijezde prema prethodno na-
pravljenoj analizi povećava pod utjecajem kozmološkog
širenja svemira vodi nas da se zapitamo dogada li se
isto s crnom rupom. Točnije, povećava li površina ho-
rizonta dogadaja crne rupe pod utjecajem kozmološkog
širenja? Horizont dogadaja za nekog promatrača21 je
ploha u prostorvremenu koja dijeli sve dogadaje u dvije
skupine. Jednu od tih dviju skupina čine dogadaji koje
je taj promatrač mogao, može ili će moći uočiti, dok
drugu skupinu čine dogadaji koje taj promatrač nikad
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Slika 2. Prikaz svjetlosnih stožaca u blizini crne rupe

neće moći uočiti. Na slici (Slika 2) nalazi se slikovit prikaz
svjetlosnih stožaca u blizini crne rupe i unutar horizonta
dogadaja. Na toj se slici vidi da zakrivljnost prostorvre-
mena zakrivljuje svjetlosne stošce. Isto tako, vidi se da
unutar horizonta dogadaja svjetlosni stošci postaju to-
liko zakrivljeni da se iz tog dijela ne može izaći bez da se
kreće brzinom većom od brzine svjetlosti.

IV.3.1. Schwarzschild-de Sitter crna rupa

Općenito, Schwarzschildovo rješenje je jedinstveno
rješenje Einsteinovih jednadžbi za sfernosimetričan ma-
sivan objekt. Ako se u Einsteinove jednadžbe doda i
kozmološka konstanta, ukupno rješenje je Schwarzschild-
de Sitter metrika. Za de Sitter prostorvrijeme vrijedi
a(t) = a0e

t/Texp ( 1
Texp

= H0). Uz18 1
Texp

=
√

Λ/3 za

Schwarzschild- de Sitter metriku vrijedi

ds2 = −
(
1− 2m

R
− ΛR2

3

)
dt2

+

(
1− 2m

R
− ΛR2

3

)−1

dR2 +R2dΩ2.

(27)

Tako napisana metrika je u statičkim koordinatama, tj.

vrijedi R = a(t)r. Koristi li se sada R = a(t)r̄
(
1 + m

2r̄

)2
i relacija (22), McVittie metrika (20) može se napisati na
sljedeći način22

ds2 = −
(
1− 2mH

R
−H2R2

)
dt2

+

(
1− 2mH

R

)−1

dR2 − 2HRdtdR√
1− 2mH

R

+R2dΩ2.
(28)

Nedijagonalnog dijela moguće se riješiti ako se definira
nova vremenska koordinata

dT =
1

F
(dt+ βdR), (29)

gdje je F (t, R) faktor dobiven integracijom, a β(t, R) za-
dan sljedećom relacijom

β(t, R) =
HR√

1− 2mH

R

(
1− 2mH

R −H2R2
) . (30)

Uz takav β(t, R) se McVittie metrika može zapisati na
sljedeći način

ds2 = −
(
1− 2mH

R
−H2R2

)
F 2dT 2

+

(
1− 2mH

R
−H2R2

)−1

dR2 +R2dΩ2.

(31)

Uvrštavanjem Hubbleovog faktora za de Sitter prostor-
vrijeme u gornju metriku, vidi se da se reproducira
Schwarzschild-de Sitter metrika. Isto tako usporedbom s
(27) jasno je da je Hawkingova kvazi-lokalna masa mH

jednaka masi centralnog objekta. McVittie metrika (20)
u r̄ = m/2 ima singularitet18, koji se reducira na Schwar-
zschildov horizont ako vrijedi a ≡ 1. Taj singularitet
nestaje u slučaju Ḣ = 0, što vrijedi za Schwarzschild-de
Sitter prostorvrijeme, te se onda i ploha r̄ = m/2 može
interpretirati kao vlastiti horizont dogadaja crne rupe18.
Uzme li se sada Σ1(t) = {(t, r̄, θ, ϕ) : r̄ = m/2}, može se
izračunati površina plohe Σ1:

AΣ1
=

∫ ∫
Σ1

dθdϕ
√
gΣ1

. (32)

Pomoću (28) se dobiva18:

A = 16πa2m2. (33)

Budući da se radi o McVittie prostorvremenu vrijedi re-
lacija (22) čime se dobiva:

A = 16πm2
H . (34)

Zbog toga što vrijedi ṁH = 0, iz (30) se vidi da se
površina Schwarzschild-de Sitter crne rupe ne povećava
pod utjecajem kozmološkog širenja. Dakle, u de Sitter
prostorvremenu18, se jako vezani sustavi odupiru koz-
mološkom širenju. Postavlja se pitanje vrijedi li taj za-
ključak za bilo koje prostorvrijeme.

IV.3.2. Crna rupa u ravnom FLRW svemiru s a(t) ∝ t2/3

Ovdje će se samo navesti zaključak18 za Sultana-Dyer
rješenje23 koje opisuje crnu rupu stavljenu u FLRW sve-
mir s a(t) ∝ t2/3. Linijski element koji opisuje takvu crnu
rupu je jednak slučaju u McVittie prostorvremenu uz to
što je sada m(t) = m0 tj. konstanta. Zbog toga postoji
tok materije i ne vrijedi relacija (21), već se Hawkingova
masa povećava: mH = m0a(t). Zbog toga se i sama crna
rupa povećava. To znači da je ovom analizom dobiven
gravitacijski čvrsto vezan objekt koji se povećava pod
utjecajem kozmološkog širenja.
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V. SKRETANJE ZRAKA SVJETLOSTI
GRAVITACIJSKIM LEĆAMA U ŠIREĆEM

SVEMIRU

”Lensing” je gravitacijski efekt mase u svemiru, kod
kojeg se zrake svjetlosti zakrivljuju na temelju geome-
trije prostora koja se mijenja pod utjecajem mase. Zbog
toga se pomoću zakrivljenih zraka svjetlosti može nešto
zaključiti o tome kako je rasporedena masa u svemiru.
Iako je već Einstein razmǐsljao o ”lensingu”, 1979. sti-
gla je eksperimentalna potvrda fenomena kada su Walsh,
Carswell i Weynmann19 uočili dvije slike istog kvazara.
Ovdje će se analizirati ”lensing” u McVittie prostorvre-
menu te na taj način vidjeti moguć utjecaj kozmološkog
širenja svemira na taj fenomen. Uz to navest će se i re-
zultat dobiven za Schwarzschild-de Sitter prostorvrijeme
i u tom slučaju objasniti utjecaj kozmološkog širenja.

V.1. ”Lensing” u McVittie prostorvremenu

Ovdje se analiza radi za McVittie metriku. Isto tako
zamǐslja se da se radi o točkastom masenom objektu čija
je masa konstantna i iznosi m. Uz pokratu

µ ≡ m

2a(t)r
, (35)

linijski element može se zapisati kao:

ds2 = −
(
1− µ

1 + µ

)2

dt2+(1+µ)4a(t)2(dr2+r2dΩ2). (36)

Situacija koja se promatra je sljedeća: iz izvora dolazi
zraka svjetlosti kojoj maseni objekt koji se nalazi u is-
hodǐstu zakrivljuje putanju pri čemu promatrač opaža za-
krivljenu zraku svjetlosti. Sve varijable udaljenosti koje
se koriste u analizi su sugibajuće što znači da se njihove
duljine ne mijenjaju pod utjecajem kozmološkog širenja,
već da ih je potrebno zamisliti kao da se šire zajedno
sa svemirom. One su redom: χS - udaljenost izmedu
promatrača i izvora svjetlosti, χL - udaljenost izmedu
gravitacijske leće i promatrača i χ(t) - udaljenost izmedu
promatrača i projekcije fotona na ravninu u kojoj se na-
laze izvor, gravitacijska leća i promatrač. Udaljenost od
izvora do pravca koji prolazi kroz točke u kojima se na-
lazi maseni objekt i promatrač označena je s b. Budući
da je cilj utvrditi utjecaj širenja svemira na ovakvu situ-
aciju, promatra se slučaj u kojem vrijedi µ << 1. Isto
tako, promatraju se mali transverzalni pomaci u ravnini
u kojoj se nalazi maseni objekt li << χ. Zbog toga što je
McVittie metrika sfernosimetrična, jednadžbe geodezika
svjetlosnog tipa za oba transverzalna smjera i = 1, 2 su
iste pa su u daljnjoj analizi izbačeni indeksi. Jednadžbe
geodezika za foton su raspisane u Dodatku i preko njih
je dobivena sljedeća relacija

d2l

dχ2
= 4∂lµ. (37)

Slika 3. Skica ”lensinga” u McVittie prostorvremenu

Korǐstenjem (35), uz činjenicu da vrijedi r =√
(χ− χL)2 + l2 i prethodne relacije dobiva se:

d2l

dχ2
= − 2ml

a(χ)[(χ− χL)2 + l2]3/2
. (38)

Prošla se relacija može zapisati kao

d2y

dx2
= −α y

a(x)[(x− 1)2 + y2]3/2
(39)

uz sljedeće pokrate

x ≡ χ

χL
, α ≡ 2m

χL
, y ≡ l

χL
. (40)

Rješenje se traži perturbativno, promatrajući male α pa
se y razvija po malom α:

y = y(0) + αy(1) + α2y(2) + ... (41)

Uvjeti zadovoljenja trajektorije su:

y(xS) = yS , y(0) = 0, (42)

što znači da zraka svjetlosti kreće s b ≡ ySχL i mora doći
do promatrača kako bi ju detektirao. U nultom redu
rješenje poprima sljedeći oblik

y(0) = C1x+ C2. (43)

To rješenje predstavlja ravnu liniju, tj. u tom slučaju
nema efekta zakrivljenja trajektorije fotona pod utjeca-
jem gravitacije. Zbog toga u ovom slučaju zapravo uvi-
jek vrijedi y(0) = yS i foton ne dolazi do promatrača.
Uvrštavanjem (41) u (39) se može naći rješenje prvog
reda

d2y(1)

dx2
= − yS

a(x)[(x− 1)2 + y2]3/2
. (44)

Da bi se zadovoljila trajektorija odabiru se sljedeći uvjeti

y(1)(xS) = 0, y(1)(0) = −yS
α
. (45)
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Zamislimo sada sugibajuću udaljenost izmedu izvora i
promatrača. U nekom intervalu dt svjetlost prijede sugi-
bajuću udaljenost od dx = dt/a. Zbog toga za svjetlost
koja krene u trenutku t0 vrijedi

χ(t) =

∫ t

t0

dt′

a(t′)
. (46)

Gornja relacija uz definiciju crvenog pomaka (4) postaje

χ(t) =

∫ 1

a(t)

da′

a′2H(a′)
=

∫ z

0

dz′

H(z′)
. (47)

Ograniči li se razmatranje na konstantan Hubbleov faktor
H = H0, korǐstenjem prethodne relacije se za sugibajuću
udaljenost dobiva

χ =

∫ z

0

dz

H0
=

1

H0

(
1

a
− 1

)
. (48)

U stvarnosti takvo razmatranje crvenog pomaka nije u
potpunosti točno jer bi se trebao uzeti u obzir i gravita-
cijski crveni pomak koji dolazi od masenog objekta. Ov-
dje se to ne uzima u obzir jer bi to dovelo do doprinosa
drugog reda u α. Ako se sada uvrsti relacija dobivena za
sugibajuću udaljenost u (44) dobiva se

d2y(1)

dx2
= − yS(1 +H0χLx)

[(x− 1)2 + y2S ]
3/2

. (49)

U slučaju kada su udaljenosti izmedu izvora, leće i pro-
matrača puno veće od veličine same gravitacijske leće,
može se koristiti aproksimacija tanke leće. U tom slučaju
vrijedi sljedeća relacija24

γ ≈ β + δ
DLS

DS
, (50)

gdje je, s obzirom na promatrača γ kut izmedu leće i slike
koju promatrač vidi, β kut izmedu leće i izvora, a δ kut
izmedu izvora i slike, gledano od ravnine u kojoj je leća.
U relaciji (50) DLS označava udaljenost izmedu leće i iz-
vora, a DS označava udaljenost izmedu promatrača i iz-
vora. Ovdje se zapravo radi o udaljenostima kutnog pro-
mjera(engl. ”angular diameter distance”). Po definiciji1,
udaljenost kutnog promjera dA(PQ) točke Q gledano s
točke P je omjer h/θ prave duljine h oko Q, okomite na
pravac PQ i kuta kojeg ta duljina zauzima gledano s P .
Zamislimo sada izvor svjetlosti duljine h koji se nalazi u
r = r1 i t = t1, a u odnosu na ishodǐste(r = 0, t = t0) za-
uzima kut θ. Prava udaljenost izmedu dva kraja takvog
objekta je5:

h = a(t1)r1θ. (51)

Koristeći gornju definiciju udaljenosti kutnog promjera i
prošlu relaciju dolazi se do sljedeće relacije

dA = a(t1)r1 =
r1

1 + z
. (52)

Ona omogućuje da se iz (48) DS i DL izraze pomoću
crvenih pomaka24:

DS =
1

H0

zS
1 + zS

, (53)

DL =
1

H0

zL
1 + zL

, (54)

gdje jeDL udaljenost izmedu leće i promatrača. U limesu
yS << 1 kut δ definiran kao

δ ≡ dy

dx

∣∣∣∣
x=0

− dy

dx

∣∣∣∣
x=xS

, (55)

se dobiva pomoću perturbacijski dobivenog rješenja od
(49)24:

δ =
2α(1 + χLH0)

yS
+O(yS). (56)

Koristeći definicije α i yS to se može zapisati kao

δ =
4m(1 + χLH0)

b
+O(b/χL), (57)

pomoću čega se uz (50) za jednadžbu leće dobiva

γ ≈ β +
4m(1 + zL)

b

DLS

DS
. (58)

Taj rezultat može se usporediti sa standardnom jed-
nadžbom leće, za točkasti maseni objekt24:

γ ≈ β +
4m

r0

DLS

DS
, (59)

gdje je r0 najmanja udaljenost do koje se leći približi
dolazna zraka svjetlosti. Budući da se radi o pravoj uda-
ljenosti i o malom kutu γ vrijedi:

r0 = γDL. (60)

U gore dobivenoj jednadžbi leće b je transverzalna po-
zicija izvora u odnosu na leću. No, isto tako b se može
interpretirati kao najmanja udaljenost izmedu dolaznog
fotona i leće24 zato što je y(0) = yS rješenje nultog reda
i bilo kakva korekcija koja bi se dodala tom rješenju je
prvog reda u α, što bi rezultiralo u popravku vǐseg reda.
Zbog toga se u najnižem redu, uz mali γ može pisati:
b = γχL. Uzimanjem svega navedenog u obzir redom se
dobiva:

b

1 + zL
=

γχL

1 + zL
= γDL. (61)

Dakle, zaključak je da u najvǐsem redu nema razlike
izmedu standardne jednadžbe leće i jednadžbe u McVit-
tie prostorvremenu(za slučaj konstantnog H0), tj. nema
ni utjecaja kozmološkog širenja. Još samo valja naglasiti
da u slučaju nalaženja izvora, leće i promatrača na istom
pravcu gornja analiza ne vrijedi jer tada zraka svjetlosti
nikada ne bi stigla do promatrača. Ovdje se samo navodi
da ni u takvom slučaju, u najnižem redu, nema utjecaja
kozmološkog širenja24.
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V.2. ”Lensing” u Schwarzschild-de Sitter
prostorvremenu

Metrika Schwarzschild-de Sitter prostorvremena dana
je s (27). Ovdje će se navesti odredeni rezultati i za-
ključci iz članka25 u kojem se autori bave ”lensingom”
u Schwarzschild-de Sitter prostorvremenu. Autori dobi-
vaju da kut zakrivljenja zrake svjetlosti ovisi o članu koji
je proporcionalan s kozmološkom konstantom Λ. No,
oni isto tako navode da gledano na kozmološkoj skali,
promatrač ne može mirovati s obzirom na izvor. Zbog
toga bi se kut zakrivljenja zrake svjetlosti koji opaža
promatrač koji se kreće brzinom V povećao za faktor√

1+V
1−V . U Schwarzschild-de Sitter prostorvremenu sama

brzina ovisi o kozmološkoj konstanti. Konkretno u de
Sitter prostorvremenu može se uzeti V ≈ H0r =

√
Λ/3r

pa se za faktor koji dolazi od relativnog gibanja dobiva
∼ (1 +

√
Λ/3r). Kozmološka konstanta je mala i zbog

toga je doprinos proporcionalan s njenim korijenom veći
od doprinosa proporcionalnog s njom. Zbog toga se ovom
analizom dolazi do zaključka da kozmološko širenje sve-
mira ima utjecaj na ”lensing”, no utjecaj zbog relativnog
gibanja je puno veći od samog geometrijskog utjecaja.

VI. KOZMOLOŠKO ŠIRENJE U BUDUĆNOSTI
SVEMIRA

Nakon bavljenja utjecajem kozmološke ekspanzije na
lokalnu fiziku ima se smisla zapitati kako će izgledati
svemir pod utjecajem kozmološkog širenja u dalekoj
budućnosti. Već je rečeno da širenje svemira ubrzava7,8

zbog čega u Einsteinovim jednadžbama postoji i koz-
mološka konstanta Λ. Kozmološka konstanta pripisuje
se gustoći energije vakuuma26. Ono čime je svemir ispu-
njen modelira se kao fluid koji ima neki tenzor energije i
impulsa Tµν . Tenzor energije i impulsa savršenog fluida
definiran je kao

Tµν = (p+ ρ)UµUν + pgµν , (62)

gdje je p tlak fluida, ρ njegova gustoća energija, a Uµ nje-
gova četverobrzina. Za savršen fluid je tipično definirati
parametar w kao

w ≡ p

ρ
. (63)

Napǐse li se akcija za neko skalarno polje ϕ uz gustoću
potencijalne enegije V (ϕ), u slučaju u kojem nema dopri-
nosa kinetičke energije ili energije od gradijenta postiže se
minimum energije za neki ϕ0 koji minimizira potencijalnu
energiju. U tom je slučaju tenzor energije i impulsa26

Tµν = −V (ϕ0)gµν , a konkretno za vakuum se može pi-
sati

T vac
µν = −ρvacgµν . (64)

Da bi se uz uvjet (64) zadovoljila relacija (62) vakuum se
može smatrati savršenim fluidom uz jednadžbu stanja

pvac = −ρvac. (65)

Pogledom na Einsteinove jednadžbe (1), vidi se da je
efekt tako napisanog tenzora energije i impulsa isti kao i
efekt kozmološke konstante(uz c = G = 1), uz pomicanje
Λgµν na desnu stranu i stavljanjem

ρvac = ρΛ ≡ Λ

8π
. (66)

Rješavanjem Einsteinovih jednadžbi u kojima tenzor
energije i impulsa ”pojede” kozmološku konstantu za
FLRW metriku i savršen fluid gustoće ρ i tlaka p koji is-
punjava svemir dobivaju se Friedmannove jednadžbe koje
glase26 (

ȧ(t)

a(t)

)2

≡ H2 =
8π

3
ρ− k

a2(t)
(67)

ä(t)

a(t)
= −4π

3
(ρ+ 3p) (68)

u kojima je gustoća energije vakuuma ρΛ uključena u ρ.
Iz prve od njih se vidi da za bilo koju vrijednost Hub-
bleovog parametra H postoji kritična vrijednost gustoće
energije takva da se radi o ravnom prostorvremenu i ta
vrijednost dana je s

ρcrit ≡
3H2

8π
. (69)

Pomoću takve kritične gustoće uobičajeno je definirati
parametar gustoće kao

Ω ≡ ρ

ρcrit
=

(
8π

3H2

)
ρ. (70)

Iz druge se Friedmannove jednadžbe mogu vući razni
zaključci o načinu širenja svemira. Prvo, vidi se da
kako bi postojalo ubrzano širenje svemira treba vrijediti
w < −1/3. Stoga, u slučaju da vrijedi w ⩾ −1/3 sve-
mir se i dalje širi zauvijek tj. postaje tamniji i hlad-
niji, ali takav svemir se širi na način da i broj vid-
ljivih galaksija raste.27 Horizont dogadaja promatrača
u takvom svemiru raste. Ako širenje ubrzava i vrijedi
−1 ⩽ w < −1/3 širenje svemira nastavlja se zauvijek. U
ovom je slučaju specifično to što faktor skale raste brže
nego horizont dogadaja. Dakle broj vidljiv galaksija se
smanjuje, ali same galaksije nisu pod utjecajem takvog
širenja svemira.27 Kada bi vrijedilo w < −1 dogodila
bi se možda najzanimljivija situacija. U tom se slučaju
fluid koji ispunjava svemira naziva27 ”fantomska ener-
gija”. Tada bi se u konačnom vremenu dogodilo da faktor
skale beskonačno naraste i svi vezani sustavi od galaksija
prema atomskim jezgrama bi se raspali pod utjecajem
kozmološkog širenja. To se može bolje vidjeti ako se prva
Friedmannova jednadžba napǐse na sljedeći način27

H2 = H2
0

[
Ωm

a3
+ (1− Ωm)a−3(1+w)

]
, (71)
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gdje je Ωm relativna gustoća materije u svemiru. Za do-
voljno veliki t, prvi se član u gornjoj jednadžbi može za-
nemariti. Integracijom se može dobiti vrijeme u kojem
faktor skale ide u beskonačno, scenarij koji se u literaturi
naziva ”big rip”27:

trip − t0 ≈ 2

3
|1 + w|−1H−1

0 (1− Ωm)−1/2, (72)

gdje je s t0 označeno trenutno vrijeme. Jasno je da je
pri ostvarenju ovakvog kraja svemira, sam svemir be-
skonačne veličine. Postavlja se pitanje - je li moguće
zamisliti takav kraj svemira, da i sam svemir ostane
konačne veličine? Kako bi se razmotrilo to pitanje po-
trebno je uvesti nešto što se naziva generaliziranim Cha-
plygin plinom - GCG. GCG je egzotičan tip pozadinskog
fluida koji ispunjava svemir i koji zadovoljava sljedeću
jednadžbu stanja28

p = − A

ρα
, (73)

gdje je A pozitivna konstanta, a α parametar. Za poza-
dinski fluid koji zadovoljava ovakvu jednadžbu stanja po-
kazat će se da, pod odredenim uvjetima, gustoća energije
ρ poprima beskonačnu vrijednost pri konačnoj veličini
svemira. Za dio svemira volumena V koji je ispunjen
takvim fluidom vrijedi

U = ρV, (74)

gdje je U ukupna energija. Iz prethodne se relacije može
dobiti

dU = ρdV + V dρ. (75)

U slučaju da nema prijenosa topline vrijedi6: dU =
−pdV , što u kombinaciji s prethodnom relacijom i di-
ferenciranjem po vremenu daje

dρ

dt
= −(p+ ρ)

1

V

dV

dt
. (76)

Za neki volumen V vrijedi V ∝ a3 pa zbog toga vrijedi
dV/V = 3da/a. Uvrštavajući tu ovisnost u prethodnu
relaciju dobiva se

ρ̇ = −3(p+ ρ)
ȧ

a
. (77)

Rješavanjem te diferencijalne jednadžbe, uz jednadžbu
stanja (73) dobiva se

ρ =

(
A+

B

a3(1+α)

) 1
1+α

, (78)

gdje je B konstanta dobivena integracijom. U slučaju da
je B negativan i da je α < −1 iz prethodne ovisnosti
moguće je dobiti faktor skale a za koji gustoća energije
postaje beskonačna. Takav faktor skale dan je s

amax =

∣∣∣∣BA
∣∣∣∣ 1
3(1+α)

, (79)

Slika 4. Graf ovisnosti gustoće energije GCG-a o faktoru
skale(B < 0, α < −1)

a scenarij u kojem su ispunjeni svi uvjeti da se to ostvari
naziva se ”big freeze”.29 Ime je dobio po tome što se
za konačnu veličinu svemira ostvari beskonačna gustoća
energije. To znači da se nǐsta u svemiru ne bi moglo ni
pomicati29, dakle svemir bi na neki način bio zauvijek
”zamrznut”. Razmotrimo još situaciju u kojoj je svemir
ispunjen GCG-om čija je gustoća opisana s (78) uz uvjete
B < 0, α > −1. Prva Friedmannova jednadžba može se
zapisati kao

H2 =
8π

3

[
A+

B

a3(1+α)

] 1
1+α

− k

a2
. (80)

Iz te se jednadžbe može vidjeti da kako se faktor skale
a(t) povećava i ide u beskonačnost, tako Hubbleov faktor
H ide u neku konstantnu vrijednost. Takvo ponašanje
nalikuje na de Sitter prostorvrijeme. Uz gore izložene
scenarije, u svemiru u kojem postoji neka kozmološka
konstanta Λ različita od 0, postoji još jedan važan pro-
blem. Taj se problem odnosi na slučajnost našeg pos-
tojanja i vremena koje je toliko blizu vremenu u kojem
kozmološka konstanta počinje dominirati.27 Ako je traja-
nje svemira beskonačno, čini se malo vjerojatno da bi ta
dva dogadaja bila toliko blizu jedan drugome. S druge
strane, ako je trajanje svemira konačno i ako se uzme da
je za naše postojanje nužan uvjet to da postoje strukture
poput zvijezda, galaksija i skupova galaksija30, čini se da
takva slučajnost ne postoji. U tom slučaju izgleda kao
da je prirodno da živimo toliko blizu vremenu u kojem Λ
počinje dominirati.27

VII. ZAKLJUČAK

S ciljem ispitivanja utjecaja kozmološkog širenja na lo-
kalnu fiziku proučeni su razni sustavi. Prvi od njih je
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klasičan atom, tj. proton oko kojeg se kreće elektron, a
oni se nalaze u svemiru koji se širi. U slučaju da je me-
trika tog svemira opisana de Sitter metrikom takav atom
se ne širi djelomično, već se ili širi zajedno sa svemirom ili
uopće ne širi. Dakle, ako je kozmološko širenje dovoljno
jako atom će se širiti zajedno sa svemirom. Ako je pak
kozmološko širenje slabije od Coulombskog privlačenja
atom se neće nimalo širiti. S druge strane, stavljanjem
takvog atoma u svemir u kojem je faktor skale a(t) ∝ t2/3

dobiva se upravo efekt djelomičnog širenja. Analizom
kvantnog harmoničkog oscilatora u de Sitter prostorvre-
menu dobiven je rezultat koji govori da se harmonički
oscilator ne širi s vremenom, već da mu je samo promije-
njena frekvencija titranja, a time i veličina. Za gravita-
cijski čvrsto vezane sustave dobiveni su različiti rezultati,
a konkretno za Schwarzschild-de Sitter crnu rupu dobi-
ven je rezultat koji govori da se njezin horizont dogadaja
ne širi pod utjecajem širenja svemira. Analizom ”len-
singa” u McVittie metrici dobiven je rezultat koji govori
da u najvǐsem redu nema doprinosa kozmološkog širenja
tom fenomenu. Osim utjecaja kozmološkog širenja na
ovdje opisane sustave, prodiskutirani su razni scenariji u
budućnosti svemira koji bi se mogli ostvariti pod utjeca-
jem kozmološkog širenja, od kojih su možda najzanimlji-
viji ”big rip” i ”big freeze”.

VIII. DODATAK

VIII.1. Jednadžba geodezika svjetlosnog tipa u
McVittie metrici

McVittie metrika se u Kartezijevim koordinatama
može napisati na sljedeći način

ds2 = −
(
1− µ

1 + µ

)2

dt2 + (1 + µ)4a(t)2δijdx
idxj , (81)

iz čega se vidi da je metrika sfernosimetrična. Zbog te
sferne simetrije postoji rotacijska simetrija oko osi na ko-
joj se nalaze promatrač i leća. Posljedica toga je da se
problem može zadati u dvije dimenzije bez smanjenja
općenitosti31. Ako se onda taj problem zamisli u dvije
dimenzije, x-os može biti zadana pravcem na kojem se
nalaze leća i promatrač. U tom će slučaju longitudinalni
pomaci fotona biti pomaci u x-smjeru, a njegovi tran-
sverzalni pomaci će biti pomaci u y-smjeru. Općenito,
jednadžba geodezika svjetlosnog tipa ima sljedeći oblik1

d2xν

dλ2
+ Γν

αβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0, (82)

gdje je Γν
αβ Christoffelov simbol, a λ afin paramentar

definiran na način da se relacijom Pµ = dxµ/dλ dobiva
četveroimpuls fotona. Troimpuls fotona dan je s p2 =
gijP

iP j .
Iz relacije

gµνP
µP ν = 0, (83)

dobiva se sljedeća relacija

P 0 =
1 + µ

1− µ
p ≈ (1 + 2µ)p, (84)

koja vrijedi u prvom redu. Iz jednadžbe (82) za prostorne
komponente četveroimpulsa se dobiva31

dP i

dλ
=

4δij(∂jµ)p
2

a2
− 2HpP i − 4P iP k(∂kµ). (85)

Budući da se funkcija x(λ) može invertirati u λ(x) jer je
monotona funkcija, jednadžba (85) može se napisati31 za
y-smjer uz to što onda vrijedi

dy

dλ
=
dy

dx

dx

dλ
= P x dy

dx
, (86)

gdje zadnja jednakost vrijedi po definiciji četveroimpulsa.
Iz toga onda slijedi

P x d

dx

(
P x dy

dx

)
= 4(∂yµ)[(P

x)2 + (P y)2]−

2Ha(1 + 2µ)
√
(P x)2 + (P y)2P x dy

dx
−

4
dy

dx
P x[P y(∂yµ) + P x(∂xµ)],

(87)

U jednadžbi (87) iskorǐstena je vrijednost troimpulsa koja
za male µ iznosi p2 = a2(1+4µ)[(P x)2+(P y)2]. Raspisi-
vanjem lijeve strane jednadžbe (87) i korǐstenjem relacije
P y/P x = dy/dx dobiva se

d2y

dx2
+

1

P x

dP x

dx

dy

dx
= 4(∂yµ)

[
1 +

(
dy

dx

)]

− 2Ha(1 + 2µ)

√
1 +

(
dy

dx

)2
dy

dx

− 4
dy

dx

(
dy

dx
(∂yµ) + (∂xµ)

)
.

(88)

Kako bi se odredio drugi član na lijevoj strani prethodne
jednadžbe, potrebno je iskoristiti jednadžbu (85) za lon-
gitudinalni smjer tj. za x-smjer:

1

P x

dP x

dx
= 4(∂xµ)

[
1 +

(
dy

dx

)2
]

− 2Ha(1 + 2µ)

√
1 +

(
dy

dx

)2

− 4

(
dy

dx
(∂yµ) + (∂xµ)

)
.

(89)
Pa ako se sada (89) uvrsti u (88) dobiva se

d2y

dx2
= 4(∂yµ)

[
1 +

(
dy

dx

)2
]
− 4(∂xµ)

[
1 +

(
dy

dx

)2
]
dy

dx
.

(90)
U najvǐsem redu računa smetnje gornja jednadžba po-
prima sljedeći oblik

d2y

dx2
= 4(∂yµ). (91)
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Ta relacija se korǐstenjem oznaka iz V. poglavlja svodi na

d2l

dχ2
= 4(∂lµ) (92)

čime je reproducirana relacija (37). Valja naglasiti da
oznake x i y korǐstene ovdje u Dodatku služe samo
za odredivanje transverzalnog i longitudinalnog smjera
i nisu direktno vezane uz pokrate ”x” i ”y” korǐstene u
poglavlju V.
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