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Cilj ovog rada je prouciti utjecaj kozmoloskog Sirenja na lokalnu fiziku. S tom svrhom uvodi se
FLRW metrika koja opisuje nas svemir. Kroz neke primjere ispitan je utjecaj kozmologkog Sirenja
na: Newtonove jednadzbe, kvantni harmonicki oscilator, gravitacijski ¢vrsto vezane sustave i na
”lensing”. Na kraju se promatraju razni scenariji buduénosti svemira pod utjecajem kozmoloskog

Sirenja.
I. UVOD

Einsteinove jednadzbe glase:

R/Ll/ - %Rg/u/ + Aguv = 8:erij“” (1)
te one povezuju geometriju sustava s raspodjelom ma-
terije unutar njega. Originalno u njima se nije nalazila
kozmoloska konstanta A, ali Einstein je pretpostavljao da
je svemir statican i zbog toga ju je dodao u jednadzbe.
No, 20-ih i 30-ih godina proslog stolje¢a astronom Edwin
Hubble je promatrajuéi crveni pomak galaksija zakljucio
da se svemir $iri', tj. da se okolne galaksije udaljuju
od Zemlje proporcionalno njihovim udaljenostima - $to
se i naziva Hubbleov zakon. Dugo vremena se ¢inilo da
je kozmoloska konstanta nepotrebna, ali doslo je do ot-
kri¢a koje je vratilo potrebu za kozmoloskom konstan-
tom. Dva su tima”>® zakljucila da Sirenje svemira ubr-
zava. To se u Einsteinovim jednadzbama opisuje pozitiv-
nom kozmoloskom konstantom. Uz to Sto se svemir Siri,
on je homogen i izotropan, a metrika koja opisuje takav
svemir je Robertson-Walkerova metrika', jo§ poznata kao
i FLRW metrika koja, uz c=1, glasi:
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Metrika daje informaciju o geometriji prostora, a ds od-
govara udaljenosti koju promatra¢ mjeri u takvom pros-
toru. Zbog toga moguce je uocCiti dvije stvari specificne
za FLRW metriku. Kao prvo, parametar k ostavlja
mogucénost zakrivljenosti prostora, gdje £ = 0 daje ra-
van prostor, dok je za k > 0 ili £ < 0 ta zakrivljenost
redom pozitivna ili negativna. Kao drugo, zbog faktora
a(t) prema (2) dopusteno je Sirenje ili smanjivanje sve-
mira, ovisno o njegovoj vrijednosti. U naSem svemiru,
za trenutnu vrijednost faktora a(t) uzima se 1 prema
konvenciji. Buduéi da se svemir S$iri ta je vrijednost u
proslosti bila manja dok ¢e u buduénosti biti ve¢a. Di-
rektna posljedica Sirenja svemira je da se valna duljina
svjetlosti emitirana s dalekog objekta Siri proporcionalno
faktoru a(t). Zbog toga je valna duljina koju udaljeni
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promatra¢ vidi ve¢a nego ona koja je emitirana. Radi
jednostavnosti uvodi se crveni pomak? z:

A2 az
1+z_)\1—a1, (3)
gdje je A1 valna duljina emitirane svjetlosti, a Ao valna
duljina promatrane svjetlosti, dok su a; i as redom fak-
tori a(t) u trenutku emitiranja svjetlosti i u trenutku u
kojem promatrac vidi svjetlost. Uzme li se da za sada$nji
trenutak vrijedi ag = 1 slijedi, uz a = a1

1
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Gornja relacija pokazuje se korisnom u raznim sustavima
u kojima se istrazuje utjecaj kozmoloskog Sirenja na lo-
kalnu fiziku. Vazno je jos naglasiti da FLRW metrika
opisuje svemir na globalnoj, uprosjeéenoj skali? tj. ako se
uzme dio prostora na Zemlji, FLRW metrika nece dobro
opisivati taj dio prostora. Kako god bilo, pri zamisljanju
kozmoloskog Sirenja dobar je model zamisliti balon koji
se napuhava.? U toj se slici vidi da svaka tocka na ba-
lonu lokalno miruje, ali se udaljava od drugih tocaka jer
se prostor izmedu poveéava.’

II. NEWTONOVE JEDNADZBE U SIRECEM
SVEMIRU

Za pocetak, da bi se dobio intuitivan uvid u utjecaj
kozmoloskog Sirenja na lokalnu fiziku, zamislimo klasi¢an
nerelativisticki sustav. Na primjer, to bi mogle biti dvije
cestice izmedu kojih djeluje Newtonovska gravitacija ili
pak dvije nabijene ¢estice izmedu kojih djeluje privlacna
Coulombova sila. Ovdje ¢e se raditi analiza klasi¢nog
atoma!?. Dakle, negativno nabijeni elektron zanemarive
mase krece se oko jezgre puno veée mase, pri cemu se pro-
matra samo coulombska interakcija. Takav sustav pos-
tavi se u ravan, homogen svemir ¢ija je ekspanzija opi-
sana faktorom a(t). Za opis se koriste dva koordinatna
sustava: r,0,¢ 1 R, 0, ¢, medu kojima je jedina razlika ta
da R oznacava fizikalnu udaljenost izmedu elektrona i jez-
gre, dok r oznacava sugibajué¢u udaljenost medu njima.
Ti su sustavi medusobno povezani sljede¢om relacijom:

R =a(t)r. (5)



Kozmolosko Sirenje se za ovaj sustav moze zamisliti kao
Sirenje koje ide radijalno prema van iz svakog proizvoljno
odabranog ishodista pa su koordinate ¢ i 6 iste u oba
sustava. Sada je cilj povezati kozmolosko Sirenje s jed-
nadzbama gibanja. Ako se promatra samo kozmolosko
Sirenje, iz (5) za tocku koja ima konstantni r diferencira-
njem i uvrstavanjem r = R/a se dobiva sljedeéa relacija:

. G
R = -R. 6

. (6)

Zbog oblika gornje relacije, ¢ini se da se ¢lan %R moze
tretirati kao radijalna sila po jedinici mase. Uz ¢injenicu
da je elektron samo pod utjecajem radijalne Coulombove
sile, angularni moment je konstantan i za elektron koji

s

se krece oko jezgre u ravnini §# = 7 on po jedinici mase

iznosi L = R2q5. Sada se kombinacijom svega navedenog,
uz Cinjenicu da je elektron pod utjecajem Coulombove
sile koja je po jedinici mase jednaka F = —%, moze
napisati jednadzba gibanja elektrona:

L2 i v
tm = ar (7)

Prema tome moze se definirati efektivni potencijal po
jedinici mase:

Za faktor ekspanzije oblika a(t) = age!/ T+, koji odgo-
vara de Sitterovoj metrici, efektivni potencijal ne ovisi o
vremenu:

R ¢ I
wmz—ﬁ£—§+ﬂ? 9)

Ako se definira karakteristiésna konstanta za vremensku
skalu atoma kao Tyiom = % moze se napraviti analiza
u ovisnosti o omjeru Toiom/Tesp. Ovdje je sazet rezul-
tat takve analize.l0 Sto je vedl omjer Totom/Texp tO je
veéi utjecaj kozmoloskog Sirenja pa tako u slucaju kada
vrijedi Tatom/Tesp = 0 nema Sirenja i elektron je zarob-
ljen u potencijalnoj jami. Za razlicite vrijednosti ener-
gije elektrona postoje razli¢ite kriticne vrijednosti omjera
Tatom/Tewp, tj. ako je vrijednost tog omjera manja od
neke kriti¢ne vrijednosti elektron ée ostati zarobljen u po-
tencijalnoj jami, no ako je ta vrijednost veca elektron ¢e
se pomaknuti prema veé¢em radijusu i kozmolosko Sirenje
¢e ga ubrzati radijalno prema van. To znaéi da elektron
ili je ili nije zarobljen u potencijalnoj jami, a da ne pos-
toji djelomi¢no Sirenje. Takav nacin moze se objasniti i
iz jednadzbe (7) jer porastom radijusa R smanjuju se Co-
ulombov i centrifugalni ¢lan i pri tome brze centrifugalni
clan, dok kozmoloski ¢lan raste. Pri odredenom radi-
jusu kozmologki ¢lan nadvlada ostale i elektron ne moze
biti zarobljen u potencijalnoj jami. U istom ¢lanku'®
pronadena je kriticna vrijednost za elektron koji se pr-
votno nalazi na dnu potencijalne jame u slu¢aju bez koz-
moloskog dijela efektivnog potencijala. Dno potencijalne

L‘Z
c )
ima energiju po jedinici mase E/m = % Ako se eks-
panzija ne ukljuci elektron se giba po kruznoj putanji oko
jezgre. Ako se pak ona naknadno ukljuci postoji kriticna
vrijednost omjera Toiom /Tesp 1 ona iznosi 0.25. Eksperi-
mentalna vrijednost!® za T,,, je otprilike 4-10'7 s, dok je
tipi¢an T,s0m jednak 10716 s, §to nije ni blizu vrijednosti
omjera od 0.25. Opcenito, ona vrijednost tog omjera za
koju se minimum potencijala bez kozmoloskog ¢lana i
lokalni maksimum potencijala koji ukljuc¢uje kozmoloski
¢lan za taj omjer Tyiom/Tesp podudaraju je kriticna vri-
jednost. Nerelativisticki opis klasi¢nog atoma se dobro
slaze s relativistickim, a ako se radi o relativistickom
atomu koji nije vezan, $to se on viSe Siri to relativisticki
efekti postaju manje bitni, tj. atom postaje sve manje i
manje relativisti¢ki.'® Ovom jednostavnom analizom vidi
se da klasi¢ni atomi nisu ni blizu toga da bi na njihovu
fiziku djelovalo kozmolosko sirenje. Ipak, u slu¢aju ako se
za faktor ekspanzije uzme a(t) o t?/3 dobiva se upravo
efekt djelomi¢nog sirenja'l. Taj efekt je redal® 10767,
no zanimljivo je da se u tom sluc¢aju dogada bas ono sto
se u sluc¢aju de Sitterovog prostorvremena ne moze do-
goditi. Postoji i intuitivan nac¢in razmisljanja o takvom
ponaganju'? iako on nije nuzno direktno primjenjiv na
slucaj klasi¢nog atoma. Zamisli li se neka sfera konstant-
nog radijusa, pod utjecajem kozmoloskog Sirenja postoji
tok materije kroz tu sferu. Zbog toga se masa unutar
te sfere, a time i gravitacijsko privlacenje smanjuje sto
dovodi do toga da orbite postaju sve veée. Zavr$na ana-
liza ovog poglavlja napravljena je po uzoru na citiran
¢lanak'? za faktor skale oblika a(t) oc t2/3. U tom ¢lanku
autor radi analizu za faktor skale oblika

2
t t
tanh . 10
Teap ) ( Teap ) (10)

Takav faktor skale za t >> T, je otprilike propor-
cionalan s t2, ali da/dt i d*a/dt? is¢ezavaju u t = 0
pa se ukljucivanje Sirenja moze zapoceti s dr/dt = 0 i
dR/dt = 0. Uz to, dio efektivnog potencijala odgovoran
za kozmolosko Sirenje iScezava u t = 0 pa ako se uzme
pocetni uvjet R = L?/C, u trenutku ¢t = 0 nema akcele-
racije. Uzimajuéi sve to u obzir, napravljena je analiza

za faktor skale oblika

t\*? t
a(t)=1+ (Temp) tanh (Tew) , (11)

uz pocetne uvjete R = L?/C, dR/dt = 0. Ispitani su
razni omjeri Toiom/Tezp S ciljem pronalazenja kriticne
vrijednosti za koju takav elektron postaje nevezan. Nije
bilo moguée pronadi takvu kritiénu vrijednost. To vodi
na potvrdivanje zakljuéka dobivenog u élanku'! koji se
bavi analizom sustava u prostorvremenu gdje vrijedi za
faktor skale a(t) o t>/3. Dakle, nema neke kriticne vri-
jednosti za koju elektron postaje nevezan, veé¢ postoji
moguénost djelomi¢nog Sirenja. Za omjer Toiom/Tesp =
0.343 dobiven je sljedeéi graf(Slika 1). Na tom se grafu
vidi da fizikalni radijus, nakon prvotnog poveéanja, pocne

jame u tom je slucajuza R = a elektron u tom slucaju

Mﬂ:1+<
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Slika 1. Graf ovisnosti normaliziranog sugibajucéeg i fizikal-
nog radijusa o normaliziranom vremenu - fizikalni radijus R
oscilira, sugibajuéi radijus r se smanjuje uz oscilacije

oscilirati izmedu dvije vrijednosti. Sugibajuéi radijus se
brzo krene smanjivati uz oscilacije.

III. HARMONICKI OSCILATOR U SIRECEM
SVEMIRU

Gore napravljena analiza dala je odgovor na ponasanje
klasi¢nih sustava. Postavlja se pitanje hoce li se i kvantni
sustavi ponasati isto kao klasi¢ni pod utjecajem koz-
moloskog Sirenja. Sada je zato cilj napraviti tu analizu
za kvantne sustave i vidjeti kako se oni ponaSaju pod
utjecajem kozmoloskog Sirenja. Najjednostavniji primjer
u tom je slu¢aju harmonicki oscilator. Potencijal izo-
tropnog harmonickog oscilatora, za cesticu mase m je
V(R) = mngz. U sluéaju kozmoloskog sirenja u po-
tencijal treba ukljuciti i ¢lan koji dolazi od Sirenja, a on
je prema relaciji (8) jednak —m%R2 te je stoga ukupni
lagranzijan:

L="1r "R, (12)
2 2
gdje je koriStena pokrata
i (L
Wi(t) = wi — ﬂ. (13)

a(t)

Bez smanjenja opéenitosti radi se analiza u jednoj dimen-
ziji. U tom je slu¢aju Schrodingerova jednadzba sljedeca
ov h? 9%V

o = omarz T 2

m(t)’ oy (14)

Kompletan ortonormirani set funkcija koje su rjesenje
za vremenski ovisan kvantni harmonicki oscilator je poz-

nat i dan s'%:

X exp [—i (n + ;) + % (w + z) xQ} H,(Bz).
(15)

H,, je n-ti Hermiteov polinom, dok je s(t) rjesenje sljedece
diferencijalne jednadzbe':

§—53+W(t)s = 0. (16)

Kada se nade s(t) preko njega se mogu nadi v i B13:

i =1, () = (’”Z_f”)/ (17)

Razmotrimo danu situaciju za de Sitterovu metriku.
Dakle, vrijedi a(t) = age/Te*» §to uz pomoé relacije (13)
vodi do frekvencije w? = wj — T.,2. To znati da se u
ovom sluc¢aju pod utjecajem kozmoloskog Sirenja frek-
vencija harmonickog oscilatora promijenila, ali je ostala
vremenski neovisna. Uvrsti li se takva frekvencija u (16)
moze se provieriti da s = w™!/2 rjesava tu jednadzbu.
Kako bi se odredila veli¢ina harmonickog oscilatora treba
izra¢unati oéekivanu vrijednost operatora X?2:

Moguée je uociti da je gustoéa vjerojatnosti |y, (x,t)[?
istog oblika kao i za vremenski neovisan harmonicki os-
cilator. Iz rjesenja jednadzbe (16) i relacija (17) vrijedi
B? = <™ pa se za (X?),(t) dobiva®

n+1/2 _ (n+1/2h
g m

Zakljucak dobiven ovom analizom ugrubo se podudara
sa zakljuckom dobivenim analizom klasicnog atoma u
de Sitter prostorvremenu. Dakle, nema djelomi¢nog
poveéanja harmonickog oscilatora, veé¢ se pod utjecajem
kozmoloskog Sirenja promijeni njegova frekvencija sto je
vidljivo iz w? = wg — T3, Ako vrijedi w§ < T.,2 tada
ovdje provedena analiza nije valjana jer u tom slucaju
frekvencija oscilatora postaje w? < 0.

(X%)a(t) = (19)

IV. UTJECAJ SIRECEG SVEMIRA NA
GRAVITACLISKI CVRSTO VEZANE SUSTAVE

Dosadasnji dio daje uvid u to kako kozmolosko Sirenje
utjece na jednostavne sustave koji nisu gravitacijski ve-
zani. Sljededi je korak zapitati se kakav je utjecaj koz-
moloskog Sirenja na sustave koji su gravitacijski vezani.
Jo$ prije napravljena analiza'® bavi se utjecajem koz-
moloskog Sirenja na skupove galaksija. Ako se uzme da
je prosjecna gustoca mase skupova galaksija p., te da
se takvi skupovi galaksija nalaze u svemiru ispunjenim
plinom bezmasenih cCestica gustoce energije p dobivaju



se dva zakljucka. U slucaju da vrijedi p > p. skupovi
galaksija se Sire zajedno sa svemirom. Ako pak vrijedi
pe >> p to je Sirenje smanjeno za omjer p/p.. lako ti
zakljucci mogu dati neki generalan uvid u situaciju za
potpunost se treba prouciti utjecaj kozmoloskog Sirenja
na zvijezdu ili crnu rupu. Prije toga predstavlja se me-
trika koja je uvedena upravo radi proucavanja utjecaja
kozmoloskog Sirenja na lokalne sustave, a to je McVittie
metrika!6.

IV.1. McVittie metrika

McVittie'® polazi od 6 pretpostavki od kojih su 3
sljedece.

1. Materija u svemiru rasporedena je sfernosimetri¢no
oko ishodista gdje se nalazi masivna Cestica.

2. Ne postoji ukupni tok materije od ishodista ili
prema ishodistu koji se razlikuje od 0.

3. Tlak u cijelom svemiru je izotropan, $to i proiz-
lazi iz pretpostavke 2. jer bi u suprotnom postojao
preferirani smjer brzine Cestica.

Uz te pretpostavke McVittie rjesavanjem Einsteinovih
jednadzbi dobiva:

)
d32:_72f

dt*+a?(t) (1 +
14 =8 ’
(1+57) "

gdje vrijedi r =7 (1 + %)2 McVittie je 2. pretpostavku
zadovoljio nametnuvsi sljedeéi uvjet:

m(t)
2r

4
) (dF?+72d0?),

m a
—=— 21
o= (21)
iz kojeg slijedi:
m(t) = T (22)

U relaciji (22) mpy oznacava Hawkingovu kvazi-lokalnu
masu, velicinu koja ovdje sluzi tome da se zabrani tok
materije prema centralnom objektu. Za striktniju de-
finiciju pogledati reference.**'” Vazno je naglasiti da je
my fizikalno bitna masa'®, povezana s veli¢inom central-
nog objekta dok je m(t) koeficijent metrike u odredenom
koordinatnom sustavu. McVittie metrika se obi¢no in-
terpretira kao metrika koja predstavlja tockastu masu u
7 = 0 stavljenu u FLRW svemir, no oko te mase se u
7 = m/2 nalazi singularitet s ¢ijom interpretacijom pos-
toje problemi.'® Jasno je da u sluéaju a = 1 McVittie
metrika postaje jednaka Schwarzschildovoj metrici. U
slu¢aju m = 0 McVittie metrika postaje FLRW metrika
s k=0.

IV.2. Utjecaj kozmoloskog Sirenja na zvijezdu

Pri razmatranju utjecaja kozmoloskog Sirenja na zvi-
jezdu prati se veé¢ napravljena?® i progirena'® analiza. No-
lanovo rjeSenje opisuje relativisticku zvijezdu uniformne
gustoée u FLRW pozadini. Metrika je!®:

1—m oy omiZq_ m)

- 47

ds® = — LR . dt*+
m mr?
1+ 55)(1+ 55)
hep) (23)
)
+a2(t) L (dr? + 72d0?).

(1+5%)

Nametnuta je relacija (21), zbog ¢ega zapravo vrijedi vre-
menska ovisnost m(t). Radijus takve zvijezde je 7o, tj.
za unutarnji dio vrijedi 0 < 7 < 7. Metrika (23) je
regularna u ishodistu. Za dio 7 > 7y vrijedi McVittie
metrika'®. Ako se uzme da je $o(t) = {(¢,7,0,¢) : T =
7o}, onda ona odgovara povrsini zvijezde. Metrika na toj
plohi zbog uvjeta spajanja odgovara McVittie metrici pa
je linijski element:

(1-352) )’
ds?|g, = — L dt? + a3 (1) (1 + I ) FadQ?.
14 m® 279
+ 270
(24)
Povrsina plohe g jel®:
As, = [ | dsao s, (25)
3o

gdje je gy, determinanta metrike na plohi ¥y u trenutku
t. Za povrsinu se dobiva

m(t)
270

As, (t) = 4ma®(t)ro? (1 + ) = 4ma®(t)rd.  (26)

To je vrlo zanimljiv rezultat koji govori da povrsina zvi-
jezde ovisi o faktoru a(t). Dakle, u ovom se slucaju gra-
vitacijski ¢vrsto vezani objekt povetava pod utjecajem
kozmoloskog Sirenja.

IV.3. Utjecaj kozmoloskog Sirenja na crne rupe

Cinjenica da se povrsina zvijezde prema prethodno na-
pravljenoj analizi pove¢ava pod utjecajem kozmoloskog
Sirenja svemira vodi nas da se zapitamo dogada li se
isto s crnom rupom. Tocnije, pove¢ava li povrsina ho-
rizonta dogadaja crne rupe pod utjecajem kozmoloskog
irenja? Horizont dogadaja za nekog promatraca’! je
ploha u prostorvremenu koja dijeli sve dogadaje u dvije
skupine. Jednu od tih dviju skupina ¢ine dogadaji koje
je taj promatra¢ mogao, moze ili ¢e moéi uociti, dok
drugu skupinu ¢ine dogadaji koje taj promatra¢ nikad
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Slika 2. Prikaz svjetlosnih stozaca u blizini crne rupe

neée moéi uo€iti. Na slici (Slika 2) nalazi se slikovit prikaz
svjetlosnih stozaca u blizini crne rupe i unutar horizonta
dogadaja. Na toj se slici vidi da zakrivljnost prostorvre-
mena zakrivljuje svjetlosne stosce. Isto tako, vidi se da
unutar horizonta dogadaja svjetlosni stosSci postaju to-
liko zakrivljeni da se iz tog dijela ne moze izaci bez da se
kreée brzinom veéom od brzine svjetlosti.

1V.8.1. Schwarzschild-de Sitter crna rupa

Opcenito, Schwarzschildovo rjeSenje je jedinstveno
rjeSenje Einsteinovih jednadzbi za sfernosimetrican ma-
sivan objekt. Ako se u Einsteinove jednadzbe doda i
kozmoloska konstanta, ukupno rjesenje je Schwarzschild-
de Sitter metrika. Za de Sitter prostorvrijeme vrijedi

a(t) = aoet/TewP (Tl = Ho) UZ18 %Tp = \/A/?) zZa

exp

Schwarzschild- de Sitter metriku vrijedi

2
dSQ_—<1—2gL—A§)dt2

9 AR2\ !
+(1—m— R) dR? + R2d02.

(27)

Tako napisana metrika je u statickim koordinatama, tj.
vrijedi R = a(t)r. Koristi li se sada R = a(t)r (1 + %)2
i relacija (22), McVittie metrika (20) moZe se napisati na
sljedeéi nacin??

ds? = — (1 _ Q’%H _ H2R2> i

—1 (28)
+ (1 - 2mH) R — 2ARAAR | po o2,
R 1— e

Nedijagonalnog dijela moguce se rijesiti ako se definira
nova vremenska koordinata

dT = = (dt + BdR), (29)

1
7

gdje je F(t, R) faktor dobiven integracijom, a (¢, R) za-
dan sljede¢om relacijom

B(t,R) = AR : (30)

LB (- e R

Uz takav B(t, R) se McVittie metrika moze zapisati na
sljededi nacin

ds® = — (1 - mTH - H2R2> F241?
o -1 (31)
+ (1 - TH - H2R2> dR? + R%d02.
Uvrstavanjem Hubbleovog faktora za de Sitter prostor-
vrijeme u gornju metriku, vidi se da se reproducira
Schwarzschild-de Sitter metrika. Isto tako usporedbom s
(27) jasno je da je Hawkingova kvazi-lokalna masa mpgy
jednaka masi centralnog objekta. McVittie metrika (20)
u 7 = m/2 ima singularitet'®, koji se reducira na Schwar-
zschildov horizont ako vrijedi @ = 1. Taj singularitet
nestaje u slucaju H = 0, sto vrijedi za Schwarzschild-de
Sitter prostorvrijeme, te se onda i ploha 7 = m/2 moze
interpretirati kao vlastiti horizont dogadaja crne rupe!®.
Uzme li se sada () = {(¢,7,0,¢) : ¥ = m/2}, moze se
izracunati povrsina plohe Xj:

Ay, = / /Z 1 dfder/Ts,. (32)

Pomoéu (28) se dobival®:
A = 16ma*m?. (33)

Buduéi da se radi o McVittie prostorvremenu vrijedi re-
lacija (22) ¢ime se dobiva:

A= 167Tm%1. (34)

Zbog toga sto vrijedi hy = 0, iz (30) se vidi da se
povrsina Schwarzschild-de Sitter crne rupe ne povecava
pod utjecajem kozmoloskog Sirenja. Dakle, u de Sitter
prostorvremenu'®, se jako vezani sustavi odupiru koz-
moloskom Sirenju. Postavlja se pitanje vrijedi li taj za-
kljucak za bilo koje prostorvrijeme.

2/3

1V.3.2.  Crna rupa u ravnom FLRW svemiru s a(t) o< t

Ovdje ¢e se samo navesti zakljucak'® za Sultana-Dyer
rjeSenje?® koje opisuje crnu rupu stavljenu u FLRW sve-
mir s a(t) o t?/3. Linijski element koji opisuje takvu crnu
rupu je jednak slucaju u McVittie prostorvremenu uz to
Sto je sada m(t) = myo tj. konstanta. Zbog toga postoji
tok materije i ne vrijedi relacija (21), ve¢ se Hawkingova
masa povecava: my = moa(t). Zbog toga se i sama crna
rupa povetava. To znaci da je ovom analizom dobiven
gravitacijski ¢vrsto vezan objekt koji se povecéava pod
utjecajem kozmoloskog Sirenja.



V. SKRETANJE ZRAKA SVJETLOSTI
GRAVITACLISKIM LECAMA U SIRECEM
SVEMIRU

”Lensing” je gravitacijski efekt mase u svemiru, kod
kojeg se zrake svjetlosti zakrivljuju na temelju geome-
trije prostora koja se mijenja pod utjecajem mase. Zbog
toga se pomocu zakrivljenih zraka svjetlosti moze nesto
zakljuciti o tome kako je rasporedena masa u svemiru.
Tako je ve¢ Einstein razmisljao o ”lensingu”, 1979. sti-
gla je eksperimentalna potvrda fenomena kada su Walsh,
Carswell i Weynmann'® uoéili dvije slike istog kvazara.
Ovdje ¢e se analizirati ”lensing” u McVittie prostorvre-
menu te na taj nacin vidjeti mogué utjecaj kozmoloskog
Sirenja svemira na taj fenomen. Uz to navest ¢e se i re-
zultat dobiven za Schwarzschild-de Sitter prostorvrijeme
i u tom slucaju objasniti utjecaj kozmoloskog Sirenja.

V.1. ”Lensing” u McVittie prostorvremenu

Ovdje se analiza radi za McVittie metriku. Isto tako
zamislja se da se radi o tockastom masenom objektu ¢ija
je masa konstantna i iznosi m. Uz pokratu

(35)
linijski element moze se zapisati kao:

1— 2
ds® = — (1+ M) dt*+(1+p) a(t)*(dr* +12d92°). (36)
1

Situacija koja se promatra je sljedeca: iz izvora dolazi
zraka svjetlosti kojoj maseni objekt koji se nalazi u is-
hodistu zakrivljuje putanju pri ¢emu promatra¢ opaza za-
krivljenu zraku svjetlosti. Sve varijable udaljenosti koje
se koriste u analizi su sugibajuce $to znaci da se njihove
duljine ne mijenjaju pod utjecajem kozmoloskog Sirenja,
ve¢ da ih je potrebno zamisliti kao da se Sire zajedno
sa svemirom. One su redom: xg - udaljenost izmedu
promatraca i izvora svjetlosti, x - udaljenost izmedu
gravitacijske leée i promatraca i x(t) - udaljenost izmedu
promatraca i projekcije fotona na ravninu u kojoj se na-
laze izvor, gravitacijska le¢a i promatrac. Udaljenost od
izvora do pravca koji prolazi kroz tocke u kojima se na-
lazi maseni objekt i promatra¢ oznacena je s b. Buduéi
da je cilj utvrditi utjecaj Sirenja svemira na ovakvu situ-
aciju, promatra se slucaj u kojem vrijedi pu << 1. Isto
tako, promatraju se mali transverzalni pomaci u ravnini
u kojoj se nalazi maseni objekt I’ << y. Zbog toga &to je
McVittie metrika sfernosimetriéna, jednadzbe geodezika
svjetlosnog tipa za oba transverzalna smjera ¢ = 1,2 su
iste pa su u daljnjoj analizi izbaceni indeksi. Jednadzbe
geodezika za foton su raspisane u Dodatku i preko njih
je dobivena sljedeca relacija

d?l

Izvor

1 400)

S

Gravitacijska leca Promatrac

Ly

Slika 3. Skica ”lensinga” u McVittie prostorvremenu

(35), wuz
(x — xr)? + 2 i prethodne relacije dobiva se:

Koristenjem Cinjenicu da vrijedi r =

d?l 2ml

— = : 38

o " aol—wreepE O
Prosla se relacija moze zapisati kao

d*y y

- = 39

@~ Ca@e- e
uz sljedeée pokrate

2 l
le, a=—, y=— (40)
XL XL XL

RjeSenje se trazi perturbativno, promatrajuéi male a pa
se y razvija po malom a:

y =90 +ay™ +ay® + .. (41)
Uvjeti zadovoljenja trajektorije su:

y(zs) =ys,  y(0)=0, (42)
Sto znaci da zraka svjetlosti kreée s b = ygx i mora doci
do promatraca kako bi ju detektirao. U nultom redu
rjeSenje poprima sljedec¢i oblik

y' = Cz + Cs. (43)

To rjesenje predstavlja ravnu liniju, tj. u tom slucaju
nema efekta zakrivljenja trajektorije fotona pod utjeca-
jem gravitacije. Zbog toga u ovom sluc¢aju zapravo uvi-
jek vrijedi 4 = yg i foton ne dolazi do promatraca.
Uvrstavanjem (41) u (39) se moZe naéi rjesenje prvog
reda

d*y™ Ys

dz? — a(@)[(z —1)2 + 4232 (44)

Da bi se zadovoljila trajektorija odabiru se sljedeéi uvjeti

yes) =0, VO =-2. (@15



Zamislimo sada sugibajuéu udaljenost izmedu izvora i
promatraca. U nekom intervalu dt svjetlost prijede sugi-
bajuéu udaljenost od dx = dt/a. Zbog toga za svjetlost
koja krene u trenutku tg vrijedi

mwl(ﬁ; (46)

Gornja relacija uz definiciju crvenog pomaka (4) postaje

1 da/ z dZ/
XW‘LmWHWV‘Owa ")

Ogranici li se razmatranje na konstantan Hubbleov faktor
H = H)j, koristenjem prethodne relacije se za sugibajuéu
udaljenost dobiva

z
X = Wl(ll). (48)
0 HO HO a
U stvarnosti takvo razmatranje crvenog pomaka nije u
potpunosti to¢no jer bi se trebao uzeti u obzir i gravita-
cijski crveni pomak koji dolazi od masenog objekta. Ov-
dje se to ne uzima u obzir jer bi to dovelo do doprinosa

drugog reda u a.. Ako se sada uvrsti relacija dobivena za
sugibajué¢u udaljenost u (44) dobiva se

2y(1) 1+ H,
d ) _ yS( + OXLx) (49)

d? — [(z = 1)+ g

U slucaju kada su udaljenosti izmedu izvora, lece i pro-
matraca puno vece od veli¢ine same gravitacijske lece,
moze se koristiti aproksimacija tanke le¢e. U tom slucaju
vrijedi sljedeéa relacija?*

- Drs
7~5+5DS ; (50)

gdje je, s obzirom na promatraca v kut izmedu lece i slike
koju promatrac vidi, 8 kut izmedu lecée i izvora, a § kut
izmedu izvora i slike, gledano od ravnine u kojoj je leca.
U relaciji (50) Dys oznacava udaljenost izmedu lece i iz-
vora, a Dg oznacava udaljenost izmedu promatraca i iz-
vora. Ovdje se zapravo radi o udaljenostima kutnog pro-
mjera(engl. ”angular diameter distance”). Po definiciji’,
udaljenost kutnog promjera d4(PQ) tocke @ gledano s
tocke P je omjer h/6 prave duljine h oko Q, okomite na
pravac PQ i kuta kojeg ta duljina zauzima gledano s P.
Zamislimo sada izvor svjetlosti duljine h koji se nalazi u
r=ry it =11, auodnosu na ishodiste(r = 0,t = tg) za-
uzima kut 0. Prava udaljenost izmedu dva kraja takvog
objekta je®:

h = a(tl)rlﬁ. (51)

Koristeéi gornju definiciju udaljenosti kutnog promjera i
proslu relaciju dolazi se do sljedece relacije

1
142

dA = a(h)?“l = (52)

Ona omoguéuje da se iz (48) Dg i Dy izraze pomocu
crvenih pomaka?*:

1 zs

Dg = — , 53

S H(]1+ZS ( )
1 ZI,

Dy = — , 54

L Hol+ zp (54)

gdje je Dy, udaljenost izmedu lece i promatraca. U limesu
ys << 1 kut ¢ definiran kao

_ W

_ 4y
T dx

dz|, ’ (55)

x=0 =xg

se dobiva pomoc¢u perturbacijski dobivenog rjesenja od

(49)2*:

2a(1 4+ x.Ho)
Ys

Koristeéi definicije i yg to se moze zapisati kao

0= +O(ys)- (56)

N b

pomocu cega se uz (50) za jednadzbu leée dobiva

5 +0@/x1), (57)

4m(1+ z1) Drs
b Dg’

Taj rezultat moze se usporediti sa standardnom jed-
nadzbom leée, za tockasti maseni objekt?4:

vR B+ (58)

4dm DLS

v Bt (59)

ro Dg’
gdje je rp najmanja udaljenost do koje se leéi priblizi
dolazna zraka svjetlosti. Buduéi da se radi o pravoj uda-
ljenosti i 0 malom kutu v vrijedi:

ro =7vDL. (60)

U gore dobivenoj jednadzbi le¢e b je transverzalna po-
zicija izvora u odnosu na le¢u. No, isto tako b se moze
interpretirati kao najmanja udaljenost izmedu dolaznog
fotona i le¢e?* zato §to je y(©) = yg rjesenje nultog reda
i bilo kakva korekcija koja bi se dodala tom rjesenju je
prvog reda u «, $to bi rezultiralo u popravku viseg reda.
Zbog toga se u najnizem redu, uz mali v moze pisati:
b = vxr. Uzimanjem svega navedenog u obzir redom se
dobiva:

b _ XL
1+2p 142

Dakle, zakljucak je da u najviSem redu nema razlike
izmedu standardne jednadzbe lece i jednadzbe u McVit-
tie prostorvremenu(za sluc¢aj konstantnog Hy), tj. nema
ni utjecaja kozmoloskog Sirenja. Jo§ samo valja naglasiti
da u slucaju nalazenja izvora, leée i promatraca na istom
pravcu gornja analiza ne vrijedi jer tada zraka svjetlosti
nikada ne bi stigla do promatraca. Ovdje se samo navodi
da ni u takvom slucaju, u najnizem redu, nema utjecaja

kozmoloskog irenjaZ?.

=Dy (61)



V.2. ”Lensing” u Schwarzschild-de Sitter
prostorvremenu

Metrika Schwarzschild-de Sitter prostorvremena dana
je s (27). Ovdje ¢ée se navesti odredeni rezultati i za-
kljuéci iz ¢lanka?® u kojem se autori bave ”lensingom”
u Schwarzschild-de Sitter prostorvremenu. Autori dobi-
vaju da kut zakrivljenja zrake svjetlosti ovisi o ¢lanu koji
je proporcionalan s kozmoloskom konstantom A. No,
oni isto tako navode da gledano na kozmoloskoj skali,
promatra¢ ne moze mirovati s obzirom na izvor. Zbog
toga bi se kut zakrivljenja zrake svjetlosti koji opaza
promatra¢ koji se kreée brzinom V povecéao za faktor

%. U Schwarzschild-de Sitter prostorvremenu sama

brzina ovisi o kozmoloskoj konstanti. Konkretno u de
Sitter prostorvremenu moze se uzeti V =~ Hor = \/A/3r
pa se za faktor koji dolazi od relativnog gibanja dobiva
~ (1 + /A/3r). Kozmoloska konstanta je mala i zbog
toga je doprinos proporcionalan s njenim korijenom veéi
od doprinosa proporcionalnog s njom. Zbog toga se ovom
analizom dolazi do zakljucka da kozmolosko Sirenje sve-
mira ima utjecaj na ”lensing”, no utjecaj zbog relativnog
gibanja je puno veéi od samog geometrijskog utjecaja.

VI. KOZMOLOSKO SIRENJE U BUDUCNOSTI
SVEMIRA

Nakon bavljenja utjecajem kozmoloske ekspanzije na
lokalnu fiziku ima se smisla zapitati kako ¢ée izgledati
svemir pod utjecajem kozmoloskog Sirenja u dalekoj
buduénosti. Veé je reéeno da sirenje svemira ubrzava’-8
zbog ¢ega u Einsteinovim jednadzbama postoji i koz-
moloSka konstanta A. Kozmoloska konstanta pripisuje
se gustodi energije vakuuma?%. Ono ¢ime je svemir ispu-
njen modelira se kao fluid koji ima neki tenzor energije i
impulsa T),,. Tenzor energije i impulsa savrSenog fluida
definiran je kao

T,uu = (p + p)UuUu + PIuv, (62)

gdje je p tlak fluida, p njegova gustoca energija, a U* nje-
gova ¢etverobrzina. Za savrSen fluid je tipi¢no definirati
parametar w kao

p
p
Napise li se akcija za neko skalarno polje ¢ uz gustoéu
potencijalne enegije V(¢), u slu¢aju u kojem nema dopri-
nosa kineticke energije ili energije od gradijenta postize se
minimum energije za neki ¢g koji minimizira potencijalnu
energiju. U tom je sluéaju tenzor energije i impulsa2®
Ty = —V(¢0)guv, & konkretno za vakuum se moze pi-
sati

w (63)

T:gc = —PvacYuv- (64)

Da bi se uz uvjet (64) zadovoljila relacija (62) vakuum se
moze smatrati savrsenim fluidom uz jednadzbu stanja

Pvac = —Puac- (65)

Pogledom na Einsteinove jednadzbe (1), vidi se da je
efekt tako napisanog tenzora energije i impulsa isti kao i
efekt kozmoloske konstante(uz ¢ = G = 1), uz pomicanje
Ag,, na desnu stranu i stavljanjem

A
Pvac = PA = = (66)

8
Rjesavanjem Einsteinovih jednadzbi u kojima tenzor
energije i impulsa "pojede” kozmolosku konstantu za
FLRW metriku i savrsen fluid gustoce p i tlaka p koji is-
punjava svemir dobivaju se Friedmannove jednadzbe koje

. 2
<§2>5§H2:i%_aiﬂ (67)

SRRy (63)

u kojima je gustoca energije vakuuma pa ukljuc¢ena u p.
Iz prve od njih se vidi da za bilo koju vrijednost Hub-
bleovog parametra H postoji kriticna vrijednost gustoce
energije takva da se radi o ravnom prostorvremenu i ta
vrijednost dana je s

3H?
Perit = 87 (69)

Pomocu takve kriticne gustoée uobicajeno je definirati
parametar gustoce kao

P 8w

Iz druge se Friedmannove jednadzbe mogu vuéi razni
zaklju¢ci o nacinu Sirenja svemira. Prvo, vidi se da
kako bi postojalo ubrzano Sirenje svemira treba vrijediti
w < —1/3. Stoga, u slucaju da vrijedi w > —1/3 sve-
mir se i dalje Siri zauvijek tj. postaje tamniji i hlad-
niji, ali takav svemir se §iri na nac¢in da i broj vid-
ljivih galaksija raste.?” Horizont dogadaja promatraca
u takvom svemiru raste. Ako Sirenje ubrzava i vrijedi
—1 < w < —1/3 girenje svemira nastavlja se zauvijek. U
ovom je sluc¢aju specificno to sto faktor skale raste brze
nego horizont dogadaja. Dakle broj vidljiv galaksija se
smanjuje, ali same galaksije nisu pod utjecajem takvog
girenja svemira.?” Kada bi vrijedilo w < —1 dogodila
bi se mozda najzanimljivija situacija. U tom se slucaju
fluid koji ispunjava svemira naziva?” ”fantomska ener-
gija”. Tada bi se u kona¢nom vremenu dogodilo da faktor
skale beskonaé¢no naraste i svi vezani sustavi od galaksija
prema atomskim jezgrama bi se raspali pod utjecajem
kozmoloskog sirenja. To se moze bolje vidjeti ako se prva

Friedmannova jednadzba napise na sljedeéi na¢in®”
H2— g2 |9y (1 —Q)a30+w) (71)
—Ho |3 m)a ,



gdje je Q,, relativna gusto¢a materije u svemiru. Za do-
voljno veliki ¢, prvi se ¢lan u gornjoj jednadzbi moze za-
nemariti. Integracijom se moze dobiti vrijeme u kojem
faktor skale ide u beskonacno, scenarij koji se u literaturi
naziva ”big rip”?7:

2
trip — to & §|1+w|*1H0’1(1—Qm)*1/2, (72)

gdje je s tp oznaceno trenutno vrijeme. Jasno je da je
pri ostvarenju ovakvog kraja svemira, sam svemir be-
skonacne velicine. Postavlja se pitanje - je li mogucée
zamisliti takav kraj svemira, da i sam svemir ostane
konacne velicine? Kako bi se razmotrilo to pitanje po-
trebno je uvesti nesto sto se naziva generaliziranim Cha-
plygin plinom - GCG. GCG je egzotican tip pozadinskog
fluida koji ispunjava svemir i koji zadovoljava sljedeéu
jednadzbu stanja?®

= (73)
gdje je A pozitivna konstanta, a o parametar. Za poza-
dinski fluid koji zadovoljava ovakvu jednadzbu stanja po-
kazat Ce se da, pod odredenim uvjetima, gusto¢a energije
p poprima beskonacnu vrijednost pri konac¢noj veli¢ini
svemira. Za dio svemira volumena V koji je ispunjen
takvim fluidom vrijedi

p=-

U=pV, (74)

gdje je U ukupna energija. Iz prethodne se relacije moze
dobiti

dU = pdV + Vdp. (75)

U sluéaju da nema prijenosa topline vrijedi®: dU =
—pdV, §to u kombinaciji s prethodnom relacijom i di-
ferenciranjem po vremenu daje

dp 1dv
E—*(PWLP)VE- (76)
Za neki volumen V vrijedi V o a® pa zbog toga vrijedi
dV/V = 3da/a. Uvrtavajuéi tu ovisnost u prethodnu
relaciju dobiva se

p= 30+ 0)". (77)

Rjesavanjem te diferencijalne jednadzbe, uz jednadzbu
stanja (73) dobiva se

B 1+a
p= (A + a3(1+‘1)) ; (78)

gdje je B konstanta dobivena integracijom. U slucaju da
je B negativan i da je a < —1 iz prethodne ovisnosti
moguce je dobiti faktor skale a za koji gustoc¢a energije
postaje beskonacna. Takav faktor skale dan je s

1
3(0+a)

B

Amazr = ‘A 5 (79)

All+a)

a a4 = dmax

Slika 4. Graf ovisnosti gustoée energije GCG-a o faktoru
skale(B < 0, < —1)

a scenarij u kojem su ispunjeni svi uvjeti da se to ostvari
naziva se "big freeze”.?? Ime je dobio po tome §to se
za konaé¢nu veli¢inu svemira ostvari beskona¢na gustoca
energije. To znaci da se niSta u svemiru ne bi moglo ni
pomicati??, dakle svemir bi na neki nac¢in bio zauvijek
?zamrznut”. Razmotrimo jos situaciju u kojoj je svemir
ispunjen GCG-om ¢ija je gustoca opisana s (78) uz uvjete
B <0, a > —1. Prva Friedmannova jednadzba moze se
zapisati kao

_ 8
3

2 B]lia k

230ta) T2 (80)

{A +
Iz te se jednadzbe moze vidjeti da kako se faktor skale
a(t) povecava i ide u beskonac¢nost, tako Hubbleov faktor
H ide u neku konstantnu vrijednost. Takvo ponasSanje
nalikuje na de Sitter prostorvrijeme. Uz gore izlozene
scenarije, u svemiru u kojem postoji neka kozmoloska
konstanta A razli¢ita od 0, postoji jos jedan vazan pro-
blem. Taj se problem odnosi na slucajnost naseg pos-
tojanja i vremena koje je toliko blizu vremenu u kojem
kozmoloska konstanta poéinje dominirati.2” Ako je traja-
nje svemira beskonacno, ¢ini se malo vjerojatno da bi ta
dva dogadaja bila toliko blizu jedan drugome. S druge
strane, ako je trajanje svemira konacno i ako se uzme da
je za nase postojanje nuzan uvjet to da postoje strukture
poput zvijezda, galaksija i skupova galaksija®’, ¢ini se da
takva sluc¢ajnost ne postoji. U tom slucaju izgleda kao
da je prirodno da zivimo toliko blizu vremenu u kojem A
poéinje dominirati.?”

VII. ZAKLJUCAK

S ciljem ispitivanja utjecaja kozmoloskog Sirenja na lo-
kalnu fiziku prouceni su razni sustavi. Prvi od njih je



klasican atom, tj. proton oko kojeg se krece elektron, a
oni se nalaze u svemiru koji se 8iri. U slu¢aju da je me-
trika tog svemira opisana de Sitter metrikom takav atom
se ne §iri djelomicno, veé se ili §iri zajedno sa svemirom ili
uopce ne §iri. Dakle, ako je kozmolosko Sirenje dovoljno
jako atom ¢e se §iriti zajedno sa svemirom. Ako je pak
kozmolosko Sirenje slabije od Coulombskog privlacenja
atom se nece nimalo §iriti. S druge strane, stavljanjem
takvog atoma u svemir u kojem je faktor skale a(t) t2/3
dobiva se upravo efekt djelomi¢nog Sirenja. Analizom
kvantnog harmonickog oscilatora u de Sitter prostorvre-
menu dobiven je rezultat koji govori da se harmonicki
oscilator ne §iri s vremenom, ve¢ da mu je samo promije-
njena frekvencija titranja, a time i veli¢ina. Za gravita-
cijski ¢vrsto vezane sustave dobiveni su razli¢iti rezultati,
a konkretno za Schwarzschild-de Sitter crnu rupu dobi-
ven je rezultat koji govori da se njezin horizont dogadaja
ne §iri pod utjecajem §irenja svemira. Analizom ”len-
singa” u McVittie metrici dobiven je rezultat koji govori
da u najvisem redu nema doprinosa kozmoloskog Sirenja
tom fenomenu. Osim utjecaja kozmoloskog Sirenja na
ovdje opisane sustave, prodiskutirani su razni scenariji u
buduénosti svemira koji bi se mogli ostvariti pod utjeca-
jem kozmoloskog Sirenja, od kojih su mozda najzanimlji-
viji ”big rip” i ”big freeze”.

VIII. DODATAK

VIII.1. Jednadzba geodezika svjetlosnog tipa u

McVittie metrici

McVittie metrika se u Kartezijevim koordinatama
moze napisati na sljedeéi nacin

2

1 _ . .

ds* = — <1+M> dt® + (1 + p)'a(t)?6;5da’da’, (81)
1

iz Cega se vidi da je metrika sfernosimetricna. Zbog te
sferne simetrije postoji rotacijska simetrija oko osi na ko-
joj se nalaze promatrac¢ i le¢a. Posljedica toga je da se
problem moze zadati u dvije dimenzije bez smanjenja
opéenitosti®'. Ako se onda taj problem zamisli u dvije
dimenzije, x-0s moze biti zadana pravcem na kojem se
nalaze le¢a i promatra¢. U tom ce sluc¢aju longitudinalni
pomaci fotona biti pomaci u x-smjeru, a njegovi tran-
sverzalni pomaci ¢e biti pomaci u y-smjeru. Opcenito,
jednadzba geodezika svijetlosnog tipa ima sljede¢i oblik?

2

a JeB
s T dz® dx

aff A\ d\ - 07 (82)
gdje je I'; 5 Christoffelov simbol, a A afin paramentar
definiran na nacin da se relacijom P* = dz*/d\ dobiva
¢etveroimpuls fotona. Troimpuls fotona dan je s p? =
Gij fjZ Pj .

1z relacije

guP'PY =0, (83)
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dobiva se sljedeéa relacija

1+
PO = Py (12w, (84)
I—p
koja vrijedi u prvom redu. Iz jednadzbe (82) za prostorne
komponente ¢etveroimpulsa se dobiva3!
dP? 469 (0;p)p? ‘ ,
= :Agggéﬁﬂl~—2ﬂppl—4fﬂpkaﬁu) (85)

Bududi da se funkcija 2(A) moze invertirati u A(z) jer je

monotona funkcija, jednadzba (85) moZe se napisati®! za
y-smjer uz to $to onda vrijedi

d dy dz d

Y2 _pY (86)

d\  dxd\  ~ dx’

gdje zadnja jednakost vrijedi po definiciji ¢etveroimpulsa.
Iz toga onda slijedi

P (P S) = a0umlP? + (P

2Hau+aﬂyan2+qupf%f (87)
PPV Oy0) + P 0]

U jednadzbi (87) iskoristena je vrijednost troimpulsa koja
za male p iznosi p? = a?(1+4p)[(P®)? + (PY)?]. Raspisi-
vanjem lijeve strane jednadzbe (87) i koristenjem relacije
PY/P* = dy/dx dobiva se

d?y 1 dP® dy dy
. AT =L — 4(0, 1 .4
a2 T Pr dr do @W)[+<m>]

2
—2Hm1+mm/y%cg>jz (88)

4 (Lo + @)

Kako bi se odredio drugi ¢lan na lijevoj strani prethodne
jednadzbe, potrebno je iskoristiti jednadzbu (85) za lon-
gitudinalni smjer tj. za x-smjer:

1 drP® dy 2
o gy = HOzp) |1+ (dx) ]
dy\” dy
—2Ha(142p)\/1+ (dm) —4 (dx(ayu) + ((‘%u)) .

(89)
Pa ako se sada (89) uvrsti u (88) dobiva se

1+<$>T_4@m)1+(ﬁ)jzi
(90)

U najviSem redu rac¢una smetnje gornja jednadzba po-
prima sljedeéi oblik

d?y

qz 4(Oyp)

d?y

Tl =40, (91)



Ta relacija se koristenjem oznaka iz V. poglavlja svodi na

[V R
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d?l
£ _y
dX2 (alﬂ)

(92)
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¢ime je reproducirana relacija (37). Valja naglasiti da
oznake z i y koristene ovdje u Dodatku sluze samo
za odredivanje transverzalnog i longitudinalnog smjera
i nisu direktno vezane uz pokrate "x” i ”y” koriStene u
poglavlju V.
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