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Sazetak

Dodatkom akceleriranog ¢lana u Lagranzijan se uvodi stohasti¢nost u promatrani sustav. Analogni
akcelerirani Hamiltonijan nije hermitski, stoga ne nosi fizikalni znacaj Sto se ti¢e opisivanja prirod-
nih pojava no upravo se akcelerirani, stohasticki ¢lan pokazuje primjeren za opisivanje socijalnih i
ekonomski fenomena. U ovom seminaru promatramo opcéenito primjenu akceleriranog Lagranzijana
u financijama, to¢nije u teoriji procjena vrijednosti financijskih opcija kroz formalizam Feynmano-
vih integrala po putovima. Motivirani dobrim rezultatima prilagodbi akceleriranog Lagranzijana
na trziSne podatke, gdje se referiramo na radove B. E. Baaquiea iz referenci, promatramo opéenito
ponasanje nama zanimljive kompleksne grane rjeSenja akceleriranog Lagranzijana te usporedujemo
njeno nacelno ponasanje s dva poznata modela ocjenjivanja financijskih opcija, Black-Scholesovim i

Hestonovim modelom.

I. UVOD

Financijske opcije su tipovi monetarnih ugovora u ko-
jemu se vlasniku ugovora daje za pravo, ali ne i obveza,
da kupi ili proda odredene dionice po fiksnoj cijeni do
odredenog datuma. Ukoliko se radi o Americkim op-
cijama vlasnik ugovora ima pravo iskoristiti opciju bilo
kada do isteka ugovora, dok ukoliko se radi o Europskim
opcijama, odnosno vanilla opcijama, opcija se iskoristava
u vrijeme isteka ugovora. Postoje call i put opcije. Prva
se odnosi na ugovor o mogucénosti kupnje, dok se druga
odnosi na ugovor o mogucénosti prodaje. Financijske op-
cije se mogu koristiti kao sredstvo za smanjenje rizika
gubitka vrijednosti dionice koju vlasnik ugovora zeli pro-
dati. Neka vlasnik odredenih dionica misli da ¢e vrijed-
nost njegovih dionica pasti. On stupa u kontakt s osigu-
ravajuc¢om kuéom te sklapa put opciju s njima gdje je on
duzan njima platiti premiju ugovora, dok su oni duzni na-
doplatiti do to¢no odredenog dogovorenog iznosa za sve
prodane dionice ukoliko cijena dionice vlasnika padne is-
pod dogovorenog iznosa. Iz navedenog primjera je ocito
da je premija na opciju uvelike uvjetovana dinamikom
trzista te izmedu ostalog vremenom do isteka ugovora
te spekulacijama onoga tko izdaje ugovor. Odrediti ci-
jenu opcije s obzirom na sve poznate parametre ugovora
i trzista je glavni zadatak teorije financijskih opcija te
se temelji na procjeni rizika rasta, odnosno pada cijene
dionice nad kojom je opcija napisana.

Ovisnost Lagranzijana o akceleraciji uvodi sto-
hasti¢nost u jednadzbe gibanja. Kao $to je navedeno
u sazetku, zbog nehermiti¢nosti akceleriranog Hamilto-
nijana, ovakvi sistemi nemaju fizikalnog smisla za opis
prirodnih fenomena, no upravo se dodatak akceleriranog
¢lana pokazuje kljuénim za modeliranje socioloskih i eko-
nomskih problema prema rezultatima iz literature B. E.
Baaquie: Quantum Field Theory for Finance and Eco-
nomics. Formalizam koji ¢emo koristiti za opis dinamike
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sistema jesu Feynmanovi integrali po putovima. Do-
datkom akceleriranog ¢lana u Lagranzijan pokusavamo
kvantnu proizvoljnost povezati sa stohasti¢noséu koja je
prirodno ugradena u Baaquie-Yang model akceleriranog
Lagranzijana. Pokazuje se da je za racun amplitude pri-
jelaza preko Feynmanovih integrala klju¢no poznavanje
akcije te je stoga pripadna akcelerirana akcija izvedena na
dva nacina. Prvi, ¢isto kvantni Hamiltonijanski te drugi
vise semiklasi¢ni koji koristi akcelerirane Euler-Lagrange
jednadzbe te uvodenje koordinate kao zbroj klasi¢ne ko-
ordinate i stohasticke varijable. Uvodi se kvantni pros-
tor financijskih instrumenata gdje se evolucijom opcija
odreduje vrijednost opcije za dati trenutak pomocéu am-
plitude prijelaza, odnosno jezgre evolucije.

II. RAZRADA PROBLEMA

Osnovni instrument procjene amplitude prijelaza iz
pocetnog u konaé¢no stanje sistema u formulaciji po inte-
gralima putova jest jezgra evolucije K:

K(z, &2, d's7) = (2, @' e |2, &) (1)

gdje je u gornjoj jednadzbi napravljen prijelaz na Euk-
lidsko vrijeme, $to se pokazuje zgodnom transformacijom
u teoriji polja. Intuicija za prijelaz te raspis osnovnih re-
zultata Feynmanovih integrala po putovima se nalazi u
Dodatku A. Nas ¢e specificno zanimati jezgra evolucije
generirana akceleriranim Hamiltonijanom, odnosno La-
granzijanom:
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H= 22902 Y72 + 3 (w} +w3)v? + iwfngz (2)
Ono §to valja imati na umu jest da gornji Hamiltonijan
nije hermitski, sto ¢e se pokazati vrlo vaznom informaci-
jom u kasnijim racunima. Akcelerirani Hamiltonijan do-
bivamo Legendrovom transformacijom akceleriranog La-
granzijana oblika:

L= —% (ai® + 2b3? + ca?) (3)



Poveznica izmedu parametara w1, wo i b, ¢ jest:

1
b= (i +w3) (4)
¢ = wiwj (5)

Hamiltonijan H je pseudohermitski ukoliko postoji tran-
sformacija Q takva da:

Q292 — Hy (6)

gdje je Hp hermitski. Za nas se akcelerirani Hamiltoni-
jan moze pokazati koriste¢i Hadamardovu lemu da je Hy
sustav dvaju nevezanih harmonickih oscilatora. Pritom
je transformacija Q dana s:
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te reproducira Hamiltonijan Hy:

Q=axv—>

(7)
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Sve skupa Hamiltonijan Hy mozemo zapisati kao:

Hy=H,® H, (11)
gdje su:
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Koristeéi gornje rezultate za jezgru evolucije dobivamo
sljededi izraz:

K (s, vi, 2,05 7) = / / dede dndsf (27, v7] e/ €', -
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Koristeéi jednadzbe (11) — (13) se gornji matriéni ele-
menti mogu rastaviti na matri¢ne elemente u potprostoru
koordinate i brzine sto olakSava racune te se dobivaju
sljededi izrazi:
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gdje su G i H dani s:

G =i (16)

H = ywiy/wi — w3 (17)

Matri¢ni elementi u potprostoru brzine i koordiante su
dani s:
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Dobivene rezultate vra¢amo natrag u jednadzbu (14) te
dobivamo:

K2, vi,xp,0p57) = Ne 9@svs—zivi) /df’d{dn’dn .

: exp{—%XT-M-X+jT~X}
(20)
Izrazi za normalizaciju N, vektore X i J te matricu M su
dani u Dodatku G. Koristeéi rezultat pokazan u Dodatku
C' mozemo svesti gornji rezultat na sljedeci oblik:
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Ukoliko iskoristimo rezultate pokazane u Dodacima A i
D. Specifi¢no se ovdje referiramo na izraz za jezgru evo-
lucije preko integrala akcije iz Dodatka A te odnos akcije
i klasi¢ne akcije iz Dodatka D, mozemo klasicnu akciju
Sc, zapisati kao:

4
1
So=-3 D AGXiX; (22)

ij=1

odnosno, raspisivanjem gornjeg izraza:
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(23)
Do analognih se rezultata za jezgru evolucije moze doéi
na druge nacine. U Dodatku D je dan alternativni se-
miklasi¢ni na¢in na koji se mogu izvesti gornji rezultati
za jezgru evolucije. U tome se izvodu odstupanje od



klasi¢ne trajektorije uvodi preko stohasticke opservable
¢ koja zadovoljava trivijalne rubne uvjete u koordinati i
brzini u pocetnoj i kona¢noj tocki evolucije u konfigura-
cijskog prostora.

Europske call i put opcije su vrsta financijskog ugovora
u kojem onaj koji posjeduje ugovor ima mogucénost kupiti
ili prodati dionice po fiksnoj cijeni K, tzv. strike price, u
ograni¢enom periodu. Cijena premije na takvu financij-
sku opciju je uvjetovana imovinom na kojoj je gradena
financijska opcija. Savrseni primjer call opcije bi bila npr.
kupovina kuce. Pri kupovini se s prodavacem ulazi u ugo-
vor po kojemu se dogovara cijena po kojoj ¢e prodavac
prodati kucu kupcu do toéno odredenog datuma neovisno
o ponasanju trzisne cijene imovine. Uz navedenu cijenu
se dogovara i premija kako bi se pokazala ozbiljnost u na-
mjeri kupovine kuce. Premija bi odgovara cijeni financij-
ske opcije te je uvjetovana vremenom do isteka ugovora,
volatilnos¢u trzista i sl. Primjer put opcije bi bilo osi-
guravanje cijena dionica koje kupac ugovora posjeduje,
od rizika pada vrijednosti. Kupac ugovora placa pre-
miju te ukoliko cijena dionice padne ispod dogovorenog
Strike pricea izdavac ugovora nadoplacuje kupcu ugovora
do dogovorene cijene. Glavni zadatak u teoriji financij-
skih opcija jest procijeniti premiju na financijsku opciju,
§to uvjetuje procjenjivanje rizika fluktuacija trzisne ci-
jene imovine u vremenu do isteka ugovora.

Oznac¢imo call opciju s C(t, S(t)), gdje je T vrijeme is-
teka ugovora, a S(t) vrijednost dionice. Vrijednost funk-
cije C(t, S(t)) u vrijeme isteka ugovora je jasna te se na-
ziva payoff function g(T):

C@ﬁ@”zﬂﬂ:{SGalﬂSﬁgj( o)
Analogno:
Put(T,S(T)) =nT) = { K —OA?'(T), Kiiage(t) (25)

gdje je h(T) payoff function od put opcije.

S obzirom da je cijena dionice S(t) pozitivno definitna
velicina, uvodi se opservabla x takva da ona opisuje lo-
garitamsku vrijednost dionice, odnosno:

S=e">0 (26)

Definiramo beskonaénodimenzionalni nenormalizabilni
linearni vektorski prostor V svih financijskih instrume-
nata. Financijski instrumenti su sve zamislive opserva-
ble koje ovise o varijabli  uvedenoj u gornjoj jednadzbi.
Prostor je nenormalizabilan, jer nije mogucée normalizi-
rati vrijednost dionica, koje su glavni elementi prostora
V. Postavljamo slijede¢e pretpostavke na nas vektorski
prostor:

(a) Svi financijski instrumenti su elementi prostora
stanja V, ukljucujuéi cijenu opcije C(t):

S(x) = (x| S) = e” (27)

C(t,z) = (z|C,t) (28)

g(x) = (z|g) (29)

(b) Cijena opcije zadovoljava Black-Scholes-Schrodin-
ger jednadzbu:

8, |0, t) = H|C, 1) (30)

Izvedimo izraz za cijenu call i put opcije:

|C,t) = et |C,0) (31)

G, T) =™ [C,0) = |g) (32)
Iz jednadzbe (32) imamo:
C,0) =T |g) (33)
onda koristeéi jednadzbu (31) pisemo:
C,t) = e~ T |g) (34)
odnosno:
C(t,z) = (x| e T g) (35)

Ubacivanjem jedinice u gornji izraz dobivamo:
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Cla, 7 K) = / dr' (x| e |2y g(a')  (36)
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te analogno za put opciju:

+oo
Put(t,z) = /+ da’ (x| e |2y h(z") (37)

Vazno je za primijetiti da se u gornja dva izraza javlja
jezgra evolucije K kao matriéni element od e~ "H. Jezgra
evolucije je amplituda prijelaza dionice iz e* u e® stanje
tijekom vremena 7. Za poznavanje call i put opcije nam
je vazno poznavanje jezgre evolucije i payoff funkcije.

Kako bi teorija financijskih opcija bila slobodna od
moguénosti financijske arbitraze, Hamiltonijan sistema
mora zadovoljavati Martingaleov uvjet. Arbitraza na
trzistu je proces bezrizicne zarade u kojemu odredeni
kupac kupi odredene dionice po nekoj cijeni te ih za-
tim netom poslije proda na nakom drugom trzistu
iskoristavajuéi blage fluktuacije u cijeni na drugim
trzistima. U slobodnom govoru bi se Martingaleov uvjet
mogao svesti na to da kockar koji ulazi u kockarnicu
s odredenom svotom novca u prosjeku mora izaéi s is-
tom tom svotom novca. Matematicka formulacija i iz-
vod Martingaleovog uvjeta se mogu naé¢i u Dodatku F.
Izvedimo kvantni Hamiltonijanski oblik Martingaleovog
uvjeta koristeci rezultate iz Dodatka F. Uvodimo Martin-
galeov uvjet kao:

—+oo
e’ = e*”/ dz' K(z,z';7)e” (38)
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gdje je r bezrizicna kamatna stopa. Gornju jednadzbu
mozemo prepisati u sljede¢em obliku:

(alS) = tale™ [

—+oo
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da’ |2’ (2|S) (39)

U jednadzbi (39) prepoznajemo jedinicu te slijedi:
|) =e"T1S) (40)
odnosno:
H|S)=0 (41)
Gornji je izraz ekvivalentan izrazu:
He* =0 (42)

Nakon §to smo izveli jednadzbu (42), odnosno Martin-
galeov uvjet, preostaje nam izgraditi Hamiltonijan takav
da zadovoljava Martingaleov uvjet. Pogledavsi uvjet, od-
mah je jasno da Hamiltonijan ne smije sadrzavati clanove
koji ovise o koordinati, ve¢ samo o impulsu:

a o 0

H=a+b — - — —

ox 2 02
Koeficijent a ¢emo odrediti tako da sagledamo put opciju
za koju dogovorena cijena divergira K — + 00, s obzirom
da ¢e se tada uvijek izvrsiti opcija:

(43)

Put(z,t) = (x| e " |h) Y (x|e ™ |K)  (44)

U gornjoj jednadzbi stanje | K) je neovisno o z, zbog Cega
slijedi:
Put(z,t) =e K (45)

Po principu izbjegavanja arbitraze trenutac¢na vrijednost
put opcije mora biti dogovorena vrijednost K smanjena
za, bezrizicnu kamatnu stopu r, odnosno:

Put e K (46)
Usporedbom zatim vidimo:
a=r (47)

Da bi odredili parametar b pozivamo se na jednadzbu
(42) te ju raspisujemo:
2 82
- ”) e =0 (48)

Raspisom se dobiva:

o

b=—— 49
Sve skupa Hamiltonijan sada poprima oblik Black-
Scholes Hamiltonijana:

o? o o? 0?
HBS_T+<2_T>'6],‘_2'8.132 (50)

Bitno je za napomenuti kako je gornji Hamiltonijan ne-
hermitski zbog linearnog impulsnog ¢lana:

AN

or Oz (51)

Evolucija financijskih opcija je dana Black-Scholes-
Schrédinger jednadzbom koju sada mozemo zapisati kao:

o? o?
o C(x,7) = 23%0(%7')(2 - r) 0.C(x,7)—rC(x,T)

(52)
Nazalost, Black-Scholesov model ne daje pravilan opis
financijskih opcija. Razlog je u tome sto B.S model pret-
postavlja da jezgra evolucije ne ovisi o porastu vrijednosti
imovine na kojoj se temelji ugovor u jedinici vremena veé
samo o njenoj vrijednosti. Navedeno se o¢ituje u tome sto
se volatilnost u modelu uzima da je vremenski neovisna.
Nacin na koji se popravlja model jest da se definira im-
plicitna volatilnost preko trzisnih podataka koja je sada
ovisna o 7, K it.

Baaquie-Yangov model koristi kao podlogu akcelerirani
Hamiltonijan iz jednadzbe (2), Sto znaci da ¢e evolucija
sistema ovisiti o koordinati i brzini. Navedeno je bitna
razlika jer Black-Scholes model uzima u obzir samo tre-
nutnu vrijednost dionice, dok ¢e Baaquie-Yangov model
uzimati u obzir i promjenu vrijednosti u jedinici vremena.
Sve prije uvedene i izvedene formule i dalje vrijede samo
se trebaju prilagoditi. Izraz za cijenu call opcije postaje:

Clz(t),2(t), s K) = /dxdi.,])(l.vivxlyft/;T)g(xl7.ﬁt,;K)

(53)
gdje je P sada normalizirana raspodjela koja se definira
na sljedeci nacin:

K(z, &, o', &';7)

bl i K) = 54
Plodoo 85 K) = i K ) Y

Razlog zasto se raspodjela P definira kao normalizacija
jezgre evolucije u BY modelu jest taj sto BY Hamilto-
nijan nije Martingaleov odnosno:

HBye”” 7& 0 (55)

Uvjetna vjerojatnost P(z,&,z’;7) se dobiva integrira-
njem po &’ opservabli. Navedeni se postupak provodi
jer payoff funkcija ne ovisi o brzini i’ pa se opservabla
eliminira iz izraza. BY call opciju tada mozemo zapisati
kao:

’

Cry (z(t), &(t), 7, K) :/dx/PBy(x,i7m/;T) [ew —KL

(56)
gdje indeks plus u gornjoj jednadzbi oznacava skraéeni
izraz za argument funkcije u uglatim zagradama mnozen

Heavisideovom step funkcijom istog argumenta:

{eml—KLr: (eﬁ/—K)-(%(em/—K) (57)



Specificno opcije koje ¢emo promatrati u sljede¢em
rac¢unu i primjeni Martingaleovog uvjeta jesu forex (FX)
opcije, odnosno foreign exchange opcije na razmjene
strane i domace valute, obzirom na to da su najgene-
ralnije financijske opcije koje mozemo promatrati te se
lakim izvrjednjavanjem postizu rezultati vezani za equ-
ity opcije. Njihova se generalnost istice u tome $to su
bezriziéne kamatne stope domadce valute i strane valute
razli¢ite, nazovimo ih ry i 74 kao stranu i domacu ka-
matnu stopu. Martingaleov uvjet za forex opcije tada
postaje:

+o0 ,
e "ITe" = e*”‘”/ da' P(z,&,2';7)e” (58)
+oo

Integracijom jednadzbe (54) po &’ opservabli se dobiva
izraz za uvjetnu raspodjelu:

P(x,v,2';7) = (—x’+ax+§u

1 1
Vo e"p{ T2

e 2> / (59)

Da bi zadovoljili generalizirani Martingaleov uvjet (58)
trebamo imati @ = 1 te £ = 0, usporedujuéi s lije-
vom stranom jednadzbe (58). Prilagodavajuéi model na
trzisne podatke te gledajuéi ovisnost o razlicitim 7 bi se
moglo zakljuciti kako su gornji uvjeti djelomi¢no zado-
voljeni. Parametar o konvergira u jedinicu kako 7 — 0,
dok parametar £ je nula za jako male 7 te zatim opet
konvergira u nulu kako 7 — oco. Drugim rije¢ima ak-
celerirani Hamiltonijan nije Martingaleov osim za jako
male 7 ~ 0. Navedeno moze biti posljedica postavki mo-
dela, no s druge strane takoder moze ukazivati na nisu
ponasSanja trzista u kojoj moguénosti arbitraze postoje,
samo su izrazito potisnute te ¢im se jedna otvori dolazi
do raznih efekata koji je suzbijaju, ukoliko bi tada trziste
evoluiralo po BY modelu. Kako bi pravilno mogli mo-
delirati trziste na nas BY model moramo uvesti dodatna
dva parametra, nazovimo ih A i . Navedeni parametri
dobivaju smisao kroz pojam trzisnog vremena z(t):

() = A (;)n (60)

Smisao trzisnog vremena jest ocijeniti subjektivni pojam
vremena trgovaca. Naime, s obzirom na to pod utje-
cajem kojih je informacija trgovac, drukéije moze perci-
pirati skalu vremena. Navedeno trzisno vrijeme je pri-
jeko potrebno kako bi trzisna dinamika mogla biti dobro
prilagodena BY modelom. Imajuéi to na umu radi se
prijelaz s fizikalnog vremena ¢ na trzisno vrijeme z.

Sada mozemo sabrati sve rezultate ovog poglavlja kako
bi napisali krajnji izraz za cijenu call opcije u BY mo-
delu:

+oo
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Cpy(z,2;7,K) =e "7 /

dx' Pz, 2’ @;7) [ez
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Cpy (2,27, K) = e 1T SN (d,) — e ™" KN(d_)
(62)
gdje su d4:

di:%' <a;p+§x—ln (K)+(7’d_rf)7iév2> (63)

te je N(x):

N(z) = \/%7 [ " g% (64)

Da bi reproducirali rezultat za equity opcije zahtjevamo
r¢ = 0. U narednom se poglavlju detaljnije promatra
ponaSanje triju grana akceleriranog modela te triju os-
novnih modela od kojih polazimo, BS, Hestonovog i BY
modela.

III. REZULTATI ANALIZE

Raspisivanjem izraza (54) te dodatnom integraci-
jom po %’ varijabli se dobiva izraz za mnormaliziranu
uvjetnu raspodjelu vjerojatnosti Ppy (x, &, 2’; 7). Suk-
ladno oc¢ekivanju temeljenom na jednadzbi (23), dobiva
se kao krajnji izraz Gaussijan, odnosno:

1 1 2
Poy(z,i,2';7) = —— - " 2 (@ ~H@Y) 65
By ( ) 27v2(7) (65)

Drift i varijanca su odredeni izrazima:

Moo

vit) =] ——m—m—— 66
Moo Mo My
= M b —
/1,(1'71}) M11M22 — M122 |:.’I} ( 13 + M22 ) +

Moy M
2412) —2bj + ast} (67)
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v <M14 —
M komponente su detaljno raspisane u Dodatku D. Do
gornjih se rezultata doslo po akciji danoj u jednadzbi (23)
uz dva dodatka. Naime, radi opéenitosti te moguénosti
promatranja sto se dogada sa sistemom ukoliko dodamo
driftne ¢lanove u koordinati i brzini, nadena je uvjetna
vjerojatnost za Lagranzijan oblika:

L= —% (a(Z + s)* +2b(¢ + §)® + cz?)  (68)
gdje j i s predstavljaju driftne ¢lanove za koordinatu i
brzinu te se pretpostavlja da su konstantni. Njihovo je
ponasanje ukratko opisano nakon jednadzbe (59), no da-
lje iznosimo opcenito ponasanje za generalizirani slucaj
s # 0. Temeljeno na jednadzbi (103) tri grane ponaSanja
sistema po akceleriranom Lagranzijanu jesu komplek-
sna, kritiéna i realna, odnosno redom definirani izrazima
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Slika 1. Ovisnost realnog dijela varijance BY uvjetne ras-
podjele vjerojatnosti o a® i 7, gdje je obavljena restrikcija
parametara a, , ¢ na a? kroz ograni¢enje r = ¢ = 1, ana-
logna opisu ispod jednadzbe (69).

b? < ac, b* = ac, b> > ac. Promotrimo prvo kako iz-
gleda varijanca u ovisnosti o 7. Radimo restrikciju s tri
parametra a, 7 i (, na jednog radi jednostavnosti prikaza
na naé¢in da postavimo ogranic¢enje r = ( = 1. U tom
slucaju parametar b postaje trivijalan, dok izraz ac pos-
taje jednak 4a®. Tada ako se podsjetimo uvjeta za svaku
granu imamo sljedece uvjete:

kriticna grana, a=20
grana rjeSenja = ¢ kompleksna grana, acR
realna grana, Re{a} =0
(69)

Gornja tri uvjeta najjednostavnije mozemo sklopiti na
istu os ukoliko sagledamo parametar a2, koji je jednak,
vedi ili manji od nule za kriti¢nu, kompleksnu i realnu
granu redom. Na Slici 1. se nalazi realni dio varijance
u ovisnosti o a? i 7, dok se na Slici 2. nalazi imagi-
narni dio. Iz navedenih se grafova jasno vidi da realni
dio varijance u kompleksnoj grani tezi u nulu u limesu
7 — 0, dok u limesu 7 — oo tezi u konstantu. Kao
§to bi i ocekivali netrivijalni imaginarni dio varijance u
fizikalno ostvarivoj grani rjeSenja nema smisla. Upravo
do takvog zakljucka mozemo do¢i ukoliko sagledamo graf
sa Slike 2. gdje se vidi da u a? > 0 intervalu imagi-
narni dio postaje trivijalan. U kriticnoj grani, odnosno
u a® = 0, dolazi do divergencije varijance u realnom i
imaginarnom dijelu. Temeljem prethodnih zakljucaka u
specificnom slucaju restrikcije, koji je sam po sebi dovo-
ljan da pokaze nevaljanost grana rjeSenja, zaklju¢ujemo
kako realna i kritiéna grana zbog divergencija i imagi-
narnosti ne mogu predstavljati rjesenja koja oponasaju
trziste.

Tipi¢ni oblik driftnog ¢lana za uredenu trojku parame-
tara u kompleksnoj grani jest oblika koji je dan na Slici
3. Na navedenom se grafu vidi da driftni ¢lan u limesu
T — 00 tezi u nulu, dok u limesu 7 — 0 tezi u konstantu.
Da bi sustav bio Martingalski prema jednadzbi (59) i
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Slika 2. Ovisnost imaginarnog dijela varijance BY uvjetne
raspodjele vjerojatnosti o a® i 7, gdje je obavljena restrikcija
parametara a, 7, ¢ na a’ kroz ogranicenje r = ¢ = 1, analogna
opisu ispod jednadzbe (69).
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Slika 3. Ovisnost driftnog ¢lana o 7 za sluc¢aj u kompleksnoj
grani dan parametrima (a, r, ¢) = (1, v/2,v/3).
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Slika 4. Ovisnost driftnog ¢lana o 7 za sluc¢aj u kompleksnoj
grani dan parametrima (a, r, ¢) = (1, v/2,v/3).




razmatranjima ispod parametar o mora biti jednak jedi-
nici, dok parametar £ mora biti trivijalan. Trivijalnost
parametra ¢ eliminiramo kao moguéi problem jer pro-
matramo restrikciju na evoluciju dionica ¢ija je pocetna
brzina trivijalna, nadalje prema navedenom grafu u li-
mesu 7 — 0 drift tezi u konstantu koja je upravo jednaka
4.60517018599, sto odgovara In(100), jer u svim razma-
tranjima uzimamo da je pocetna cijena dionice S = 100 $.
Dakle uistinu u granici malih 7 je zadovoljeno o ~ 1.

Ukoliko pretpostavimo da netrivijalni driftni ¢lan br-
zine s ima smisla Martingaleov uvjet prema jednadzbi
(67) zapisujemo kao:

v (7)
2

j+s5=— (70)
uz prijasnja dva navedena uvjetaa = 1i ¢ = 0. U gornjoj
su jednadzbi varijable s tildom kratice iz jednadzbe (67)
takve da se driftni ¢lan moze zapisati kao:

plw, ;) = ar + Ek+ j + 5 (71)

Koristeéi ograni¢enje iz jednadzbe (71) mozemo vidjeti
kako odredena zadana vrijednost parametra drifta brzine
uvjetuje evolucije parametra koordinate. Navedena je
ovisnost dana na Slici 4. te se jasno moze vidjeti sto je
vrijeme do isteka ugovora manje to je vecéi skok oko s =
0, sto je posljedica toga sto je varijanca u kompleksnoj
grani trivijalna u limesu 7 — 0 te toga sto 5 u sebi ima
jo§ dodatnu komponentu Mis za razliku od j. Navedeni
se driftni parametri preko jednadzbe (70) eliminiraju iz
uvjetne raspodjele te se uklanja proizvoljnost iz kona¢nog
izraza.

Iz navedenih se razmatranja vezanih za driftni ¢lan i
varijancu moze izvesti osnova problema kod numerickog
ocjenjivanja opcija evouliranih BY Hamiltonijanom.
Ukoliko se uzimaju opcije takvog vremena do isteka ugo-
vora da drift vise nije jednak In (100), moramo imati na
umu da dolazi do moguénosti arbitraze na trzistu koje
evoluira po BY Hamiltonijanu. U suprotnom pretposta-
vimo da je 7 priblizno trivijalan, tada varijanca postaje
toliko mala da se u potpunosti isklju¢uju moguénosti na-
glih skokova dionice uzrokovanih egzogenim pobudama.
Gornje zakljucke valja imati na umu pri promatranju re-
zultata BY opcije te interpretaciji.

Modeli s kojima éemo usporedivati ponasanje BY evo-
lucije jesu Black-Scholesov model i Hestonov model.
Black-Scholesov model je model konstantne volatilnosti
i stohasticke dionice. Model je definiran Langevinovom
stohastickom jednadzbom:

dS(t) = ¢S(t)dt + o S(t)R(t)dt (72)

gdje je R(t) bijeli Sum. BS model je zbog konstantne va-
rijance po definiciji Wienerov proces s driftnim ¢lanom.
Simulaciju BS opcije smo radili za 250 diskretiziranih
koraka te 10° razli¢itih generiranih putova dionice u vre-
menu za svaki uredeni par (K, 7). Domena smo uzimali
do 5 godina u vremenu do isteka ugovora te 20% ispod
i iznad pocetne cijene dionice od 1008, odnosno D =
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Slika 5. Ovisnost cijene call opcije s pocetnom vrijednoséu
So = 1008, volatilnosti ¢ = 0.2 god.™!, evoluirane BS mode-
lom s bezrizicnom kamatnom stopom r = 0.05.

[808, 1208] x [0god., 5 god.], uz to da je svaki interval u
Kartezijevom produktu domene diskretiziran na 10 jed-
nakih intervala. Na Slici 5. se moze vidjeti cijena call na
dionicu ¢ija je pocetna vrijednost Sg = 100 $ te bezrizicna
kamatna stopa r = 5% i volatilnost g = 0.2 god.~*, §to
ée biti identican odabir kao i u razmatranjima vezanim
za Hestonov model. Jasno se vidi na navedenom grafu
kako cijena opcije divergira kako 7 divergira, dok cijena
postaje trivijalna sto je K veéi od Sy. Navedena oba li-
mesa imaju smisla, limes divergirajuceg vremena je sam
po sebi objasnjiv time Sto je ugovor na vise vremena,
duze se treba baviti s izvrSavanjem ugovora te se ostav-
lja viSe vremena da osoba koja posjeduje opciju procijeni
kakvo bi moglo biti ponaSanje trzista, nadalje gledajuéi
drugi limes §to je K vedi to je manja Sansa da ¢e dionica
zavrsiti u trenutku T' = tg+ 7 iznad te dogovorene vrijed-
nosti K, StoviSe u limesu K — oo cijena mora biti nula.
Nadalje posljednja stvar koja je vise radi provjere je li
doslo do greske u racunima negdje jest kolika je cijena
u 7 = 0. Naime cijena call opcije dogovorene cijene K,
koja se izvrSava u istom trenutku u kojem se potpisuje
mora vrijediti max {K — S(T),0} te svi razli¢iti modeli
se tu moraju slagati jer je to ¢injenica neovisna o tome
kakvim Hamiltonijanom evoluiramo sistem.

Hestonov model u stohasticki dio u dionici takoder po-
drazumijeva i stohasticku volatilnost, odnosno varijancu.
Uz stohasticki dio se moze uzimati da varijanca ima i
driftni dio, no u tom bi slu¢aju morali pretpostaviti de-
terministicku ovisnost generalnog ponasanja varijance. U
naSem ¢emo se slucaju zadrzati na ¢isto stohastickoj va-
rijanci za Hestonov model, gdje ¢e Gaussijan biti cen-
triran na o = 0.2god.~! kao i kod BS model. Drugim
rije¢ima, razlika izmedu Hestonovog opisa i opisa s kons-
tantnom volatilnoséu koji smo imali u prethodnom para-
grafu jest to sto sada modeliramo volatilnost takoder kao
stohasticku varijablu s netrivijalnom korelacijom prema
Wienerovom procesu dionice S. Pokazimo vezu izmedu
bijelih Sumova dionice i volatilnosti u slucaju kada je nji-
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Slika 6. Ovisnost cijene call opcije s pocetnom vrijednoséu
So = 1008, evoluirane Hestonovim modelom s korelacijom
dvaju Wienerovih procesa dionice i volatilnosti p = 1 te bez-
rizi¢nom kamatnom stopom r = 0.05.
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Slika 7. Ovisnost cijene call opcije s pocetnom vrijednoséu
So = 1008, evoluirane Hestonovim modelom s korelacijom
dvaju Wienerovih procesa dionice i volatilnosti p = 0 te bez-
rizicnom kamatnom stopom r = 0.05.
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Slika 8. Ovisnost cijene call opcije s po¢etnom vrijednoséu
So = 1008, evoluirane Hestonovim modelom s korelacijom
dvaju Wienerovih procesa dionice i volatilnosti p = —1 te
bezrizicnom kamatnom stopom r = 0.05.

hova korelacija p, |p| < 1:

Wt(z) — th(l) +4/1— P2Zt
Wt(l) je prvi Wienerov proces, Wt(Q) je drugi te je Z; nor-
malna nasumicna varijabla. Ukoliko je p = £1 procesi su
u potpunosti korelirani, ukoliko je p = 0, nisu uopce kore-
lirani. Navedeno se vidi jednostavnim izvrjednjavanjem
gornje jednadzbe.

(73)

vIiw® =pv WP+ (- viz] ()

gdje je V [ -] varijanca nasumiéne opservable. Sagledajmo
kovarijancu Wt(l) i Wt(2):

Con [WD, W] = pCon WD, WiV +

+ (1= %) Cou[ WV, 2] (75)

Kovarijanca varijable sa samom sobom je jednaka vari-
janci koja je jednaka ¢ proteklom vremenu te vrijedi tri-

vijalnost kovarijance Wt(l) i Z; varijabli:

Cov [W,}”, Wt@)] = pt (76)
Koreliacija slijedi iz kovarijance i varijance kao:
Cov | WV, W@ ’
Cor [Wt(l)th@)] _ [ } _ Pt p
(1) m] t
vy v ]
(77)

Sada smo dakle ustanovili da Wienerovi procesi korelirani
kao u jednadzbi (73) imaju korelaciju p kako je navedena
u jednadzbi. Obzirom na to da je financijska opcija ins-
trument uprosjecenja ukoliko centriramo volatilnost oko
vrijednosti volatilnosti u BS modelu dobivamo identi¢an
konturni graf Cp (K, 7)] p—o kao ina Slici 5., po pretpos-
tavci, koja se pokazuje ispravnom. Navedeni se rezultat
moze vidjeti na Slici 7. Na Slici 8. je prikazana ovisnost
za zadanu korelaciju p = —1, dok je na Slici 6. prikazana
ovisnost za slucaj p = 1. Bilo koje korelacije izmedu vri-
jednosti 1, 0 ili -1, opisuju prijelaz s grafova sa Slike 6.
na Sliku 8. Na Slici 6. se moze vidjeti kako su cijene
call opcije puno vece, nego one npr. na Slhici 7. ili 5. jer
korelacija p = 1 znac¢i da je Wienerova varijabla dionice
identi¢na u iznosu za svaki korak u vremenu kao i ona za
volatilnost, §to pak znaci da svaka pozitivna promjena
dionice uvjetuje jos veéu promjenu u sljede¢em koraku,
dok obratno svaka negativna promjena dionice uvjetuje
jo§ manju promjenu u sljede¢em koraku. Navedeni ko-
mentar znaci da postoji vjerojatnost da ée trziste u vola-
tilnosti biti jos manje stabilno nego je bilo u pocetku pa
s time dolazi i veta cijena na call opciju. Suprotno, na
Slici 8. za jako mali K je cijena opcije veca $to je manje
vrijeme do isteka ugovora S$to je suprotno ocekivanome
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Slika 9. Ovisnost cijene call opcije s pocetnom vrijednos§éu
So = 1008, evoluirane BY modelom definiranom uredenom
trojkom kao (a,r,¢) = (1,v/2,v/3) te bezrizicnom kamatnom
stopom 0.05.

kada razmisljamo o trzistu. Nadalje, za odredene vrijed-
nosti K, takve da K < Sy, je cijena priblizno neovisna
o vremenu isteka ugovora. Tesko je ovakve opise pripi-
sati nekom zamislivom stanju evolucije trzi§ta, no to ne
znac¢i da ne postoje specifi¢éni sluc¢ajevi ponasanja ili da
¢e u buduénosti doé¢i do takve promjene ponaSanja da
navedeno ocjenjivanje call opcije nece biti korisno.

BY call opciju ocjenjujemo numerickom integracijom
jednadzbe (56) tako da uprosje¢ujemo po svim putovima
koje generiramo uvjetnom raspodjelom iz jednadzbe (67).
Sve postavke numerickog procesa su jednake kao i kod
BS i Heston simulacija te se uzima u obzir ista bezrizi¢na
kamatna stopa 0.05 te je uredena trojka parametara koja
definira BY proces dana s (a,7,¢) = (1,v/2,v3). Na
Slici 9. se moze vidjeti Cpy (K, 7) ovisnost. Ono §to
je specificno za BY jest da nakon odredenog vremena
trziste prelazi u evoluciju koja nije Martinglaska $to se
vidi po tome $to konture postaju priblizno pravci koji su
paralelni. Valja primijetiti kako do promjene u ponasanju
dolazi oko 7 = 1 god., §to je otprilike vrijednost do koje
mozemo reéi da je drift otprilike In (100) te je vrijednost
nakon koje dolazi do saturacije varijance u nasem slucaju
uredene trojke (a,r,¢) = (1,v/2,v3). Na Slikama 10.
- 13. mozemo vidjeti konture cijene BY call opcije
usporedene s cijenom po BS modelu te Hestonovom mo-
delu za tri sluc¢aja korelacije, redom p = 0.25,1, —0.75.

Kao §to bi i ocekivali u 7 = 0 sve konture konvergiraju
jer je tada proizvoljnost u evoluciji dionice i volatilnosti
ukinuta. Isklju¢ivsi u obzir Hestonov model za korelaciju
-1, BY model je jedini od modela koje tu promatramo
za koji dolazi do izri¢ite promjene ponaSanja nakon Sto
BY wvarijanca saturira, Sto je upravo i uzrok promjene
ponasanja. Sa navedenih se slika moze vidjeti kako se
BY cijena u odredenim intervalima otprilike slaze s osta-
lim modelima, gdje je naglasak ponajprije na B.S model,
odnosno Hestonov s trivijalnom korelacijom.
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Slika 10. Usporedba ovisnosti cijene call opcije BY mo-
dela i BS modela. Volatilnost u BS modelu je jed-

naka o = 0.2god.”! te je bezriziéna kamatna stopa 0.05.

Uredena trojka parametara BY modela je dana s (a,r,¢) =
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Slika 11. Usporedba ovisnosti cijene call opcije BY mo-

dela i Hestonovog modela. Korelacija u Hestonovom mo-
delu je jednaka p = 0.25 te je bezrizicna kamatna stopa
0.05. Uredena trojka parametara BY modela je dana s

(a7 7 C) = (17 \/Z \/g)

IV. DISKUSIJA

U ovom se seminaru bavimo osnovnim razmatranjima
na podruéju ocjenjivanja financijskih instrumenata, spe-
cificno financijskih opcija, metodama kvantnih financija.
Glavna je ideja odrediti jezgru evolucije koja je dana jed-
nadzbom (1) te ju koristiti za kvantificiranje rizika pada
securityja, odnosno dionice na kojoj je temeljena call op-
cija. Jezgru evolucije ra¢unamo metodama Feynmano-
vih integrala po putovima c¢ija je osnovna ideja da su
sve trajektorije u konfiguracijskom prostoru moguce, no
da dolaze s amplitudom vjerojatnosti koja je dana eks-
ponencijalom akcije modela. Stoga da bi odredili jez-
gru evolucije, najprije smo zadali Lagranzijan modela
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Slika 12. Usporedba ovisnosti cijene call opcije BY mo-
dela i Hestonovog modela. Korelacija u Hestonovom mo-
delu je jednaka p = 1 te je bezrizicna kamatna stopa 0.05.
Uredena trojka parametara BY modela je dana s (a,r,() =

(17 \/57 \/g)
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Slika 13. Usporedba ovisnosti cijene call opcije BY mo-
dela i Hestonovog modela. Korelacija u Hestonovom mo-
delu je jednaka p = —0.75 te je bezrizicna kamatna stopa
0.05. Uredena trojka parametara BY modela je dana s

(a,r, C) = (17 \6’ \/g)

i iz njega odredili akciju. Lagranzijan pomocu kojega
smo modelirali opcije jest tzv. akcelerirani Lagranzijan,
dan u jednadzi (3). Navedeni je Lagranzijan nefizikalan
jer je analogni Hamiltonijan, dobiven Legendrovom tran-
sformacijom Lagranzijana nehermitski. Unato¢ nefizikal-
nosti, model ima primjenu u socioekonomskim razmatra-
njima. Nas je specifi¢no zanimala primjena u ekonofizici,
ocjenjivanju financijskih opcija.

Jezgru evolucije smo izrac¢unali na dva nacina, tako da
smo razvezali Hamiltonijan specificnom transformacijom
oblika iz jednadzbe (7) te ubacili potpun skup stanja i
prointegrirali komponente odgovarajucih operatora. Na-
vedeni smo rezultat takoder izveli na klasi¢an nacin tako
da smo dodali klasi¢noj koordinati stohasticki dio koji
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zadovoljava trivijalne rubne uvjete u koordinati i brzini
te izveli integraciju temeljem razmatranja o integralima
po putovima iz Dodatka A.

Uveli smo vektorski prostor svih financijskih instrume-
nata te kroz zahtjev poStovanja Martingaleovog uvjeta
izveli Hamiltonijan koji upravo odgovara Black-Scholes
Hamiltonijanu, ¢ime je pokazana njegova vaznost u svi-
jetu kvantitativnih financija. Na primjeru FX opcija koje
su uvedene zbog opcenitosti te zato to zahtjevom ry = 0
uvijek mozemo reproducirati standardne equity opcije,
smo zakljucili kako dodavanje dodatnih konstantnih drif-
tnih ¢lanova u Lagranzijan nije proizvoljno veé fiksirano
Martingaleovim uvjetom. Ukoliko takoder dodamo drif-
tni ¢lan u brzini tada imamo proizvoljnost u odredivanju
jednog parametra, no u izrazu za raspodjelu vjerojatnosti
sve ostaje isto jer su oba izraza progutana fiksiranjem
Martingaleovog uvjeta na raspodjelu vjerojatnosti.

Daljnjim razmatranjem uvjetne raspodjele vjerojat-
nosti za BY model smo zakljucili kako model temeljen na
akceleriranom Lagranzijanu ne daje Martingalsku evolu-
ciju za sva razli¢ita vremena do isteka ugovora. Nave-
denom se problemu ne moze doskociti ni visokim stup-
njem diskretizacije temporalne domene te promatranjem
uvjetne vjerojatnosti za svaki sljedeéi korak jer tada gu-
bimo svu informaciju o specificnoj BY varijanci te zato
§to tezi u nulu kako 7 — 0, Sto znaci da ¢emo imati
proizvoljno mali skup generiranih putova te neéemo uzi-
mati u obzir visokorizi¢ne putove koji upravo dizu cijenu
opcije.

Akcelerirani Lagranzijan ima tri grane rjeSenja, od ko-
jih samo kompleksna u limesima zadovoljava ponaSanje
koje trazimo od cijene opcije. Promotrili smo ponasanje
driftnog ¢lana BY Gaussijana te njegove varijance u ovis-
nosti o vremenu do isteka ugovora te o parametru a’
specifiéno u slucaju kada je r = ¢ = 1. Izgenerirali smo
cijene opcija sa slicnim postavkama pomoc¢u BS i Hesto-
novog modela, koji se razlikuju do na korelirani Wienerov
proces u volatilnosti kao i u dionici. Prikazali smo sve ge-
nerirane cijene pomocu konturnog grafa ovisnosti cijene o
dogovorenoj cijeni i vremenu do isteka ugovora, C (K, 7),
za sva tri modela.

Na kraju smo usporedivali ponasanje B.S, Hestonovog
te BY modela te objasnjavali pojedinosti u ponaSanju
svakog od njih. Iako BY moddel pokazuje diskretnu pro-
mjenu ponasanja sto nije nuzno ocekivano, navedeni mo-
deli opcenito sluze trgovcima kako bi dosli do zakljucka
kolika bi otprilike trebala biti cijena opcije, u nasem
slucaju call opcije te se stoga prave provjere valjanosti
modela moraju raditi prilagodbom na stvarne podatke s
trzista opcija.

V. ZAHVALE

Zahvaljujem se profesoru Matku Glunc¢i¢u $to mi je
omogucéio da napiSem seminar o ovoj jako zanimljivoj
temi te kolegi Zlatku Posavcu zbog toga $to mi je po-
mogao optimizirati kod za evoluciju dionice.



VI. DODATAK A: FEYNMAN INTEGRALI PO
PUTOVIMA

Nalazenje jezgre evolucije jest centralni problem ana-
lize u glavnom dijelu teksta. Jedan od nacina na koji se
moze odrediti jezgra evolucije, odnosno amplituda propa-
gacije iz pocetnog u konacno kvantno stanje jest pomocu
Feynmanovih path integrala. U sljede¢em izvodu prela-
zimo s Minkowski vremena na Euklidsko vrijeme:

tp =ity (78)

Navedena se transformacija pokazuje korisnom u
odredenim izvodima. Glavna ideja izvoda jest diskre-
tizirati vremensku skalu te uzimati u obzir sve mogudée
medukorake koje kvantni sustav moze zauzeti u svom
putu od pocetnog do kona¢nog kvantnog stanja:

K xz,1)= (e ™ |z) (79)

N-1
K z,7) = // H da, (x| e H .
n=1

Nenoa) (envale” M |en o) (wn ol . (a1 e |2)
(80)

T

Uvedena velicina e je diskretizirana skala vremena e = .

Nadalje koristimo vezu izmedu jezgre evolucije i La-
granzijana:

(') e |z) = N - e~ (81)

N-1
ngl (82)

. eeﬁ(azN_g,a:N_l,e) eeﬁ(m,ml,e)

K(x' z,7) = /Dac e ¢ Xm0 L(@nt1,7n€) (83)

gdje je Dz dan s:

/D;vaN_l/ Jhldacn (84)

U argumentu eksponencijale gornje jednadzbe mozemo
prepoznati sumaciju koja u limesu € — 0 tezi u integral
Lagranzijana po vremenu:

e—0

N—1 r
lim e 3 L1, zn€) = / dtLiw,a,t)  (85)
n=0 0
Gornji izraz prepoznajemo kao akciju S te pisemo:
K(z' z,7) = /Dl’ s (86)
Rezultat u Minkowski prostorvremenu mozemo lako re-

producirati iz gornjega na na¢in da dodamo imaginarnu
jedinicu u eksponencijalu akcije.
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VII. DODATAK B: AKCELERACIJA I
HAMILTONIJAN

U Dodatku B Provodimo postupak Legendreove tran-
sformacije akceleriranog Lagranzijana u akcelerirani Ha-
miltonijan. Akcelerirani Lagranzijan zadajemo analogno
definiciji u glavnom tekstu kao:

1
L=—5- (ai® + 200" + c2?) (87)
S obzirom na to da ¢e nam bazu potpunih stanja sada

definirati kvantni brojevi = koordinate i v brzine, jezgra
evolucije poprima slijedeéi oblik:

K(z' v v, 7) = /DmDv el dtL(zvb). Hé(v(t)—i—a'c(t))
¢
(88)

Koristeéi integralni oblik delta funkcije gornji izraz po-
prima oblik:

’C(I/,IJ/,’U,T) = /DID’UD)\ efthD(xﬂ”t) (89)
gdje je Lp dan s:

1

Lp(x,v,t) = )

- (a0® +2b0* + %) +iN(v + 2)  (90)

Racunajuéi konjugirane impulse za x, v i A te primje-
njujuéi Legendreovu transformaciju:

H = ip, +0p, + A\py — Lp (91)

izvodimo akcelerirani Hamiltonijan:

1 92 c 0
H=—— . 4+ p- 024222 _p. = 2
2a Ov? tovT 2 v ox (92)
VIII. DODATAK C

U Dodatku C izvodimo relaciju eksponencijale ma-
triénog izraza koja se koristi pri racunanju jezgre evo-
lucije za akcelerirani Hamiltonijan. Pokazimo da vrijedi:

(2m)N/2

Z = /dl’ld.’lﬁj\] 65 = — eéjT'A'j (93)
Vdet A
gdje je:
;XN
S = —3 Z x; Az + ZJixi (94)
i,j=1 i

Pretpostavimo da je A simetri¢na i pozitivno definitna
matrica. U tom slucaju mozemo naci ortogonalnu ma-
tricu M takva da je:

A =MT - diag(M, ..., A\n) - M (95)



Uvodimo Zz takav da vrijedi:

Z; = Mi,jxj (96)

N N
[[dz = det M- ] da (97)
i=1 i=1

N
7 = H/dzi e BN HITM )iz (98)

=1
5 [om S (TN, (JT N7,
z=]] e (99)
i=1 v

Umnozak po ¢ prebacujemo u sumaciju unutar argu-
menta eksponencijale te se tada moze pokazati sljedeca
relacija:

N
1 - - "
ZA—(fT-MT)i(fT-MT)i =JT. AT T (100)
i=1
$to reproducira pocetnu jednakost:
N/2 o
7= A (101)

Vdet A

IX. DODATAK D: JEZGRA EVOLUCIJE,
IZVOD PO INTEGRALIMA PUTOVA

Uz kvantni pristup izvrjednjavanju jezgre evolucije ak-
celeriranog Lagranzijana postoji i klasi¢ni pristup u ko-
jem se uvodi stohasti¢na varijabla £ koja definira odstu-
panje od klasi¢ne trajektorije x¢ dane Euler-Lagrange
jednadzbama:

r=xc+¢& (102)
Jedna prednost izvoda po integralima putova jest ta sto
dobiveno rjesSenje za akciju S je valjano za sve grane
rjeSenja, a ne samo za realnu granu Sto je svojstvo Ha-
miltonijanskog pristupa. Pocetni i konacni uvjeti za ¢ i
& su trivijalni kao $to bi mogli i ocekivati, s obzirom na
to da klasi¢na koordinata zadovoljava pocetne i kona¢ne
rubne uvjete. Jezgra evolucije uz novu notaciju postaje:

K(x' v z,0,7) = /Dmes = eS¢ /Dfe“Sg (103)

K(x' v, 2,0,7) = N(r) - 50 @ v ovr) (104)
Normalizacija N (7) odgovara integralu eksponencijale
akcije po stohasti¢noj koordinati iz gornjeg izraza. U gor-
njim smo jednadzbama takoder koristili to da se ukupna

12

akcija moze rastaviti na zbroj akcije po klasi¢noj koordi-
nati te akcije po stohastitnoj koordinati. Dalje dajemo
skicu izvoda navedene tvrdnje:

§ = Slwo+¢] (105)
5= [ dr (atio+ &7 + 2ic + 67+ cloc + )
0 (106)

Ukupnu akciju S zapisujemo kao:

S=8c+8+R (107)

Imajuéi na umu da rezidualni ¢lan R propada sto ¢emo
¢emo sada pokazati:

1 T
So=-3 /O dt (aZ% + 2bi% + cxg) (108)
1 /7 . .
Se——1 / at (o€ + 26" +c%)  (109)
2 0
R=— / dt (aic€ + 2bicé + cxof) (110)
0

Parcijalnom integracijom te koristenjem rubnih uvjeta za
stohasticku koordinatu se rezidualni ¢lan moze svesti na
sljededi oblik:

R=- /T dt&(t)(a @ e — 2bdc + cxe) (111)
0

Varijacijom akcije bi mogli izvesti modificirane akceleri-
rane Fuler-Lagrange jednadzbe te bi navedenu jednadzbu
mogli prepoznati u podintegralnom izrazu gornje jed-
nadzbe, odnosno:

aZ'c—2bic+cre =0 (112)
§to vodi na zakljucak:
R=0 (113)
odnosno:
S=38c+8: (114)

Parcijalnom integracijom izraza za klasi¢nu akciju S¢ se
moze doéi do sljedeéeg izraza:

4
1
Sc = ) Z My g
1,7=1

(115)

gdje indeksi s velikim slovima I, J oznacavaju pocetnu i
konaénu koordinatu i brzinu ¢, vy, z; i v;. Komponente
matrice M mozemo zapisati kao:

9?Sc

My =—-——"%
L 3x18xJ

(116)



Koristeéi izraz za jezgru evolucije koji smo izveli u ovom
dodatku te simetrije M matrice, sve skupa mozemo za-
pisati rezultat kao:

]C(;U/"U”xvva) :N(T) exp{ _ %Mll(xﬁ +l’2)

1

- §M22(’U/2 + 1)2) — Myzx'z — Mayv'v + Mis(av — z'v')
(117)

Koeficijente matrice M mozemo identificirati eksplicit-

nom integracijom Lagranzijana po vremenu:

My = A{2ar§(r2+g2) (=14 €"7)¢ +2e* 7" sin (27¢)) }

(118)
My = —A{ —2a(14e")r*¢ + b (¢ + e+

—2e27(r% + ¢%) + 2e*712(b 4 2a¢?) cos (27{)}
(119)

M3 = —Adae" r¢(r? + CQ){(—l +€*" )¢ cos (1¢)+

+(1+ €2TT)7“ sin (TC)}
(120)

My = A{4ae”(—1+e2”)rg+(r2—|—g2) sin (TC)} (121)
Moz = ~Af2ar(c - e+ e sin2r) | (122)
My =~ {0 (4 )rc(e7 () (129

Moy = A{4ae”r§ (—(=1+e")¢cos (T¢)+
(124)
+ (14 e*)rsin (TC)}

U gornjim definicijskim jednadzbama za matricu M su
uvedene supstitucije:

1
A= (2 +e4r7(2 — 227 (r2 + (2) + 2r2e2'7 cos (2r7)
(125)
T
O o S
N b . Je b
C:Jm{\/a—w-m} (127)
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X. DODATAK E: STOHASTICNA JEDNADZBA
IITO KALKULUS

Glavni problem ovog dodatka seminaru je modelirati
cijenu dionica S(t) u vremenu stohasti¢nom jednadzbom.
U tu svrhu se uvodi Langevinova jednadzba:

ds(t)

2 4S(t) + o S)R(t)

o (128)

gdje je ¢ ocekivana zarada, o volatilnost te R(t) bijeli
Sum. Volatilnost o je mjera proizvoljnosti evolucije cijene
dionice. Bijeli sum R(t) zadajemo kao Gaussijanski bijeli
Sum trivijalnog ocekivanja:

(R(t)) =0 (129)
te korelacijske funkcije:

(R()R(t)) = o(t — 1) (130)
Nakon diskretizacije temporalne domene R(t) — R,,, R,
predstavlja Gaussijansku nasumi¢nu opservablu:

(131)

Drugim rijecima R,, je Gaussijanska nasumi¢na opserva-
bla ocekivanja nula te standardne devijacije 1/4/€, $to
pisemo kao N(0,1/4/¢). Ukoliko I definiramo kao inte-

gral bijelog Suma:
T
I= / dt' R(t")
t

moze se pokazati da I takoder zadovoljava normalnu dis-
tribuciju s standardnom devijacijom /7T — t:

I=N(0,vT—1)

Iz gornjih je jednadzbi zatim jasno da do vodeceg reda R,
mora imati sljede¢u ovisnost o skali diskretizacije tempo-
ralne domene:

(132)

(133)

1

R2 = - 0(") (134)

Iz gornjeg rezultata bi mogli zakljuciti da je do vodeceg
reda bijeli Sum deterministicki i singularan. Promotrimo
derivaciju proizvoljne funkcije vremena ¢ i dionice S(¢):

df ft+e,St+e))— f(t,S))

% = im - (135)
df of  af dS  edf (dS\?
@ = or a5 @ taese \ar) TO(VE) (136)

Zbog singularne prirode bijelog Suma u kontinualnoj gra-
nici vremena slijedi:

<ds)2 =o*S*(t)R*(t) + O (£°) (137)

dt



as\* 1,

— ) =-0%S*(t 138
(%) =150 (138)
Ubacivanjem gornje jednakosti u jednadzbu za df /dt vi-
dimo da ¢e se skala diskretizacije € skratiti te uzimanjem
kontinualne granice dobivamo:

a of of dS 1 5252 0% f
at = ot Tas @ 275 W gz
Takoder mozemo iskoristiti po¢etnu Langevinovu jed-

nadzbu te tada dobivamo:

(139)

df  of of of 1 *f
= o TOS(®) 55 HoSHOR()- &9+2"252()(%2>

Specificna funkcijska ovisnost vremena i vrijednosti di-
onice f(t,5(t)) koja ¢e nas zanimati jest ona logaritam-
ska:

z(t) =1In (S(t)) (141)
CC%_(;)_?-H;R // dt (142)

T
o(T) = z(t) + <¢ - “;) (T —t)+ a/t dt’ R(t') (143)

(¢ )(T t)+o/T—E-N(0,1) (144)
Iz gornjih jednadzbi vidimo da je z(t) nasumi¢na Gaussi-
janska varijabla, dok je cijena dionice S(t) logaritamska
nasumic¢na Gaussijanska varijabla.

XI. DODATAK F: MARTINGALEOV UVJET

Kako bi teorija financijskih opcija bila slobodna
mogucénosti arbitraze, Hamiltonijan sistema mora zado-
voljavati Martingaleov uvjet. Arbitraza na trzistu se
moze opisati kao proces u kojemu netko kupi odredeni
broj dionica te ih netom poslije proda na drugom trzistu,
zaradivsi iskoriStavajuéi blage fluktuacije u cijeni na
razli¢itim trzistima. Drugim rije¢ima, profit bez rizika.
U slobodnom opisu Martingaleov uvjet mozemo definirati
na nacin da kockar koji ulazi u kockarnicu s X koli¢inom
novca u prosjeku mora izaéi s istom tom koli¢inom novca
(X") = X. U sljedeéem se izvodu Martingaleovog uvjeta
pretpostavlja da je trziste potpuno. Potpunost trzista se
definira kroz tri svojstva: zanemariva cijena transakcij-
skog odnosa, savrsena informiranost trgovaca te postoja-
nje cijene svih imovina u svim mogudéim stanjima trzista.
Pod savrsena informiranost se misli da svaki sudionik
trzisne razmjene posjeduje informaciju o cijenama svih
imovina na trzistu. Moze se pokazati da za trziste koje
zadovoljava gornje pretpostavke postoji jedinstvena, bez-
rizitna mjera vjerojatnosti za koju evolucija svih finan-
cijskih instrumenata zadovoljava Martingaleov uvjet.
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Pretpostavimo da ispitanik posjeduje m financijskih
instrumenata koji nose monetarnu vrijednost, s y;(¢) drif-
tnim brzinama, n bijelih Sumova R;(t) koji nose svoje
volatilnosti J;.. Driftne brzine p; su analogon ocekivane
zarade ¢ iz proslog poglavlja. Pozivamo se na Lange-
vinovu jednadzbu iz proslog poglavlja te sva navedena
svojstva bijelog suma R;(t):

dSi(t)
dt

= Mi(t)sz(t) + Sl(t (145)

n
IDIAGLAG)
j=1
Promotrimo portfolio osmisljen na nac¢in da trivijalizira
sve stohasticke doprinose u gornjoj Langevinovoj jed-
nadzbi te da njegova evolucija postane deterministicka:

M=) 0,5 (146)
=1
gdje su gornji #; definirani na nacin da vrijedi:
> 0,80t =0, za svaki j (147)
i=1

dil &
o= > 0ipSi(t (148)

1=1

Drugim rije¢ima zamiSljeni portofolio opisuje determi-
nisticku evoluciju.  Uvjetovanjem nepostojanja arbi-
traznih moguénosti dolazimo do jednakosti:

11
d —rH—rZGS (149)

gdje je r bezrizitna kamatna stopa. U praksi ne postoje
bezrizi¢na ulaganja, tipicni primjer ulaganja koje se sma-
tra bezrizi¢nim jest ulaganje u tromjesecni U.S. treasury
bill s obzirom da se smatra da postoji jedino proizvoljno
mala vjerojatnost da ¢e vlada S.A.D-a uéi u stanje u ko-
jem nece moéi podmirivati svoje dugove. Definirajmo
driftne brzine pomoc¢u bezriziéne kamatne stope i para-
metara \; kao:

(150)

n
=1+ A0
j=1

Parametri A; su neovisni o vrijednosti instrumenata S;:

(151)

Bezrizicnu kamatnu stopu mozemo eliminirati iz gornje
jednadzbe tako da uvedemo supstituciju:

Xi(t) = S(t)e Jo dsr(s) (152)

dX(

(153)

= Z; +A5)



S obzirom na to da gornji ¢lan jos uvijek sadrzi driftni
¢lan neée biti zadovoljen Martingaleov uvjet. Da bi zado-
voljili Martingaleov uvjet uvodimo nasumiénu opservablu

p(t):
p(t —exp{ Z/ ds A ( —72/ ds A3 (s }
(154)

Varijabla p(t) definirana na gornji nacin ¢ée zadovoljavati
Martingaleov uvjet:

(p(t)) = p(s), s <t (155)
Koriste¢i Itovo pravilo deriviranja:
d(fg) _df df dg
g+f-— + —. = 156
dt— dt I \/de Vdt (156)

mozemo pokazati:

2OT) _ yiyx, CRESLDINCY

Trazenjem ocekivanja gornje jednadzbe cijela desna
strana propada zbog trivijalnosti ocekivanja bijelog Suma
te slijedi da je ocekivanje p(t)X; vremenski nepromje-
njeno:

(p(t)Xi(t)) = p(s)Xi(s), s <t

Drugim rijecima, p(t)X; je Martingaleova varijabla. Uba-
civanjem p(t) u definiciju bezrizi¢ne raspodjele mozemo
tvrditi da je X; Martingaleova opservabla uz novu Mar-
tingaleovu bezrizi¢nu mjeru:

(158)

(e JodsT() G (1) )y = e Jo" () G5(4,), . <t (159)
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XII. DODATAK G

U Dodatku G raspisujemo eksplicitni oblik normaliza-
cije N/, vektora X i J te matrice M iz jednadzbe (20):

. 9 5
™ 7 sinh (Twe
(160)
R
27 sinh wy 7
Ui
- .
T = Ju? -} o (161)
—xf
3
X = g/ (162)
,r]/
w2wy cosh (waT) 2 2w
Ty v — 0
NI — —wi w1 coshwy T 0 _sinhuéilwl‘r)
- w?wg 9 5
" sinh (waT) 0 Wiw2 COQShsz w1
_sini‘l)iiuﬁ' w1y wi coshwy T
(163)

Kompleksnost gornjih izraza govori o slozenosti racuna
u izvrjednjavanju jezgre evulucije na kvantni Hamilto-
nijanski nacin ili na alternativni semiklasi¢ni nacin po
integralima putova uz uvodenje stohasticke opservable.
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