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Sazetak

U ovom seminaru razmatra se jedna od metoda ekstrakcije partonskih distribucijskih funk-
cija odredenog hadrona iz podataka o diferencijalnim udarnim presjecima vise razli¢itih procesa
rasprSenja nad istim hadronom. Metoda koja se proucava spada u domenu strojnog ucenja i
bazirana je na gausijanskim procesima. Cilj je uz pomo¢ jednostavnog modela i simuliranih
podataka ispitati takvu metodu te saznati nesto o njenoj primjenjivosti na stvarne eksperimen-
talne podatke. Iznesene su teorijske osnove dubokog neelasti¢cnog rasprsenja, strojnog ucenja te
regresije nad gausijanskim procesima. Cijela metoda razradena je u programskom jeziku Pyt-
hon uz pomo¢ 1sqfitgp [1] paketa. Dobiveni rezultati obeéavajuéi su te pokazuju da proucavani
nacin ekstrakcije, uz poneke preinake i nadogradnje, moze dobro sluziti u istrazivanju.

1. Uvod

Vaznost procesa rasprsenja pri razotkrivanju strukture materije prvi put je dosla do izrazaja
1909. godine u eksperimentu pod vodstvom Ernesta Rutherforda [2]. Naime, E. Rutherford i
njegovi suradnici ispaljivali su usku zraku alfa cestica na tanku metalnu foliju i pratili kako te
Cestice mijenjaju svoju putanju u odnosu na pocetnu. Dobiveni rezultati eksperimenta pruzili su
dokaz da se atom sastoji od pozitivne jezgre koja sadrzi veéinu mase atoma.
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Slika 1: Shematski prikaz E. Rutherfordovog ekperimenta rasprsenja [2]
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Drugim rije¢ima, samim procesom rasprsenja na atomima i poznavanjem pripadne teorijske price
saznalo se viSe o strukturi koja ih ¢ini. Analogno, rasprsenjem odredenih cestica na protonu ili bilo
kojem drugom hadronu mogu se dobiti informacije o podstrukturi koju taj hadron krije. Teorija
vezana uz jedno takvo rasprSenje kratko je opisana u sljede¢em poglavlju. Eksperimenti rasprsenja
na hadronima prvi puta su se poceli izvoditi na protonima 1960-ih godina uz pomoé¢ visokoener-
getskih elektrona [2]. Na Slici 2 ispod zorno su prikazani razli¢iti rezimi navedenog rasprsenja.
Podstruktura mete dolazi do izrazaja tek na dovoljno visokoj energiji projektila.
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Slika 2: Priroda elektron-proton rasprsenja ovisno o valnoj duljini virtualnog fotona [3]

2. Duboko neelasti¢no rasprsenje

Za razliku od elasti¢nog rasprSenja e"p — e~ p koje se moze opisati samo s jednom kine-
matickom varijablom, kod neelasti¢nog rasprsenja e”p — e~ X prikazanog na Slici 3 postoji do-
datni stupanj slobode [3]. Neelasti¢no rasprsenje stoga se opisuje s dvije nezavisne kinematicke
varijable.

Slika 3: Neelasti¢no rasprsenje elektrona na protonu [3]

Neke od kinematickih varijabli koje se koriste su Bjorkenov x te varijable Q2?, y i v:

Q2 = —q2 = —(m —P3)27 (1)
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gdje su pi1, p2, p3 te ¢ cetveroimpulsi oznaceni na Slici 3, a m, je masa protona.



Duboko neelasti¢no rasprsenje elektrona na odredenom hadronu ¢ine elasticna rasprsenja elektrona
na kvarkovima. Za jedno takvo elasti¢no rasprSenje na kvarku moze se izvesti izraz za diferencijalni
udarni presjek koji ima oblik:
do 47‘1’&2@2 y2
2= 4q I=y)+51| (5)
dqQ Q 2

gdje je QQ; naboj kvarka na kojem se odvija rasprsenje.

Partonska distribucijska funkcija ¢?(z) za kvark odredenog okusa q definira se tako da ¢?(z)dx
predstavlja broj kvarkova okusa q unutar hadrona kojima je udio impulsa hadrona izmedu z i
x 4 dx [3]. Izraz za elasti¢no rasprienje elektrona na svim kvarkovima odredenog okusa kojima je
udio impulsa hadrona u spomenutim granicama ima stoga oblik:

do 4 2
== |-y + v
dQ Q 2
Izraz dobiven iznad potom se podijeli sa dx te se zbroje svi okusi kvarkova koji postoje u odredenom
hadronu pa slijedi:

X Q3P (a)d. (6)

> Qi (x). (7)

i

d’0 _ 4ma? 1- )+yj
dzdQ? ~ Q1 yrsy

Partonske distribucijske funkcije govore o raspodjeli impulsa medu kvarkovima unutar hadrona te
su stoga vazan izvor informacije o samom hadronu. U izrazu (7) iznad eksperimentalno mjerljiva
veli¢ina je diferencijalni udarni presjek te je uz pomoé¢ dobivenih rezultata mjerenja cilj ekstrahirati
partonske distribucijske funkcije. Postoje razlicite metode kojima se tom problemu moze pristupiti,
no ovaj seminar bavi se metodom strojnog ucenja baziranoj na gausijanskim procesima.

3. Strojno ucenje

Strojno ucenje definira se kao nac¢in programiranja racunala tako da ono uz pomoé¢ prethodnog

iskustva ili podatkovnih primjera optimizira neki kriterij uspjesnosti [4]. Cilj je moéi dobro opisati
podatke koji ra¢unalu trenutno nisu dostupni uz pomoé¢ podataka koji mu se nude.
Kod strojnog ucenja raspolaze se modelom koji se definira do na neke parametre. Spomenuti pa-
rametri modela nastoje se optimizirati tako da model $to bolje opisuje dostupne podatke. Ipak,
uzimajuéi u obzir cilj kojemu se tezi, model ne smije biti previSe slozen te opisivati dostupne po-
datke savrSeno bez moguénosti dobre generalizacije na podatke koji mu nisu dostupni.

3.1 Osnovna podjela strojnog ucenja

Buduéi da ucenje podrazumijeva interakciju izmedu ucenika i okoline, zadaci ucenja se mogu
podijeliti prema prirodi te interakcije [5]. Postoje dvije kategorije strojnog ucenja: ucenje pod
nadzorom i ucenje bez nadzora. Kao ilustrativni primjer razlike izmedu spomenute dvije katego-
rije moze se uzeti zadatak ucenja otkrivanja nepozeljnih mailova. U slucaju uc¢enja pod nadzorom
ucenik dobiva skup mailova za vjezbu gdje je svaki mail oznacen s pozeljan ili nepozeljan. Na



temelju takve vjezbe ucenik treba nauciti pravilo za oznacivanje novih pristizué¢ih mailova. Dru-
gim rijeCima, ucenje pod nadzorom je proces koriStenja iskustva pri razvijanju stru¢nosti. Osim
problema klasifikacije, kao $to je sortiranje mailova, u ovu kategoriju spadaju jo§ problemi regre-
sije. Metoda strojnog ucenja kojom se ovaj seminar sluzi pri ekstrakciji partonskih distribucijskih
funkcija iz podataka diferencijalnog udarnog presjeka u sebi sadrzi upravo regresijski problem. Za
razliku od ucenja pod nadzorom, ucenje bez nadzora je oblik ucenja gdje sve §to ucenik dobije je
veliki broj mailova bez oznaka i njegov je zadatak otkriti one nepozeljne [5]. Dakle, uéenik u ovom
slucaju obraduje dobivene podatke s ciljem da se dosjeti nekog sazetka tih podataka.

3.2 Optimizacija modela

Pri optimizaciji parametara odabranog modela potrebno je poznavati neku funkciju gubitka koju
¢e program nastojati minimizirati te algoritam po kojemu e to ¢initi. Funkcija gubitka moze se
izvrijedniti na skupu za ucenje, ali i na ispitnom skupu koji mu pri uéenju nije dostupan.
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Slika 4: Teorijska ovisnost pogreske o slozenosti modela na skupu za ucenje i na ispitnom skupu [4]

Cilj modela je da dobro opisuje nevidene podatke pa su, prema Slici 4 iznad, optimalni parametri
modela oni kojima model minimizira funkciju gubitka na ispitnim primjerima, a ne na primjerima
za ucenje [4]. Ipak, bududéi da u procesu ucenja algoritam nema pristup ispitnom skupu, jedino
§to on moze uciniti je minimizirati funkciju gubitka na skupu za ucenje. Iz navedenog razloga pri
ucenju moze doc¢i do nepozeljne prenaucenosti. Zoran prikaz rezima podnaucenosti i prenaucenosti
nalazi se na Slici 5 ispod.
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Slika 5: Prilagodba polinoma razli¢itih stupnjeva na mjerene podatke [6]

Problemu prenaucenosti moze se po potrebi doskociti takozvanom regularizacijom koja transfor-
mira funkciju gubitka na nacin: funkcija gubitka < funkcija gubitka + slozenost modela. Tran-
sformiranoj funkciji gubitka cilj je tada algoritmom minimizacije pronaci parametre koji odgovaraju
njenom globalnom minimumu. Naime, tako optimizirani parametri modela trebali bi dobro opisi-
vati skup za ucenje pritom ne ¢ineéi model preslozenim i time ugrozavajuéi generalizaciju na ispitne
podatke.



Ipak, ponekad je regularizaciju moguce izbjeéi bez posljedica. Naime, potrebno je samo uzeti u
obzir da algoritmi minimizacije kre¢u s nekom zadanom parametarskom tockom, rade u koracima
te pri zaustavljanju ne razlikuju lokalni minimum od globalnog. Zoran prikaz takvog rada jednog
jednostavnog algoritma minimizacije nalazi se na Slici 8 ispod. Nadalje, ako je funkcija gubitka jed-
noparametarska njena ovisnost o parametru se moze nacrtati s ciljem uoc¢avanja polozaja minimuma.
Pomnim odabirom pocetne parametarske tocke jednostavna verzija algoritma minimizacije moze se
zaustaviti na obliznjem lokalnom minimumu, a ne na globalnom. Prikladan lokalni minimum je onaj
koji ne ¢ini model preslozenim, a funkcijska vrijednost mu je bliska funkcijskoj vrijednosti globalnog
minimuma. Opisanim pristupom moguce je bez regularizacije izbje¢i prenaucenost koju bi poten-
cijalno izazvao globalni minimum funkcije gubitka. Ilustrativni prikaz odabira zadovoljavajuéeg
lokalnog minimuma prikazan je na Slici 6 ispod.
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Slika 6: Tlustrativni prikaz ovisnosti neke funkcije gubitka o jednom parametru

S druge strane, funkciju gubitka koja ovisi o viSe parametara nije moguce vizualizirati. Ipak, slicna
stvar se moze posti¢i visestrukim pokusSajima odabira pocetne parametarske tocke. Naime, pogle-
dom na prilagodbu podataka nakon svakog zavrsetka algoritma minimizacije moze se procijeniti
jeli dobivena prilagodba zadovoljavajuc¢a. U ovom seminaru upravo koristeci taj pristup nece biti
potrebe za regularizacijom koja u Python paketu lsqfitgp do trenutka pisanja ovog seminarskog
rada nije dostupna opcija.

Postoji vise algoritama koji se koriste za minimizaciju neke funkcije gubitka. Neki od njih
su gradijentni spust, stohasticki gradijentni spust te njihove razlicite varijacije i nadogradnje [6].
Spomenute varijacije i nadogradnje ova dva pristupa sluze kako bi se izbjeglo zapinjanje u lokalnim
minimumima te smanjilo vrijeme koje treba algoritmu da postigne globalni minimum. Ovaj seminar
sluzi se 1sqfitgp paketom Pythona koji u najnovijoj verziji kao algoritam minimizacije sadrzi samo
obi¢ni gradijentni spust bez regularizacije funkcije gubitka. Navedeno ¢e se pokazati dovoljnim za
ilustraciju onoga $to se zeli postiéi.

3.3 Gradijentni spust

Gradijentni spust je osnovni algoritam za minimizaciju funkcije koja je definirana do na para-
metar. Njegova shema opisana je ispod i bazira se na ¢injenici da funkcija najbrze opada u smjeru
obrnutom od gradijenta:



Ulaz: skup za ucenje (X,Y), diferencijabilna funkcija gubitka £(X,Y,w), stopa ucenja ¥,
pocetna tocka parametra w(®) = <w§0)7 ey w%o))

1. i=0

2. while uvjet zaustavljanja nije ispunjen do

3 Racunanje Vy L(X,Y, w®)

4. Nadogradnja w(t1) = w(®) — )V L(X, Y, w(®)

5 14—1+1

6. end while.

Moguéi uvjeti zaustavljanja while petlje su:

o [|[VWwL(X,Y,w®)||y =~ 0 — mala norma gradijenta,
o ||[w(tD) — w(®||; ~ 0 — mala promjena parametara od jedne do druge epohe,

o |L(X,Y,wlitD) — £(X,Y,w®)| ~ 0 — mala promjena funkcije gubitka od jedne do druge
epohe.

Stopa ucenja navedena u algoritmu mora biti pomno izabrana. Naime, premala stopa ucenja
dovela bi do spore konvergencije, a prevelika stopa ucenja mogla bi uzrokovati da algoritam uopce
ne konvergira. Opisana problematika prikazana je na Slici 7 ispod.
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Slika 7: Ilustrativni prikaz ovisnosti rada algoritma gradijentnog spusta o zadanoj stopi ucenja od
lijeva na desno: premala stopa, optimalna stopa, prevelika stopa [6]

Navedeni uvjeti zaustavljanja while petlje i Slika 8 ispod ukazuju da se, ovisno o izboru pocetne
parametarske tocke, minimizacijom nekonveksne funkcije algoritam moze zaustaviti ili na nekom
od lokalnih minimuma ili na onom globalnom.
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Slika 8: Tlustrativni prikaz rada algoritma gradijentnog spusta po epohama za dvije razli¢ite pocetne
parametarske tocke [6]



4. Gausijanski procesi

Gausijanski proces je skup nasumicnih varijabli od kojih svaki njihov konacan broj ¢ini multi-
varijantnu Gaussovu raspodjelu, poopéenje Gaussove raspodjele na vise dimenzija [7].
Multivarijantna Gaussova raspodjela za D-dimenzionalni nasumicni vektor

f=(f1,....fp)T=(f(x1),....f(xp))T oznacuje se kao f~Np(u,X), gdje je
p=E[f]=(E(f1),...E(fp))" =(E[f(x1)],...E[f(xp)]) " =(u(x1),...n(xp))" srednja vrijednost i

i =B[(f(x:)-p:) (£(x5)-15)]=Cov[f(x;) f(x;)]=k(x;,%x;) funkcija kovarijance.

Uz prethodno uvedene oznake gustoéa multivarijantne Gaussove raspodjele ima sljedeéi oblik [8]:

1 1 1
Np(flu,2) = WWWW - i(f_ w)' =N E— ). (8)

Gausijanski proces je dakle u potpunosti odreden svojom srednjom vrijednoséu i funkcijom
kovarijance [7]. Definira se srednja vrijednost funkcije p(x) i funkcija kovarijance k(x,x’) stvarnog
procesa f(x) kao $to je navedeno u tekstu iznad:

p(x) = E[f(x)], (9)

te se tada Gausijanski proces pise kao:

f(x) ~ GP(u(x), k(x,x7)). (10)
Funkcija kovarijance koja se ¢esto koristi kod Gausijanskih procesa je takozvana kvadrirana ekspo-
nencijalna funkcija:

1
212
Na primjer, generiranjem nasumic¢nog Gaussovog vektora koriste¢i prethodno spomenutu funkciju

kovarijance sa skalom 1=1 te crtanjem generiranih vrijednosti kao funkcije ulaznih vrijednosti dobije
se Slika 9 ispod.

k(x,x’) = exp.quad(x,x%;1) = exp( - —|x- x’\Z). (11)

output, f(x)

0
input, x

Slika  9: Tri primjera nasumi¢nog Gaussovog vektora generiranog iz raspodjele
f.~N(0,exp.quad(X,,X,;1=1)) [7]



4.1 Regresija nad gausijanskim procesima

Dakako, crtanje nasumicnih funkcija koje ne predstavljaju neke podatke nije od velike ko-
risti. Cilj je dakle ukljuciti znanje koje skup za ucenje donosi o funkeiji [7]. Dostupni podatci
su {(x;,y;)[i=1,...,n}, gdje je y;=f(x;)+e. Kada se stvarni proces modelira kao gausijanski proces
srednja vrijednost mu se pretpostavlja p=0 te se odabire neka funkcija kovarijance k(x,x’) koja
ga treba opisati. Pretpostavkom o aditivhom nezavisno raspodijeljenom gausijanskom Sumu € sa
varijancom o2 slijede izrazi ispod:

cov(Yps Yq) = k(Xp, Xq) + 720pg ili cov(y) = K(X,X) +onl. (12)

Multivarijantna Gaussova raspodjela srednjih vrijednosti mjerenja y i funkcijskih vrijednosti na
ispitnim tockama f, tada ima oblik:

R Ol

gdje su zvjezdicom oznaceni elementi skupa ¢ije je ponaSanje cilj odrediti.
Izvodom uvjetne raspodjele iz jednadzbe iznad dolazi se do klju¢nih jednadzbi predvidanja za
regresiju gausijanskih procesa:

£.|X,y, X« ~ N(f.,cov(f.)), gdje je (14)
f. = K(X., X)[K(X,X)+c2I]" 'y te (15)
cov(f,) = K(X., X.) — K(X., X)[K(X,X) + 21" K(X, X.). (16)

Naravno, postupak za mjerenja y bez suma dobije se postavljanjem o2 =0 te uz takvu vrstu mjerenja
i funkciju kovarijance exp.quad(x,x’;1=1) slijede primjeri funkcija sa Slike 10 ispod.

output, fix)
[=]

0
input, x

Slika 10: Tri primjera nasumiénog Gaussovog vektora generiranog uz pomoé izraza (14)-(16) za
mjerenja y bez suma i k(x,x’)=exp.quad(x,x’;1=1) [7]

Pri regresiji je cilj sto bolje opisati mjerene podatke biranjem najboljih kandidata za vrijednosti
parametara izabrane funkcije kovarijance. Ipak, kao §to je napomenuto u prethodnom poglavlju,
raznim metodama pri ucenju treba pripaziti da nebi doslo do prenaucenosti. U sluc¢aju funkcije
kovarijance exp.quad(x,x’1) model je slozeniji sto je skala 1 manja jer skala | nosi informaciju o
tome koliko moraju biti odmaknute dvije vrijednosti funkcije da bi one postale nekorelirane [7].
Prilagodba parametara funkcije kovarijance na mjerene podatke postize se gradijentnim spustom
na funkciji gubitka specificnoj za regresiju nad gausijanskim procesom.



4.2 Funkcija gubitka i njezin gradijent

Proces od interesa, kao §to je ve¢ spomenuto, modelira se kao gausijanski proces sa srednjom
vrijednoséu p=0 i izabranom funkcijom kovarijance k(x,x’;w) parametra w. Cilj je izra¢unati
grani¢nu vjerojatnost da takav model opisuje skup za ucenje. Pri racunanju te vjerojatnosti treba
uzeti u obzir sve funkcijske vektore s x; koordinatama skupa za ucenje koji se mogu izgenerirati
pretpostavljenim modelom, f|X~A(0,,K) [7]. Umnoskom vjerojatnosti za ostvarenje pojedinog
funkcijskog vektora i vjerojatnosti da on opisuje proces od interesa te najavljenom sumacijom po
svim takvim vektorima modela, za grani¢nu vjerojatnost slijedi izraz:

Pyl X) = / p(ylf, X)p(f1X)df. (17)

Izraz za prirodni logaritam grani¢ne vjerojatnosti da zadani model opisuje skup za ucenje tada je
uz p(y|£X)=N (y|f,o71) jednak:

1 1
In[p(y| X, w)] = —in(K +o2)ly — §1n|K + 021 — gln(%r). (18)

Funkeiju u izrazu (18) iznad cilj je optimizacijom parametra w maksimizirati §to bi znacilo da se
za funkciju gubitka moze uzeti £(w)=(-1)-In[p(y)|X,w)].

Kako bi se mogao provesti algoritam gradijentnog spusta potrebno je poznavati gradijent funk-
cije gubitka Vy L(w)=(-1)-VyIn[p(y|X,w)] koji se ra¢una uz pomo¢ izraza [7]:

0 1 oK 1 0K
—1 X,w)=sy'K'—K'y—ctr( K™'— ). 1
o 13X, w)] = gy K SRy = e (K1) (19)

5. Ekstrakcija partonskih distribucijskih funkcija

Prvi korak u ekstrakciji partonskih distribucijskih funkcija iz podataka diferencijalnog udarnog
presjeka je modeliranje tih funkcija kao nezavisnih gausijanskih procesa. Bududéi da se linearnom
transformacijom gausijanskih procesa dobiva novi takav proces, povratkom na izraz (7) slijedi da
se takvim modeliranjem partonskih distribucijskih funkcija tada istovremeno na isti na¢in mode-
lira i diferencijalni udarni presjek. Opisanom metodom regresije gausijanskih procesa mogudée je
stoga napraviti prilagodbu nad mjerenim podatcima diferencijalnog udarnog presjeka za neki proces
rasprienja na odredenom hadronu. Nadalje, ukoliko odredeni hadron sadrzi n razli¢itih kvarkova i
m razli¢itih gluona tada je potrebno poznavati podatke diferencijalnog udarnog presjeka za (n-+m)
razli¢itih procesa rasprsenja nad istim hadronom da bi ekstrakcija svih partonskih distribucijskih
funkcija bila moguéa. Naime, nakon prilagodbe na podatke diferencijalnih udarnih presjeka dobije
se sustav od (n+m) jednadzbi s (n+m) nepoznanica koji ima jedinstveno rjesenje.

5.1 Pojednostavljenje problema

Za ilustraciju uc¢inkovitosti odabrane metode ekstrakcije mogu se uvesti odredena pojednostav-
ljenja koja predstavljaju malo drugaciju fiziku od one koja u prirodi vrijedi. Prvo pojednostavljenje
je zadrzavanje na samo dvije partonske distribucijske funkcije o kojima ovisi diferencijalni udarni
presjek. Za ekstrakciju tih funkcija potrebno je stoga poznavati podatke o diferencijalnom udarnom
presjeku za samo dva procesa rasprsenja. Drugo pojednostavljenje je smanjenje broja kinematickih



varijabli na jednu. Dva procesa rasprsenja koja ée se proucavati opisana su dakle pojednostavlje-
nim izrazima za diferencijalni udarni presjek. Za potrebe ovog seminarskog rada njihove ovisnosti
o partonskim distribucijskim funkcijama zadane su izrazima ispod:

% = (CL‘)[O] ’ dquarktruth(x) +h (1‘)[1] ’ gluontruth(x>7 (20)
CZ;Q = 14 ha(2)[0] - dquark, e, (@) + ho(2)[1] - gluon, ye, (), (21)

gdje hi1(x) i ha(x) predstavljaju poznate takozvane amplitude tvrdog rasprienja, dok dquark,, ., ()
i gluon,, ., (x) partonske distribucijske funkcije koje je cilj ekstrahirati. U opisanom pojednostav-
ljenju ovog seminarskog rada spomenute amplitude zadane su na sljedec¢i nacin:

ha(z) = [1ix 1_@} : (22)

ho(z) = foQ Hlﬂ] . (23)

5.2 Simulacija eksperimentalnih podataka

S ciljem simuliranja eksperimentalnih podataka diferencijalnih udarnih presjeka zadaje se odredena
ovisnost partonskih dstribucijskih funkcija o kinematickoj varijabli x kao da je poznata. U ovom
seminarskom radu partonske distribucijske funkcije zadane su sljedeéim izrazima:

dquark, ., (r) = 3vz - (1 —x), (24)

gluon, .. (z) =6z (1 —z)- (1+0.3-CP (22— 1)), (25)

gdje je o Gegenbauerov polinom [9].

JeesrTESy 8 --- dquark
14 v s --- gluon

0.0 02 0.4 0.6 0.8 10

Slika 11: Ovisnosti partonskih distribucijskih funkcija zadane izrazima (24)-(25)

Nakon zadavanja partonskih distribucijskih funkcija slijedi racunanje diferencijalnih udarnih pre-
sjeka prema izrazima (20)-(23) te se dobivenim rezultatima dodaje sum. Uz pomo¢ tako simuliranih

podataka sa Slike 12 cilj je natrag dobiti Sto bolju replikaciju pocetno zadanih partonskih distribu-
cijskih funkcija sa Slike 11.
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Slika 12: Simulirani podatci diferencijalnog udarnog presjeka za zadana dva procesa rasprsenja

Nakon usporedbe ekstrahiranih partonskih distribucijskih funkcija sa onim pocetno zadanim bit ée
moguce nesto zakljuciti o primjenjivosti prou¢avane metode ekstrakcije na stvarne eksperimentalne
podatke.

5.3 Matrica kovarijance

Pri izrac¢unu funkcije gubitka specificne za regresiju gausijanskih procesa zahtijeva se poznavanje
srednjih vrijednosti mjerenih podataka y i suma o2 te matrice kovarijance K(X,X;w) kojom je cilj
opisati zadani proces. U pojednostavljenom problemu ovog seminara diferencijalni udarni presjeci
dvaju procesa rasprSenja su linearne transformacije dvaju partonskih distribucijskih funkcija. Pri
modeliranju tih funkcija kao nezavisnih gausijanskih procesa srednje vrijednosti u=0 potrebno je
svakom pojedinom odabrati funkciju kovarijance koja ga predstavlja. Diferencijalni udarni presjek
za svaki od procesa rasprsenja tada isto postaje gausijanski proces sa funkcijom kovarijance koja
ovisi o funkcijama kovarijance modeliranih partonskih distribucijskih funkcija. Naime, ako je oda-
brana funkcija kovarijance jedne modelirane partonske distribucijske funkcije exp.quad(x,x? ;1) i
druge exp.quad(x,x’;l3) slijedi da je funkcija kovarijance za prvi proces rasprsenja opisan izrazom
(20):

covy (z,2") = hy(2)[0] - hq(2")[0] - exp.quad(z, 2’;11) + hq(x)[1] - by (2)[1] - exp.quad(z, 2';l2). (26)
S druge strane, za drugi proces rasprsenja opisan izrazom (21) potrebno je simulirane podatke

pomaknuti za -1 kako bi onda i taj proces mogao biti modeliran kao gausijanski kojemu se srednja
vrijednost pretpostavlja up=0. Funkcija kovarijance drugog procesa rasprSenja ima oblik:

cova(z,2") = ha(x)[0] - ha(z')[0] - exp.quad(x, z;11) + ho(z)[1] - ha(a')[1] - exp.quad(z, 2’;l2). (27)

S obzirom na to da ovise o istim partonskim distribucijskim funkcijama, procesi rasprsenja od
interesa medusobno su zavisni te stoga postoji i funkcija kovarijance koja opisuje njihov odnos:
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covia(x,x') = hy(x)[0] - ha(2")[0] - exp.quad(z, z’;1;) (28)
+h1(z)[1] - ho(z")[1] - exp.quad(z, z';ls),
covar (x,x') = ha(x)[0] - hy(2')[0] - exp.quad(z, z’;1;) (29)
+ha(z)[1] - ha(z")[1] - exp.quad(z, 2’;l2).

Srednje vrijednosti mjerenih podataka prvog procesa y; i drugog procesa y, mogu se zajedno staviti
u matricu y koja predstavlja srednje vrijednosti svih mjerenih podataka:

yi(z1)

Y2 (xn)

Pripadna matrica funkcije kovarijance tada ima sljedeéi oblik:

covy(x1,21) ... covi(x1,x,) coviz(xi,x1) ... covia(x1,Ty)

| covi(zn, 1) ... covi(zp,xn)  covia(Tn,T1) ... covig(Tn,Tn) (31)
covay (x1,21) ... covar(z1,Tp)  cova(xr, 1) ... cova(T1,Xn)
cova1 (T, 1) oo €OV (T, Tp)  COV2 (T, 1) o COVR(Tyy, Tp)

te ovisi o parametrima [y i Iy, odnosno o vektoru w koji se postavlja na nacin:

w = [g] | (32)

U ovom trenutku moguce je uz pomo¢ danih y i K izrac¢unati prirodni logaritam graniéne vjerojat-
nosti iskazan u izrazu (18) ¢ija negativna vrijednost predstavlja funkciju gubitka. Optimizacijom
slobodnih parametara matrice K (I i l2) gradijentnim spustom na funkciji gubitka, pritom pazeéi
na sve $to je spomenuto za problem prenaucenosti, dobije se najbolji opis simuliranih podataka za
dva procesa rasprsenja od interesa.

6. Rezultati i diskusija

Pri optimizaciji parametra w gradijentnim spustom na funkciji gubitka treba pripaziti da para-
metri koji odgovaraju dostignutom minimumu dobro opisuju skup za ucenje pritom ne ¢ine¢i model
preslozenim. Potrebno je dakle paziti pri biranju pocetne tocke algoritma te Slika 6 i Slika 8 pomazu
u vizualizaciji te problematike. Uz pomo¢ jednadzbi predvidanja (14)-(16) i pronadenih parametara
program generira primjere funkcija diferencijalnog udarnog presjeka na Slici 13 ispod za dva procesa
rasprSenja od interesa. Dobivena prilagodba jako dobro replicira istinu o diferencijalnim udarnim
presjecima za oba procesa rasprsenja.

12



truth 1

—— truth 2
@ process 1 data
® process 2 data

0.51

0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Slika 13: Izgenerirani primjeri funkcija diferencijalnog udarnog presjeka sa pojasom +1c nakon
optimizacije parametara funkcije kovarijance na simulirane podatke

Nadalje, nakon generiranja funkcija diferencijalnih udarnih presjeka izvrSena je ekstrakcija parton-
skih distribucijskih funkcija rjesavanjem sustava od dviju jednadzbi s dvije nepoznanice. Na Slici 14
ispod dobiveni rezultati usporedeni su sa zadanim partonskim distribucijskim funkcijama te je time
jasno docarana uspjesnost proucavane metode. Optimizacija parametara gradijentnim spustom,
prilagodba na simulirane podatke kao i sama ekstrakcija obavljene su uz pomo¢ 1sqfitgp paketa.
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Slika 14: Izgenerirani primjeri ekstrahiranih partonskih distribucijskih funkcija sa pojasom +1o

Jedna od prednosti ovakve metode ekstrakcije je izostanak modeliranja partonskih distribucijskih
funkcija kao nekog poznatog skupa funkcija, na primjer polinoma. S druge strane, jedna od mana
je Sto se u slucaju modeliranja procesa kao gausijanskog odabire funkcija kovarijance te se tim
izborom uvodi odredena krutost u cijelu metodu. Druga uocljiva mana je subjektivnost pri izboru
parametara funkcije kovarijance kod optimizacije. Naime, u stvarnoj situaciji istrazivac¢u nije dos-
tupna informacija o pravoj ovisnosti diferencijalnog udarnog presjeka te on sam mora procijeniti jeli
optimizirani parametri odabrane funkcije kovarijance dobro opisuju podatke. Drugim rije¢ima, is-
traziva¢ mora prosuditi treba li mozda traziti drugi minimum funkcije gubitka. Jedan od naéina da
se posljednja mana potencijalno rijesi je uvodenje spomenute regularizacije gdje se tada gradijent-
nim spustom nastoji minimizirati transformiranu funkciju gubitka: funkcija gubitka < funkcija
gubitka + slozenost modela. Opisanom regularizacijom izbjegla bi se moguénost prenaucenosti.
Globalni minimum regularizirane funkcije gubitka mogao bi se tada traziti nekim od naprednijih
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algoritama minimizacije. Nazalost, 1sqfitgp Python paket do trenutka pisanja ovog seminarskog
rada ne nudi opciju regularizacije kao mogucénost.

7. Zakljucak

Ispitana je metoda ekstrakcije partonskih distribucijskih funkcija iz podataka diferencijalnog
udarnog presjeka za viSe razli¢itih procesa rasprSenja nad istim hadronom. Proucavana metoda
bazirana je na specifi¢cnoj metodi regresije gausijanskih procesa. Problem se pojednostavio smanje-
njem broja kinematickih varijabli na jednu te zadrzavanjem na samo dvije partonske distribucijske
funkcije o kojima ovisi diferencijalni udarni presjek. U programskom jeziku Python, zadavanjem
partonskih distribucijskih funkcija koje je cilj replicirati, simulirani su eksperimentalni podatci
diferencijalnih udarnih presjeka za dva procesa rasprienja. Uz pomoc¢ 1lsqfitgp paketa partonske
distribucijske funkcije su modelirane kao gausijanski procesi te njihovom linearnom transformacijom
takoder i diferencijalni udarni presjeci. Specificnom metodom regresije nad gausijanskim procesima
odradena je prilagodba na podatcima diferencijalnih udarnih presjeka. Rjesavanjem sustava od
dviju jednazbi s dvije nepoznanice ekstrahirane su partonske distribucijske funkcije. Dobiveni re-
zultati usporedeni su sa zadanim partonskim distribucijskim funkcijama koje je bilo cilj replicirati.
Zakljucuje se da je proucavana metoda ekstrakcije obecavaju¢a. Uz poneke preinake i nadograd-
nje opisane u radu vidljiv je veliki potencijal za koristenje ovakve metode ekstrakcije u stvarnom
istrazivanju u fizici elementarnih cestica.
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