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Sazetak

Predlozen je teorijski model za centriranje kinetohora (tj. kromosoma) u metafaznu ravninu prilikom
stani¢ne diobe temeljen na toku (eng. fluz) kinetohornih i premosnih mikrotubula. Interakcijom kine-
tohornih i premosnih mikrotubula uspostavlja se razlika u brzini toka sestrinskih kinetohornih vlakana -
dulje vlakno ,tece” brze ¢ime dolazi do centriranja kinetohora. Jednadzbe koje opisuju model rijesene
su numericki za razli¢ite parametre, a time je ujedno provjerena robusnost modela.

1 Uvod

1.1 Elementi fizikalnog sustava

1.1.1 Kromosomi

Stani¢na dioba klju¢an je proces za nastanak i
odrzavanje zivota na Zemlji. Premda su brojna is-
trazivanja proucavala taj proces, bioloski i fizikalni
mehanizmi u njegovoj pozadini jo§ uvijek nisu sa-
svim rasvijetljeni.

Informacija potrebna za sintezu proteina, os-
novnih gradivnih i funkcionalnih elemenata stanice
sadrzana je u molekuli DNK unutar stani¢ne jez-
gre [2]. DNK molekula je dugacak linearni polimer,
a u jezgri se pojavljuje u obliku kromosoma. Svaki
kromosom sadrzi dvije identi¢ne molekule DNK kon-
denzirane u tzv. sestrinske kromatide. Suzenje na
kromosomu je mjesto najjaceg vezanja sestrinskih
kromatida, a naziva se centromera (vidi sliku 1) [3].

1.1.2 Mikrotubuli i kinetohore

Mikrotubuli su ravni cilindriéni polimeri proteina
tubulina (slika 3). U stanici sluze kao ,tracnice”
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Slika 1: Vide

Mikrograf kromosoma u mitozi.
se dvije kondenzirane molekule DNK (sestrinske
kromatide) spojene duz horizontalne osi na slici.
Suzenje je centromera, mjesto najjaceg vezanja ses-
trinskih kromatida. Preuzeto is [2].
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Slika 2: Stanica u pripremi za diobu. Vidljivi su
djelomi¢no kondenzirani kromosomi obojeni plavom
bojom. Crvenom bojom obojen je citoskelet. Pre-
uzeto iz [3].
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Slika 3: Shematski prikaz mikrotubula. Zelene
kuglice predstavljaju a-tubulin, a plave S-tubulin.
Preuzeto iz [4].

po kojima se kre¢u motorni proteini, sudjeluju u
odredivanju oblika stanice te izgraduju diobeno vre-
teno [2, 4].

Da bi kondenzirani kromosom mogao ostvariti
stabilan kontakt s mikrotubulima, na centromeri
svake sestrinske kromatide nastaje proteinska struk-
tura, kinetohora, na koju ¢e se mikrotubuli pove-
zati [3].

Vazno svojstvo mikrotubula je njihova usmjere-
nost. Tubulin nije simetrican protein veé je sastav-
ljen od dvije podjedinice razli¢itih svojstava, tzv.
a- i B-tubulin. Svi su tubulini u mikrotubulu jed-
nako orijentirani, a kraj mikrotubula koji zavrsava
B-tubulinom lakse dodaje nove podjedinice od kraja
na kojem je izlozen a-tubulin [2].

Rezultat ovakve grade jest tzv. dinamicka nes-
tabilnost mikrotubula (slika 4). Svaki mikrotubul
stohasticki prelazi iz faze rasta u fazu skraé¢ivanja i
obratno [2]. Ono §to dinamicka priroda mikrotubula
omogucava je tzv. poleward fluz, ovdje preveden kao
tok mikrotubula. Naime, ako je plus kraj mikrotu-
bula u fazi polimerizacije, a minus kraj u fazi depo-
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Slika 4: Shematski prikaz rasta i skra¢ivanja mikro-
tubula. Prilagodeno iz [3].
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Slika 5: Shema strukture kinezina-1. Prilagodeno iz

I5].

limerizacije, postize se da mikrotubul ostaje kons-
tantne duljine, ali svaka tocka (zapravo podjedinica)
na mikrotubulu se giba u smjeru minus kraja [2].

1.1.3 Motorni proteini i crosslinkeri

Motorni proteini su posebna skupina funkcionalnih
proteina koji izravno pretvaraju kemijsku energiju
neke kemijske reakcije u mehanicki rad. Neki od
njih tu energiju koriste za usmjereno kretanje duz
citoskeleta. Dvije familije motornih proteina koriste
mikrotubule za kretanje - kinezini i dineini. Dine-
ini ,hodaju” prema minus kraju mikrotubula, dok
veéina kinezina ,hoda” prema plus kraju [4].

Kretanje motornih proteina ilustrirat ¢emo na pri-
mjeru kinezina. Kinezin ,hoda” po mikrotubulu na
nacin slican ljudskom hodu. Dio motora koji se veze
na mikrotubul nazivamo glavom motora, dok se su-
protni kraj kolokvijalno naziva ,rep” (vidi sliku 5).
Jedna je glava motora ¢vrsto vezana na mikrotubul,
dok je druga (straznja) slobodna. Hidrolizom ATP-a
u ADP dolazi do promjene u konformaciji proteina
te straznja glava prelazi preko prednje - motor je
napravio korak. Na ovaj na¢in motorni proteini iz-
ravno pretvaraju kemijsku energiju u mehanicki rad
[16].

Motorni proteini na svoj ,rep” mogu vezati
razlic¢ite terete pa tako sudjeluju u transportu ve-
zikula, makromolekula i organela, pomicanju bic¢eva
i cilija, organizaciji mikrotubula te dinamici diobe-
nog vretena [2, 15].

Brzina koracanja motornih proteina ovisi o brzini
kemijske reakcije koja ga pogoni. Na brzinu nje-
zina odvijanja mozemo utjecati djelovanjem vanj-
ske sile na sustav. Zamislimo motorni protein ve-



zan na mikrotubul koji moze korac¢ati lijevo (minus
smjer) ili desno (plus smjer). Kad protein ne bi imao
razli¢ita konformacijska stanja, vjerojatnosti lijevog
i desnog koraka bile bi jednake [11]. Ono §to slama
simetriju je nuznost hidrolize ATP-a za dio procesa
(koracanje). Time korak u jednom smjeru postaje
mnogo vjerojatniji nego unatrag iako su mikroskop-
ski oba moguéa, samo Sto je za korak unatrag po-
trebno spojiti ADP i fosfatnu skupinu u ATP, a za to
je potrebno uloziti znac¢ajnu energiju. U energijskom
krajoliku motora na mikrotubulu ovo mozemo pri-
kazati kao niz energijskih jama takvih da je prelazak
iz neke jame u susjednu energijski povoljniji ako je
korak motora u plus smjeru (slika 6). Boltzmannov
zakon za sustav u kontaktu s rezervoarom daje nam
omjer ki /k_ = e PAC¢ gdje je AG = Gpy1 — G,
razlika slobodnih energija susjednih jama,k; broj
koraka u plus smjeru u jedinici vremena, a k_ broj
koraka u minus smjeru u jedinici vremena [11].

Primjenom vanjske sile F' u minus smjeru na
motor, rad koji bi on morao obaviti suprotstav-
ljajuéi joj se duz koraka duljine a je W = F -
a. Slobodna energija n-tog u odnosu na n + 1-
vo stanje je tada promijenjena za W te imamo
ki (F)/k_(F) = e PAGHFa) [11]. Tako je silom
moguée mijenjati vjerojatnost koraCanja motora u
nekom smjeru. Ovisnost brzine koracanja o sili ma-
tematicki je zapisana u tzv. force-velocity rela-
ciji. U stanici silu stvara teret vezan na ,rep” mo-
tora. Ako je sila dovoljno velika, vjerojatnost koraka
unatrag postat ¢e jednaka vjerojatnosti koraka una-
prijed. Tu vrijednost sile nazivamo zaustavna sila
(eng. ,stall force”) [11].

Osim aktivnih motornih proteina, vezu izmedu
mikrotubula postizu i pasivni elementi, tzv. cro-
sslinkeri. Oni povezuju susjedne mikrotubule dje-
lujuéi na njih silom ako izmedu njih postoji razlika
u brzinama njihovog toka [17].

1.1.4 Diobeno vreteno

Kako bi provela diobu genetskog materijala stanica
gradi diobeno vreteno, bioloski stroj sastavljen od
mikrotubula (slika 7). Sredisnji dio diobenog vre-
tena ¢ine usmjereni mikrotubuli. Minus krajevi su
usidreni na polovima, a plus krajevi su usmjereni
prema sredistu vretena. Mikrotubuli koji dolaze do
kinetohora i vezu se na njih nazivaju se kinetohorni
mikrotubuli, a oni koji nailaze na plus krajeve mi-
krotubula sa suprotnog pola nazivaju se premosni
ili interpolarni mikrotubuli. Ostale mikrotubule koji
rastu iz polova vretena zovemo astralnim mikrotu-
bulima [2].

Diobeno vreteno u stanici osigurava pravilnu ras-
podjelu i orijentaciju kromosoma u jednoj ravnini
kako bi se sestrinske kromatide mogle kontrolirano
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Slika 6: Shema ovisnosti slobodne energije o
polozaju duz mikrotubula za motorni protein s hi-
drolizom ATP-a. G = U — T'S oznacava slobodnu
energiju, U je unutarnja energija, T termodinamicka
temperatura, a S entropija. Preuzeto iz [11].

odvojiti i do¢i do suprotnih polova vretena. Vre-
teno se tijekom mitoze mijenja i prilagodava svoj
oblik i duljinu dok se ne postigne potrebna orga-
nizacija kromosoma za diobu [2]. Ovakvo slozeno
ponasSanje vretena tesko je zamislivo bez dinamicke
prirode mikrotubula, motornih proteina i ostalih ele-
menata vretena.

1.2 Mitoza

Stanicni ciklus dijeli se na dva osnovna dijela - vri-
jeme rasta stanice i udvostrucenja DNK u pripremi
za diobu, tzv. interfaza, te samu diobu, odnosno
mitozu [4].

Kao primjer vremenskih skala relevantnih za sta-
nicu, uzmimo neku ljudsku stanicu koja se dijeli
svaka 24 sata. Od tog vremena, mitoza zauzima ma-
nje od jednog sata, dok je ostatak vremena stanica
u interfazi [3].

Mitozu dijelimo na 5 faza [3]:

1. Profaza

e Kromatinska vlakna se kondenziraju u dis-
kretne kromosome opazive svjetlosnim mi-
kroskopom.

e Zapocinje formiranje diobenog vretena.
2. Prometafaza

o Nestaje jezgrina ovojnica ¢ime se
oslobadaju kromosomi.
e Formiraju se kinetohore na svakoj sestrin-

skoj kromatidi.
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Slika 7: Shema diobenog vretena. Iako su svi mikro-
tubuli diobenog vretena isti bioloski elementi, funk-
cija im je razli¢ita - neki su spojeni na kinetohore,
drugi nailaze na mikrotubule sa suprotnog pola, a
neki pak rastu prema stani¢nom korteksu (unutar-
nji rub stanice). Prilagodeno iz [4].

e Neki od mikrotubula nailaze na kinetohore
te se s njima vezu.

3. Metafaza
e Centrosomi su na suprotnim polovima sta-

nice.

e Kromosomi su poravnati u metafaznu rav-
ninu, zamisljenu ravninu jednako udaljenu
od svakog pola diobenog vretena.

e Kinetohore svakog kromosoma su kineto-
hornim mikrotubulima povezane s nasu-
protnim polovima diobenog vretena.

4. Anafaza

e Kinetohorni mikrotubuli skrac¢ivanjem
razdvajaju sestrinske kromatide.

5. Telofaza

e Dvije nove jezgre se formiraju unutar sta-
nice, po jedna za svaku skupinu kromo-
soma.

e Kromosomi se dekondenziraju.

e Mikrotubuli se depolimeriziraju.

Telofazom zavrsava mitoza. Stanica ubrzo nakon
kraja mitoze dovrSava citokinezu, dijeljenje cito-
plazme i odvajanje novonastalog para stanica kéeri
[3].

(b)

Slika 8: Sredisnje faze mitoze. Slika (a) prikazuje
prometafazu, (b) metafazu, (c¢) anafazu. Mikrogra-
fovi preuzeti iz [3].

2 Dosadasnji modeli sila tije-
kom diobe

Dva su glavna dosad poznata mehanizma centrira-
nja kromosoma u metafaznu ravninu temeljena na
interakciji mikrotubula i kinetohora ili kromosoma
[8, 10, 13]. Jacina oba mehanizma ovisi o udaljenosti
kinetohore/kromosoma od pripadnog pola diobenog
vretena, tj. duljini mikrotubula.

U prvom mehanizmu (slika 9), kinetohorni mi-
krotubul depolimerizacijom na plus kraju, koji je
ucévrséen na kinetohoru, djeluje silom na kinetohoru
u smjeru pripadnog pola. Depolimerizacija mikrotu-
bula sama po sebi ne ovisi o njegovoj duljini, ali indi-
rektno postaje osjetljiva na duljinu mikrotubula po-
sredovanjem motornih proteina koji ,,hodaju” prema
plus kraju mikrotubula i dolaskom na plus kraj kata-
liziraju depolimerizaciju. Dulji mikrotubul ée tako
na sebe vezati viSe motornih proteina koji ¢e se aku-
mulirati na plus kraju i povecati vjerojatnost depo-
limerizacije rezultirajué¢i ve¢om silom povlacenja s
one strane na kojoj je kinetohorni mikrotubul dulji
[13].

ﬁotori onemogucavaju rast mikrotubula ‘

Slika 9: Shema mehanizma centriranja skra¢ivanjem
kinetohornih mikrotubula. Na duljem mikrotubulu
se nakuplja vise motornih proteina koji povecavaju
vjerojatnost depolimerizacije. Dulji mikrotubul se
stoga ¢eSce skracuje i povlaci kinetohoru za sobom.
Sile lijevog i desnog mikrotubula su izjednacene kad
je kinetohora u sredistu vretena. Prilagodeno iz [13].

Drugi mehanizam temelji se na tzv. ,polarnim
silama izbacivanja” (eng. ,polar ejection forces”).
Njih uzrokuju astralni mikrotubuli (oni koji se ne
vezu na kinetohoru niti na mikrotubul sa suprotnog



Vise mikrotubula dolazi do kraja
kromosoma koji je bliZze polu

Slika 10: Shema mehanizma polarnih sila izbaci-
vanja (eng. ,polar ejection forces”). Kromosom
blize polu ,,vidi” viSe mikrotubula koji ga odmicu
od pola. Ukupna sila djeluje prema centru vretena.
Prilagodeno iz [13].

pola). Kako mikrotubuli rastu radijalno iz centro-
soma njihova gustoéa bit ¢e to veca §to smo centro-
somu blize (slika 10). Ako kromosom nije u centru
diobenog vretena, do njega ¢e doéi veéi broj astral-
nih mikrotubula sa strane blize polu. Shodno tome,
sila ,guranja” ¢ée biti usmjerena prema centru diobe-
nog vretena [10, 13].

3 Model centriranja temeljen
na toku mikrotubula

3.1 Uvod

Eksperimenti su pokazali da uz navedene meha-
nizme povlacenja kinetohora od strane kinetohornih
mikrotubula i polarnih sila izbacivanja (eng. ,po-
lar ejection forces”) postoje i sile povezane s to-
kom mikrotubula prema polovima [7, 9, 14]. Pri-
sjetimo se, do toka mikrotubula dolazi zbog sile kli-
zanja koju stvaraju motorni proteini u antiparalel-
nom preklopu te istovremenim dodavanjem tubu-
linskih podjedinica na plus kraju (polimerizacija) i
odvajanjem podjedinica s minus kraja (depolimeri-
zacija). Par susjednih mikrotubula s jednako usmje-
renim plus krajevima nazivamo paralelnim, a one sa
suprotno usmjerenim plus krajevima antiparalelnim
mikrotubulima. Mikrotubul stoga mozemo zamis-
liti kao pokretnu traku koja moze mijenjati svoju
duljinu.

Model centriranja putem toka mikrotubula
predlaze mehanizam u kojem sile nastale djelova-
njem motornih proteina i crosslinkera u podrucjima
preklopa kinetohornih i premosnih mikrotubula gu-
raju kinetohore (a time i kromosome) prema central-
noj ravnini diobenog vretena. Buduci da su motorni
proteini i crosslinkeri homogeno raspodijeljeni duz
preklopa mikrotubula, sila ¢e ovisiti o duljini prek-
lopa premosnih i kinetohornih mikrotubula, ali i o

Normalan Centriranje

Bez centriranja

Produljeni preklop ‘

Slika 11: Tlustracija teorijskog modela diobenog
vretena temeljenog na silama nastalim zbog po-
larnog toka premosnih i kinetohornih mikrotubula.
Prilagodeno iz [14].

razlici brzina njihovog toka [14].

Pogledajmo prije uvodenja jednadzbi kvalitativan
opis dinamike ovakvog sustava. Kad su kinetohore
izmaknute iz sredista, dulji kinetohorni mikrotu-
bul brze tece zbog duljeg antiparalelnog preklopa
s premosnim mikrotubulom sa suprotnog pola, §to
omogucava vezanje veteg broja motornih proteina
izmedu njih. Osim toga, paralelni preklop duljeg mi-
krotubula s kinetohornim mikrotubulom je veéi §to
dozvoljava vezanje ve¢eg broja pasivnih crosslinkera.
Premosni mikrotubuli brze teku prema polovima te
zato ,povlace” paralelni kinetohorni mikrotubul za
sobom prema polu [14].

3.2 Definiranje modela

Teorijski model sustava sastoji se od dvije sestrin-
ske kinetohore, dva antiparalelna kinetohorna mi-
krotubula i dva premosna mikrotubula (slika 12).
Postavljamo koordinatni sustav tako da je ishodiste
na sredini diobenog vretena. Polozaje kinetohora
oznacavamo S xli(c, polozaj proizvoljnog elementa
na kinetohornom mikrotubulu s foT, a polozaj
nasumicnog elementa na premosnom mikrotubulu s
asiMT. Pripadne brzine su oznacene s vﬁc, vkiMT i
vy (slika 12). Oznake ,,. 47 i, —" odnose se redom
na desnu odnosno lijevu stranu modela. Ukupna
duljina diobenog vretena je Lo, a ukupna duljina
antiparalelnog preklopa premosnih mikrotubula je
Dg. Premosni mikrotubuli su jednake duljine s obje
strane modela [14]. Duljine antiparalelnih preklopa
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Slika 12: Shema pojednostavljenog teorijskog mo-
dela diobenog vretena. Sile nastaju djelovanjem
motornih proteina u antiparalelnim preklopima pre-
mosnih i kinetohornih mikrotubula te crosslinkera
na podru¢jima s paralelnim preklopom. Usmjere-
nost mikrotubula sugeriraju podjedinice u obliku
strelica. Prilagodeno iz [14].

kinetohornih i premosnih mikrotubula su

D* = (DO/2¢x§c)9(D0/2¢$§c) (1)

gdje je 0 (z) Heavisideova step funkcija koja vodi
ra¢una o tome da D* ne postanu negativni kad prek-
lopa nema veé ostanu nula. Za paralelne preklope
vrijedi
L* = Ly/2 F i, (2)

gdje je Lo je ukupna duljina diobenog vretena.

Ovaj sustav nalazi se u rezimu vrlo malih Reynol-
dsovih brojeva pa su jednadzbe koje opisuju sustav
u rezimu natkriticnog gusenja. Zbog toga inercijski
¢lan u Newtonovoj jednadzbi gibanja zanemarujemo
te se Newtonova jednadzba formalno pretvara u jed-
nadzbu ravnoteze sila [11].

Sile motora i crosslinkera u (anti)paralelnim prek-
lopima dane su kao

FEf—=n,D*ft

FFf =nL*fF

3)
(4)

gdje su ny, i ne linearne gusto¢e motornih odnosno
crosslinking proteina. f, je sila jednog motora na
desni (4) odnosni lijevi (—) kinetohorni mikrotubul
+
FE=fo |1 VMt — Vb
Vo

()

gdje je fo zaustavna sila (,,stall force”), a vy brzina
motora bez tereta. f. je sila jednog pasivnog cro-
sslinkera na desni (+) odnosno lijevi (—) premosni
mikrotubul

(6)

gdje je u. efektivni koeficijent trenja crosslinkera.

fci = He (Ul:(tMT - Ul:)tMT)

Sila jednog motornog proteina izraCunata je iz
poznate force-velocity relacije za kinetohore [1].

Kretanje kinetohora odredeno je silama koje na
njih djeluju. Sila kojom pripadni kinetohorni mi-
krotubul djeluje na kinetohoru modelirana je kao

+ + +
Fie = —pxce (Vie — viur) (7)
gdje je ukc efektivni koeficijent trenja izmedu kine-
tohore i mikrotubula. Kako su ovo jedine sile koje
djeluju na kinetohoru u modelu, one se moraju iz-
jednaciti:
Fc = +Fa

F}E = —Lel

(8a)
(8b)

Elasti¢na veza sestrinskih kinetohora modelirana je
Hookeovim zakonom

9)

gdje je o ravnotezna udaljenost medu kinetoho-
rama, a k efektivna konstanta ,opruge” medu ki-
netohorama.

Dinamiku kinetohornih mikrotubula pokreéu sile
motora u antiparalelnom preklopu premosnih i ki-
netohornih mikrotubula, a njima su suprotstavljene
sila crosslinkera i sila na kinetohorama. Ravnoteza
sila na kinetohornim mikrotubulima na desnom i li-
jevom kraju glasi

R~ F¥ — o= (100)
Fn:_FC__FEC:O (

Foa=k (x;gc — Tkc _170)

gdje je Fif sila motornih proteina na lijevi (—) od-
nosno desni (4) kinetohorni mikrotubul, FF je sila
crosslinkera na lijevi (—) odnosno desni (+) pre-
mosni mikrotubul, a Flfc je veé ranije definirana
sila kinetohornih mikrotubula na lijevu (—) odnosno
desnu (+) kinetohoru.

Premosne mikrotubule pogoni sila motora u nji-
hovom medusobnom antiparalelnom preklopu

v — vr;
Fomr = nmDo fo (1 - 7&\”1} bMT) (11)
0

nmDp daje ukupan broj motora u antiparalelnom
preklopu premosnih mikrotubula. Ovako definirana,
Fyvmr daje silu motornih proteina u antiparalelnom
preklopu premosnih mikrotubula na ,,+” premosni
mikrotubul.

Sili FymT suprotstavljaju se sila motora u anti-
paralelnom preklopu kinetohornih i premosnih mi-
krotubula i sila ,trenja” crosslinkera u paralelnom
preklopu premosnih i kinetohornih mikrotubula. Uz
prethodne definicije sila Fy, i F., jednadzbe rav-
noteze sila na premosnim mikrotubulima glase

Four—F, +FF =0 (12a)
Fur+FEf—-F- =0 (12b)



3.3 Aproksimacije

Kako bismo pojednostavili rjeSavanje modela uvo-
dimo dvije aproksimacije koje uglavnom vrijede u
diobenom vretenu [14]. To su zanemarivanje razlika
brzina kinetohora i fiksiranje brzine toka premosnih
mikrotubula.

3.3.1 Zanemarivanje razlike brzina kineto-

hora

Zelimo pokazati da priblizno vrijedi sljedeéa jedna-
kost:

Avke = v —vge =0 (13)
Uvodimo najprije vremensku skalu
te = Do/(vgig + vgo) kao relevantnu za

centriranje kinetohora. Na toj skali relativna brzina
kinetohora ima pribliznu vrijednost [14]

Avke ~ (1 — o) te (14)

Zbrajanjem jednadzbi (8a) i (8b) dobivamo izraz
+ — HKC + _
Tpo — Tre = ——— (Vfr — ¥
KC KC 2I€DO ( KC KC

ot — Vi) T % (15)
0
Uvrstavanjem izraza za t. i jednadzbe (15) u jed-
nadzbu (14) te zanemarivanjem faktora xo/Dg (jer
je udaljenost kinetohora mnogo manja od preklopa
premosnih mikrotubula) dobiva se sljedeéi izraz

A HKCVo
VKC — 2kDg (16)
vike + Ve {1 + HEC (v + v )}
2kDg KC KC

Za tipi¢ne parametre k = 100 pN/um, Dy = 6 pm,
pxe = 30 pNmin/pm i vg = 4 pm/min [14] desna
strana jednakosti je puno manja od 1, pa aproksi-
macija (13) slijedi.

3.3.2 Priblizna vrijednost brzine toka pre-
mosnih mikrotubula

Tako je model moguce rijesiti i bez sljedete aprok-
simacije, rac¢un je daleko i nepotrebno slozeniji.
Zelimo stoga opravdati aproksimaciju:

Vo
:l: :I:i

UpMr T E5 (17)

Iz jednadzbe (11) se jednostavnim ali poduljim ras-
pisom za kinetohore u centralnom polozaju (Dt =
D™ i LT = L™) mozZe izvesti izraz

207 1+ ne LT e Vo N Dt _
Vo anofo 2 2DO
nelpe Dt ( kaT)
=1+ b+ o (1 M) (18
nmDofo *™MT " Dy Ug (18)

Ako je utjecaj motornih proteina znacajno veéi nego
onaj crosslinkera, vrijedi n.L*ucvg < nmDofo i
drugi ¢lanovi s obje strane jednakosti se mogu za-
nemariti. Nadalje, kako je antiparalelni preklop ki-
netohornih i premosnih mikrotubula znatno manji
od antiparalelnog preklopa premosnih mikrotubula,
vrijedi DT < Dy pa se i treéi ¢lanovi s obje strane
jednakosti mogu zanemariti. Imamo dakle na kraju

+
2vpmr
— =1

Ug

(19)

¢ime je opravdana i druga aproksimacija [14].

3.4 Brzine kinetohora i kinetohornih
mikrotubula

Koristenjem navedenih aproksimacija i
uvrStavanjem relevantnih sila u jednadzbe (10)
dolazimo do izraza za brzine kinetohornih mikrotu-

bula:
v
Viur = @ (HKCUKC + 50 (95 + 9?5)) (20)
gdje su definirane pokrate
—1
at = (nCLCi,uC + anifO/vo + ﬂKc)
gf = nCLjEuC
gr:::l = ’/lmDifo/Uo

U konagnici se dobiva izraz za brzine kinetohora
_ v | (gf +gm) (A —at (gf + b))

2uxc |at (9 +gh) + o (9¢ + gm)

(9 +9m) (A —a” (95 + i) (21)

at (98 +gh) + o (9¢ + 9m)

UKC

Ovisnost brzine lijeve kinetohore o njenom polozaju
nacrtana je na slici 13.

Jednadzba (21) eksplicitno ovisi samo o geome-
triji sustava pa ju je moguce rijesiti integriranjem u
vremenu. Ovisnost o vremenu je implicitna - pojav-
ljuje se kao ovisnost brzine kinetohora o njihovom
polozaju, a on pak ovisi o vremenu.

4 RjeSenje modela

Jednadzba (21) je numericki integrirana metodom
konac¢nih razlika. Kod za integraciju napisan je u
Pythonu, a dostupan je na GitHub repozitoriju [12].
Rjesenje modela je najprije izracunato za odabir pa-
rametara kao u [14], a zatim su linearne gustoée mo-
tornih proteina i crosslinkera mijenjane kako bi se
proucio njihov utjecaj na model. Ti su parametri
odabrani jer su najmanje pouzdani u modelu, dok
je vrijednost ostalih parametara poznata s vetom
sigurnoscéu.


https://github.com/E7hernal/SSIF
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Slika 13: Ovisnost brzine lijeve kinetohore o njenom
polozaju. Zelena iscrtkana linija oznacava polozaj
x = —d/2. Diskontinuitet u prvoj derivaciji nastaje
kad se kinetohora izmakne tako da nestane antipara-
lelni preklop kinetohornog i premosnog mikrotubula
s jedne strane. Parametri modela navedeni su u ta-
blici 1.

Parametar Vrijednost
) 4 pm - min—!
fo 5 pN
UKC 30 pN - min - ym~!
e 1 pN - min - ygm~!
Ne 1 pm™!
N 10 pm~!
d 1 pm
Ly 14 pm
Dy 6 pum

Tablica 1: Parametri modela koristeni za numericki
racun u poglavlju 4.1 (preuzeti iz [14]).

4.1 Rezultat za jedan odabir parame-
tara

Parametri su odabrani kao u [14] (vidi tablicu 1).
Izracunati su polozaji i brzine kinetohora i mikro-
tubula te je provjerena konzistentnost rezultata s
jednadzbama ravnoteze sila.

Polozaji kinetohora, podjedinica kinetohornih mi-
krotubula te podjedinica premosnih mikrotubula
prikazani su na slici 14. Pocetni odmak lijeve ki-
netohore od ishodista je g (t =0) = —2.5 pm.
Odabrane su podjedinice na kinetohornim mikrotu-
bulima koje su u pocetnom trenutku (¢ = 0) na is-
tom polozaju kao pripadne kinetohore te podjedinice
na premosnim mikrotubulima koje su u pocetku na
polozaju zi . (t = 0) = 0.

Na grafu se uocava priblizavanje sestrinskih ki-

Xy

Xiec

Xt
Xt
Xghir
XpmT
- xdf2

Polozaj [um]

—4 4

0 2 4 6 8 10
Vrijeme (t) [min]

Slika 14: Graf ovisnosti polozaja mikrotubula i ki-
netohora o vremenu. Toplije boje oznacavaju desnu
(4), a hladnije lijevu (—) stranu modela. Pocetni
odmak lijeve kinetohore je —2.5 pym. Parametri su
dani u tablici 1.

netohora (narancasta i plava linija) njihovim rav-
noteznim polozajima (iscrtkane sive linije na +d/2),
dakle model uspjesno reproducira centriranje kine-
tohora za ovakav odabir parametara. Desni kineto-
horni mikrotubul ima tok udesno, u pocetku brzi-
nom gotovo istom kao i desni premosni mikrotubul,
a kasnije mu brzina opada kako se kinetohore centri-
raju. Brzina toka lijevog kinetohornog mikrotubula
je u pocetku blizu nule, a kako se kinetohore cen-
triraju pomice se prema negativnim vrijednostima
(lijevi mikrotubul tece u lijevo).

2.0 1

+
— V
15 7K fMT
Vimr |

1.01

—_ — v
= ke
] E3
£ 051 Vomr
E
£
= 00+
©
N
N
os)

1.0

15

204

0 2 a 5 8 10
Vrijeme (t) [min]

Slika 15: Ovisnost brzine kinetohora, kinetohornih
mikrotubula i premosnih mikrotubula o vremenu.
Parametri dani u tablici 1.

Na slici 15 prikazane su brzine kinetohora i mikro-
tubula ¢iji su polozaji nacrtani u slici 14. Vidljivo
je da tok kinetohornih mikrotubula tezi konstantnoj
vrijednosti razli¢itoj od nule ¢ak i kad su kinetohore
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Slika 16: Ravnoteza sila na kinetohorama. Zbroj
sila je jednak nuli (roza linija) Sto je konzistentno s
jednadzbama (8). Parametri iz tablice 1.

centrirane. Vrijednosti brzine toka kinetohornih i
premosnih mikrotubula usporedive su s onima iz-
mjerenima u [14].

Kao provjera konzistentnosti rezultata izracunate
su i nacrtane jednadzbe ravnoteze sila (8), (10) i
(12). Ravnoteza sila na kinetohorama prikazana je
na slici 16, za kinetohorne mikrotubule na slici 17,
a za premosne mikrotubule na slici 18.

Na slici 12 je iskoristena aproksimacija (17) pa je
u jednadzbama (12) Fypyr = 0. Izjednacene su lijeve
strane jednadzbi (12a) i (12b). Vidljivo je slaganje
linija za obje jednadzbe, dakle rezultat je konzisten-
tan sa zahtjevom ravnoteze sila.

4.2 Istrazivanje prostora parametara

Kako bi se provjerio utjecaj gustoée motornih
proteina i crosslinkera na centriranje kinetohora,
parametri n,, i1 n. su varirani u rasponu od
0.1 pm~! do 100 gm~!. Ostali parametri su kao
u tablici 1. Proveden je isti racun kao u potpoglav-
lju 4.1, a rezultati su prikazani na slikama 21 i 22
(zbog broja grafova slike su smjestene na zasebnim
stranicama na kraju teksta).

Povecanje koncentracije crosslinkera snazno po-
tiskuje centriranje kinetohora.  Uzrok tome je
povecanje brzine toka kinetohornih mikrotubula
koja postaje bliza brzini toka premosnih mikrotu-
bula sto vodi do slabijeg centriranja.

Koncentracija motora ima optimalnu vrijednost
ispod 20 pm/min [14]. Ispod te vrijednosti sila
crosslinkera postaje dominantna, a ona ne centrira
kinetohore toliko dobro, dok iznad te vrijednosti
tok kinetohornih mikrotubula opet postaje prevelik
¢ime se smanjuje razlika toka premosnih i kinetohor-
nih mikrotubula $to vodi slabijem centriranju.

Lijevi kinetohorni mikrotubul

10 4

Sila [pN]
|
M
]

— Fa —FT - Fi

0 2 4 6 8 10

Desni kinetohorni mikrotubul

Sila [pN]

— Fi-FE-FE

4 6
Vrijeme (t) [min]

Slika 17: Ravnoteza sila na kinetohornim mikrotu-
bulima. Gornji graf (hladne boje) prikazuje lijevi ki-
netohorni mikrotubul, a donji graf (tople boje) desni
kinetohorni mikrotubul. Oba grafa pokazuju konzis-
tentnost s jednadzbama (10). Parametri u tablici 1.

224

201

Sila [pN]
& %

=
|

12 — —Fq +FF

10 L T T T T
0 2 4 6 8 10
Vrijeme (t) [min]

Slika 18: Ravnoteza sila na premosnim mikrotubu-
lima. Uracunata je aproksimacija (17). Preklapanje
plave iscrtkane i crvene pune linije pokazuje konzis-
tentnost racuna. Parametri iz tablice 1.
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Slika 19: Pocetna brzina centriranja u ovisnosti
o koncentraciji crosslinkera i duljini antiparalelnog
preklopa premosnih mikrotubula Dy. Ostali para-
metri su kao u tablici 1.
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Slika 20: Pocetna brzina centriranja u ovisnosti o
koncentraciji motornih proteina n,, i duljini antipa-
ralelnog preklopa premosnih mikrotubula Dy. Os-
tali parametri su kao u tablici 1.

Dodatno je istrazena i ovisnost pocetne brzine
centriranja o koncentraciji motora odnosno cross-
linkera i duljini antiparalelnog preklopa premosnih
mikrotubula Dy.

Povecanjem koncentracije crosslinkera brzina cen-
triranja opada. Za niske koncentracije crosslinkera
brzina je stabilna do duljine preklopa od oko 5 pum
nakon Gega brzo trne (slika 19).

Konac¢no, ovisnost pocetne brzine centriranja o
gustoéi motora i antiparalelnom preklopu premos-
nih mikrotubula prikazana je na slici 20. Vidimo
dva rezima: za kracée preklope centriranje je brzo,
a za Dy vece od otprilike 5 ym brzina centriranja
naglo opada. Razlog tome je $to kraéi kinetohorni
mikrotubul za manje Dy gubi kontakt s antiparalel-
nim premosnim mikrotubulom pa s te strane nestaje
sila motora koja se opire centriranju [14].

5 Zakljucak

U ovome seminaru prezentiran je teorijski model
centriranja kinetohora u diobenom vretenu temeljen
na silama koje generiraju motorni proteini u antipa-
ralelnom preklopu premosnih mikrotubula i antipa-
ralelnom preklopu premosnih i kinetohornih mikro-
tubula. Model ukljuc¢uje bitne faktore diobenog vre-
tena poznate iz eksperimenata u pojednostavljenoj
slici. Sustav je tada moguée kvantitativno analizi-
rati, $to je napravljeno numerickim rjeSavanjem jed-
nadzbi sustava u Pythonu. RjeSenja reproduciraju
centriranje za tipi¢ne parametre fizikalnih veli¢ina u
stanici. Variranjem odabranih parametara istrazene
su granice stabilnosti sustava, a istovremeno je ispi-
tana robusnost modela.

Izlozeni model je jo§ uvijek relativno nov i po-
trebno ga je podloziti podrobnijim eksperimental-
nim provjerama. Nadalje, u model je ugradena samo
dinamika plus krajeva mikrotubula, dok su minus
krajevi fiksirani ,rukom”. Buduéi teorijski radovi
mogli bi prosiriti model tako da sadrzi i dinamiku
minus krajeva.

6 Zahvale

Zahvaljujem se svom mentoru prof. dr. sc. Nenadu
Pavinu na ulozenom vremenu, trudu i strpljenju ti-
jekom izrade ovog seminara. Njegovi komentari i
sugestije bili su mi od velike pomodi.
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Slika 21: Polozaj i brzina kinetohora i mikrotubula za koncentraciju crosslinkera n, = 1 pm™" i razlicite
koncentracije motornih proteina n,,. Lijevi stupac prikazuje polozaj, a desni brzinu kinetohora, kineto-
hornih i premosnih mikrotubula o vremenu. Tople boje oznacavaju desnu, a hladne lijevu stranu modela.

Uocljivo je da za visoku koncentraciju motornih proteina (tre¢i red) centriranje postaje vrlo usporeno.
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Slika 22: Polozaj i brzina kinetohora, kinetohornih i premosnih mikrotubula uz konstantnu koncentraciju

motora 1y, = 10 pum™!

i razli¢ite koncentracije crosslinkera n.. Lijevi stupac prikazuje polozaj, a desni

brzinu kinetohora, kinetohornih i premosnih mikrotubula o vremenu. Tople boje oznacavaju desnu, a
hladne lijevu stranu modela. Za visoku koncentraciju crosslinkera (iznad 10 pm™!) centriranje kinetohora
je jako sporo, odnosno do njega prakticki ne dolazi.
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