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Ovaj seminar istrazuje osnovne koncepte nehermitske kvantne fizike kroz primjenu Hatano-Nelson
modela. Fokus je na sustavu s dva bozona, gdje se analiziraju energijski spektri, gustoce vjerojat-
nosti i dvocesti¢na korelacijska funkcija kao kljuéni alat za razumijevanje korelacija i ponasanja u
nehermitskim sustavima. Prikazat ¢e se matematicki pristup modeliranju, numericki rezultati, te
diskusija o fizikalnom znacenju dobivenih podataka.

I. UVOD

Jedan od temeljnih zahtjeva kvantne mehanike je da
opservable, poput hamiltonijana, u zatvorenim susta-
vima budu hermitske matrice. Ipak, realni fizikalni sus-
tavi uvijek su u odredenoj mjeri povezani s okolinom,
$to zahtijeva primjenu alternativnih pristupa za njihov
opis zbog prisustva disipativnih procesa. Jedan od naj-
poznatijih takvih primjera su otvoreni sustavi u kon-
taktu s okolinom, ¢ije ponaSanje opisuje Lindbladova
master jednadzba, koja opisuje vremensku evoluciju ma-
trice gustoce takvih sustava [1]. Takav pristup je Cesto
tehnicki prezahtjevan i time uvelike ogranicava broj sus-
tava koje mozemo proucavati.

Time dolazimo do glavne ideje nehermitske kvantne
mehanike. Kako bismo smanjili tehnicku zahtjevnost
problema i prosirili broj sustava koje mozemo razma-
trati, interakciju s okolinom, odnosno disipaciju, opisu-
jemo ¢lanovima u hamiltonijanu koji mu narusavaju her-
miti¢nost. Problem se svodi na rjeSavanje Schrodinge-
rove jednadzbe uz efektivni nehermitski (NH) hamilto-
nijan sustava. Posljedica ovog pristupa je pojavljivanje
niza efekata koji nemaju svoj hermitski ekvivalent.

A. Nehermitski sustav s dva nivoa

Kako bismo dobili intuitivni osje¢aj za nehermitsku
kvantnu fiziku, pogledajmo jednostavni primjer sustava
s dva nivoa [2]. Neka je hamiltonijan NH matrica
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¢iji spektar kompleksnih energija
Ei =+ (2)
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generira neunitarnu vremensku evoluciju.  Odnosno,
norma valne funkcije nije ocuvana vremenskom evolu-
cijom. Za razliku od hermitskog slucaja, vise nije do-
voljno rijesiti samo jednadzbu HyYr + = E+¢g +, gdje
su Yr,+ svojstveni ket-vektori, koje jos nazivamo i des-
nim svojstvenim vektorima. Za potpuni opis sustava,
takoder rjesavamo jednadzbu p +H = v +F4, gdje
su ¢, + svojstveni bra-vektori, odnosno tzv. lijevi svoj-
stveni vektori, jer u nehermitskim sustavima opcenito
YR+ # U’E,i' Konkretno u nasem slucaju

vre= (). va=0 2@, @

Osim pojave da lijevi i desni svojstveni vektori nisu jed-
nostavno povezani, mozemo primijetiti kako ¥g,r 1 i
YRr/L,— nisu ortogonalni za o # 1.

Vidimo, takoder, da za « = 0, energije postaju dege-
nerirane, £ = 0, no dogada se i to da Yr/r + = Yr/1,—-
Hamiltonijan postaje defektna matrica, tj. broj linearno
nezavisnih svojstvenih vektora je manji od stupnja dege-
neracije karakteristicnog polinoma. Kazemo da se svoj-
stveni vektori sjedinjuju [3] i da je E' = 0 tzv. exceptional
point (EP)[4].

B. Biortogonalna baza

Kako bismo rijesili problem neortogonalnosti svojstve-
nih vektora, iz naSeg primjera primje¢ujemo da za o #
0 vrijedi (¢r +|Yr+) = 0. Lijevi i desni vektori su
medusobno ortogonalni kada se sustav ne nalazi u excep-
tional point-u.

Prema Kunst et al. [5], kada se ne nalazimo u EP-u,
smijemo zahtijevati

(YrilYr;) = diy- (4)
Ocekivana vrijednost nekog operatora A tada postaje

(A)ij = (Wil AlYry,)- ()



Skupovi {|Yr)}, {|t'r)} zajedno ¢ine biortogonalnu bazu,
dok se ocekivane vrijednosti ovog tipa nazivaju biortogo-
nalne océekivane vrijednosti i kljuéne su za razumijevanje
pojava u nehermitskoj kvantnoj mehanici.

II. HATANO-NELSON MODEL
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Slika 1: Shematski prikaz Hatano-Nelson modela [2]

Sustav koji promatramo kroz ovaj seminar (Slika 1) je
1D lanac u aproksimaciji ¢vrste veze (TBA), s presko-
cima samo izmedu najblizih susjeda. Glavna karakteris-
tika ovog modela je da se amplituda preskoka ulijevo (Jz,)
nije jednaka amplitudi preskoka udesno (Jg). Ovakav
sustav naziva se Hatano-Nelson model [6] i jednoCesticni
hamiltonijan ovog sustava glasi [2]

H = Z<_JLajzan+1 - JRajz+1an> Jr,JreR (6)

gdje operator aj, (a,,) stvara (ponistava) stanje na n-tom
¢voru ([7]) lanca. Kada je lanac beskona¢no dug, ener-
gijski spektar se dobije kao

Ey = (Jp + Jr)cos (k) +i(J, — Jg)sin(k). (7)

Energije su o¢ekivano kompleksne, te vidimo da u slucaju
Jr = Jgr dobijemo dobro poznati energijski spektar 1D
TBA lanca.

A. Rubni uvjeti

Pravi efekti nehermitske prirode ovog sustava se
pocinju vidjeti kada dopustimo da lanac nije beskonacan,
nego da ima konacan broj ¢vorova L. Tada nam bitnu
ulogu igraju rubni uvjeti koje izaberemo. Dva stan-
dardna slucaja koja promatramo su (vidi sliku 2)

e periodicni rubni uvjeti (PBC), gdje vrijedi da su
dva kraja lanca prvi susjedi

e otvoreni rubni uvjeti (OBC) gdje krajevi lanca nisu
povezani jedan s drugim.

Ponasanje ovog jednocesti¢nog sustava analizirano je pro-
matranjem energijskih spektara i gustoca vjerojatnosti uz
metode opisane u sljedeéem potpoglavlju.
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Slika 2: Shematski prikaz otvorenih rubnih uvjeta
(gore) i periodiénih rubnih uvjeta (dolje) u
Hatano-Nelson modelu.

1.  Numericke metode

Kako bismo pomoéu programskih paketa scipy,
numpy, matplotlib u Pythonu analizirali energijske spek-
tre i gustoce vjerojatnosti ovog sustava (a kasnije i sus-
tava s vise Cestica); Jp,, Jg parametriziramo pomoéu her-
mitskog J i nehermitskog g [8] tako da vrijedi J;, = J—g,
a Jg = J + g, te zbog numericke stabilnosti dodamo
kemijski potencijal p koji fizikalno daje samo pomak u
energiji. Hamiltonijan tada izgleda

L
H="Y"[-(J = g)alans1 — (J + g)al , an — pitn] (8)

n=1

gdje n, = aILan broj cestica na n-tom ¢voru lanca,
a L broj ¢vorova lanca. Kroz ¢itav racun koristimo
J = 1.0, p = 5.9045. Energijske spektre prikazujemo u
kompleksnoj ravnini. Gustoce vjerojatnosti promatramo
za sva stanja sustava, u ovisnosti o polozaju, i racunamo
kao |1 (z)|?, gdje je 1 (z) neko svojstveno stanje sustava.

2. Periodicni rubni uvjeti (PBC)

Na slici 3 vidimo kako izgleda jednocesti¢ni spek-
tar lanca s periodi¢nim rubnim uvjetima, prikazan u
kompleksnoj ravnini, u odnosu na jednocestitni spek-
tar beskona¢no dugog lanca. PonaSanje je u skladu s
ocekivanim te vidimo da bi za L — oo, spektar bio jed-
nak spektru beskona¢no dugog lanca.
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Slika 3: Prikaz jednocesti¢nog energijskog spektra u lancu
s L = 30 ¢vorova i periodi¢nim rubnim uvjetima (cr-
veno), u odnosnu na energijski spektar beskona¢nog lanca
(plavo). Nehermitski parametar g iznosi g = 0.5.

Gustoca vjerojatnosti u ovisnosti o polozaju u sustavu
s periodiénim rubnim uvjetima (Slika 4) je uniformna
i iznosi % Rezultat je u skladu s ocekivanjima jer je

ovakav sustav translacijski invarijantan.
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Slika 4: Prikaz gustoCe vjerojatnosti svih eigenstanja u
ovisnosti o polozaju u jednocesti¢nom sustavu s
periodi¢nim rubnim uvjetima. Gustoca je uniformna za

svako eigenstanje i iznosi %

3. Otvoreni rubni wvjeti (OBC) i nehermitski skin efekt

Situacija je drasti¢no razlic¢ita u slucaju otvorenih rub-
nih uvjeta. Energije vise nisu kompleksne ve¢ u potpu-
nosti leze na realnoj osi (Slika 5). Posljedica toga je da
se PBC spektar i OBC' spektar ne poklapaju u L — oo
limesu. Energije OBC spektra, odnosno spektra sustava
s otvorenim rubnim uvjetima ostaju realne.

Matematicko objasnjenje ovog fenomena kaze da pos-
toji preslikavanje koje nehermitski OBC hamiltonijan
pretvara u hermitsku matricu [9]. No, za fizikalno razu-
mijevanje potrebno je pogledati sto se dogada s valnim
funkcijama svojstvenih stanja, odnosno gustoéama vje-
rojatnosti (Slika 6). Sva eigenstanja lokalizirana su na
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Slika 5: Energijski spektar u jednocesticnom
Hatano-Nelson modelu s otvorenim rubnim uvjetima uz

L =30,9=0.5.

nekoliko zadnjih ¢vorova lanca. Poveéavanjem nehermit-
skog parametra g, lokalizacija na zadnjem ¢voru lanca se
povecava.

U slucaju g = 1.0, odnosno Jg, = 0, Jgr = 2.0, vjerojat-
nost pronalaska ¢estice bilo gdje osim na zadnjem ¢voru
lanca bila bi jednaka nuli. Sva eigenstanja se sjedine i
sustav se nalazi u EP-u. Ta pojava, jedinstvena neher-
mitskim sustavima, se naziva nehermitski skin efekt [5].
Dakle, fizikalno, lokalizacija potiskuje nehermitske para-
metre sustava s otvorenim rubnim uvjetima te se zbog
toga sustav efektivno ponasa kao hermitski i spektar je
iskljucivo realan.

III. DVA INTERAGIRAJUCA BOZONA NA
LANCU

Dosada smo promatrali sustav sa samo jednom
Cesticom 1 vidjeli kako dolazi do efekata koji nemaju
svoje ekvivalente u hermitskoj kvantnoj mehanici. U
ovom poglavlju nas zanima $to bi se dogodilo kada bi-
smo u sustav, umjesto jedne, stavili dvije cestice i do-
pustili da medusobno interagiraju. To¢nije, zanima nas
kako interakcija utjeCe na nehermitske efekte videne u
jednocesticnom slucaju te kako ti isti nehermitski efekti
utjecu na interakciju medu Cesticama.

Kako bismo konkretizirali problem, uzimamo da nam
se na lancu nalaze dva interagiraju¢a bozona. Hamilto-
nijan tada zapisujemo

L
H=Y [-(J = g)afan1 — (J + g)a) an+

n=1

v, . .

+ §nn(nn = 1) — pn,] (9)
gdje smo, u odnosu na prije, dodali ¢lan %ﬁn(ﬁn— 1), koji
predstavlja tzv. on-site interakciju medu bozonima, od-
nosno bozoni interagiraju samo kada se nalaze na istom
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Slika 6: Prikaz gustoe vjerojatnosti svih svojstvenih stanja u jednocesti¢nom sustavu s otvorenim rubnim uvjetima
za g = 0.5 (lijevo) i g = 0.9 (desno). Kako povetavamo nehermitski parametar g Cestice se sve vise lokaliziraju na
zadnjem ¢voru lanca

¢voru lanca. Jakost interakcije odredena je parametrom
U, operatori az, a; zadovoljavaju bozonske komutacijske

relacije ([10], [11]), dok su svi ostali parametri isti kao i
prije.

A. Metode rac¢una i analiza

Utjecaj interakcije medu c¢esticama na nehermitske
efekte promatrat ¢emo analizom PBC i OBC energij-
skih spektara i gustoca vjerojatnosti te usporedujuéi re-
zultate s jednocesticnim slucajem i slucajem bez inte-
rakcije. Kako nehermitski efekti utje¢u na interakciju
medu Cesticama promatrat ¢emo u kanonskom ansamblu
na konac¢noj temperaturi T s periodi¢nim rubnim uvje-
tima (PBC) pomoc¢u dvocesticne korelacijske funkcije te
rezultate usporedivati s hermitskim slucajem.

1. Numericke metode

Uz standardne Python pakete numpy, scipy, matplo-
tlib, za konstrukciju hamiltonijana koristili smo paket
QuSpin [12], razvijen za analizu viseesti¢cnih problema
u aproksimaciji ¢vrste veze. Kroz ¢itav numericki racun
koristene su vrijednosti parametara J = 1.0, u = 5.9045,
odbojna interakcija (U > 0) i temperatura kg7 = 0.1J
(niskotemperaturni limes).

2.  Energijski spektri i gustoca vjerojatnosts

Energijske spektre opet prikazujemo u kompleksnoj
ravnini, dok gustoéu vijerojatnosti |(x)|? za eigenstanje

¥(x1, 22) raéunamo prema formuli

(@) = (e, z2) + ) [¢(ar,2)* =

(10)
= {Y(x1,22) = P(22,71)} = 2~ Z (0, 2)]2.

Gustoca vjerojatnosti normirana je na broj ¢estica N =
2.

8. Dwocesticna korelacijska funkcija

Dvocesti¢nu korelacijsku funkciju g® (w1, 22) defini-
ramo izrazom

<a'21 a’;g a'm2 aml)

<a};1aw1 ) <alz zy) .

(11)

9P (21, 22) =

Kako bismo ovaj izraz preveli u izraz pogodniji za
racunanje i lakSe intuitivno razumijevanje ove funkcije.
koristimo bozonske komutacijske relacije [10] uz prepoz-
navanje operatora broja Cestica na ¢voru x, n, = alaz.
Korelacijska funkcija tada postaje

<ﬁ11 (ﬁzl 71))
(Pay)? 7
(fey Ny )
(g ) (Rray)’

Xr1 = T2

9P (@1, 22) = (12)

1’1#%2

Ugrubo, iz ovog izraza vidimo da nam dvocesticna ko-
relacijska funkcija odgovara na pitanje: “Ako se jedna
cestica nalazi na x1, koja je vjerojatnost da éemo drugu
Cesticu nacéi na x9?”.

Za izracun korelacijske funkcije uzimamo da se nas sus-
tav nalazi na kona¢noj temperaturi kgT = 1/8 = 0.1J
i periodi¢ne rubne uvjete (PBC). Kako imamo konstan-
tan broj ¢estica N = 2, za racun ocekivanih vrijednosti
koristimo kanonski ansambl.

Vrijedi:



1 _aE. . .
<allalga’x2a’xl> = E Z € PE; <J‘ allalgamam |.7>
J

a’La$ |J> ’

= % Ze*/ﬁEj (j
J

gdje Z = Zj e PEi kanonska particijska funkcija, E;
energija j-tog stanja, |7) ({j]) desni (lijevi) svojstveni vek-
tor. Suma ide po svim eigenstanjima. Zbog translacijske
invarijantnosti sustava s periodi¢nim rubnim uvjetima,
korelacijska funckija ovisi samo o udaljenosti |x; — 23],
odnosno g (z1,22) = ¢g®(|z1 — 22]) i simetricna je oko
|I1 — 1‘2| = L/2

B. Rezultati i diskusija
1. Energijski spektri

Na slici (Slika 7) prikazana je ovisnost energijskog
spektra sustava s periodi¢nim rubnim uvjetima (ali isto
vrijedi za otvorene rubne uvjete) o jakosti interakcije U.
Energije polagano mijenjaju svoje pozicije u kompleks-
noj ravnini, kada u jednom trenutku prelazimo u rezim
jake interakcije, gdje se jedan manji dio stanja pocinje
odvajati od ostalih.
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Slika 7: Prikaz energijskog spektra sustava s
periodi¢nim rubnim uvjetima u ovisnosti o jakosti
interakcije (ljubicasta) 0.0 < U < 20.0 (zuta). Broj

¢vorova L = 20, nehermitski parametar g = 0.5.

Tada se i slucaju s periodi¢nim rubnim uvjetima (Slika
8) i otvorenim rubnim uvjetima (Slika 9) energijski spek-
tar razdvoji na dva skupa. Jedan skup centriran je oko
energije —2u, dok je drugi centriran oko U —2u. U skupu
centriranom oko U — 2y nalazi se L stanja. To su sta-
nja u kojima se obje ¢estice nalaze na istom ¢voru lanca.
Ponasanje je ocekivano, s obzirom da imamo odbojnu on-
site interakciju te je energetski skuplje imati dvije cestice
na istom ¢voru.
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Slika 8: Energijski spektar sustava s dvije Cestice i pe-
riodiénim rubnim uvjetima, jakosti interakcije U = 20.0
i nehermitskog parametra g = 0.5. Broj ¢vorova lanca
L = 20.

Kao i u jednocesticnom sluc¢aju, PBC spektar ima kom-
pleksne energije, dok energije u OBC spektru u potpu-
nosti leze na realnoj osi.
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Slika 9: Energijski spektar sustava s dvije Cestice i otvo-
renim rubnim uvjetima, jakosti interakcije U = 20.0 i

nehermitskog parametra g = 0.5. Broj ¢vorova lanca
L = 20.

2.  Gustoée vjerojatnosti

Gustoca vjerojatnosti za sustav s periodi¢nim rubnim
uvjetima (Slika 10) ostaje uniformna i iznosi &, neovisno
o jakosti interakcije medu ¢esticama. Kod otvorenih rub-
nih uvjeta (Slika 11) i dalje primjeéujemo lokalizaciju na
nekoliko zadnjih ¢vorova lanca, no dolazi do djelomi¢nog
potiskivanja nehermitskog skin efekta. Stanja u kojima
je efekt potisnut su stanja u skupu centriranom oko —2y,
dok u stanjima centiranim oko U — 2u vidimo da, iako
imamo odbojnu interakciju, prevladava lokalizacija na
zadnjem ¢voru lanca.
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Slika 10: Prikaz gustoéa vjerojatnosti u ovisnosti o
polozaju na lancu za sva eigenstanja dvocesti¢nog sus-
tava za jakost interakcije U = 20.0, g = 0.9 1 L = 20 uz
periodi¢ne rubne uvjete.

Ovaj efekt je jos bolje vidljiv kada uzmemo g = 1.0,
odnosno da nam preskok ulijevo iznosi Jp, = 0 (Slika 12).
Mozemo prepoznati kako nam se stanja skupa centrira-
nog oko —2u sjedine u jednu valnu funkciju, u kojoj je
nehermitski skin efekt potisnut. Stanja skupa centrira-
nog oko U — 2 se sjedine u drugu valnu funkciju u kojoj
nema potisnuca nehermitskog skin efekta i obje ¢estice se
nalaze na zadnjem ¢voru lanca, unato¢ odbojnoj interak-
ciji medu njima. Za razliku od jednocesti¢nog slucaja,
sustav sada ima dva ezceptional pointa; jedan u tocki
—2u, drugi u U — 2u, kao direktnu posljedicu interakcije
medu cesticama.
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Slika 12: Prikaz gustoéa vjerojatnosti u ovisnosti o
polozaju na lancu za sva eigenstanja dvocesti¢nog sus-
tava za jakost interakcije U = 20.0, g = 1.01 L = 20 uz
otvorene rubne uvjete.

3. Korelacijska funkcija

Promatranjem korelacijske funkcije u ovisnosti o uda-
ljenosti medu ¢esticama (Slika 13) moZzemo primijetiti
kako se ukljucivanjem interakcije, Cestice zele Sto vise
medusobno udaljiti ([13]). Ponasanje je ocekivano s ob-
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Slika 11: Prikaz gustoca vjerojatnosti u ovisnosti o
polozaju na lancu za sva eigenstanja dvocesti¢nog
sustava za jakost interakcije U = 20.0, g =0.91 L = 20
uz otvorene rubne uvjete.

zirom da imamo odbojnu interakciju. Promjenom ne-
hermitskog parametra ¢, grafovi opéenito ne izgledaju
identi¢no, no i dalje je izrazen efekt udaljavanja Cestica
zbog odbojne interakcije. Isto tako, mozemo primijetiti
da za odredene vrijednosti g, grafovi jesu identi¢ni. Za-
pravo se dogada to da korelacijska funkcija ¢ (z1,22; 9)
oscilira u ovisnosti o g. Period oscilacija priblizno iznosi
P= % i posljedica je kona¢ne temperature sustava.

Kako bismo to vidjeli, pogledajmo spektar
jednocesti¢nog beskona¢nog lanca (jednadzba (7)).
Ako nam je sustav dovoljno velik, kada imamo peri-
odi¢ne rubne uvjete, valni broj mozemo diskretizirati kao
k= %T”, n € Z. Imaginarni dio energije tada izgleda
Im(E,) = 2gsin(2mn/L) ~ {L > 1} ~ £ Kako se
nalazimo u niskotemperaturnom limesu, najveé¢u ulogu
nam igraju osnovno i prvo pobudeno stanje, odnosno
n = —1,0,1 [14]. Interakcija ne igra ulogu jer se
nalazimo u skupu centriranom oko —2u, gdje se cestice
nalaze na razli¢itim ¢vorovima lanca. Znaci da, u prvoj
aproksimaciji, energije dvocestitnog sustava gradimo
superpozicijom jednocesti¢nih energija, odnosno energije
iznose By = —4J, By ~ —4J £+ i‘lLLg. Uvrstavanjem tih
izraza u particijsku funkciju dobijemo

i s 4
Z-e* n (14e P 4etP ) = (1+2_COS<7£5 ~g))~

Particijska funkcija oscilira periodom % u ovisnosti 0 g
i ista stvar se dogada kada ra¢unamo ocekivane vrijed-
nosti u definiciji korelacijske funkcije. Dakle, kao $to je
reCeno, oscilacije korelacijske funkcije su potpis konacéne
temperature sustava.

Gledajué¢i dugodosezne korelacije u ovisnosti o g, od-
nosno ¢ (|z; — xo| = %; g) (Slika 14), primjeéujemo da
oscilacije trnu i da se brzina trnjenja povecéava kako raste
jakost odbojne interakcije, dok kada nemamo interakcije
ne opazamo nikakvo trnjenje oscilacija. Zaklju¢ujemo da
postoji neko vezanje izmedu parametara g i U, koje iza-
ziva gusenje oscilacija izazvanih temperaturom.
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Slika 13: Prikaz dvocesti¢ne korelacijske funkcije u ovisnosti o udaljenosti medu cesticama, za razlicite jakosti
interakcije i vrijednosti nehermitskog parametra g, uz L = 15.
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Slika 14: Prikaz dugodoseznih korelacija, odnosno
9@ (Jz1 — x2| = | L/2]) u ovisnosti o nehermitskog
parametru g, uz L =151 U = 0.0, 2.0, 20.0.

IV. ZAKLJUCAK

U ovom seminaru predstavili smo osnovne principe ne-
hermitske kvantne mehanike, koja pruza novi i pojed-
nostavljeni okvir za opis otvorenih sustava. Kroz jednos-

tavan sustav s dva nivoa i 1D lanac Hatano-Nelson mo-
dela, istrazili smo u¢inke uvodenja nehermitskih hamilto-
nijana i pojave efekata poput biortogonalne baze, excep-
tional point-ova, nehermitskog skin efekta, itd. Analizom
energijskih spektara, valnih funkcija i dvocesti¢ne kore-
lacijske funkcije pokazali smo kako se ti efekti mijenjaju
dodavanjem dva interagirajuc¢a bozona te kako ti isti ne-
hermitski fenomeni utje¢u na interakciju. Pokazali smo
da dolazi do razdvajanja energija, djelomi¢nog potisnuca
nehermitskog skin efekta i vezanja izmedu nehermitskih
parametara sustava i interakcije.

Nehermitska kvantna mehanika ostaje podrucje puno
neistrazenih moguénosti i potencijala za nova is-
trazivanja.
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