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Ukratko predstavljamo podrucje istrazivanja termodinamike crnih rupa i navodimo glavne rezul-
tate. Zatim predstavljamo formalizam kovarijantnog faznog prostora koji su razvili Wald i suradnici.
Izvodimo opdéenite relacije za varijacije prvog reda o¢uvanih veli¢ina u teorijama koje je moguée iz-
vesti od lagranzijana invarijantnog na difeomorfizam. Tada se fokusiramo na Einstein-Maxwellov
lagranzijan. Prvi zakon termodinamike crnih rupa za Einstein-Maxwellovu teoriju izvodimo na dva
nacina. Prvo usporedujemo dvije infinitezimalno bliske crne rupe, tzv. verzija ravnoteznog sta-
nja, a zatim proucavanjem djelovanja infinitezimalnog fizikalnog procesa na crnu rupu, tzv. verzija

fizikalnog procesa.

I. UVOD

Iznenadujuce otkrice u podruc¢ju istrazivanja crnih
rupa bila je analogija izmedu zakona termodinamike i
zakona mehanike crnih rupa. Ovdje su kratko predstav-
ljena Getiri zakona [1]:

(0) Nulti zakon: Povrsinska gravitacija x je konstantna
na horizontu. Buduéi da se u ovome radu govori o
termodinamici u prisustvu elektromagnetskih po-
lja, vrijedi istaknuti da su u tom slucaju i elektriéni
potencijal, @y konstantan na horizontu [2].

(I) Prvi zakon: Za dva bliska rjeSenja za stacionarne
crne rupe koja se razlikuju tek za male varijacije u
parametrima M, J i @, vrijedi:

SM = 8£5A L QuéT + 60
v

pri ¢emu je M masa, k povrSinska gravitacija,
A povrsina horizonta, Qg angularna brzina hori-
zonta, J angularni moment, ® g elektricni potenci-
jal na horizontu, a (Q naboj stacionarne crne rupe.

(IT) Drugi zakon: Povrsina horizonta crne rupe nikad
se ne smanjuje:

0A >0

(III) Treé¢i zakon: Ne postoji proces kojim bi se
povrsinska gravitacija x svela na nulu u kona¢nom
broju koraka.

Zakoni su zapisani u prirodnom sustavu jedinica, G =
h=c=k=1.
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1973. Bardeen, Carter i Hawking [3] predstavili su
dokaz cetiri zakona mehanike crnih rupa za stacionarne,
asimptotski ravne crne rupe u Cetiri dimenzije, jedins-
tveno odredene masom, angularnim momentom i nabo-
jem. Zakoni su koncipirani i numerirani na ovaj na¢in da
bi se istaknula analogija sa zakonima termodinamike pri
¢emu povrsinska gravitacija x igra ulogu temperature, a
povrsina horizonta A entropiju. Unato¢ tome, Bardeen,
Carter i Hawking [3] isti¢u da treba razlikovati tempe-
raturu od povrsinske gravitacije k£ (kao i entropiju od
povrsine horizonta A). Promatrano klasiéno, tempera-
tura crne rupe je apsolutna nula. To se moze vidjeti [1]
u kontaktu crne rupe s toplinskim spremnikom tempera-
ture razli¢ite od nula. Energija ¢e prelaziti u crnu rupu,
ali nikada iz nje.

Tek kada je Hawking [4] u obzir uzeo kvantne efekte,
pokazalo se da je analogija fizikalne prirode. Hawking
je 1974. [4] otkrio da je fizikalna temperatura crne rupe
razli¢ita od apsolutne nule. Kao rezultat kvantnih efe-
kata nastanka Cestica, crna rupa zraci kao crno tijelo na
temperaturi:

T=—
27r"€

Tim je izrazom fizikalna temperatura crne rupe T na jed-
nostavan nacin povezana s povrSinskom gravitacijom k.

Drugi zakon termodinamike kao i drugi zakon meha-
nike crnih rupa opisuju velicine koje se ne smanjuju s
vremenom. Temeljem toga, analogija izmedu entropije
i povrsine horizonta moze se ¢initi povrsnom buduéi da
drugi zakon mehanike crnih rupa ima pozadinu u dife-
rencijalnoj geometriji, a drugi zakon termodinamike ima
statisticko podrijetlo [5]. Znacajan doprinos po tom pita-
nju dao je Bekenstein [6, 7] predlozivsi proporcionalnost
izmedu entropije crne rupe i povrsine horizonta. Takoder,
voden idejom da je informacija nepovratno izgubljena
kada tijelo upadne u crnu rupu [5], predlozio je poopéenu
verziju drugog zakona [7]: zbroj entropije materije izvan
crne rupe i entropije crne rupe izrazene kao visekratnik
povrsine horizonta nikad se ne smanjuje. U slucaju opée
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relativnosti, konstanta proporcionalnost iznosi 1/4 [5]:

A

Son = 1ah

pri ¢emu je Sy, entropija crne rupe. Vrijedi primijetiti da
entropija crne rupe ovisi i o Planckovoj i o Newtonovoj
konstanti $to moze upudéivati na kvantno-gravitacijsko
podrijetlo ovog izraz [1].

Bududi da smo kratko komentirali analogiju izmedu za-
kona mehanike crnih rupa i zakona termodinamike, pro-
motrit ¢emo detaljnije prvi zakon buduéi da ée se ovaj
rad baviti egzaktnim izvodom prvog zakona u slucaju
opce relativnosti u prisustvu elektromagnetskih polja. U
originalnom izvodu [3], perturbacije crne rupe bile su sta-
cionarne, a koristena su mnoga svojstva Einsteinovih jed-
nadzbi. Od tada su napravljena neka poopcéenja: poka-
zalo se da prvi zakon vrijedi i za ne-stacionarne perturba-
cije [8], [9] ako se promjena povrsine horizonta promatra
na bifurkacijskoj povrsini. Takoder, pokazalo se da prvi
zakon vrijedi i za sve jednadzbe polja koje se mogu iz-
vesti iz lagranzijana invarijantnog na difeomorfizam [9].
Takav lagranzijan moguce je zapisati kao:

i, Vat,...)

pri ¢emu je V, operator derivacije povezan s metrikom
Jab, Raveq Riemannov tenzor, a 1 predstavlja sva polja
koja promatramo. Takoder, dozvoljen je proizvoljan, ali
konacan broj derivacija Rgpeq 1 ¥. Poopéenu verziju pr-
vog zakona moguce je napisati na sljedeéi nacin:

L= L(gab; Rabcd7 va}%abcda cee

K

OM = ——6Spn +Q6J + ...
s

pri cemu je s ”...” oznacen doprinos svih dalekoseznih

polja koja promatramo te pri ¢emu

oL

Spn = —21 |~
o C 6Rabcd

NabTed

pri ¢emu je ngyp binormalan na bifurkacijsku povrsinu C
(normalizirana tako da ng,,n®® = —2) [5].

Prema Waldu [10], postoje dvije verzije prvog zakona:
verzija ravnoteznog stanja i verzija fizikalnog procesa.
Verzija ravnoteznog stanja usporeduje povrsinu dva pro-
izvoljno bliska stacionarna rjesenja za crne rupe, dok ver-
zija fizikalnog procesa usporeduje stanja crnih rupa prije
i poslije nekog infinitezimalnog fizikalnog procesa. Pret-
postavlja se da ¢e se crna rupa svesti na neko novo sta-
cionarno konaé¢no stanje. U ovom radu izvedene su obje
verzije prvog zakona mehanike crnih rupa za Einstein-
Maxwellov lagranzijan. Takoder, predstavljen je forma-
lizam tzv. kovarijantnog faznog prostora koji su razvili
Wald i suradnici.

II. FORMALIZAM

Ovdje ¢e ukratko biti predstavljen formalizam koji je
predlozio Wald [11], a razvili Wald i Iyer [9]. Formalizam

koji je ovdje predstavljen pratit ¢e notaciju koristenu u
[11] i [9], a odnosi se na stacionarne crne rupe. lako ée
u ovom radu biti rije¢ o opc¢oj, Einsteinovoj relativnosti,
formalizam vrijedi za opéenitu n—dimenzionalnu teoriju
gravitacije izvedivu od lagranzijana invarijantnog na di-
feomorfizam. Formalizam koji ¢emo ovdje pratiti u svezi
lagranzijana, kao i teorije polja detaljno je razvijen u [12]
uz razliku da se ovdje (kao i u [11] i [9]), lagranzijan L
shvaca kao n—forma, a ne skalarna gustoca. Isto vrijedi
i za druge tenzorske gustoce iz [12].

Prije izlaganja formalizma, korisno je navesti osnovne
pretpostavke i definicije. Formalizam se bavi teorijama
definiranima na n—dimenzionalnoj mnogostrukosti M
pri ¢emu su dinamicka polja koja promatramo metrika
Jab, ali 1 druga polja tako da je jednadzbe gibanja mogudée
izvesti iz lagranzijana invarijantnog na difeomorfizam (o
tome detaljnije u nastavku). Prostorvrijeme s kojim ra-
dimo je asimptotski ravno. Za takvo prostorvrijeme, po-
drucje crne rupe definira se kao komplement proslosti
asimptotskog podruéja. Formalnije, podrucje crne rupe,
B, asimptotski ravnog prostorvremena, (M, gqp) definira
se kao

B=M-TI (T

pri ¢emu je Z— kronoloska proslost, a ZT buduéa nul-
beskonac¢nost [5]. Nadalje, horizont stacionarnih crnih
rupa kojima se mozemo baviti mora biti Killingovog tipa
odnosno, nul-ploha na koju je normalno neko vektorsko
polje Killingovog tipa. To svojstvo vrijedi za opéu teoriju
relativnosti, a detalji izvoda dostupni su u [13]. Komen-
tirajmo ovdje kratko i bifurkacijski horizont Killingovog
tipa kao $to je uéinjeno u [5]. Bifurkacijski horizont Kil-
lingovog tipa je skup dvije nul-plohe, K4 i Kp, koje se
sijeku na (n — 2)—dimenzionalnoj plohi, C, koja je pros-
tornoga tipa tako da su K4 i Kp horizonti Killingovog
tipa s obzirom na isto Killingovo polje, £*. C zovemo i
bifurkacijska ploha. Iz toga slijedi da £% iS¢ezava na C,
ali vrijedi i obrat: ako Killingovo polje, £% iSCezava na
(n — 2)—dimenzionalnoj plohi prostornoga tipa, C, tada
je C bifurkacijska ploha bifurkacijskog horizonta Killin-
govog tipa pridruzenog &£¢.

Prvi korak je uvesti fiksni odnosno ne-dinamiécki opera-
tor derivacije V, u prostorvremenu. Zavisno od slucaja,
uvode se i ne-dinamicka pozadinska polja, 7, poput za-
krivljenosti operatora V,. Takva polja jedinstveno su
odredena s operatorom V,. Buduéi da ¢emo rabiti no-
taciju iz [11] i [9], sva polja (gaup, ) oznacavat ¢emo s
¢. Lagranzijani na koje mozemo primijeniti ovaj forma-
lizam su invarijantni na difeomorfizam, to znaci da za
svaki difeomorfizam ¢ : M — M vrijedi

L[*(¢)] = ¢ L¢] (1)

pri ¢emu je s ¥* oznaceno djelovanje difeomorfizma na
polja. Ovdje je vazno istaknuti da difeomorfizam ne dje-
luje na V, i v. Odnosno, iako je potrebno uvesti ne-
dinamicki operator derivacije i ne-dinamicka polja, la-
granzijan ovisi samo o dinamickim poljima [11]. Uvjeti



koji su za ovaj formalizam nametnuti na lagranzijan de-
taljno su diskutirani u [9], gdje je pokazano da ako je
lagranzijan invarijantan u smislu (1), isti moze biti zapi-
san kao

L= L(gab; Rabcda va-Rabcd7 cees ¢7 Va¢a o ) (2)

gdje je V, operator derivacije pridruzen gq,. Valja pono-
viti da je dozvoljen proizvoljan, ali konacan broj deriva-
cija Rapeq 1 ¢. Takoder, vrijedi primijetiti da lagranzijan
zapisan kao (2) ne ovisi o pozadinskim poljima.

Varijaciju lagranzijana s obzirom na dinamicka polja
uvijek je moguce zapisati u obliku

0L = E(¢)d¢ + dO(¢,d¢) (3)

pri ¢emu je E(¢) lokalno konstruiran od ¢ i njegovih deri-
vacija, a ©(¢, 0¢) lokalno konstruiran od ¢, d¢ i njihovih
derivacija (detaljnije u [12]). Jednadzbe gibanja tada su

E(¢) =0 (4)

(n — 1)—forma © naziva se formom simplektickog po-
tencijala. Jednadzba (3) jedinstveno odreduje formu jed-
nadzbi gibanja, E(¢), ali forma simplektickog potencijala
O(¢,d¢) odredena je jednadzbom (3) tek do na zatvo-
renu (n — 1)—formu. (n — 1)—forma simplekticke struje,
w, definirana je s obzirom na dvije varijacije, d; 1 d2

W(P,010,020) = 010(9,020) — 020(4,610) (D)

Neka je £* neko glatko vektorsko polje na prostorvre-

menu. Promotrimo varijaciju polja b = Lep, tada
imamo

0L =LeL=d(¢-L) (6)
pri ¢emu je ”7-” kontrakcija vektorskog polja £% s prvim

indeksom diferencijalne forme L. Jednadzba (6) govori
da vektorska polja na prostorvremenu tvore skup infini-
tezimalnih lokalnih simetrija, kako je to opisano u [12].
To nam omogucéuje da svakom vektorskom polju £ pri-
druzimo (n — 1)—formu, Noetherinu struju J definiranu
kao

T =0(¢,Lco) —§- L (7)
iz Cega slijedi [12]
4T = —E(6)Leo (8)

tako da je J zatvorena forma kada su jednadzbe gibanja
zadovoljene. Buduéi da je J zatvorena za svaki £%, pos-
toji (n — 2)—forma @ koja se naziva Noetherin naboj, a
lokalno je konstruirana od ¢, £ i njihovih derivacija tako
da

TE] = dQ[¢] +¢°Ca (9)

pri ¢emu je C, (n — 1)—forma lokalno konstruirana od
dinamickih polja tako da je C, = 0 kada su zadovoljene

jednadzbe gibanja [14]. Notacijom se ovdje zeli istak-
nuti da su Noetherina struja, J[¢], i Noetherin naboj,
dQJ¢], odredeni spram polja €. Odnosno, da je polje £°
infinitezimalna lokalna simetrija koju promatramo.

Do vazne relacija na kojoj je izgraden formalizam dola-
zimo varijacijom jednadzbe (7) s obzirom na proizvoljnu
varijaciju dinamickog polja d¢

0T =00(¢p,Le) —&- 0L (10)
iz jednadzbe (3) slijedi

€-6L =¢ - [ESp+ dO)
= L:® —d(¢ - ©) (11)

pri ¢emu je koristeno E = 0 te formula
LeA=¢E-dA+d(E-A) (12)

gdje je A diferencijalna forma, a ”-” kontrakcija vektor-
skog polja s prvim indeksom diferencijalne forme. To je
pogodni zapis Cartanove magi¢ne formule iz diferenci-
jalne geometrije koja se moze zapisati i na sljede¢i nacin

Le=dig +ied= {ig, d}

pri éemu %¢ oznacuje kontrahiranje diferencijalne forme s
vektorom [15].
Konaéno, uvrstavanjem (11) u (10) dobivamo

0T = 60(9, Le) — Le[O(9,0¢)] +d(¢-©)  (13)

pri ¢emu nikakva ograni¢enja nisu nametnuta na d¢ i £%.

Ocekujemo da ¢e V, biti invarijantan s obzirom na
difeomorfizam generiran £*. U tom slucaju [11], prva
dva ¢lana na desnoj strani jednadzbe (13) zajedno daju

te jednadzba (13) postaje
0T = w(¢,00,Led) +d(E- O) (15)

Fokus rasprave sada ¢emo staviti na slucajeve asimptot-
ski ravnog prostorvremena pri kojima za svaku asimptot-
sku simetriju prostorvremena (u ovom sluc¢aju £%) pos-
toji pravi hamiltonijan te ocuvana veli¢ina H¢. Detalje
je moguée pronaéi u [16], ”"Case I”. Ako §¢ zadovoljava
linearizirane jednadzbe gibanja, § E(¢) = 0, u blizini be-
skonacnosti, ali ne nuznu u ¢itavom prostorvremenu, va-
rijacija ocuvane velicine He povezane s £* dana je u [16]
sa

st = [ (60l -¢-©) (16)

Pri ¢emu je koristena notacija iz [17]. 7" oznacava vari-
jaciju koja ne utjece na £* bududi da se u (16) &% tre-
tira kao fiksirana pozadina. Ovdje treba komentirati
granice integracije u integralu, to je detaljno ucinjeno



u [14, 16]. Neka je X hiperploha koja se prostire u be-
skona¢nost s unutarnjim rubom 90%. Integracija u (16)
se vrsi po (n — 2)—plohi u ¥ kada ta (n — 2)—ploha ide
u beskonacnost uz .

Koristeéi Stokesov teorem, jednadzbu (16) mozemo za-
pisati kao

6He :/Z(Sdg[f]fd(&@))Jr/ (0Qlg)—¢-©) (17)

>

Ogranic¢imo se sada na slucaj u kojemu je w(¢, d¢, Le¢) =
0. Tada koristenjem jednadzbi (15) i (9) jednadzbu (17)
mozemo zapisati kao

6&=A@mm—wm+égmm—e@
::—é;%cm+4269m—f-®> (18)

Jednadzba (18) opdeniti je oblik varijacije prvog reda
oc¢uvane velicine. Ona vrijedi za teorije gravitacije koje
se mogu izvesti iz lagranzijana invarijantnog na dife-
omorfizam u prostorvremenu koje ispunjava ranije na-
vedene uvjete (detaljno u [16], ”Case 17) te ako vrijedi
Lep = 01 ako d¢ zadovoljava linearizirane jednadzbe
gibanja blizu beskonaé¢nosti [14]. Ako d¢ zadovoljava li-
nearizirane jednadzbe gibanja u ¢itavom prostorvremenu,
tada je 6C, = 01 integral po ¥ u jednadzbi (18) isc¢ezava.
Formalizam koji smo predstavili izmedu jednadzbi (16)
i (18) opcenitiji je od onog predstavljenog u Waldovim
prvim ¢lancima [11], [9] te je razvijen 2000. u €Elanku
[16]. Uz uvjete da d¢ zadovoljava linearizirane jednadzbe
gibanja u ¢itavom prostorvremenu te da je 0¥ bifurka-
cijska ploha, lako se vracamo na raspravu iz [11] i [9].
Jednadzba (18) predstavlja korisno poopéenje.

Nastavak ovog poglavlja slijedi u tom rezimu. Promo-
trit ¢emo teorije koje dopustaju prikladnu definiciju ka-
nonske energije, £, pri cemu je £¢ asimptotska vremenska
translacija, t*, te kanonskog angularnog momenta, 7, pri
cemu je £* asimptotska rotacija, ¢®, tada su varijacije tih
veli¢ina izrazene kao

55:/ (5Ol —t-©) (19)

5J=—/@Qﬂ—w®)
=—/5Qﬂ (20)

buduéi da pretpostavljamo da je asimptotska rotacija,
©%, tangentna na (n — 2)—plohu integracije [11]. Na-
dalje, fokusirajmo se na stacionarnu crnu rupu s bifur-
kacijskim horizontom Killingovog tipa te bifurkacijskom
(n — 2)—plohom A. Izaberimo £* tako da iS¢ezava na A
i da je normaliziran na nacin

£ = 1" + Q" (21)

pri ¢emu je t* stacionarno Killingovo polje. Operator
V. izabran je za operator derivacije rjeSenja koje proma-
tramo pa je V, invarijantan na izometrije koje generira
&% To je upravo ranije opisani slucaj koji omogucéuje
pojednostavljenje opisano jednadzbom (14), dodatno,
buduéi da je Legp = 0, w(P,dp, Led) = 0 te jednadzba
(15) poprima jednostavan oblik

d(T) =d(&-©)
d(6Q) = d(¢ - ©) (22)

Integraciju jednadzbe (22) izvodimo po asimptotski rav-
noj hiperplohi C odabranoj tako da je A njen unutarnji
rub. Integriranjem jednadzbe (22) po hiperplohi C te
koristeéi jednadzbe (19),(20) i (21) dobivamo

) / QO =0E—OudT (23)
A

§to je oblik prvoga zakona mehanike crnih rupa. Pre-
ostaje lijevu stranu jednadzbe (23) izraziti kao umnozak
povrsinske gravitacije k i varijacije lokalne, geometrijske
veli¢ine na A [11].

III. PRVI ZAKON MEHANIKE CRNIH RUPA U
EINSTEIN-MAXWELLOVOJ TEORIJI

Prvi korak u daljem razmatranju jest izvesti ekspli-
citne izraze za varijacije mase i angularnog momenta u
Einstein-Maxwellovoj teoriji, to je detaljno u¢injeno u
[14], a ovdje ¢emo ponoviti taj izvod. Einstein-Maxwellov
lagranzijan glasi

1
L= ——(eR — eg*“g"'F,, F, 24
167r( 99" FapFea) (24)
gdje je € volumni element povezan s metrikom.
Izra¢unom varijacije prvog reda Einstein-Maxwellovog la-
granzijana (24) dobivamo

1 1
5L e(—G™ + 87T )0 gap + ?e(VaF“b)(SAb+d6
/I

" 16w

pri éemu je T&,, tenzor energije-impulsa elektromagnet-
skog polja zadan sa

1 1
Ter)ay = —(FacF.P — ~gap Fae F° 25
(Ten)ab 47T( e — g9abFa ) (25)

a forma simplektickog potencijala @

1
®a c 76 = 74 _€dabc d 26
be (9, 00) 16 Cdabe? (26)
pri ¢emu je

Vg = Vb5gdb — gceVdégce — 4de6Ab (27)

Na temelju varijacije jednadzbe (24) mozemo procitati
jednadzbe gibanja (u slucaju bez izvora):

G — 81T, =0 (28)
V.F™ =0 (29)



Bududéi da je poznata forma ©, iz jednadzbe (7) mozemo
odrediti Noetherinu struju, J

1
jabc = anGbﬁ + EGdabc(QGdege + dengfg>

6
1
— bt PV (€ Ap + AN 16°)
pri cemu je
QGR — _ie ) dvcfd
ab 16m ¢

nadalje, zapisujemo V A, kao Fg, + VpAe u zadnjem
¢lanu Noetherine struje te dobivamo

1
ja,bc = debIE + g‘fdabc(Gab - 87TT§?\4)€6

1 1
- a chgAe © 1 __btda cAe © Fdf
47Tvg(€d b £°) + 1 Cab §°Vy

1
= (dQ)ave + gedabc(aab — 8nT8h e

1
1 _Ctda cAe © Fdf
+ 47T6d b & Vf (30)

Time kona¢no dobivamo Noetherin naboj [14]

1 1
aziiachdiiacFCdAee 31
Qup 16 Cabed 13 g Cabed 3 (31)

Izrazi (26), (27) i (31) bit ¢e vazni u daljnjem rac¢unu.

A. Ravnotezno stanje

Neka je (gap,Aq) stacionarno rjeSenje Einstein-
Maxwellovih jednadzbi. Uvjet koji se namece u izvodu
je sljedeéi: ako crna rupa ima bifurkacijsku plohu, tada
trazimo da je povlatenje A, na buduénost bifurkacijske
plohe glatko, ali ne nuzno glatko na bifurkacijskoj plohi
[17]. Izabiremo &% tako da

€0 = 1% 4 Qpy” (32)

pri cemu je £ vektorsko polje Killingovog tipa. Nadalje,
neka je ¥ asimptotska hiperploha koja iS¢ezava na dijelu
horizonta H koji se nalazi u buduénosti u odnosu na bi-
furkacijsku plohu. Presjek horizonta oznacavat ¢emo s
S, kao $to je ucinjeno i u [17]. H je unutarnji rub hi-
perplohe Y. Sada promatramo stacionarnu perturbaciju
d¢. Pogodnim odabirom se pokazalo [17] promatrati jed-
nake hiperplohe, horizonte, kao i Killingove vektore t* i
©?® za dva rjeSenja. Tada slijedi

519 =0 = §p° (33)
864 = 6Qp® (34)
Ovdje treba primijetiti da se uvjeti zadani iznad (33) ne

mogu primijeniti na bifurkacijsku plohu buduéi da tamo
&% iStezava, no u izvodu se ne koristi bifurkacijska ploha.

Kombiniranjem izraza (18), (19), (20) i (32) dobivamo

s =qubg+ [ (GQld-¢-©)  (3)
Su

Ovdje valja primijetiti vezu izmedu € i ” Arnowitt-Deser-
Misner” (AMD) mase iz opée teorije relativnosti. £ pred-
stavlja AMD masu te dodatne doprinose od dalekoseznih
polja koji mogu, ali ne moraju biti prisutni [11]. Bez gu-
bitka opcéenitosti, mozemo pretpostaviti da elektromag-
netska polja ne pridonose ni 6€ ni 47 te stoga mozemo
0& poistovjetiti s varijacijom AMD mase M. Jednadzba
(35) tada poprima oblik

SM = QH5J+/ (6Q[¢] — €-©) (36)

Su

Promatrat ¢emo odvojeno doprinose elektromagnetskim
i gravitacijskih polja. Noetherin naboj i formu sim-
plektickog potencijala mozemo zapisati kao

Qup = Q5 + Qi (37)
pri ¢cemu
QGR — _ﬁeabcdvcgd (38)
OFM = — - cana P AL (39)
Na sli¢an nacin
Oube = O + O (40)

pri cemu

1
O = 76dabc(vb5gdb —9“Vadgee) (41)

abc ].6
1
OEM — medabc(—élebéAb) (42)

Integral u jednadzbi (36) sada je moguée zapisati kao
zbroj dva ¢lana

/ (5QGR1E — ¢ - 09

SH

+ / (FQEM[E] — € - OEM)
Su

Potrebno je izvrijedniti ¢etiri integrala.
Na horizontu [9], imamo relaciju

Vi = Keca (43)

pri ¢emu je €.4 binormala na Sy. Promotrimo

1
QR[] — /S — L vl

Su 1671'
K
= 34 €abcd€c
T67 Js, bed€ed
K
=—A 44
ym (44)



pri ¢emu je A povrSina crne rupe. U ovom trenutku,
potreban nam je jedan identitet iz [17]

= GRs GRel GR
6/SH QG 5/SH QG e) /S QGFlE  (45)
§to onda uz (33) daje

5 QuFe] = %5("@4) + i/s €abeaVOE?

S 8 167'('
1 3 .
= — A _— ¢
g0 (rA) + T i Caved V"
1
= —J(kKA 60 4
. (kA) +0QuJu (46)

pri cemu je Jyg = fSH eabcdvcgpd prepoznato kao angu-
larni moment crne rupe [17, 18]. Nadalje, drugi ¢lan
gravitacijskog doprinosa detaljno je izracunat u [3]

¢ 05 =

Su

1
- / € tane (V3ga — 97V adgec)
Su

167
1
= —Adk +0QyJy (47)
8T
Konacno, kombiniranjem izraza (46) i (47) dobivamo

/S (5QGRIE] — € - OGR) =

1 1
= fé(IQA) +6QyJg — —Adk — 6QuJy
8T 8

K
= —0A (48)

8
§to predstavlja ukupni gravitacijski doprinos. Preos-
taje odrediti elektromagnetski doprinos. Uz pretpos-

tavku o glatkom povlacenju A, i uz stacionarnost, vri-
jedi nulti zakon termodinamike crnih rupa u prisustvu
elektromagnetskih polja (detaljnije u Dodatku B) te je
OEM — _¢a A, |y konstanta izvrijednjeno na dijelu hori-
zonta koji se nalazi u buduénosti bifurkacijske plohe [14].
U slucaju da je A, glatko na éitavom horizontu, ®FM
iS¢ezava na horizontu budu¢i da £® isCezava na bifurka-
cijskoj plohi. Ra¢unamo
QaEbM[g] = _i eabchCdAefe

S 81 Jsy,

(I)E]W J
= 87( L EadeFc (49)
H

U [18], ukupni naboj u asimptotskoj regiji prepoznat je
kao % foo €abcaF e, a buduéi da radimo slucaj bez izvora
(28), isti rezultat mora ostati o¢uvan ako integral izvri-
jednimo na horizontu

1

877'( g GabchCd = Q

[ otg =erig (50)
Su

Kao i u gravitacijskom slu¢aju, koristimo identitet (45) i
izraz (33)

5| QFMig=6[ QBEM[ -

1
@ [
0Qy

— (I)EM
@)+ g [

Qi [e]
6abcclFmdfle(sfe

eatbcchVCd*AeSDe
(51)

Nadalje, koristit ¢emo proceduru opisanu u [17] za
izracun

1
/S o8-~ : ceaa Fe€45A,  (52)

Volumni element €.q44p izrazit éemo kao formu
€cdab = gc AN Ng N €qp (53)

pri ¢emu je €4, volumni element na presjeku Sy, a N,
buduce orijentirana nul-normala na S normalizirana
tako da N?¢, = —1 [18].

1
5 . QEM = - chdEachefdé
Sy AT s,

1
= — abFCEO0 A, 4
e (54

U ovom trenutku, koristimo F¢£, o £°, §to je pokazano
u Dodatku B, te uz zadanu normalizaciju slijedi

Fcegc = Fcffcffge (55)

te

1
g0 — o [ cuptegesa (s)
SH 0 SH

s druge strane

1
QipeM = — /5 Caped FEU5 (A%
H

1
- wbe ch(s Ae e
3 g, Caved (Ae)§
1
- abe chAe§ -e
3 SHE bed (ZZ )

1 cd e
:(33):7§ o Gabch 6(Ae)§
H

00y
_oUned abe FCdAe e
Ry SHébd 14

(57)

drugi clan u jednadzbi (59) prepoznajemo iz jednadzbe
(51). Clanovi su jednaki, ali suprotnih predznaka. Pre-



ostaje izvrijedniti prvi ¢lan u izrazu (59)

1
87T Su
1

= 5 €ab N Ne A ngCdé-eaAe =
8 SH

6abcch‘Cd(s(Ae)ge =

1
= b FCONE4E€5 A,
i ), €ab &aé (58)

§to vidimo da odgovara jednadzbi (56).  Konacno

mozemo pisati

g.gEM_(SQJ

Q(sq)E]\/f _
SH 8

/ EabchCdAe(pe (59)
Su
Sada se vra¢amo na izraz (51) te dobivamo

o [ Qe ="M +
SH SH

5 . @E]W (60)
te kona¢no rjeSavamo integral
| 60Rg ¢ en)
SH

SH SH

= oEM5Q (61)

Kombiniranje izraza (36), (48) i (61) dobivamo kona¢nu
verziju prvog zakona mehanike crnih rupa

SM = 8£5A +QpdT + dEM5Q (62)
Y

§to je ocekivani rezultat za Einstein-Maxwellovu teoriju.

B. Fizikalni proces

Da bismo izveli drugu verziju prvog zakona mehanike
crnih rupa, tzv. verziju fizikalnog procesa u kojem se
stacionarna crna rupa promijeni u nekom infinitezimal-
nom fizikalnom procesu, moramo proSiriti formalizam
opisan u prethodnim poglavljima. Iz jednadzbe (30)
procitali smo Noetherin naboj te uz taj izraz i formu
simplektickoga potencijala, proveli daljnji racun. Iz (30)
mozemo procitati i C, iz jednadzbe (9):

1 1
Cbcda = 7€dabc(Gab - SWTgI;VI)fe + ZliedabcAegeva‘df
Y3 /I8

8
(63)
U slucaju da je C, = 0, imali bismo jednake jednadzbe
gibanja kao u prethodnom slucaju, a to odgovara slucaju
bez izvora. Ako imamo izvore, mozemo pisati [14]

8T = G — 87T, (64)
4mj* = V, FP (65)

pr% ¢emu je T = _Tt%lial - T, ne—.elektr(.)magnetski dg—
prinos stres-energijskom tenzoru, a j* struja Maxwellovih
izvora. Ekvivalentno mozemo pisati

Cbcda = edabc(TZ + jeAa) (66)

Sada promatramo rjeSenje (28), slucaj bez izvora
(gab, Aa). Neka je (0gap, 0A,) linearizirana perturbacija
koja zadovoljava linearizirane jednadzbe s izvorima 67
i07%, tada imamo

(SCbcda = edabc(éTZ + 6(je)Aa) (67)

Sto uvrstavamo u (18) te dobivamo

5H£:—/Eedabc(§a5T3+€“5(je)Aa)+/ (6Q[¢]-¢-©)

)

Izabiremo £° tako da
£ =t + Q" (69)

pri cemu je £ vektorsko polje Killingovog tipa. Nadalje,
neka je ¥ asimptotska hiperploha koja ovaj put iS¢ezava
na horizontu dogadaja crne rupe, H. Nadalje, zahtije-
vamo da 6T i 6§% iséezavaju u blizini beskonaénosti
te da pocetno stanje za dgqp i §A, iSCezava na X u bli-
zini horizonta, H $to X ostavlja neperturbiranom. Os-
novne pretpostavke su da ¢e s sva materija i naboj even-
tualno zavrsiti u crnoj rupi da se crna rupa svede na
neko novo stacionarno rjesenje (28). Buduéi da pertur-
bacije is¢ezavaju na unutarnjem rubu hiperplohe 9% [14],
za promatrani slucaj vrijedi

SM = Qs — / Caupe(€90T, + €°A,85%)  (70)
b

pa i perturbacije mase i angularnog momenta konac¢ne

crne rupe zadovoljavaju relaciju (70). Izraz pod integra-

lom moze se zapisati kao struja, o te uz N,, definirano

kao u prethodnome poglavlju imamo

SM = QpéJ — / N yéape (71)
>

pri ¢emu je €qp. = N degape. Buduéi da pretpostavljamo
da u konacnici sva masa i naboj zavrSe u crnoj rupi, in-
tegral po ¥ mozemo izvrijedniti po horizontu, H

oM = QpédJ — / %k g€ape (72)
H

pri ¢emu je k® tangenta na afino-parametrizirane gene-
ratore nul-geodezika horizonta dogadaja, H, neperturbi-
rane crne rupe i vrijedi [14]

1

Zeabcd = _k[agbcd] (73)

Sada rjesavamo integral iz izraza (71). Prvo promatramo
dio struje koji je proporcionalan s 65

I / €0 A, 57 kafane (74)
H



Kako je diskutirano u sluc¢aju ravnoteznog stanja,
OEM — _¢aA |5 je konstanta na horizontu crne rupe
(nulti zakon termodinamike crnih rupa u prisustvu elek-
tromagnetskih polja, detaljnije u Dodatku B). Pisemo

I= _/ (I)EM(Sjekdgabc
H
= _pFM / 87%ka€abe (75)
H

pri ¢emu integral prepoznajemo kao promjenu toka na-
boja u crnu rupu, 6Q, te konacno I = ®FMsQ).

Preostaje odrediti promjenu povrsine crne rupe. Za to
¢e nam biti potrebna Raychaudhurijeva jednadzba [18]

% = —%92 — 0ap0™ — Rapkk? (76)
pri ¢emu je © ekstenzija, V afin parametar od k%, a o
tenzor smicanja. U stacionarnom prostorvremenu 6 i oy,
iznose 0 pa [Tiotar]ank®k®|3= 0.

Ranije smo spomenuli da je k% tangenta na
afino-parametrizirane generatore nul-geodezika horizonta
dogadaja. Neka je A afin parametar generatora nul-
geodezika horizonta i neka je ¢ takav generator, p € 9.
Ekspanzija, 0, generatora nul-geodezika u p definirana je
kao 0 = V,k®. Ekvivalent je (detaljnije u [10])

_Lad (77)

A d
Detalje o Raychaudhurijevoj jednadzbi moze se pronadi
u Dodatku A.

U ovom trenutku napravljen je jedan izbor koji ée
znatno pojednostaviti daljnji racun. Pozadinsko prostor-
vrijeme slagat ¢e se s prostorvremenom perturbirane crne
rupe te se stoga generatori nul-geodezika ne mijenjaju
[14]. Posljedica takvog izbora je da perturbacija na hori-
zontu nestaje, a dk® o< k%. Taj nam izbor dopusta inva-
rijantnost promatranog sluc¢aja na difeomorfizam. Sada
promatramo varijaciju jednadzbe (76)

d(66)

v = _8W6([Ttotal]abkakb) |?‘-[

= —876([Tenr)ap)k kb |5 —8m (0T, ) kKb |2 (78)

pri ¢éemu je koristeno 0k* o k% (Dodatak B) i
[Tyotal]avk®k’|%= 0 te su tako otpali ¢lanovi proporci-
onalni s 0k®. Detaljnije ¢emo pogledati prvi ¢lan

5([Tearlab) K k"2

1 1
= (2F,.0F,° — Z(SgadeeFde — —gaFue FK Y (79)

2

Odmah vidimo da zadnja dva ¢lana otpadaju bududi da
je k% nul tipa i u perturbiranom i u neperturbiranom
prostorvremenu. Za prvi ¢lan koristimo Fy k¢ o< k, [14]

Fo0F,Ck kY o 6F, kK> = 0

zbog asimetrije 6F}°. Preostaje

d(60) b
——= = —8m(0T )k K 80

= ST K (50)
Izraz iznad integrirat ¢emo preko horizonta. Prije toga,
k® zamijenit ¢emo s

b= ()"

1,0,
AT
1 a
Al (81)

te ¢emo izraz (80) s obje strane pomnoziti s KV

d(ée) _ b a
KAVW = 7T/H((5Ta)£ kb

Integral po horizontu mozemo razdvojiti na integral
po presjeku i po afinom parametru V. Lijevu stranu
rjeSavamo parcijalnom integracijom

n/d?s/ooo V%f) =
/d25(9V)|g°—/d2S/OOO 560dV (82)

prvi dio is¢ezava buduci da je V = 0 u donjoj granici, a 6
trne brze od 1/V kako V' ide u beskona¢nost buduéi da se
crna rupa svede na novo stacionarno rjesenje. Koristeci
jednadzbu (77) konacno slijedi

KOA = 87 / (8T8 )ek, (83)
H
Kombiniranjem izraza (71), (75) i (83) imamo
SM = 8£5A + QudT + FMs5Q (84)
™

$to je rezultat koji smo zeljeli pokazati.

IV. DISKUSIJA I ZAKLJUCAK

Otkrice sli¢nosti izmedu poznatih zakona termodina-
mike i zakona mehanike crnih rupa bilo je iznenadujuce u
pocecima razvoja ovog podrucja. Crne rupe na klasi¢noj
razini imaju tek nekoliko stupnjeva slobode pa je upitno
podrijetlo entropije crnih rupa [19]. Sliéno opasku daje i
Wald [5] te primjeéuje da je drugi zakon mehanike crnih
rupa teorem u diferencijalnoj geometriji, a drugi zakon
termodinamike ima statisticko podrijetlo. S vremenom
je istrazivanje pocelo pronalaziti veze izmedu gravitacije,
termodinamike i kvantne fizike. Termodinamika crnih
rupa je podrucje putem kojega imamo najvise iskustva
s kvantnim fenomenima u jakom gravitacijskom polju [5].



U ovom radu kratko smo predstavili ¢etiri zakona me-
hanike crnih rupa u prisustvu elektromagnetskih polja
odnosno u Einstein-Maxwell teoriji. U Dodatku B, iz-
veden je nulti zakon termodinamike, s time da je po-
sebna paznja posveCena povrsinskoj gravitaciji k. Nulti
zakon moze se dokazati na vise nacina (dobar pregled,
kao i generalizacija za nelinearna elektromagnetska polja
u [20]). Prvi naéin se oslanja na Einsteinovu jednadzbu
i dominantni energetski uvjet. Taj je nac¢in demonstri-
ran u Dodatku B. Nadalje, postoji dokaz za Killingove
horizonte bifurkacijskog tipa [20, 21]. Oni se lako tran-
slatiraju i na nulti zakon u prisustvu elektromagnetskih
polja u Einstein-Maxwellovoj teoriji, a u [2, 22] je mogucée
pronaci kvalitetan pregled. Nulti zakon se koristi u iz-
vodu prvog zakona termodinamike crnih rupa $to je bila
srediSnja tema ovog rada. Predstavljen je formalizam
koji su razvili Wald i suradnici. Taj formalizam ima
vazno mjesto u modernom proucavanju termodinamike
crnih rupa buduéi da obuhvacda teorije koje je mogucée
izvesti od lagranzijana invarijantnog na difeomorfizam
oblika

L= L(gab; Rabcd7 va}zabcda cee ;7/}7 Vaw7 e )
Takoder, valja istaknuti da formalizam ne namece gornju
granicu na broj derivacija, sve dok je isti konacan.

Ovdje smo Waldov formalizam, formalizam kovarijant-
nog faznog prostora, primijenili na Einstein-Maxwellovu
teoriju i izveli dvije verzije prvog zakona mehanike crnih
rupa. Verziju ravnoteznog stanja, u kojoj usporedujemo
povrsinu dvaju infinitezimalno bliskih rjesenja za crne
rupe, te verzija fizikalnoga procesa, u kojoj se stacionarna
crna rupa mijenja pod utjecajem nekog infinitezimal-
nog fizikalnog procesa, a rezultat se dobije usporedujuéi
konaé¢no i pocetno stanje (pretpostavlja se da se crna rupa
svede na novo stacionarno stanje) te je pokazano

SM = 8£5A + QudT + FMs5Q (85)
Y3

Mnoge generalizacije u odnosu na Einstein-
Maxwellovu teoriju veé su napravljene. U [8] ucinjeno
je poopcenje na Einstein-Young-Mills teoriju, a isto je
ucinjeno je i u [17]. U [20] napravljeno je poopcéenje
za nelinearnu elektrodinamiku, izvedene su obje verzije
prvog zakona - verzija fizikalnog procesa i verzija
ravnoteznog stanja.

V. DODACI
A. Raychaudhurijeva jednadzba

Raychaudhurijeva jednadzba predstavljena je u Rayc-
haudhurijevu radu iz 1955. [23], a od tada je nasla
primjenu u mnogim podrué¢jima fizike. Kljuéna je jed-
nadzba u dokazima teorema o singularitetu, gdje se prvi
put pojavila u radu Penrosea [24] i Hawkinga [25, 26]. U

ovom radu Raychaudhurijeva jednadzba se koristi kako
bi se izra¢unala promjena povrsine crne rupe u verziji fi-
zikalnog procesa prvog zakona mehanike crnih rupa, ali
takoder se koristi i u pokazivanju nultog zakona mehanike
crnih rupa u prisustvu elektromagnetskih polja (Dodatak
B). Jednadzba opisuje kongruenciju vremenskih i svje-
tlosnih geodezika [27], a u nastavku razjasnjavamo poj-
move i predstavljamo izvod jednadzbe. U izvodu ¢emo
pratiti poglavlja 9.2 u [18] i 2.3.4 u [27].

Neka je M mnogostrukost i neka je O otvoreni pod-
skup mnogostrukosti M. Kongruencijom u O nazivamo
skupinu krivulja tako da kroz svaku tocku p € O prolazi
jedna i samo jedna krivulja iz kongruencije [18]. Tangente
na kongruenciju tvore vektorsko polje u O, ali vrijedi i
obrat: svako neprekidno vektorsko polje generira kongru-
enciju. Kongruencija je glatka ako je i pridruzeno vektor-
sko polje glatko. Promotrimo glatku kongruenciju geode-
zika vremenskog tipa parametriziranih vlastitim vreme-
nom, 7, tada za pridruzeno (tangentno) vektorsko polje
vrijedi £%¢, = —1. Uvodimo tenzorsko polje

Bab = bea (86)
za koje vrijedi
Bapé® = Bapt® =0 (87)

U [18], dana je fizikalna interpretacija tenzorskog polja
Bgap: za skupinu glatkih jednoparametarskih geodezika,
vs(7), koja je podskup kongruencije, promatramo vektor
ortogonalnog odstupanja od nekog geodezika ~y, n®. Uz
Len® = 0 imamo

Vi = PVt = B4y’ (88)

te B predstavlja mjeru neuspjeha paralelnog transfera
vektora n®. Uvodimo prostornu metriku:

hab = gab + fafb (89)

pri ¢emu je h9 = g*°he, operator projekcije na podpros-
tor tangentnog prostora okomitog na £°.

Sada smo stekli sve preduvjete da definiramo kljuéne
velicine: ekspanziju ©, smicanje o4, 1 vrtlozenje wgp
pomocu ranije uvedenih By i hqp

6 = B®hy, (90)

1
Oab = B(ab) - §@hab (91)
Wab = Blay) (92)

By je sada moguce prikazati kao
1
Bab = §®hab + Oab + Wap (93)

Ekspanzija, 6, mjeri prosjecno Sirenje infinitezimalno bli-
skog okruzenja geodezika, vrtlozenje, wgp, neparni je dio
By te mjeri rotaciju, a 0., mjeri smicanje odnosno pro-
mjenu oblika inicijalne povrsine (npr. iz sfere u elipsoid).



Rac¢unamo

€V Bap = EV Vs = EVEV o + Ryl €96y
= vb(gcvcga) - (ngc)(vcga) + Rcbg fcfd
= _Bab Bac + Rcb(cia gcgd (94)

kontrakcijom (94) s hgp izracunavamo trag te dobivamo

£°V.0 = B Lpp e s g Rap€*€" (95)
av 2
¢ime smo dosli do kraja izvoda.

Jednadzba (95) moze otkriti neka svojstva stacionarnih
crnih rupa. Ponajprije, polazeéi od izraza (87), primje-
nom Frobeniusova teorema, proizlazi da je kongruencije
svjetlosnih geodezika lokalno ortogonalna na hiperplohu
jedino ako je vrtloZenje wq, = 0 [18, 27], a to je slucaj
za stacionarne crne rupe. Rayachaudhurijeva jednadzba
takoder namece o,, = 0 za svjetlosne generatore hori-
zonta dogadaja [27], a ove smo ¢injenice koristili u iz-
vodu verzije fizikalnog procesa. Nadalje, da bi horizont
dogadaja bio stacionaran, mora vrijediti 6 = 01 % =0te
uvrStavanjem Einsteinovih jednadzbi polja i prikladnoga
energetskoga uvjeta [27] slijedi

T =0 (96)

B. Nulti zakon mehanike crnih rupa

Nulti zakon mehanike crnih rupa predstavili smo u
uvodu, a rezultatima nultog zakona mehanike crnih
rupa u prisustvu elektromagnetskih polja sluzili smo se
u izvodu obje verzije prvog zakona: verzije ravnoteznog
stanja i verzije fizikalnog procesa. U uvodu smo spo-
menuli dvije veli¢ine, povrsinsku gravitaciju kappa i
elektriéni potencijal ®p;,. Ovdje ¢emo razmotriti obje
veli¢ine.

Povrsinska gravitacija x: Za stacionarnu crnu rupu, pos-
toji Killingovo polje £ koje je normalno na horizont crne
rupe. Buduéi da je horizont svjetlosna ploha, na hori-
zontu vrijedi

§%a =0l (97)

te slijedi da je V*(¢%¢,) takoder normalno na horizont
§to nam dopusta definirati funkciju  za koju vrijedi [18]

Ve(ebey) = —2k€° (98)

§to se moze izvrijedniti te uz primjenu Killingove jed-
nadzbe

vbfc = 7vc£b (99)
daje

V80 = —¢"Vie® = —k¢, (100)
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Buduéi da je £€* okomito na hiperplohu, iz Frobeniusovog
teorema slijedi [18]

g[avbgc} =0 (101)
te koristedi relaciju (99) izvrijednimo na horizontu
§cValo = =28 V& (102)

Jednadzbu (102) sada mozemo kontrahirati s V2P te
racunamo

E(VEPV &) = =26,V PV €,
= —2(£, V") (Vite)

kao prvi faktor s lijeve strane jednadzbe (103) prepozna-
jemo jednadzbu (100) pa

E(VEV &) = —26€"V,

(103)

= —2kr%€, (104)
$to se moze zapisati na prepoznatljiv nacin
1
K= =2 (V€")(Vabs) (105)

Jednadzba (105) se u literaturi ¢esto koristi kao defini-
cijska relacija povrsinske gravitacija x. Jedna od opcija
dokaza bila bi derivirati jednadzbu (105) sto je detaljno
ucinjeno u [27]. Tom bi se derivacijom odmah pokazalo je
K konstantna uzduz generatora horizonta te bi preostalo
pokazati da je k konstantna i izmedu generatora ¢ime bi
bilo pokazano da je povrSinska gravitacija konstantna na
horizontu. Ovdje ¢ée biti prikazan izvod po uzoru na [18].
Na jednadzbu (100) djelujemo s {4V

g[dvc] (é—bvbga) = g[dvc] (ﬁga)
(£aVg€") (Vo) + °€aV g Vit® =
§a&jaV ek + KaVeéa

U sljedeéem koraku potreban nam je identitet iz diferen-
cijalne geometrije

(106)

Vavb§0 = _Rbcg fd (107)

koji vrijedi za svako Killingovo polje £% [18]. Pomoéu re-
lacije (107) raspisujemo drugi ¢lan na lijevoj strani jed-
nadzbe (106)
(g[dvc]gb)(vbfa) - bebaTc gd]ge =
- gaf[dvc]’i + Hg[dvc]fa

primijetimo sada da uz pomo¢ relacije (102) prvi ¢lan s
lijeve strane mozemo pisati

(108)

(Vg€ (TE") = 5 (€ V&) (V")

1
= - 5 Hfavdfc

= K€V eba (109)



pri éemu smo koristili jednadzbu (100). Vidimo da se ovajj
¢lan krati s drugim ¢lanom s desne strane te preostaje

—E" Ry, Cabe = EablaVak

Takoder mozemo promotriti djelovanje {43V, na jed-
nadzbu (100)

(S[dvc]gc)vagb + gcg[dve]vagb =

(110)

= —2(uVea) Ve = 2(§aVe Ve )éay  (111)
primjenom relacija (102) i (107) dobivamo
—&cR L s = 28Ryl €5 (112)

sada vrsimo kontrakciju po indeksima c i e mnozeéi jed-
nadzbu (112) s g te dobivamo

—{laRy €760 = Ea Ry €5

te sada direktnom usporedbom s jednadzbom (110) do-
bivamo

(113)

EuVar = Ry & (114)
Do sada je jedina pretpostavka u izvodu bila stacionar-
nost crne rupe, a izvod smo proveli na temelju teorema
iz diferencijalne geometrije. Da bismo pokazali da desna
strana jednadzbe (114) isc¢ezava, koristit ¢emo se Eins-
teinovom jednadzbom i dominantnim energetskim uvje-
tom. Pritom se vodimo diskusijom u [18]. Dominantni
energetski uvjet zahtjeva da —T' £ mora biti bududée ori-
jentiran vektor vremenskoga tipa ili vektor svjetlosnoga
tipa, no iz Einsteinove i Raychaudhurijeve jednadzbe sli-
jedi TG £%¢, = 0, a to znaéi da se smjerovi =T £hige
poklapaju tj. §[6Ta]b§b = 0 $to primjenom Einsteinove
jednadzbe potvrduje da je desna strana jednadzbe (114)
jednaka 0, a stoga

§aVagr =0 (115)

§to znaci da je k konstanta na horizontu, a to smo zeljeli
pokazati.

Elektricni potencijal ®p,: postoji niz relevantnih izvora
za detaljan dokaz nultog zakona mehanike crnih rupa u
prisustvu elektromagnetskih polja. Koristan pregled do-
kaza dan je u [2, 22], a nekoliko verzija dokaza poopéenih
za nelinearna elektromagnetska polja dano je u [20]. Ov-
dje donosimo tek jedan kratak dokaza koji slijedi iz veé
razvijenog formalizma Raychaudhurijeve jednadzbe, a
predstavljen je u [14]. Polazimo od definicijske relacije
za, elektriéni potencijal, ®pp,

Py, = —(§"Au) |1

pri ¢emu je A, bazdarno polje odredeno sa F' = dA [2].
Promatramo

va(Abgb) = EEAa + gb(dA)ab
= ££Aa + ngab

(116)

(117)
(118)
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Buduéi da je &% simetrija pozadinskog rjeSenja, liejeva
derivacija iscezava L¢A, = 0. U ovom trenutku, trebat
¢e nam diskusija s kraja Dodatka A o Raychaudrijevoj
jednadzbi za stacionarnu crnu rupu. Jednadzba (96) u
konkretnom slucaju postaje
[Tenr)apk®kb| =0 (119)

pri ¢emu je k® tangenta na afino-parametrizirane gene-
ratore nul-geodezika horizonta dogadaja. Raspisujemo
dalje

[Tea)apk®kl | =0 = Foo F,CE°K" (120)
Sada je F,k® svietlosnog tipa te bududi da je F,,k%kb =
0, asimetri¢nost F, implicira F,pk® o ky, §to je jedan od
rezultata koji ¢esto koristimo. Autori u [14] dalje argu-
mentiraju da povlacenje Fy,,k* na horizont is¢ezava te da
stoga iScezava i povlacenje V,®;; na horizont, odnosno
da je ®p, konstanta na horizontu Sto je upravo nulti za-
kon mehanike crnih rupa u prisustvu elektromagnetskih
polja. Vrijedi istaknuti da se elegantno pojednostavljenje
moze pronadi u [2].

C. Diferencijalna geometrija

Rezultati koje predstavljamo u ovom radu izreceni su
jezikom diferencijalne geometrije. U ovom dodatku ci-
ljamo sazeto predstaviti najvaznije koncepte iz diferen-
cijalne geometrije koje susre¢emo u radu te navesti neke
vazne rezultate.

Sve operacije koje vrsimo dogadaju se na mnogos-
trukosti. Mnogostrukost predstavlja skup sacinjen od
dijelova koji lokalno nalikuju na podskupove od R”.
Preciznije [18]:

Definicija I n-dimenzionalna, C*°, realna mnogostru-
kost M je skup s familijom podskupova {O,} za koje
vrijedi:

(i) Svaka tocku p € M lezi u barem jednom podskupu
Oq; {O4} pokriva M

(ii) Za svaki indeks «, postoji bijekcija ¥, : Of — U,
pri ¢emu je U, otvoreni podskup od R™

(iii) Ako O, N Op # 0, tada mozemo promatrati presli-
kavanje 1), o 1%‘1 koje preslikava tocke iz 1), [Oq N
Ogp] € Uy € R™ u tocke u [0, N Og] € Ug € R™.
Trazimo da su U, i Ug otvoreni podskupovi od R"
te da je preslikavanje 1, o 1/}6_1 klase C*°.

Buduéi da je formalizam koji smo predstavili nami-
jenjen teorijama koje se mogu izvesti iz lagranzijana
invarijantnog na difeomorfizam, zgodno je definirati
$to je difeomorfizam. Za pocetak nam treba definicija
topoloskog prostora.



Definicija II Difeomorfizam medu glatkim mno-
gostrukostima (M, A) i (N,B) je glatko, neprekidno
preslikvanje f : M — N ¢&iji je inverz f~! takoder
glatka i neprekidna funkcija. Ako postoji difeomorfizam
medu mnogostrukostima, kazemo da su mnogostrukosti
difeomorfne.

Definicija III Neka je M glatka m—mnogostrukost.
Tangentni vektor u tocki p € M je preslikavanje X :
Cr(M) — R, koje za sve f,g € C;°(M) i k,A € R
zadovoljava

(i) linearnost X (kf + Ag) = kX (f) + AX(g) te

(ii) Leibnizovo pravilo: X (fg) = f(p)X(9)+g(p)X (f).

Skup svih tangentnih vektora u tocki p € M oznac¢avamo
s Tp,M, a skup svih tangentnih vektora na mnogostru-
kosti M s TM [15].

U svakoj tocki p € M koordinatne karte glatke mno-
gostrukosti (O, 21, ..., 2™) moguée je definirati tangentne
vektore na nacin

0
@MDE Oy
za p={1,...,n}. Definirajmo sada diferencijalne forme:

Definicija IV Neka je M glatka mnogostrukost. 1-forma
w u tocki p € M je linearno preslikavanje w : T,M — R.
Skup svih 1-formi u tocki p € M oznacavamo s T M, a
skup svih 1-formi na mnogostrukosti M s T*M.

1-forma je linearni funkcional na prostoru tangentnih
vektora. Skup T7M s operacijama

(i) zbrajanja dualnih vektora
(ii) mnozZenja skalarom

¢ini vektorski prostor dualan tangentnom vektorskom
prostoru, a naziva se joS i kotangentni vektorski pros-
tor [15]. Za svaku glatku funkciju f € Cp°(M) mozemo
definirati 1-formu df € T); M na nacin

12

za svaki X € T, M. Primijetimo da smo tako konstru-
irali bazu tangentnog i kotangetnog vektorskog prostora
{0,} 1 {dz"}. Sada smo spremni definirati vektore.

Definicija V Neka je V' kona¢nodimenzionalan vektorski
prostor nad poljem K i V* njegov dual. Tenzor tipa (r, s)
je K—multilinearno preslikavanje:

T:V*x .. V*xVx...V>K
pri ¢emu se preslikava r dualnih vektora i s vektora.

Tenzore mozemo definirati i preko linearnih kombinacija
vektora baza tangentnog i kotangentnog prostora, {0, } i
{dx*}. Za tenzor tipa (r,s) baza glasi

{0, ®...0,, @dz" ®@...dx"}

Tenzorsko polje je funkcija koja svakoj tocki p € M
pridruzuje tenzor. Analogno za vektorsko polje.

Definicija VI Diferencijalna forma reda p ili p—forma
je totalno antisimetri¢ni tenzor ranga (0, p).

Definicija VII Vanjska derivacija d, d : QP — QP*1

(dw)(l1...ap+1 = (P + l)v[alwag...ap+1]

Definicija VIII Lijeva derivacija tenzorskog polja T s
obzirom na glatko vektorsko polje X* tangentno na or-
bite 1-parametarske grupe difeomorfizama ¢; definirana
je kao

1
LxT 7%, = lim =(o —60) T35,

Lijeva derivacija automatski je definirana i za dife-
rencijalne forme. Najces¢e se koristimo Cartanovom
magi¢nom formulom (12) koju smo i mi koristili u ovom
radu. Za kraj ovog kratkog pregleda diferencijalne ge-
ometrije, spomenut ¢emo i Frobeniusov teorem koji se
koristi u izvodu relacije (102). Detaljnije upoznavanje s
Frobeniusovim teoremom trazi formalizam sveznjeva Sto
je van fokusa ovog rada. Detalje je moguée pronadéi u
[15, 18].
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