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Saºetak

Cilj rada je bio upoznati i bolje istraºiti svojstva i primjenu kompleksnih mreºa
u opisu realnih sustava sa faznim prijelazima. U radu smo razmotrili Isingov
model i interakciju magnetskih dipolnih momenata, te smo modelirali njihove
interakcije pomo¢u dvije kompleksne mreºe koje se me�usobno natje£u. U nu-
meri£kim simulacijama interakcija u sustavu smo dobili fazni dijagram, u ovis-
nosti o parametrima mreºe.

1 Isingov model

Isingov model je matemati£ki model
feromagnetizma u statisti£koj �zici.
Radi se o sustavu spinova gdje me�u-
sobno interagiraju samo prvi susjedi.
Svaki spin moºe biti usmjeren samo u
+z ili u −z smjeru (gore ili dolje). En-
ergija interakcije susjednih spinova je

E12 = −J12σz,1σz,2 (1)

gdje je J12 snage interakcije.
U na²em pojednostavljenom

slu£aju mi ¢emo isklju£iti djelovanje
vanjskog polja, pa je ukupni Hamil-
tonijan na²eg sustava

H = −
∑
i,δ

Ji,i+δσiσi+δ (2)

Ovisno o iznosu Ji,i+δ imamo

• Ji,i+δ > 0, interakcija je fero-
magnetska

• Ji,i+δ < 0, interakcija je antife-
ormagnetska

• Ji,i+δ = 0, spinovi ne interagi-
raju

U feromagnetskom Isingovu modelu
susjedni spinovi ºele biti istog usm-
jerenja, pa su i te kon�guracije vjero-
jatnije, dok u antiferomagnetskom
Isingovom modelu susjedni spinovi
ºele biti suprotnog usmjerenja. Mi
¢emo probati napraviti model interak-
cije susjednih spinova u kompleksnim
mreºama.

2 Kompleksne mreºe

Model kompleksnih mreºa nam
omogu¢ava prou£avanje i opisivanje
veza izme�u diskretnih objekata.
Diskretni objekti su vrhovi koji su
me�usobno povezani i na taj na£in
£ine graf sustava. Primjer je na slici
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1. Jako je pogodno za opisivanje kom-
pleksnih sustava, zbog toga smo se i
odlu£ili napraviti simulaciju interak-
cija Isingovog modela u kompleksnim
mreºama.

Slika 1. Primjer kompleksne mreºe
koja se sastoji od diskretnih objekata

koji su me�usobno povezani u
razli£ite kon�guracije

Prvo je potrebno generirati mreºu
sa jedinstvenom kon�guracijom, ko-
joj ¢emo zatim dodijeliti odre�ene
parametre kao ²to su spin i snaga in-
terakcije. U modeliranju smo koris-
tili programski jezik Julia, jer nam
je pruºao brojne mogu¢nosti za kon-
trolu pri izradi algoritma za simulacije,
te brz i jednostavan gra�£ki prikaz
rezultata simulacija. Koriste¢i prav-
ilo preferencijalnog spajanja, generi-
ramo dvije mreºe S i W koje u trenu
t=0 imaju n0 vrhova. Zatim smo
svaki sljede¢i trenutak dodavali jedan
vrh koji smo spajali sa mS postoje¢ih
vrhova u mreºi S i sa mW,Spostoje¢ih
vrhova u mreºi W, gdje vjerojatnost
spajanja ovisi o broju veza postoje¢ih
vrhova u mreºama S i W. Sli£no, ko-
riste¢i preferencijalno spajanje, spajali
smo novi vrh u mreºi W sa mW pos-
toje¢ih vrhova u mreºi W i sa mS,W

postoje¢ih vrhova u mreºi S. Generi-
rane mreºe sada moºemo dalje koristiti
u simulacijama interakcija spinova.

3 Teorijski model

Ovdje ¢emo predstaviti model s dvije
Barabási-Albert mreºe koje se me�u-
sobno natje£u. Mreºe smo generirali
pomo¢u pravila preferencijalnog spa-
janja, za vrijednosti mW = mS = 3 i
mS,W = mW,S = 2 . Kao u mnogim
primjerima stvarnih mreºa, moºe se
dogoditi da vrh zataji, to jest izgubi
vezu sa drugim vrhovima, a to moºe
biti zbog unutarnjih razloga ili zbog
toga ²to njegova funkcionalnost ovisi
o njegovoj neposrednoj okolini. Stoga
bilo koji vrh ni u mreºi S sa kS susjed-
nih vrhova u svojoj mreºi i kW,S sus-
jeda u mreºi W, moºe zatajiti u bilo
kojem trenutku, ili zbog unutarnjih ra-
zloga neovisnih o drugim vrhovima sa
vjerojatnosti p1, ili zbog vanjskih utje-
caja sa vjerojatno²¢u p2. Vrh ni zataji
sa vjerojatnosti p2 kada ukupni udio
aktivnih susjednih vrhova je manji od
praga T koji je jednak za sve vrhove
u svakoj mreºi. �to je ve¢a vrijed-
nost praga T , to je mreºa manje ot-
porna. Pretpostavili smo da je jedna
mreºa otpornija od druge, tojest mreºa
S je otpornija od mreºe W. To smo
napravili tako da smo stavili razli£ite
pragove, TS prag za jaku mreºu S i
TW prag za slabu mreºu W, tako da je
TS < TW . Tako�er uzimamo u obzira
da vrh koji je zatajio unutarnjim pro-
cesom u mreºama S ili W se oporavi
od zadnjeg zatajenja nakon perioda τ .
Uzastopna zatajenja istog vrha pro-
duºuju efektivno vrijeme zatajenja i
uvode heterogenost u raspodjelu peri-
oda neaktivnosti. Ako je vrh predugo
neaktivan, dopu²tamo ja£oj mreºi S da
ga preuzme. Na slici 2 se nalazi she-
matski prikaz ovog procesa.
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Slika 2. Na slici su prikazani procesi preuzimanja u mreºama. a) Mreºa S i
mreºa W imaju istu vjerojatnost p1 za unutarnje zatajenje. Vrhovi koji su vi²e
vremena neaktivni slabije su obojani na slici (roza boja), dok su vrhovi jakih
boja (tamnocrvena i tamnoplava) vi²e vremena aktivni. b) Ako je vrh duºe

vrijeme neaktivan, onda ¢e ga preuzeti ja£a mreºa S

Na gore opisani na£in smo simuli-
rali me�usobne interakcije spinova.
Svakoj mreºi dodjeljujemo po£etno
stanje spinova (+ ili -), a zatim pro-
matramo koliki dio od ukupno vrhova
je u akitvan (+). Raditi ¢emo simu-
lacije za razli£ite vrijednosti vjerojat-

nosti unutarnjeg zatajenja p1, i van-
jskog zatajenja p2. Simulacije za ra-
zli£ite kombinacije p1i p2 parametara
prikazane su na slici 3. Radili smo sim-
ulaciju sa 5000 vrhova u svakoj mreºi,
a spinove smo stavili u stanje (+).

Slika 3. Broj vrhova u svakoj mreºi je bio 5000, te smo imali razli£ite
vrijednosti pragova za jaku (�Mreºa 2� ili �Network 2�) i slabu (�Mreºa 1� ili
�Network 1�) mreºu, TS = 0.3 i TW = 0.7. Lijevo je simulacija koje nam
prikazuje dio aktivnih £lanova u svakoj mreºi sa spinom u stanju (+) u

ovisnosti u trenutku t. Desno vidimo usrednjeni broj aktivnih £lanova mreºe u
ovinsosti o parametru p2. Moºemo primjetiti da slabija mreºa ima manji broj

aktitvnih vrhova
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4 Rezultati

Predstavljeni model smo iskoristili
kako bi napravili fazni dijagram u ovis-
nosti o parametrima unutarnjeg i van-
jskog zatajenja, p1 i p2. Stavili smo
5000 vrhova u svakoj mreºi te smo
radili simulacije u slu£aju spinova u

stanju (-) i u stanju (+). Rezultate
za odre�eni par p1 i p2 vrijednosti
smo usrednjavali i tako�er smo ra£u-
nali standardnu devijaciju rezultata.
Broj aktivnih £lanova u faznom dija-
gramu ¢emo izraziti preko skale boje u
rasponu od 0 do 1.

Slika 4. Lijevo je fazni dijagram za slabu mreºu W, a desno je fazni dijagram
za jaku mreºu S. Odnosi se na slu£aj spinova (-). Primje¢ujemo kako je mreºa
S puno manje podloºna promjenama, dok u slaboj mreºi W primje¢ujemo vi²e

od dvije faze. Razliku moºemo pripisati razli£itim vrijednostima praga.

Slika 5. Na lijevom grafu imamo srednju vrijednost zbroja faznih dijagrama
mreºe W i S za slu£aj (-), a na desnom grafu je standardna devijacija za fazni

dijagram. Moºemo vidjeti kako cijeli sustav ima nekoliko faza, a slika
standardne devijacije nam moºe pomo¢i kako bi razlu£ili njihove granice.

U slu£aju kada su spinovi u (-) stanju, moºemo primjetiti kako grafovi jako
ovise o odabiru vrijednost praga T za pojedinu mreºu. O£ekujemo sli£no pred-
vi�anje i u slu£aju kada su spinovi u stanju (+).
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Slika 6. Lijevo je fazni dijagram za slabu mreºu W, a desno je fazni dijagram
za jaku mreºu S. Odnosi se na slu£aj spinova (+).

Slika 7. Na lijevom grafu imamo srednju vrijednost zbroja faznih dijagrama
mreºe W i S za slu£aj (+), a na desnom grafu je standardna devijacija za fazni

dijagram. Ovdje moºemo uo£iti tri razli£ite faze.

Jednom kada smo izra£unali fazne dijagrame za slu£aje (-) i (+) spinova, za
kona£no rije²enje ¢emo uzeti usrednjeni fazni dijagram za oba slu£aja. On se
nalazi na slici 8.

Slika 8. Na slici vidimo fazni dijagram koji je zbroj faznih dijagrama za slu£aje
(-) i (+), te tako�er njegovu standardnu devijaciju.
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Cilj nam je bio do¢i do saznanja
o mogu¢nosti modeliranja razli£itih
na£ina interakcije susjednih spinova, te
kako se to odnosi na cijeli sustav u
kojem se dipolni magnetski momenti
nalaze.

5 Zaklju£ak

U radu smo koristili relativno novu
metodu u konstruiranju interakcija
dipolnih magnetskih momenata. Pred-
nost je to ²to stvarna struktura moºe
biti dosta kompleksna, a mi smo je
u stanju vrlo dobro opisati pomo¢u
metode kompleksnih mreºa. U radu

smo dobili vi²e faza, te mislimo da
ovisno o odabiru parametara unutarn-
jeg zatajenja p1 i vanjskog zatajenja
p2, a isto tako i parametra praga T ,
smo u mogu¢nosti koristiti simulacije
na realnim sustavima. U budu¢nosti se
nadamo iskoristiti saznanja dobivena
u ovome radu. Tako�er bitno je is-
taknuti da smo u radu koristili rela-
tivno novi programski jezik Julia, koji
nam je jako pomogao u kontroli po-
dataka i izvedbi algoritma, te tako�er
u jednostavnom prikazu rezultata. Isto
se nadamo da ¢emo dobijene vje²-
tine koristiti u budu¢im profesionalnim
zadacima i radovima.
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