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Prezentiramo dokaz Hohenberg-Mermin-Wagnerovog teorema za jedno- i dvodimenzionalan He-
isenbergov i XY model. Zatim analiziramo osjetljivost Hohenberg-Mermin-Wagnerovog argumenta
na smetnje koje se linearno vezu za spinove sustava.

I. UVOD

U ovome ¢lanku razmatramo jedan od rijetkih ri-
goroznih rezultata teorije faznih prijelaza: Hohenberg-
Mermin-Wagnerov teorem (HMW teorem) koji kaze da
za kratkodosezni jedno- ili dvodimenzionalan Heisenber-
gov i XY model pri temperaturama veé¢im od apsolutne
nule ne dolazi do spontane magnetizacije u ravnini si-
metrije.! U HMW teoremu su kljuéne Bogoljubovljeva
metoda ispitivanja nastupanja spontane magnetizacije i
Bogoljubovljeva nejednakost kojom se izvode rigorozne
ocjene magnetizacije. Buduéi da u HMW teoremu tako-
der bitnu ulogu igra toc¢an oblik Hamiltonijana, prirodno
je pitati se koliko je osjetljiv na smetnje. Tim pitanjem se
bavimo pri kraju ¢lanka gdje prezentiramo vlastitu ana-
lizu u¢inka smetnji na HMW argument.

Prethodno Hohenberg-Mermin-Wagnerovom teoremu
[1] postojali su razni argumenti koji su takoder sugerirali
da u 2D sustavima ne dolazi do dugodoseznog uredenja,
ali niti jedan on tih argumenata nije bio konkluzivan. Je-
dan od takvih argumenata je bila analiza spinskih valova
u kojoj se nakon zbrajanja doprinosa svih spinskih va-
lova fluktuaciji magnetizacije dobilo da fluktuacije u 2D
divergiraju, $to sugerira da fluktuacije razbijaju uredeno
stanje [2, 3].2

Pierre Hohenberg je bio prvi koji se dosjetio kako ko-
ristiti Bogoljubovljevu nejednakost da bi dokazao nepos-
tojanje dalekodoseznog uredenja u kontekstu 2D supra-
tekuéina i supravodica [5, 6]. David Mermin i Herbert
Wagner su potaknuti Hohenbergovim rezultatom ubrzo
nakon osmislili kako primijeniti sliCan argument na 2D
magnetske sustave. Od tada je napisano iznimno puno
¢lanaka koji se temelje na Hohenbergovoj ideji (izvorni
¢lanci [7-11], revijalni [12-16]).

Clanak zapocinjemo uvodenjem predznanja nuznog za
dokaz HMW teorema. U odjeljku IT uvodimo Bogolju-

1 HMW teorem ostavlja otvorenom moguénost da dode do faznih
prijelaza drugih vrsta, primjerice u kojem korelacijska funkcija
mijenja svoju ovisnost o udaljenosti s eksponencijalno u poten-
cijski opadajucu.

2 Ovaj argument se kasnije poopéio na spontano naruSenje ne-
prekidnih grupa simetrije u dvodimenzionalnim relativistickim
kvantnim teorijama polja [4]. Tada Nambu-Goldstoneovi bozoni
igraju ulogu spinskih valova.

bovljevu metodu kvaziprosjeka kojom se ispituje dolazi li
do spontanog narusenja simetrije, dok u odjeljku III uvo-
dimo Bogoljubovljevu nejednakost iz viSe perspektiva.
Nakon $to smo uveli potrebnu pozadinu, u odjeljku IV
prezentiramo dokaz Hohenberg-Mermin-Wagnerovog te-
orema. Clanak zavrSavamo s analizom osjetljivosti HMW
argumenta na smetnje, koja je prema saznanjima autora
nova, i raspravom rezultata.
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II. BOGOLJUBOVLJEVI KVAZIPROSJECI

Sustavi koje teorijski razmatramo esto posjeduju eg-
zaktne simetrije. Dvije bitne posljedice tih simetrija su
pojava ocuvanih velidina i pojava degeneracije stacionar-
nih stanja sustava koja je tim veca §to je sama grupa si-
metrija veéa. Za neprekidne simetrije o¢uvane veli¢ine su



aditivne po podsustavima u smislu da je ukupna o¢uvana
veli¢ina jednaka zbroju o¢uvanih veli¢ina od svih podsus-
tava (npr. koli¢ina gibanja), dok su za diskretne simetrije
oCuvane veli¢ine multiplikativne, tj. ukupna oCuvana ve-
li¢ina je jednaka umnosku ocuvanih veli¢ina podsustava
(npr. paritet). Ako sada dode do toga da osnovno sta-
nje (ili pri temperaturama veé¢im od nule ansambl sta-
nja) vise nije invarijantan na tu grupu simetrija sustava
u cjelini kazemo da ja ta simetrija spontano narusena ili
slomljena. Spontanost se ovdje referira na ¢injenicu da u
sustavu nema medudjelovanja koje manifestno narusSava
danu simetriju.

Tesko je precijeniti znacaj te ideje spontanog loma si-
metrije koja prozima sva podrucja fizike, od statisticke
fizike i fizike kondenzirane tvari do fizike elementarnih
Cestica. U ovome ¢lanku éemo se ograniciti na razmatra-
nja spontanog narusenja simetrija u sklopu teorije faznih
prijelaza. Lev D. Landau je u svojoj slavnoj teoriji fazne
prijelaze objasnio kao posljedicu naruSenja simetrija. Na-
ruSenje simetrija je on kvantificirao uvodenjem parametra
uredengja. Ako nadalje termodinamicki potencijal razvi-
jemo u varijabli parametra uredenja blizu tocke faznog
prijelaza dobivamo fenomenolosku teoriju faznih prije-
laza. Ta Landauova teorija se moZe dalje poboljSati time
$to uzimamo u obzir prostorne fluktuacije parametra ure-
denja ¢ime dobivamo Ginzburg-Landauovu teoriju. Me-
dutim, osim fenomenoloskog opisa faznih prijelaza mi bi-
smo takoder htjeli razotkriti kako u mikroskopskoj teoriji
dolazi do spontanog loma simetrije.

Ovdje u igru dolazi metoda kvaziprosjeka koju je Niko-
laj N. Bogoljubov pocetkom Sezdesetih godina prosloga
stolje¢a osmislio kako bi opisao spontani lom simetrija
[17]. Njegov kljuéni uvid je taj da su prosjeci po an-
samblu spontano naruSenih veli¢ina u termodinamickom
limesu iznimno osjetljivi na perturbacije Hamiltonijana
koje eksplicitno narusavaju danu simetriju sustava. Od-
nosno, infinitezimalno mala perturbacija Hamiltonijana
koja eksplicitno naruava simetriju sustava dovodi do ko-
nacne vrijednosti prosjeka spontano narusenih fizikalnih
veli¢ina. Ovdje je bitno primijetiti da se ova kona¢nost
pojavljuje samo ako smo prvo uzeli termodinamicki limes,
a tek onda uveli perturbaciju u sustav. Ova ¢injenica
je blisko povezana s tim da se spontani lom simetrija u
kvantnoj mehanici moze dogoditi samo ako imamo besko-
nac¢an broj stupnjeva slobode, odnosno kvantnu teoriju
polja. U naSim teorijskim modelima s kona¢nim brojem
stupnjeva slobode to se reflektira u ¢injenici da oni nikada
nemaju istinski fazni prijelaz u smislu da susceptibilnosti
i korelacijske duljine koje bi trebale divergirati zapravo
samo postizu iznimno velike vrijednosti za makroskopske
sustave. Za odredene magnetske modele je to nepostoja-
nje divergencija rigorozno dokazano (Lee-Yangov teorem
[18, 19]).

A. DMatematic¢ki formalizam kvaziprosjeka

Promotrimo sustav ¢&iji je Hilbertov prostor stanja H i
¢ija je dinamika opisana Hamiltonijanom H. Osim toga
neka nam je dana grupa transformacija G i njena uni-
tarna reprezentacija x: G — U(H), g — Xx4. Onda zbog
Maschkeovog teorema znamo da Hilbertov prostor mo-
zemo podijeliti na direktnu sumu ireducibilnih reprezen-
tacija, H = @, H(®). Nadalje neka s a, 3, ... imenu-
jemo te pojedine ireducibilne reprezentacije x(*): G —
UH@), x#): G — UHP), itd. Iz definicije znamo
da unutar jedne ireducibilne reprezentacije mozemo sva
stanja |@), 1)) € H(®) povezati djelovanjem nekog ¢lana
grupe:

JgeG: XV le) = v) -

Za sustav kazemo da je simetri¢an naspram grupe tran-
sformacije G ako i samo ako je Hamiltonijan sustava H
invarijantan naspram djelovanja grupe:

Vg e G: X;IHXQ:H < [H,xs]=0. (1)
Iz ovoga slijedi da sva stanja iz dane ireducibilne repre-
zentacije imaju istu energiju E,. Do degeneracije dolazi
ako neke od ireducibilnih reprezentacija imaju dimenziju
vecu od jedan.

Sljede¢i nam je korak uvesti parametar uredenja koji
opisuje tu grupu simetrija G. Kao parametar uredenja
uzimamo n-torku A = (Aq,...,A,) € R" koja se sas-
toji od ocekivanih vrijednost n-torke Hermitskih opera-
tora (Aq,...,An): A; := (A;). Tu olekivanu vrijednost
opéenito uzimamo po nekakvom ansamblu koji se opi-
suje pomocu operatora gustoce p, (4) = tr(pA). Pri-
rodno je ocekivati da se prilikom transformacije sustava
p—=p = Xgpxgl taj parametar uredenja takoder tran-
sformira na kovarijantan na¢in. U tu svrhu uvodimo novu
(matri¢nu) reprezentaciju M: G — GL(R™), g — M(g).
Iz zahtjeva kovarijantnosti parametara uredenja:

A= AMji(g), (2)
J
dobivamo uvjete kovarijantnosti operatora uredenja:

Xehixg ' =D A;Mji(g). (3)
j

Za sustav kazemo da se nalazi u stanju koje je ¢uva si-
metriju opisanu grupom G ako i samo ako je operator
gustoce sustava p invarijantan naspram djelovanja grupe:
Vg € G: Xglpxg:p <= [p,x4] =0. (4)
Iz pravila transformacije parametra uredenja (2) slijedi
da je za simetri¢na stanja A = 0 jer je jedino nulvektor
netrivijalnih reprezentacija invarijantan na sva djelovanja
grupe G.
Sad smo dosli do problema u opisu spontanog naru-
Senja simetrije. Naime, u statistickoj fizici mi obi¢no



promatramo ansamble u kojima vjerojatnost zauzimanja
stanja ovisi isklju¢ivo energiji, odnosno operator gustoce
ima oblik p = f(H). Medutim, kako znamo da za sve g
vrijedi [H, x4] =0 = [p,xg) =0, tj. svi ti ansambli su
takoder invarijantni naspram djelovanja grupe. Stoga u
svim na$im ansamblima parametar uredenja uvijek isce-
zava.

Bogoljubovljeva ideja je bila ispitati koliko je taj pro-
sjek po ansamblu osjetljiv na perturbaciju Hamiltonijana
H — H + H], takvu da H], eksplicitno narusi simetriju,
odnosno [H),, x4] # 0 za barem neke g. Parametar v opi-
suje jakost perturbacije te je lim,_,o H,, = 0. U tu svrhu
uvodimo p, = f(H + H}), (A), = tr(p,A) i Bogoljubov-
ljev kvaziprosjek:

(4) = lim (4), . ()

Taj Bogoljubovljev kvaziprosjek moze biti razli¢it od nule
¢ak 1 kad je prosjek (bez perturbacije) nula. Ta razlika
izmedu prosjeka i kvaziprosjeka nam onda govori hoce li
dodéi do spontanog naruSenja simetrije. Naime, ako smo
odredili da su kvaziprosjeci {(\;}) # 0 za barem neke 4
onda zasigurno znamo da je simetrija sustava slomljena.
Treba napomenuti da uzimanje termodinamickog limesa
ilimesa v — 0 u (5) ne komutira te kako bi nam kvazipro-
sjek bilo sto rekao o spontanom lomu simetrije moramo
prvo uzeti termodinamicki limes, a tek onda limes v — 0.

IIT. BOGOLJUBOVLJEVA NEJEDNAKOST

Bogoljubovljeva nejednakost je jedna opéa nejedna-
kost koja povezuje termalne prosjeke viSeCesti¢nih ope-
ratora. U ovome odjeljku ¢lanka ju dokazujemo iz vise
perspektiva, dok ju u sljede¢em odjeljku ¢lanka koristimo
kako bi ocijenili kvaziprosjek magnetizacije i time doka-
zali Hohenberg-Mermin-Wagnerovom teoremu.

Bogoljubovljeva nejednakost vrijedi i za kanonski i za
velekanonski ansambl, stoga ¢emo umjesto Hamiltonijana
H u sljede¢em radi opéenitosti koristiti operator:

K := {H’
H — uN,

Ovdje je u kemijski potencijal velekanonskog ansambla, a
N operator broja Cestica u sustavu. Particijska funkcija
danog ansambla je onda naravno:

za kanonski ansambl, (6)
za velekanonski ansambl.

Z = tr(e 7K, (7)
gdje je 8 = 1/kpT termodinamicka beta ansambla. Pro-

sjek po ansamblu od nekog proizvoljnog viSecesticnog
operatora A je onda:

(A) == %tr(e_’BKA) , (8)

gdje se trag uzima po svim viSeCesti¢nim stanjima fiksnog
broja Gestica (Hilbertov prostor) za kanonski ansambl ili

po svim viSe€esti¢nim stanjima proizvoljnog broja Cestica
(Fockov prostor) za velekanonski ansambl. Sada smo u
stanju izraziti Bogoljubovljevu nejednakost.

Lema (Bogoljubov). Neka su A i C' proizvoljni viseces-
ticni operatori. Onda pri temperaturama veéim od apso-
lutne nule vrijedi:

[C, AN < 38 ({4,41}) ([[C,K],CT]) . (9)

Bogoljubovljeva nejednakost se moze dokazati na vise
nac¢ina. U ovom odjeljku prezentiramo cetiri razli-
¢ita pristupa dokazivanju Bogoljubovljeve nejednakosti.
Sva Cetiri pristupa se temelje na prikladnom koristenju
Cauchy-Bunjakovski-Schwarzove nejednakosti za novo-
uveden skalarni umnozak nad prostorom operatora.

A. Bogoljubovljev skalarni produkt

U literaturi postoji vise definicija Bogoljuvbovljevog
skalarnog produkta koje se medusobno razlikuju do na
same Bogoljubovljeve nejednakosti. Mi ¢emo koristiti
najelegantniju varijantu koja za dva proizvoljna viseces-
tiéna operatora A i B glasi:

1
(AIB) ::% / artr(e" 0K Ale K BY - (10)
0

Ovaj skalarni produkt se moze interpretirati kao poop-
¢enje korelacijske funkcije operatora AT i B s obitnog
prosjeka <ATB> na prosjek koji jo§ dodatno usrednjava
po svim moguéim razlikama u imaginarnome vremenu.?
Ako sada raspiSemo ovaj trag te jos umetnemo rezoluciju
identiteta ), |n)(n| = 1, onda mozemo dobiti eksplicitni
izraz Bogoljubovljevog skalarnog umnoska u bazi:

(AIB) =Y (n|AT|m) (m|B|n) wpm , (11)

gdje su |n) i [m) mnogocestina stanja koja su vlastita
stanja operatora K, tj. K |n) = K, |n)), te je tezinski
faktor po definiciji:

o BKx
) za Kp = Kp,
o Z
Wnm = 1 e_ﬁKn — e_ﬁKwn K K (12)
E B(Km — Kn) 9 zZa n 7& m-

Lako se uoci da je ovaj tezinski faktor simetrican, wy,, =
Wpm, te pozitivan, wy,, > 0. Cesto éemo koristiti po-
kratu:

e_ﬁKn

Z )

(13)

Wp, = Wnnp =

3 Ovaj skalarni umnozak bi se takoder mogao izraziti preko putnih
integrala po imaginarnom vremenu, ali nama to nece koristiti pa
¢emo se zadrZati na operatorskom formalizmu.



putem koje termalni prosjek viSecesti¢nog operatora (8)
postaje:

(A) = Z (n|Aln) wy, . (14)

n

Iz definicije Bogoljubovljevog skalarnog umnoska (10) se
jasno vidi da on zadovoljava sva tri aksioma potrebna da
bi bio matematicki ispravan skalarni produkt:

e Konjugirano je simetric¢an:

(A]B) = (B|A) .

Ovo se lako vidi iz izraza (11), simetri¢nosti te-
Zinskih faktora wy,, i ¢injenice da je (n|A|m) =
(m|At|n). Alternativno koristimo definiciju (10) i
cikli¢nost traga.

e Antilinearan je u prvo argumentu i linearan drugom
argumentu:

(A + pB|C) = M (A|C) + 7 (B|C)
(A[AB + uC) = A(A[B) + n (A|C) .

Ovo ocito slijedi iz linearnosti traga u definiciji (10).

e Pozitivno je definitan:

(AJA) >0 A (4A|A)=0 < A=0.
Za dokaz ovoga je najzgodnije koristiti jednadzbu
(11) koja se u ovom slu¢aju svodi na:

(A]A) = Z| (m|Aln) [ W, -

Kako je wy, > 0, iz prethodnog izraza se jasno
vidi da je norma uvijek nenegativna kao i to da
je (A|A) = 0 ako i samo ako za sve n,m vrijedi
(m|A|n) = 0 odnosno A = 0.

Alternativne definicije se razlikuju utoliko Sto za de-
finiciju skalarnog umnogka uzimaju raspis po mnogoces-
ti¢nim stanjima (11) te u njemu ne zbrajaju po stanjima
s K, = K,,,. Zbog toga u izrazu za (A|A) suma pres-
taje i¢i po svim matri¢nim elementima pa skalarni um-
nozak prestaje biti definitan. Odnosno, skalarni umnozak
prelazi iz pozitivno-definitnog u pozitivno-semidefinitan.
Neki jos cijeli izraz mnoze s 5. U dvjema relacijama koje
su kljuéne za Bogoljubovljevu nejednakost ti K, = K,,
¢lanovi otpadaju neovisno pa ova razlika nije previse
bitna.

Jos neki zgodni izrazi koji se lako pokazu su:

(A), (A1) = (A1),
(A|BK) = (AK|B) .

(11) =1,
(A|KB) =

(1]4) =
(KA|B) ,

B. Dokaz Bogoljubovljeve nejednakosti

Ideja dokaza je da se na prethodno definiran Bogolju-
bovljev skalarni umnozak primjeni Cauchy-Bunjakovski-
Schwarzova nejednakost:

2
[(A|B)|” < (A|A) (B|B) . (15)

Kako bismo se rijesili pojavljivanja skalarnih umnozaka
u korist termalnih prosjeka trebat ¢e nam dvije tvrdnje:

e Prva je jednadzba:
B(A|K, B]) = ([A", B]) . (16)
Ona slijedi iz izraza:

(m|[K, Bl|n) = (Km
B(EKm

— Ky) (m|Bln) ,

- Kn>wnm = Wn — Wm,

temeljem kojih raspisivanjem dobivamo:

= Z <n}AT’m> (m|B]n) (
’ATB‘n> Wy, — Z <m’BAT|m> Wi

:Z<n

<A*B BAY) = ([A", B]) .

p(A|[K, B]) Wn, — W)

e Druga je nejednakost:

(A]4) < 3 ({4,41}) . (17)

U njenom je dokazu klju¢na nejednakost:
Wy < 2 (wy + W),
koja je ocito istinita za K, = K,,, dok se za opdée-
niti slucaj raspisivanjem dokaze:
_1 2 (e _ o=FKm)

T2 B(Ko — Ko
e_ﬁKn _|_ e_BKrn, 2 e_ﬁKn —_ e_ﬁKm

2 B(Kp — K,) e PEn 4 e=BKm
Kn | —piy  tanh(B(Km — Ky)/2)
) S By~ B2
tanh x

< Hwn +wm),

S C

= 2 (wn + W) -

jer je tanh(z)/x < 1 za sve x pa tako i za x =
B(K,, — K,)/2. Nakon uvrstavanja u raspis (11)
dobivamo trazenu tvrdnju:

(A]A) < Z
5 Z <n|ATA|n> w

1 (ATA+ AAT) =

AT’m ) (m|Aln) 3 (w, + wyy,)

+ %Z <m|AAT|m> w

3({4.47) .



Uz ove dvije tvrdnje Bogoljubovljeva nejednakost trivi-
jalno slijedi iz Cauchy-Bunjakovski-Schwarzove nejedna-
kosti (15) uz supstituciju B = [K, CT]. Po redu za svaki
pojedini ¢lan iz Cauchy-Bunjakovski-Schwarzove nejed-
nakosti (15) imamo:

B(AIB) = B (A|[K.C")
= ([T, M) = ([c,4]),
(Al4) < 5 ({4, A1) ,

8(B|B) = (B|[K.CT])
= (1B",07) = ([lc. K1, C7]) -

Uvrstavanjem u (15) i sredivanjem dobivamo Bogolju-
bovljevu nejednakost:

([C, AN < 18 ({4, AT}) ([[C, K],CT]) .

C. Dokaz Bogoljubovljeve nejednakosti u
Heisenbergovoj slici

Za jos jedan nacin dokazivanja Bogoljubovljeve nejed-
nakosti prelazimo u Heisenbergovu sliku u imaginarnom
vremenu:

A, = e™PE e TPE (18)
za koju vrijedi:

(A1), = (A,
aTAT = 5[K7 AT] )
<A7‘B> = <AB—T> .

Definiciju Bogoljubovljevog skalarnog umnoska (10)
mozemo prebaciti u Heisenbergovu sliku:

1
(A|B) ::/ dr {(A"),B) . (19)
0

Raspisivanjem se u Heisenbergovoj slici moze izravno
iz ove definicije izvesti trazene tvrdnje (16) i (17) na-

kon ¢ega je dokaz Bogoljubovljeve nejednakosti identi¢an
prethodnom.

e Za dokaz prve tvrdnje (16) kre¢emo od ¢injenice da
je:
0 (A1), B) = B([K, (A"):]B) = B ((A").[B, K]) ,

pa stoga vrijedi:

1
5 (A|[B,K]) = / a7 0, (A1), B)

= ((AM1B) = ((4N)eB) = ([B. 4T]) .

e Za dokaz druge tvrdnje (17) ra¢unamo drugu deri-

vaciju:
92 ((AT),A) =B o, <( T) [A,KD
= B2 ([K, (A")7][A, KT)
= 32 (([A. K]-)'[A, K1)
=B ((Q=r2)'Q_r/2) > 0,

gdje je Q := [A, K].* Stoga je ((AT);A) konveksna
funkcija u 7 pa vrijedi:

1
(A]4) = / dr (A1), 4)

< 5 ((aN14) + (N )
=3 (AAT+ ATA) = 1 ({4, 4T}) .

D. Izravan dokaz Bogoljubovljeve nejednakosti
Za ponesto izravniji dokaz Bogoljubovljevu nejedna-
kost raspisujemo ju u bazi vlastitih stanja operatora K:
[S1]* < S5 - S,
51 = Z(wn — W) (n|CTm) (n|Alm) ,

n,m

n+ m
Sy = T ((nlAlm)?

2

n,m

n,m

— wn)B(Ep — Ky) |(n]CTm)|

Umjesto Bogoljubovljevog skalarnom umnoska uvodimo
alternativan skalarni umnozak:

an = (wn - wm)B<Km -

Pomocéu ovog alternativnog skalarnog umnoska Bogo-
ljubovljeva nejednakost se dobiva kao izravna primjena
Cauchy-Bunjakovski-Schwarzove nejednakosti:

l(aly)'|” <

uz odabir vektora:

(n|CT[m) .

K,)>0.

(x|z) (yly)"

S (nlApm)
nm B(Km — Kn) )

Tnm =

te uporabom nejednakosti:

an S % (wn + wm) ﬁQ(Km - Kn)2 )

4 Prosjeci oblika <ATA> su uvijek nenegativni jer u bazi vlasti-
tih stanja operatora K iznose (ATA) =3 |(n|Any|? w, to je

ocito nenegativno.



koja je ekvivalentna s prethodno uporabljenom nejedna-
kosti:

tanh(B(K,, — K,)/2)

B(K, <1

E. Alternativan izri¢aj Bogoljubovljeve
nejednakosti

Bogoljubov, ali i Hohenberg koji ga je pratio, su ori-
ginalno Bogoljubovljev skalarni umnoZzak definirali preko
staticke funkcije odgovora. U ovome dijelu povezujemo
taj originalni pristup s onim koji smo mi uveli preko de-
finicije (10).

Promotrimo korelacijsku funkciju dvaju operatora A i
B u vremenskoj i frekventnoj domeni:

Cap(t—t') :==Q " (Ax(t)Bu(t)) , (20)
Cap(w) = /_ dt e“tCap(t) . (21)

Pretpostavljamo da je Hamiltonijan vremenski neovisan
i da operatori A i B nemaju eksplicitnu ovisnost o vre-
menu. Onda su ti operatori u Heisenbergovoj slici:

Ap(t) = exp(%Ht)Aexp <—;1Ht> ,

By(t) = exp(%Ht)Bexp (—;Ht) .

Ako sad ovo uvrstimo u definiciju korelacijske funkcije
(20) i (51), razvijemo termalni prosjek u bazi stacionarnih
stanja, H |n) = F, |n), i raspiSemo, dobivamo eksplicitne
izraze za korelacijsku funkciju u bazi:

Cap(t—t) =71 Z (n|Alm) (m|Bn) w,
g N @)
. exp(h(En —E,)(t—t )) ,
Cap(w -1 Z (n|Alm) (m|B|n) w,
En—E,\ (23)
27r5( h) ,

gdje je 6(x) Diracova delta distribucija. Iz ovog izraza

se lako izvede poznat rezultat o kvantnim korelacijskim

funkcijama:
Cap(—w) =e P Cp4(w).

Osim toga, lako se pokaze da za korelacijsku funkciju
vrijedi:

Cap(w) = Cpiai(w),
QY " [(m|Aln)* wy,

~27r5<w—Em;LE"> >0.

Cara(w

Kao sljedeéi korak uvodimo spektralnu gustocéu:
H{A®), B(A)) (24)
Tap(w / dte“'r4p5(t). (25)

TAB(t—t) Q-

Za nju vrijedi:

TaB(w) = Tpiat (W),
TaB(—w) = —Tpa(w),

te je ona s korelacijskim funkcijama povezana putem:

TaB(t =) =Cap(t —t') — Cpa(t' — 1),
TaB(w) = Cap(w) — Cpa(—w)
= (1 —e PP Cyup(w)
= (™ —1)Cpa(w).

Uvodimo jos dinamicku i staticku funkciju odgovora:

*° dw Tap(w)
= L TABY) 2
xan(2) [m 2r w—2z (26)
. . * dw Tap(W)
s AB
=1 = P.. . 2
Xap = lim xap(in) = P.v L W (27)

Staticka funkcija odgovora se takoder moze izraziti preko
korelacijske funkcije:

e Bhw

* dwl—e"
Gy [ 1

e » Cap(w). (28)

Raspisivanjem se sada mogu dokazati sljedece tvrdnje o
statickoj funkciji odgovora:
e Simetri¢na je:
s s
XAB = XBA -

Za dokaz se jednostavno reparametrizira integral iz
definicije staticke funkcije odgovora (27) kao w —
—w te iskoristi Tap(—w) = —Ta(W).

e Pri konjugaciji se ponasa kao:
XiB = Xgrm .
Ovo je izravna posljedica identiteta 7ap(w) =
Tt at(W).

e Linearna je u oba operatora:

s s s
XAAB+pC) = AXaB + IXac

s s s
XOA+pB)c = AXac T HXBC -
Ovo je posljedica linearnosti uzimanja prosjeka u

(24), Fourierovog transformata u (25) i integiranja
u (27).



e Pozitivno je definitna:
X34a>0 A X%5i4=0 = A=0.

Ovo slijedi iz izraza (28) koji u ovome slu¢aju glasi:

® dwl—e P
s
=P.w. — C .
XAtA v [m o w Ara(w)
Nenegativnost samo-korelacijske funkcije
Cpra(w) 1 pozitivnost podintegralne funkcije

(1 — e~ P") /w > 0 povlade pozitivnu definitnost.

U vidu ovih triju svojstava staticke funkcije odgovora,
prirodno je uvesti skalarni umnozak:

(AIB) = x5 - (29)

Eksplicitnim razvojem u bazi vlastitih stanja Hamiltoni-
jana pomocu izraza (23) i (28) dobivamo:

XiB = 6}7‘9_1 Z <n|A|m> <m|B|n> Wnm,

n,m

$to se uz odabir ) = A o¢ito slaze s prethodnom defini-
cijom Bogoljubovljevog skalarnog umnoska (10).

U ovom se izricaju druga tvrdnja (17) moZe izravno
dokazati iz alternativne definicije (29) koriste¢i nejedna-

kost:
1—e B 14 e fhw

< )
Bhw = 2

pomocu koje dobivamo:

® dw 14 e Phe

_ /OO dw Cara(w) + Cant(=w)

-Q
2 2

L(ATA T AAT) = L({AT, 4))

—0o0

IV. HOHENBERG-MERMIN-WAGNEROV
TEOREM

U ovome dijelu primjenjujemo Bogoljubovljevu me-
todu kvaziprosjeka i Bogoljubovljevu nejednakost kako
bi dokazali da za jedno- ili dvodimenzionalan Heisen-
bergov i XY model s kratkodoseznim medudjelovanjem
pri temperaturama veé¢im od apsolutne nule ne dolazi do
spontanog loma rotacijske simetrije, a time ni do nas-
tanka dugodosezne uredene faze. Taj rezultat se zove
Hohenberg-Mermin- Wagnerov teorem (HMW teorem).

A. Dokaz Hohenberg-Mermin-Wagnerovog teorema

Heisenbergov i XY model opisuju sustav koji se sas-
toji on resetke (bezdimenzionalnih) spinova S; koji u pa-
rovima medudjeluju putem —J;;S; + S; interakcije. S

indeksima i, j,n, m éemo oznacavati polozaje na resetci.
Kako bi izotropan Heisenbergov model i XY model tre-
tirali odjednom promatramo anizotropan Heisenbergov
model ¢iji je Hamiltonijan:

H=— Z Jij(S7ST + SYSY) — Z J5SESE. (30)
()

)

Za izotropan Heisenbergov model je J7; = J;;, dok je za
XY model J = 0. Osim toga slobodni smo odabrati
takve J;; da vrijedi J;; = Jj; € R. Lako se pokaZze da
je ovaj model invarijantan na rotacije oko z osi, odnosno
[H,>,S7] =0, idaima grupu simetrija U(1). U izotrop-
nom slucaju je ovaj model invarijantan na SU(2) grupu
svih rotacija 3D prostora. Operator uredenja sustava je
magnetizacija:

]‘ —1i T
M::V;e T g (31)

kojoj smo nadodali fazu e 719" kako bi mogli obuhvatiti
feromagnetska i antiferomagnetska uredenja odjednom.
V' je naravno volumen, a N = ) .1 je broj spinova na
reSetci. Parametar uredenja je jednostavno prosjek po
ansamblu operatora uredenja koji u vidu rotacijske sime-
trije uvijek i3Cezava, tj. (M,) = (M,) = 0, barem utolike
§to jo§ nismo ispitali potencijalan lom U(1) simetrije.?

Kako bi ispitali narusenje simetrije po Bogoljubovlje-
voj proceduri uvodimo perturbaciju koja eksplicitno na-
rusava U(1) simetriju rotacije oko z osi (smjer é magnet-
skog polja B = bé se nalazi u zy ravnini):

H,=-VB-M, (32)

te ispitujemo iSCezavaju li kvaziprosjeci operatora urede-
nja:

tr e—ﬂ<H+Hé>M)

tr(e—PUH+H])

(M), = lim (M), = lim (33)

b—0 b—0

Ovdje smo uveli notaciju (---), koja oznacava uzimanje
prosjeka po kanonskome ansamblu s Hamiltonijanom H +
Hj; prosjek (---) bez subskript ¢emo zadrzati za slucaj
Hamiltonijana H bez Hj.

Opéenito je odredivanje to¢ne ovisnosti magnetizacije
o temperaturi i vanjskom magnetskom polju iznimno te-
$ko te jedino moguée u najjednostavnijim modelima. Na-
sre¢u, Hohenberg, Mermin i Wagner su se sjetili lukavog
nacina kojim se eksplicitno racunanje prosjeka magne-
tizacije zaobilazi te se umjesto toga mudrim odabirom
operatora u Bogoljubovljevoj nejednakosti (9) pronalazi
gornja meda na parametar uredenja. Ako ta gornja meda
u limesu b — 0 trne u nulu onda znamo da kvaziprosjek
parametra uredenja takoder is€ezava. Drugim rije¢ima,

5 Hohenberg-Mermin-Wagnerov teorem nam za slu¢aj J;; # J5
nista ne govori o magnetizaciji duz z osi.



bez eksplicitnog ra¢unanja magnetizacije mozemo ustvr-
diti kada ne dolazi do spontanog narusenja simetrije!

U tu svrhu bez smanjenja opéenitosti uzimamo da je
magnetsko polje usmjereno duz x osi (é = &). Kao ope-
ratore za Bogoljubovljevu nejednakost odabiremo:

= Zei(k—q)-m Sy,
Cr=>» e kmg:.

Raspisivanjem® se dobivaju komutatori koji se pojavljuju
u Bogoljubovljevoj nejednakosti:

71 Ze 1q7‘15x7 )V x

(34)

(35)

[Cka Ak:

{Ak,AL} = Ze k—q)-(Ti—T_J){SEI’SJZ{}7

ij

1Ok, H], O] = 37 7y (5755 +5))
o 2{1 —coslk - (r; —rj)]},
[(Cx, 1), ] = bZe_“’ mSE = VbM, .

Sljedeé¢i nam je korak malo preinaciti Bogoljubovljevu
nejednakost:

([Cos Ayl < 38 ({4 AL}), (1w H + H).CL])

tako §to ju podijelimo s dvostrukim komutatorom s desne
strane za koji zasigurno znamo da je pozitivan jer je po-
tekao iz norme Bogoljubovljevog skalarnog produkta:

(Cos A s
<[[ck7H+Hgfc,L}>b <1 (),

Ovaj zadnji izraz zbrajamo po svim valnim vektorima
unutar prve Brillouinove zone jer za takve sume vrijedi
Dok el (rimr;) — Nd;; 8to nam dopusta da pojednosta-
vimo desnu stranu:

> {Ak, AL} =2N> SYSY.

k

6 Temeljna komutacijska relacije od koje se krece je:
(S5, 8] = 163, VeamSZ,

gdje je d;; Kroneckerova delta funkcija, €, 3~ Levi-Civita simbol,
a «, B, su indeksi komponenti spina z, y, z. Pomoc¢u nje se lako
izvedu izrazi:

([SZ,S%],S2,] = —6nidmiST,
Sz, Sy} Szl = —éniémisf‘,
(155, 7521, 55, = (Gnibmg + 6nj0mi)SYSY

OniOmi + 6n]6m])5fsf )

nzam
—(
©

Da bi lijevu stranu pojednostavili koristimo nejednakosti:

[(S7ST < [(SYSY +S7SPH < S(S+1),
[k (ri —7))]? <K (ri — 7)),
2(1 — cosx) < a2,

iz kojih slijedi:
([icw B1.6L]) [ <SS+ 3 13l (ri = 7))k
Tako sve zajedno imamo:
37,88 ({ArAL}) | < BN2S(S +1),
(1w + m),CL]) | < Nok?+V o (M),

gdje smo uveli:

_S(S+1) 9

Da bi p konvergirao medudjelovanje mora biti kratkodo-
sezno. Uvrstavanjem nakon sredivanja dobivamo:

pnS(S+1)
1
N Xk: npk? + b (M),

(36)

(M), |* < (37)

Sada uzimamo termodinamicki limes. U tu svrhu sumu
> & iz nazivnika koja ide po prvoj Brillouinovoj zoni za-
mjenjujemo integralom po prvoj Brillouinovoj zoni pri
¢emu gustoéu n = N/V drzimo konstantnim. Medutim,
kako se divergencija pojavljuje u infracrvenom k = 0
dijelu integrala radi jednostavnosti mi prvu Brillouinovu
zoni zamjenjujemo kuglom (krugom) istog volumena (po-
vriine) s radijusom kg, odnosno:

1 ko
=y, — id / dkE "
kO 0

Normalizacija desne strane od (38) je odredena ¢injeni-
comdaje >, 1=N.

Iz oblika integranda se vidi da se divergencija u na-
zivniku pojavljuje samo u jednoj i dvjema dimenzijama.
Nama je najzanimljiviji dvodimenzionalan slu¢aj d = 2.
Izvrednjavanjem integrala koji se pojavljuje u termodi-
namickom limesu od (37) dobivamo:

Boks
‘<M$>b|2 S TOka2 ’
10g<1 + 0)
b (M), |

Drugi faktor n2S5(S + 1) s desne strane je kvadrat satu-
racijske magnetizacije, dok nam prvi faktor govori koliko
je magnetizacija nuzno manja od saturacijske.

Iz izraza (39) se jasno vidi da kvaziprosjek (M) pri
kona¢nim temperaturama nuzno iS¢ezava. Naime, kada
bismo pretpostavili suprotno onda bi u nejednakosti (39)

(38)

n?S(S+1). (39)



lijeva strana u limesu b — 0 morala teziti nekoj kona¢noj
vrijednosti, dok desna strana zasigurno trne u nulu zbog
logaritamske divergencije u nazivniku, §to je kontradik-
cija. Stoga znamo da za 2D Heisenbergov i XY model s
kratkodoseznim medudjelovanjem pri kona¢noj tempera-
turi ne dolazi do spontanog narusenja simetrije niti da-
lekodoseznog magnetskog uredenja. Dokaz za 1D slu-
¢aj je analogan. Time smo dokazali Hohenberg-Mermin-
Wagnerov teorem.

HMW teorem takoder vrijedi za klasi¢an Heisenber-
gov i XY model koji se iz kvantnog modela moze dobiti
uvodenjem varijabli:

N e A T
= gy S = XSy, b= AS),

koje drzimo konstantnim kako S i A(S) =
pustamo u beskonac¢nost.

S(S+1)

B. Osjetljivost Hohenberg-Mermin-Wagnerovog
argumenta na smetnje

Do sada smo promatrali idealni anizotropan Heisen-
bergov model ¢iji se Hamiltonijan sastojao isklju¢ivo od
osnovnog dijela (30) i vezanja za vanjsko magnetsko po-
lie (32). Ovaj model je naravno samo aproksimativan
te bi jedan korak prema veéem realizmu bio uklju¢ivanje
raznih smetnji koje se u stvarnim sustavima zasigurno
dogadaju. Prirodno se onda pitamo koliko je Hohenberg-
Mermin-Wagnerov teorem osjetljiv na smetnje.

Kako bi istrazili osjetljivost HMW argumenta promo-
trimo $to se dogada kada na ukupan Hamiltonijan sus-
tava dodamo smetnju 0 H:

Hu=H+ H; +0H . (40)

Lako se uo¢i da je jedini uc¢inak te smetnje u Mermin-
Wagnerovom argumentu taj da se u nejednakosti (37) u
nazivniku s desne strane pojavi dodatan c¢lan:

Ak) = ‘<[[ok,5m,c,ﬂ>b75‘ T
Prosjek (- - -), 5 ide po kanonskom ansamblu s Hamiltoni-
janom H + Hl; + 6 H; izostavljanje b ili 6 subskript onda
znadi da se u eksponencijalnim faktorima e #(H+) iz
ostavlja ili Hj ili dH, u tom redu. Novi nazivnik s desne
strane nejednakosti (37) onda glasi:

1 1
N zk: pk? + Ay (k) + |b<Mx>b,5 |’

(42)

te kao $to je iz ovoga izraza jasno vidljivo logaritamska
divergencija koja je kljuéna za HMW argument moze,
ovisno o ponasanju ¢lana Ay (k) pri malim valnim broje-
vima, biti uklonjena! Naime, ako Ay(k) za male k tezi
nekoj konstantnoj vrijednosti koja ne ovisi o magnetiza-
ciji, onda jedino $to moZemo iz modificirane nejednakosti

(37) s nazivnikom (42) dobiti je gornju medu na maksi-
malnu magnetizaciju pri danoj temperaturi. Na taj nacin
smetnja moze sruSiti Hohenberg-Mermin-Wagnerov ar-
gument. Propadanje HMW teorema naravno ne povlaci
obrat da do spontanog narusenja simetrije nuzno dolazi.

Ako zelimo da Ap(k) ne i8Cezava onda smetnja 0H
mora nekako ovisiti o spinu. Jedna opéa kategorija smet-
nji koje moZzemo promatrati su oblika:

5H:*Zhi'sia (43)

gdje uzimamo da su lokalna polja h; unutar xy ravnine
jer z komponenta tak i tak ne bi doprinijela delti Ay (k).
Clan Ay (k) se lako raspisivanjem izra¢una:

Ab:‘lf'<zihi'si>b,5‘ :M(SHV%H' (44)

Ako nadalje ova lokalna polja rastavimo na prosjek i de-
vijaciju:

1 .
h::NZhi, h; = h + h;, (45)

onda za deltu dobivamo:
Ay = [(h- M)y s | +n|((0hi-S)7), |, (46)

gdje se prosjek s desne strane uzima po raspodijeli devi-
jacija dh; i po ansamblu. Uzimanje prosjeka po devijaci-
jama smo oznadili sa zvjezdicom:

(A =5 YA (47)

Kako za ovaj oblik smetnje delta ne ovisi o valnom
vektoru, izvrednjavanje integrala u termodinamickom li-
mesu je isto kao i prije. Nejednakost (39) kao posljedica
smetnje postaje:

Bpkd - n2S(S +1)

npk? .
log| 1+ ———F7
( Ap + }b<Mﬂﬁ>b,6 |>

Kakav je toéno u¢inak male smetnje Ay na nejednakost
(48)7 Kako bi to istrazili dobro je imati na umu kako li-
jeva i desna strana nejednakosti (48) izgledaju kada je
Ap = 0. Skica toga je dana na slici 1. Kao $to je iz
nje vidljivo, postoji raspon vrijednosti od nule do mak-
simalne magnetizacije za koje nejednakost (48) vrijedi.
Kako magnetsko polje ide u nulu, tako maksimalna mag-
netizacija trne u nulu te dobivamo HMW teorem. Maksi-
malna magnetizacija je odredena transcendentalnom jed-
nadzbom:

(M), 5] < (48)

Bkt -n?S(S +1)

npk3 > ’
10g<1 L -
|b] Mimax ()

[Minax(b)]* =
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Slika 1: Skica ovisnosti lijeve i desne strane
nejednakosti (48) uz A, = 0. Desnu stranu smo
pojednostavili na f,(m) = 1/log(1 + 1/ |bm)]).

koja se u limesu malih polja b — 0 moZe pojednostaviti
razvojem logaritma log(1 + z) = log(x) + 27! + O(z7?)
za velike x. Nakon uvrStavanja ovog razvoja dobivamo
novu transcendentalnu jednadzbu:

m?(m —logm) = 3C, (49)
u kojoj smo uveli pokrate:

o [ M)

npk} (50)

Blb|*
= 2 1). 1
C e S(S+1) (51)

Na slici 2 je nacrtana lijeva strana jednadzbe (49). Nas
zanima slucaj kada m — 0 i C' — 0 pa je m u faktoru
(m —logm) jednadzbe (49) zanemariv. Tada je rjesenje
jednadzbe (49):

m = exp(3 W_1(=C)), (52)
gdje je W_1(z) minus-prva grana Lambertove W funk-
cije. Tu treba paziti da dobro rjeSenje odaberemo jer je
smo u sklopu nase aproksimacije dobili jos jedno nefizi-
kalna rjeSenja pri m =~ 1. Kada uvrstimo razvoj funkcije

W_i(x)zaz —0":

W_i(z) = —n —logn + O(logn/n),
n =log(-1/x).

u rjeSenje (52) ono postaje:
m = \/5(—10g0)_1/2 .

Nakon uvrstavanja izraza (50) i (51) u gornji izraz za m

10

127 —— m?[m -log(m)]

—m?Zlog(m)

1.0 1

0.8 A

0.6 1

0.4 4

0.2 1

0.0 1
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m

Slika 2: Graf lijeve strane jednadzbe (49) i njene
aproksimacije.

dobivamo konacan izraz za maksimalnu magnetizaciju:

M) = [ 228 /555, 8)

2
NAZ = —log+/25(S +1) — log &l

pki

Iz ovog zadnjeg izraza za My.x vidimo da on u limesu
b — 0 trnu u nulu zbog logaritamske divergencije naziv-
nika ¢ime ponovno dobivamo HMW rezultat.

Za slucaj kada je smetnja prisutna opéenito ocekujemo
da maksimalna magnetizacija neée i¢i u nulu, ¢ime se
HMW argument narusava. Jednadzbu maksimalne mag-
netizacije:

Bpkd -n?S(S +1)

npk? ’
1 1
"g( A Mmax<b>>

Mmax (b)2 =

moZemo ponovno pokusati rijesiti tako Sto razvijemo lo-
garitam nazivnika. Dosljednost ove aproksimacije ¢emo
kasnije ispitati. Prije toga izraz (46) za A, moZemo malo
pogodnije zapisati:

Ay = h[(My), 5 | +ndy . (54)

Za magnetizaciju (My), ; znamo da is¢ezava kada je
Ay = 0 zbog simetrije refleksije naspram xz ravnine,
stoga oCekujemo da ona nece igrati bitnu ulogu u slucaju
sa smetnjom. Zbog toga smo iz izraza (54) uklonili h - g
u korist ¢lana h := |h - &|. Transcendentalna jednadzba
(49) za sustav sa smetnjom postaje:

m? [m +d —log(m +d)] = 1C, (55)

pri ¢emu u izraze (50) i (51) za m i C viSe ne uvrstavamo
|b| ve¢ |b|+h, a d = &,/(pk3). Ovaj put umjesto traZenja



eksplicitnog rjeSenja koje kasnije razvijamo u red mozemo
odmah iterativnom procedurom pronaci aproksimativno
rjeSenje. Metoda je ta da krenemo od pocetnog rjesenja
mo = v/C koje zatim iterativno uvr§tavamo u:

iC
m = R .
= Slog(ma + d)
Ovo reproducira razvoj prethodnog rjeSenja (52) u slu-
¢aju d = 0. Tako u najnizem redu pronalazimo rjeSenje
jednadzbe (55):

m = \/%70 (— log (\@—i- d))il/2 ,
Mopax (D) Bpks

_ . (56
ny/S(S+1) —log( C(|b|+h)+d> (%)

Sada vidimo da HMW argument propada jer u limesu
b — 0 maksimalna magnetizacija M,,x tezi konacnoj
vrijednosti. Kako bi odredili to¢no koliko jako HMW
argument popusta trebamo jo§ odrediti d = §o/(pk?) iz
nazivnika, odnosno dg = limy_, d iz (54).

U svrhu odredivanja maloga delte ¢, ¢emo ¢lan s pro-
sjekom lokalnih polja koji smo izluéili u izrazu (54) ap-
sorbirati u vanjsko polje tako §to uzmemo limes b — h
umjesto b — 0. Onda zbog jednadzbi (44) i (54) vrijedi:

0H),_
W = ‘<<5hi : Si>*>b:h76‘ '

Sljedece razvijamo prosjek (6H),, ; u smetnji 6H:
<exp<— 1P ar 5H) 6H>h
<exp(f foﬁ dr §H> >h

= (5H), + B [(0H);, — (SH|SH), | + O(GH?),

do =

<5H>b=h,6 =

gdje se s desne strane pojavio Bogoljubovljev skalarni
produkt (10), ovaj put naspram Hamiltonijana H+H;_,,.
Nadalje:

% (6H), = —(6hy)" - (Si), =0,
- GHIH), =+ S S angonl(se|ss), . (57

ij ap

Prilikom procjene drugog ¢lana (57) treba imati na umu
da ove poopéene’ korelacijske funkcije <Sf‘|S]ﬁ >b zna-
¢ajno ovise o vrsti magnetskog uredenja. Za neuredene
sustave ocekujemo da su izotropne i da brzo opadaju s

7 Poopéene u smislu da nisu samo prosjek <SZO‘SJB> pri istom tre-
nutku imaginarnog vremena, veé¢ usrednjene po svim imaginar-
nim vremenskim razmacima od 7 = 0 do 3.
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udaljenosti r; — r;, za kvazi-dalekodosezno uredene sus-
tave ocekujemo izotropnost i sporo opadanje s udalje-
noscéu, dok za potpuno uredene sustave o¢ekujemo anizo-
tropnost i da <Sla ’Sf > , tezi konstantnoj vrijednosti kako
|r; —rj| — oco. Razlike u prostornom opadanju su tim
znacajnije $to se u izrazu (57) pojavljuje dvostruka suma
Zij podijeljena s N koja je mala samo za neuredene
sustave, dok za uredene sustave postaje termodinamicki
velika. Malu deltu ocjenjujemo s:

So = \/28(S+1) - w(T)Bot, (58)

gdje je k(T') bezdimenzionalni broj koji je mali za ne-
uredene sustave, a iznimno veliki za uredene sustave;
on = \/(6h?)" je standardna devijacija raspodjele lokal-
nih polja.

Time dolazimo do procjene:

(572
Mmax(o) = ﬁ?@k; LAY, S(S + 1) ’ (59)
2 2
NAZ = —log \/25(S + 1) —1og<1 /% + 'ﬁ?) :
0 0

koja vrijedi samo za male My, .y, odnosno kada je pred-
faktor \/Spk3/ NAZ mali. To je ekvivalentno uvjetu:

Bpks
—log(ko? /(pko)?) — log(Bpkd)

pri ¢emu smo neke faktore apsorbirali u x-u i uzeli da je
h ~ op. U vidu definicije (36), faktor pk2 nam govori
o snazi Heisenbergovog medudjelovanja te ga vrlo grubo
mozemo aproksimirati s |J;;| ~ J. S druge strane, za
¢lan oy, /(pk3) otekujemo da je vrlo malen jer nam govori
o tome koliko je smetnja malena naspram J. Tako vidimo
da na8a aproksimacija vrijedi u rezimu:

<1, (60)

h~op < pkt ~J < kpT. (61)

Takoder moZemo koristiti izraz (59) izvan domene na
kojoj je valjan kako bi ocijenili temperaturu 7, pri kojoj
dolazi do fazne promijene. To ¢inimo tako $to u uvjet
(60) zamijenimo < s jednakosti. Zbog brojnika Bpk3
o¢ekujemo da je kriti¢na temperatura T, bliska J/kp pa
zanemarujemo log(Bpk2) ~ 0 u nazivniku. To nas vodi
do procjene:

kBTc ~ J

~ @ Toglon/ ) ©2)

u kojoj je a konstanta. Ova se ocjena slaZe s izrazima iz
literature (npr. jednadzba (9) iz [20]) te se fazni prijelazi
pri kT, ~ J uistinu opazaju u dvodimenzionalnim sus-
tavima (sekcija 3.2 u [14]). Zbog logaritma u nazivniku
od (62) ¢ak i iznimno mala smetnja dovodi do faznog pri-
jelaza s temperaturom usporedivom s J/kp. Tako vidimo
da je Hohenberg-Mermin-Wagnerov teorem za 2D mag-
netizam iznimno osjetljiv na smetnje. Ovu jaku osjet-
ljivost temperature T, o smetnji valja kontrirati s naiv-
nom procjenom po kojoj bi smetnje tek postale znacajne



pri kT, ~ o §to podcjenjuje temperaturu prijelaza za
J /oy, redova veli¢ina. Ovaj rezultat se slaze s rezultatima
iz literature po kojima je HMW teorem u magnetizmu ta-
koder iznimno osjetljiv na smetnje i na kona¢nost sustava
14, 21-29).

U eksperimentalnim situacijama je obi¢no rije¢ o sus-
tavima koji su veoma anizotropni u smislu da se sastoje
od slojeva koji vrlo slabo medudjeluju.® Toénije, Heisen-
bergovi intra-ravninski koeficijenti J;; za parove (i,7) iz
istog sloja su znacajno veéi od inter-ravninskih koefici-
jenata JiJJT za parove (i,7) iz razli¢itih slojeva. Taj ani-
zotropan Heisenbergov model se moze povezati s nasom
smetnjom (43) tako sto lokalna polja h; uvedemo kao:

hi — <Z; J;Sj> , (63)

gdje suma ide po spinovima susjednog sloja. Iz ove veze
vidimo da je otprilike o5, ~ J,| te da temperatura faznog
prijelaza (62) izrazito jako ovisi o anizotropnosti J /J.
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V. ZAKLJUCAK

S ovim radom smo dali pregled Hohenbergovog argu-
menta o nepostojanju dalekodoseznog uredenja u kon-
kretnom sluéaju dvodimenzionalnog Heisenbergovog i
XY modela. Ustvrdili samo da je Hohenbergovog argu-
ment iznimno osjetljiv na smetnje u slu¢aju magnetizma.
Osjetljivost Hohenbergovog argument za supratekudéine i
supravodic¢e ostaje kao zanimljiva tema za daljnja istra-
Zivanja.
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