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Sazetak

Proucena su dva modela na 2d resetki: Isingov model te XY mo-
del. Koristene su neuronske mreze za lokaciju faznih prijelaza. Koristena
je metoda (metoda konfuzije) za oznacavanje skupa podataka ¢ime je
omogudceno proucavanje faznog prijelaza kao da je toéna temperatura pri-
jelaza nepoznata. Takva metoda omogucéava daljnje proucavanje modela
gdje fazni prijelazi nisu poznati.

1 Uvod

Zadnjih godina u polju strojnog i dubokog ucenja su poluceni brojni uspjesi.
Strojno uéenje se uspjesno primjenjuje u raznim poljima fizike® Jedno in-
teresantnih podrucja za primjenu strojnog ucenja je je fizika ¢vrstog stanja,
partikularno faznih prijelaza. Mali broj teoretskih modela je analiticki rje$iv no
tome se moze uskoCiti numerickim metodama. Cesto je tesko pronaéi relevantne
stupnjeve slobode koji dobro opisuju sustav. Algoritmi strojnog ucenja takve
stupnjeve slobode pronalaze te ih nazivamo znacajkama (”features”) modela.
Strojno ucenje omogucava i validaciju prijasnjih pristupa lokacijom veé pozna-
tih faznih prijelaza. No, u ovom radu obraduje se metoda? kojom je moguée
pronadi fazne prijelaze ¢ak i u slucéajevima gdje se ne zna gdje se oni nalaze bez
detaljnog poznavanja fizike modela.



2 Fizikalni modeli

2.1 2d Ising modelt*

Hamiltonijan 2d Ising modela bez vanskog magnetskog polja te s jednakom
jacinom interakcije susjednih spinova definiran na L x L resetci je

H=-J Z 0i0;

<i,j>

o varijable oznacavaju spinove u partikularnim celijama resetke dok je J kons-
tanta vezanja susjednih spinova i u ovom sluc¢aju je odabrana kao jednaka
za sva medudjelovanja spinova. Svaka celija medudjeluje samo sa susjednim
celijama. Svaka celija ima 4 susjeda tako da ¢e energetski doprinos svake celije
biti ¢etverostruk. Spinovi mogu poprimiti vrijednosti 1 ili -1, $to znaci da su-
sjedi mogu biti samo paralelni ili antiparalelni.

Vjerojatnost da se sustav nade u stanju pu

gdje je Z particijska funkcija Z = Z# ¢ FeTPn

Isingov model je zanimljiv jer je analiticki rjesiv za 1d i 2d slucaj. U 2d
slucéaju postoji dugodosezno uredenje na temperaturama ispod temperature faz-
nog prijelaza. Kriticna temperatura modela je

J

T. =2.269—
: i

Kako Isingov model ima 2 faze, za njih vrijedi uobicajeno ponasanje u blizini
faznog prijelaza. Ocekuju se Siroke domene usmjerenih spinova (¢ime sustav
tezi minimalizirati energiju sustava) na niskim temperaturama popracenima s
velikim fluktuacijama kako se temperatura blizi faznom prijelazu. Nakon T
sustav postaje neureden jer je korelacijska duljina konacna pa je onemoguéeno
je dalekosezno spinsko uredenje. Sustav tezi maksimizirati entropiju sustava.

2.2 2d XY model,*2

XY model je specijalni slucaj Heisenbergovog modela spinskog medudjelovanja
u kojemu su spinovi usmjereni u 2d ravnini (x-y). XY hamiltonijan mozemo
zapisati kao

H=-J Z 5185 =—J Z cos(0; — 6;)



Kao i u slucaju 2d Ising modela, J konstanta je konstanta vezanja. Za razliku od
2d Ising modela, u slu¢aju XY modela spinovi nisu paralelni ili anti-paralelni veé¢
mogu biti proizvoljno usmjereni u X-Y ravnini. Varijable koje onda definiraju
energetski doprinos sustavu jednog Cvora resetke npr. i,j su razlike kutova
susjednih ¢vorova reSetke, partikularno kosinus razlike kuta na poziciji ¢, i
jednog od ¢etiri susjeda na pozicijama (i + 1,75), (i — 1,75), (i,7 + 1), (i,5 — 1).
Naravno, energetski doprinos ¢vora je suma sva cetiri doprinosa interakcije sa
susjedima. U 2d XY modelu ne postoji dalekosezno uredenje za T' > 0 no postoji
prijelaz na kona¢noj temperaturi. 2d XY model posjeduje poznati Kosterlitz-
Thouless fazni prijelaz za koji vrijedi

T,
7‘ =0.893 £+ 0.002K

Taj fazni prijelaz spada u klasu topoloskih faznih prijelaza. Mermin-Wagnerov
teorem pokazuje da u 2d ne moze biti spontanog slamanja kontinuirane sime-
trije na bilo kojoj kona¢noj temperaturi. Teorem vrijedi samo za kontinuirane
simetrije a ne diskretne pa zato Isingov model moze imati uredenu fazu ispod
Trrit- No, iako je sustav nema uredenu fazu, ispod kriticne temperature sustav
se ponasa kvazi-uredeno. Kriti¢na temperatura je temperatura (kao i u slucéaju
Isingovog modela npr.) na kojoj korelacijska duljina divergira (u smjeru nizih
temperatura) te ostaje beskonaéna za temperature ispod kriti¢ne. To znaéi da
korelacije medu spinovima opadaju eksponencijalno (kao i u Isinogovom modelu)
s udaljenosti za temperature iznad kriti¢ne

Gr)xe ¢,r>¢

gdje je ¢ korelacijska duljina.
Ispod kritiéne temperature korelacijska funkcija u slu¢aju XY modela ponasa
kao

1
G(r) o
gdje je m neki kriti¢ni eksponent.

Spinovi u resetci se slazu u spinske virove. Oni su tip topoloskog defekta.
Susjedni spinovi se okreéu diskretan broj puta ( svaki okret za neki diskretan
kut) u prostoru. Takvi virovi su energetski skupi jer spinovi nisu u istom smjeru.
Na niskim temperaturama se virovi poniStavaju s antivirovima te nema ukupne
virovitosti u sustavu pa tvore kvazi ureden sustav, dok na temperaturama iz-
nad faznog prijelaza virovi tvore plazmu virova jer postoje slobodni neponisteni
virovi.



3 Metode

3.1 Metoda konfuzije

Da bi ilustrirali metodu konfuzije? posluziti éemo se 2D Ising modelom. Uz-
mimo neku temperaturu 77, za koju pretpostavljamo da je kriti¢na temperatura
T.. Tada ¢emo sve konfiguracije na temperaturama manjima od 77, oznaciti kao
faza 1 dok one na temperaturama veéima od T kao fazu 2.

Naravno ovo e biti sasvim to¢no samo ako T = T, dok ée za meduvrijednosti
ovakvo oznacavanje dati dio krivih oznaka faze sustava.

U 2d Isingovom modelu znamo da je faza 1 uredena feromagnetska faza, dok je
faza 2 paramagnetska neuredena faza, no za funkcionalnost metode je klju¢no
da postoje barem 2 faze koje imaju jasna obiljezja.

Ideja je locirati kriticnu temperaturu, kao da ju ne znamo iz teoretskih razma-
tranja.

Neuronska mreza ¢e kao ulaz primiti konfiguracije iz Monte Carlo metode te ¢e
uz njih kao dio ulaza dobiti i oznaku faze kako je gore opisano. Pretpostavimo
sada da je

0<T. <T,

Pretpostavljena kriticna temperatura je niza od one stvarne. Gore opisanom
metodom oznacavanja faza sve konfiguracije na temperaturi manjoj od T, ée
dobiti oznaku faze 1, sto odgovara stvarnosti, dok ¢e one veée od T. dobiti
oznaku faze 2. Ovdje vidimo da to nije posve to¢no. Naime, u intervalu [T}, T¢]
podaci bi trebali dobiti oznaku faze 1 dok su u ovom slucaju dobili oznaku
faze 2. Algoritam strojnog ucenja, npr neuronska mreza, ¢e u slucaju da se iz
podataka mogu izluciti dobre znacajke koje mogu razluciti razlike fazama biti
sposoban uociti gore opisanu nepravilnost. Naime, mozemo reéi da ¢e algoritam
biti ”zbunjen”. Jer oznake ¢e mu govoriti da se radi od jednoj fazi, dok ce
znacajke modela ukazivati da se radi o drugoj fazi. Pretpostavka je da dakle ¢e
algoritam ipak dobro nauciti klasificirati faze unato¢ ”zbunjenosti” tj. krivom
oznacavanju skupa podataka.

Da bi vidjeli zasto to ima smisla, pretpostavimo da je T=2.0K. Sve konfiguracije
u temperaturnom intervalu [2.0K,2.26...K] ¢e biti krivo oznacene s fazom 2.
No, ipak je puno vise konfiguracija totno oznaceno (sve manje od 2.0K) pa je
logi¢no da ¢e algoritam ipak na osnovu dobro oznac¢enih podataka nauciti dobro
klasificirati faze ako su znacajke modela dovoljno dobre. Kako 7! pomic¢emo
prema minimalnoj temperaturi (T=0) preciznost mora rasti jer model na T=0
vidi samo jednu klasu (faza 1). Sada pretpostavimo da smo pretpostavili toénu
kriticnu temperaturu 7, = T.. U tom sluc¢aju otekujemo to¢nost blizu 1. To
znaci da izmedu T = 01 T, = T, otekujemo V oblik krivulje. Preciznost krece
od 1 pa pada do neke vrijednosti, te zatim ponovno raste kako se blizimo T.. Za
drugu stranu faznog prijelaza vrijedi ista logika, dakle opet o¢ekujemo V oblik a
obe strane faznog prijelaza zajedno daju W oblik krivulje preciznosti u ovisnosti
o pretpostavljenoj kriti¢noj temperaturi.



3.2 Monte Carlo metoda!

Algoritam kao ulaz koristi klasi¢ne spinske konfiguracije generirane pomocu
Monte Carlo simulacije. U slucaju spinskih sustava, Monte Carlo simulacije
sluze za geneniranje konfiguracija sustava prema Boltzmanovoj distribuciji. U
ovom radu se koristi Metropolis metoda. Opisati ¢éemo ju na partikularnim
primjerima.

3.2.1 Isingov model

Prvo generatorom slucajnih brojeva generiramo inicijalnu konfiguraciju modela
za neku partikularnu temperaturu. Vrijednosti vece od 0.5 promijenimo u 1, dok
one manje od 0.5 u -1. U sluc¢aju Isingovog 2d modela inicijalna konfiguracija
je mreza velicine L x L, a vrijednosti u ¢vorovima su 1 ili -1, §to su naravno
vrijednosti spina u ¢vorovima mreze. Za generaciju ravnotezne spinske konfigu-
racije koristen je Metropolis algoritam koji funkcionira na sljedeéi nacin.

Izaberemo jedan ¢évor S|i, j| te izracunamo energetski doprinos tog ¢vora sustavu
dE(i,j)=—-J-S(,7)-( S(i+1,/)+SGE—1,79)+S6,7+1)+S3G,j—1) )
Okreéemo spin na poziciji i,j
S(i,j) =—=86,j) = dE'(i,j) = —dE(,})
To znaci da je razlika energija prije i poslije
AE(i,j) = -2 -dE(i,§)
Generiramo slucajni broj prandom za koji vrijedi 0 < prandom < 1.

Ako AE(i,j) < 0= S(i,7) = —5(i,7)
—dE
4B NI
Ako AE(l,j) >0= Ako eFsT > Prandom = S(Z?]) S(Za])
Inace = S(i,5) = S(i,5)
Taj proces ponavljamo velik broj puta(20000 u ovom radu). Konaénu konfigu-
raciju koristimo kao ulazni podatak neuronske mreze. Isti proces ponavljamo
odabran broj puta (u radu 2000) tako da bi generirali dovoljan broj trening pri-
mjera na svakoj temperaturi koji se koriste kao ulazni podaci neuronske mreze.
Algoritam se provodi za vise odabranih temperatura u temperaturnom rasponu
(u ovom radu 20 temperatura u rasponu od [0.01, 2T},;+]).



3.2.2 XY model

Procedura je sli¢cna onoj za Isingov model. Generiramo slucajne brojeve u ras-
ponu [—27, 27] kao inicijalnu konfiguraciju sustava s na resetci veli¢ine L x L.
Odabiremo jedan ¢vor resetke te ra¢unamo energijski doprinos tog ¢vora cijelom
sustavu. Zatim generiramo sluc¢ajni kut te ga postavimo na mjesto originalnog
kuta te izracunamo novi energijski doprinos tog ¢vora sustavu . Zatim racunamo
razliku energija nakon i prije promjene kuta. Ostatak procedure je identican
onomu u slu¢aju Isingovog modela. Konaénu konfiguraciju koristimo da bi na-
pravili novu listu vrijednosti za svaki ¢vor, gdje je u svakom ¢voru pridruzena
vrijednost kosinusa i sinusa kuta. To su ulazni podaci neuronske mreze.

3.3 Neuronska mreza™

Neuronska mreza je model strojnog (dubokog) ucenja koji je sposoban iz do-
voljne koli¢ine podataka nauciti netrivijalna i ¢esto nelinearna svojstva sustava
¢iji input primaju. U principu neuronska mreza sa samo jednim skrivenim slo-
jem moze aprokismirati bilo koju nelinearnu kontinuiranu funkciju (”universal
approximation theorem”? ).

A
X " linear nonlinearity
\ —
| " /
input ¥, ——— wWX+h — — output
}‘
%
B hidden
layers
' ' output
layer
-
input O ,
layer

o4

Slika 1: Skica jedne celije neuronske mreze te obi¢ne potpuno povezane neuronske mreze



Na slici [1| vidimo kako izgleda jedna tipiéna ¢elija neuronske mreze® . Celija
u skrivenom sloju ¢e dobiti visestruki ulaz te ée ih uteziti vrijednostima w; (i =
1,2...Nproj ulaza) te zatim zbrojiti. Na takvu jos uvijek linearnu funkciju se
primjenjuje tzv. aktivacijska funkcija koja je nelinarna. U ovom radu se u skri-
venom sloju mreze koristi ReLu aktivacijska funkcija ¢ije djelovanje je vidljivo
sa slike B' Ako je vrijednost ulaza manja od 0 izlaz celije je 0, dok u slucaju
da je ulaz veéi od 0 vrijednost izlaza celije linearno ovisi o ulazu.

RelLU

max(0, z)
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Slika 2: ReLu aktivacijska funkcija
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Slika 3: Logisticka (sigmoidna) funkcija

Druga aktivacijska bitna aktivacijska funkcija koja se koristi kao aktivacijska
funkcija izlaznih ¢elija u klasifikacijskim problemima kao $to je rije¢ u ovom radu
je sigmoidna funkcija na slici

Na slici [1] vidimo arhitekturu jedne potpuno povezane neuronske mreze s
viSestrukim ulazom, jednim skrivenim slojem i jednom izlaznom ¢elijom. Ova-
kav model bi se mogao koristiti za predvidanje neke kontinuirane vrijednosti




(regresijski model). U ovom radu se neuronska mreza koristi za klasificiranje
sustava u 2 faze. U takvoj mrezi izlaz su 2 celije sa sigmoidnom aktivacijskom
funkcijom u kojoj svaka igra ulogu predvidanja vjerojatnosti pripadnosti ulaza
u mrezu (jedne konfiguracije) nekoj od 2 faze.

Mreza ué¢i na velikom broju primjera te kroz trening u smjeru od ulaza
do izlaza minimalizira funkciju mjere greske modela (”loss function”). Nakon
racunanja greske mreza ide unazad te korigira w; tezine u Celijama kroz mrezu
koristedi tzv. ”backpropagation” algoritam. Kad je trening gotov, koristi se va-
lidacijski skup podataka (npr. spinske konfiguracije odvojene od trening skupa
prije treninga) za racunanje neke metrike modela (kao preciznost npr.) na pri-
mjerima koje model nije vidio. Dodatno se moze koristiti i testni skup ako su
se kroz trening viSe puta mijenjali hiperparametri modela te je validacijski skup
”zagaden” analogno trening skupu.

4 Rezultati

4.1 2d Ising model

Parametri modela su radi jednostavnosti i bez smanjenja opéenitosti postavljeni
na

J=1, kp=1

Pomoéu Monte Carlo metode je generirano 2000 konfiguracija za 20 razlic¢itih
temperatura. Na slici [4] je prikazana po jedna konfiguracija za svaku tempera-
turu. Neuronsku mrezu ¢ini L x L ulaza (broj évorova resetke), skriveni sloj
(100 celija) te izlazni sloj s 2 celije sa sigmoidnom aktivacijskom funkcijom
koji predvida vjerojatnost pripadnosti jednoj od faza. Vidimo da konfiguracije
mozemo podijeliti u one uredene (otprilike do oko 2K), one u kriticnom podrucju
te one neuredene (otprilike nakon 2.5K ).

Koristenjem metode konfuzije istrenirano je 20 razli¢itih neuronskih mreza.
Svaka mreza odgovara jednom odabiru oznacavanja skupa podataka opisanom
u metodi konfuzije ranije. Dakle, za neku odabranu temperaturu za koju se
pretpostavlja da je kriti¢na, sve konfiguracije na temperaturi manjoj od te su
dobile oznaku (0,1) dok su one veée dobile oznaku (1,0). Ocekivali smo W oblik
krivulje i u slu¢aju Isingovog modela to je priblizno tako (slika . Nelinearni
fit na podatke je napravljen radi vizualizacije. Naravno tesko je ocekivati da
¢e krivulja biti idealnog W oblika. Fazni prijelaz o¢ekujemo u drugom vrhu W
krivulje (na sredini). Vrh krivulje je izmedu vrijednosti na T=2.15 i T=2.38.
Sredina izmedu te 2 vrijednosti je na T=2.265 §to i jest temperatura faznog
prijelaza. Da bi dobili precizniji interval unutar kojega se nalazi fazni prijelaz
trebalo bi napraviti finiju raspodjelu temperatura, s idealno jednom tockom
to¢no na temperaturi faznog prijelaza. No, i ovako mozemo vidjeti da metoda
konfuzije uspjesno predvida fazni prijelaz u rasponu u kojemu se on i nalazi.



T=0.01 T=0.25 T=0.48 T=0.72 T=0.96

Slika 4: Po jedna odabrana konfiguracija za 20 temperatura

4.2 2d XY model

Parametri modela su radi jednostavnosti i bez smanjenja opéenitosti postavljeni
na

J=1, kg=1

Monte Carlo metodom su generirane konfiguracije za 40 razli¢itih temperatura
u rasponu [0, 2] K. Neuronska mreza je analogna onoj za Isingov model s korek-
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Slika 5: Preciznost 20 istreniranih neuronskih mreza za svaki od 20 odabira oznacavanja
skupa podataka

cijom za duplo veéi broj ulaza (sinusi i kosinusi kuteva). Na slici vidimo 9
odabranih konfiguracija na 9 odabranih temperatura. Vidimo da su blizu T=0
spinovi kvazi uredeni. Kako temperatura raste tako vidimo sve ¢esée pojavljiva-
nje spinskih vrtloga koji se ne ponistavaju nuzno sa susjednim vrlozima obratnog
”predznaka”. Fazni prijelaz nije lako uociti okom. Na svakoj temperaturi gene-
rirano je 2000 konfiguracija koje su koristene kao ulazni podaci neuronske mreze
kao i u slucaju Isingovog modela. Procedura oznacavanja podataka je ista kao
i u Isingovom modelu.

Na slici[7] vidimo rezultat treninga 40 neuronskih mreza na 40 razlicitih oda-
bira oznacavanja podataka metodom konfuzije. Na slici su i parcijalni fitovi radi
vizualizacije W oblika krivulje. Fazni prijelaz o¢ekujemo na 0.893 K no najbolji
signal smo dobili za vrh na T=1.43. Lokaciranje faznog prijelaza iznad 1K je
poznat problem u literaturi® te je skoro nemoguée precizno locirati fazni prijelaz
u reSetki kona¢nih dimenzija radi jako uskog podrucja kritikalnosti. Vidimo i za-
mjetne oscilacije u preciznosti u podrucju u blizini faznog prijelaza. Objasnjenje
bi se moglo traziti u tome §to su konfiguracije dosta sli¢ne za uzastopne tem-
perature a model izgleda ne moze pronaé¢i dovoljno dobre znacajke kojima bi
diskriminirao takve konfiguracije, tj. konfiguacije za npr. 0.5 i 0.525 su modelu
skoro iste. Tome se moze probati doskociti daljnim rafiniranjem modela. Mi-

jenjanjem Sirine skrivenog sloja, i broja slojeva. U ovom radu takve promjene

nisu previSe pomogle, no vjerojatno postoji neki bolji odabir konfiguracije mreze
nego je koristen u ovom radu.
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Po jedna izabrana Monte Carlo konfigurac

Slika 6

temperatura u rasponu od 0 do 2 K.
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Slika 7: Preciznosti 40 razli¢itih neuronskih mreza za 40 razlic¢itih oznacavanja podataka
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5 Zakljucak

Metoda konfuzije se pokazala uspjesnom u detekciji termalnog faznog prijelaza
u Isingovom modelu. Isingov model je detaljno obradivan u literaturi raznim
metodama strojnog ucenja tako da nije iznenaduju¢e da metoda konfuzije daje
dobre rezultate. XY model se pokazao puno zahtjevniji. Radi specifi¢nosti
i uskosti faznog prijelaza metoda konfuzije je dala grub rezultat a takvi su
i u literaturi. To signalizira da je metoda konfuzije jako dobra za lociranje
faznih prijelaza u slu¢ajevima da su ti prijelazi dovoljno Siroki i klasi¢nog tipa.
Topoloski fazni prijelazi se ¢ine zahtjevnijima. No, odabirom bolje konfiguracije
neuronske mreze ili mijenjanjem tipa arhitekture neuronske mreze u cijelosti bi
se moguce mogli posti¢i bolji rezultati. No, konvolucijske mreze u literaturi ne
daju nabolji rezultat, stovise ¢ak i losiji? od potpuno povezanih mreza pa stoga
nisu koriStene u ovom radu. Kako metoda konfuzije ne zahtjeva oznaceni skup
podataka (u smislu da unaprijed znamo gdje je fazni prijelaz i oznac¢imo podatke
shodno tome), ona se moze koristiti u lokaciji nepoznatih faznih prijelaza. Jedan
nacin za istraziti topoloske fazne prijelaze bi bio umjesto klasiénih konfiguracija
dobivenih pomoé¢u Monte Carlo simulacije koristiti neke bolje ulazne podatke
za neuronsku mrezu. U originalnom ¢lanku autora koji su osmislili metodu
konfuzije kao ulazni podaci modela (ali ne XY modela) koji sadrzi topologki
fazni prijelaz (Kitaev lanac) se koristi spektar svojstvenih vrijednosti reduciranih
matrica gustoce sustava. Ostaje za vidjeti je li takav pristup mogué u slucaju
XY modela. U ovom radu su odabrani 2d Isingov model te 2d XY model no
postoje mnoge varijacije na slicne probleme za koje bi metoda konfuzije dala
potencijalno dobre rezultate kao Sto je npr. 2d Isingov model na trokutastoj
resetci.
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