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U ovom seminaru opisujemo teoriju jednopoljne inflacije svemira te računamo ograničenja na neli-
nearne parametre teorije, fequil

NL i fortho
NL , globalnom prilagodbom na izmjerene podatke. Korištenjem

podataka iz BOSS galaktičkog pregleda prvenstveno određujemo linearni spektar snage galaktičke
materije. Također računamo jednopetljane korekcije spektra koje dolaze iz proširenja klasične te-
orije pomoću efektivne teorije polja. Konačno, na izračunati spektar prilagođavamo nelinearne
parametre koristeći Monte Carlo Markovljeve lance (MCMC), kojima variramo tražene nelinearne
parametre unutar zadanih intervala. Također variramo i ostale parametre teorije kako bi odredili
koje vrijednosti fequil

NL i fortho
NL najbolje pašu mjerenjima. Kao rezultat ukupne analize dobivamo

fequil
NL = 257+300

−300 i fortho
NL = −23+120

−120 na 68% CL.

I. UVOD

Nastanak i evolucija ranog svemira jedno je od glavnih
područja proučavanja moderne kozmologije i astrofizike.
Promatrajući zakone fizike kojima se rani svemir vodio,
možemo saznati bitne informacije o ponašanju i dinamici
današnjeg svemira. Veliki problem u razmatranju i opisu
najranijih etapa našeg svemira predstavlja nedostatak fi-
zikalnih dokaza. No iako su procesi koji su vladali pr-
vim minutama našeg svemira davno prestali, još i danas
možemo vidjeti neke relikte tog vremena (primjerice pro-
učavajući kozmičko pozadinsko zračenje ili distribuciju
galaksija u svemiru).

U ovom seminaru bavit ćemo se inflacijom, tj. naglom
i ubrzanom ekspanzijom ranog svemira nedugo nakon Ve-
likog praska. Teorija inflacije bitna je za razvoj kozmo-
logije jer objašnjava mnoge pojave u današnjem svemiru,
poput prostorne nezakrivljenosti te homogenosti udalje-
nih djelova svemira [25]. U poglavlju II bavit ćemo se
standardnim prikazom jednopoljne inflacije te ćemo ju u
poglavlju III teoretski proširiti koristeći efektivnu teoriju
polja. U poglavlju IV komentirat ćemo podatke koje ko-
ristimo za našu analizu, dok u poglavlju V opisujemo
obradu tih podataka. Konačni rezultati naših mjerenja
te ograničenja nelinearnih parametara inflacije prikazani
su u poglavlju VI.

II. JEDNOPOLJNA INFLACIJA

Najjednostavniji modeli inflacije prikazuju dinamiku
evolucije svemira pomoću jednog skalarnog polja ϕ. U
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ovom seminaru nećemo objašnjavati pozadinu tog ska-
larnog polja, nego ćemo ga koristiti samo kao parame-
tar uređenja (neke vrste unutarnjeg sata) pri vremenskoj
evoluciji tenzora momenta i energije T µν . Integral akcije
za ovakvo skalarno polje, koje je minimalno vezano za
gravitaciju, dan je sa:

S = SEH + Sϕ

=
∫

d4x
√

−g

[
1
2R + 1

2gµν∂µϕ∂νϕ − V (ϕ)
]

,
(1)

gdje je SEH standradna Einstein-Hilbertova akcija, a Sϕ

akcija skalarnog polja sa kinetičkim članom [1]. Na slici 1
prikazan je potencijal V (ϕ) iz formule (1), koji predstav-
lja samointerakciju skalarnog polja. Tenzor momenta i
energije za skalarno polje je tada:

T (ϕ)
µν = − 2√

−g

δSϕ

δg

= ∂µϕ∂νϕ − gµν

[
1
2∂σϕ∂σϕ + V (ϕ)

]
.

(2)

Iz formula (1) i (2) možemo dobiti jednadžbe sta-
nja. Primjerice, ako uzmemo standardnu Fried-
mann–Robertson–Walker (FRW) metriku i ograničimo
se na slučaj homogenog polja ϕ(r, t) = ϕ(t), dobivamo
jednadžbu stanja savršenog fluida:

wϕ = pϕ

ρϕ
=

1
2 ϕ̇2 − V
1
2 ϕ̇2 + V

. (3)

Parametri koji opisuju ubrazanje širenja svemira

ϵ = 3
2(wϕ + 1) = 1

2
ϕ̇2

H2 ,

η = − ϕ̈

ϕ̇H
,

(4)

zovu se Hubbleovi slow-roll parametri.
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Slika 1. Primjer inflacijskog potencijala V(ϕ) [1]. Ubrzano
širenje svemira se događa kada je potencijalna energija puno
veća od kinetičkog dijela 1

2 ϕ̇2 a završava kada V(ϕend)≈ 1
2 ϕ̇2.

Na kraju perioda akceleracije energija se vraća ponovno u
potencijalnu energije te dolazi do stvaranja nove materije.
Temperatura svemira značajno raste te se taj period naziva
reheating.

II.1. Klasične kozmološke perturbacije

Kao što smo vidjeli na slici 1, inflacija je u potpunosti
određena dinamikom skalarnog polja ϕ. Fluktuacije po-
lja δϕ oko klasičnog rješenja dovest će do toga da u različi-
tim dijelovima svemira inflacija različito traje. Naime, iz
slike 1 možemo vidjeti da, ukoliko područje označeno cr-
venom bojom posjeduje negativnu inheretnu fluktuaciju
polja δϕ, ono će ostati duže u potencijalno dominiranom
režimu nego ona područja sa pozitivnom δϕ. Stoga će
svako područje u svemiru pratiti malo drugačiju evolu-
ciju što dovodi do relativnih fluktuacija u gustoći opažene
materije δρ(t, x). Dokaz tomu je kozmičko pozadinsko
zračenje, prikazano na slici 2. Vidimo da rani svemir
nije bio u potpunosti homogen, no zbog vrlo malih raz-
lika u temperaturi (∼ O(10−5)), nehomogenosti možemo
analizirati pomoću linearnih perturbacija oko homogenog
pozadinskog rješenja.

Peturbacije gustoće δρ(t, xi) = ρ(t, xi)−ρ̄(t) (ρ̄ je sred-
nja vrijednost gustoće) uveliko ovise o baždarenju [2]:

t → t + α ,

xi → xi + δijβ,j ,

δρ = δρ − ˙̄ρα ,

(5)

gdje je α poznata kao lapse function te mjeri odmake u
vremenu, dok vektor pomaka β mjeri razliku u prostor-
nim koordinatama između dvije hipersfere Σ. Prostorno
ravna FRW metrika sa linearnim perturbacijama prvog
reda dana je sa:

ds2 = − (1 + 2Φ)dt2 + 2a(t)Bidxidt

+ a2(t)[(1 − 2Ψ)δij + 2Eij ]dxidxj ,
(6)

Slika 2. Kozmičko pozadinsko zračenje [1]. Srednja vrijednost
iznosi T=2.7 K dok crvena područja predstavljaju povećanja
gustoće za O(10−5). Statistička svojstva ovih fluktuacija sa-
drže važne informacije o pozadinskoj evoluciji kao i početnim
uvjetima ranog svemira.

gdje su Φ i Bi 3-skalarno odnosno 3-vektorsko polje po-
vezano uz α i βi, dok je Ψ 3-vektorsko polje prostornih
perturbacija zakrivljenosti. Koeficijent a(t) predstavlja
standardni faktor skale u kozmologiji. Simetričan tenzor
Eij govori o prostornom smicanju dviju različitih povr-
šina.
Kao što smo već pokazali u formuli (5), perturbacije me-
trike i gustoće su usko povezane. Stoga definiramo ba-
ždarno invarijantne veličine:

−ζ =Ψ + H
˙̄ρ

δρ ,

R =Ψ − H

ρ̄ + p̄
δq,

(7)

pod nazivom "perturbacija zakrivljenosti na hiperpovr-
šini uniformne gustoće - ζ " te "sugibajuća perturbacija
zakrivljenosti - R " [24]. Te dvije veličine su evidentno
povezane:

−ζ = R + k2

(aH)2
2ρ̄

3(ρ̄ + p̄) (Ψ + a2H(Ė − B

a
)). (8)

Može se pokazati kako su te dvije veličine jednake u gra-
nici superhorizonta, gdje te veličine postaju vremenski
neovisne. U formuli (7) δq predstavlja promjenu gustoće
momenta. Sada promatramo prosjek ansambla ⟨ RkRk’⟩,
gdje smo definirali Fourierov transformat Rk:

R(x) = 1
(2π)3

∫
d3k Rkei k·x. (9)

Prosjek tada možemo zapisati kao:

⟨RkRk’⟩ =
∫

d3xe-i (k+k’)x
∫

d3rξR(r)e−ik·r

= 1
(2π)3 δ(k+k’)

∫
d3rξR(r)e−ik·r,

(10)

gdje smo definirali korelacijsku funkciju ξR(r)=
⟨R(x),R(x+r)⟩, koja zbog pretpostavke o izotropnosti
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svemira ovisi samo o |r|. Ako definiramo spektar snage
PR kao Fourierov transformat korelacijske funkcije:

PR(k) =
∫

d3rξR(r)e−ik·r, (11)

tada u konačnici kombinacijom formule (10) i (11) dobi-
vamo [21]:

⟨RkRk’⟩ = 1
(2π)3 δ(k+k’)PR(k). (12)

Delta unutar ove formule brine se o očuvanju momenta.
Često definiramo i bezdimenzionalni spektar snage ∆2

R :

∆2
R = k3

2π2 PR(k). (13)

Relacija (12) je iznimno bitna jer povezuje dvije važne
veličine - kozmološke perturbacije Rk koje nam govore
o evoluciji svemira te spektar snage PR koji možemo iz-
ravno mjeriti. Uzmimo na primjer fluktuacije kozmičkog
pozadinskog zračenja, prikazane na slici 2. Kutnu ras-
podjelu temperaturnih fluktuacija △T (n̂)/T0 u odnosu
na jedinični vektor smjera n̂ možemo razviti po sfernim
harmonicima:

△T (n̂)
T0

=
∑
lm

almYlm(n̂), (14)

gdje koeficijente razvoja alm možemo direktno povezati
sa spektrom snage pomoću formule za skalarni rotacijsko
invarijantni kutni spektar CT T

l :

CT T
l = 1

2l + 1
∑
m

⟨a∗lmalm⟩

= 2
π

∫
k2dkPR(k)△2

T l(k),
(15)

gdje je △2
T l(k) inflacijska transfer funkcija koja modelira

neizotropnosti prilikom inflacije. Na sličan način kao u
(14), možemo i P (k) raspisati preko sume po Lagrange-
ovim polinomima Ll:

P (z, k, µ̂) =
∑

paranl

Ll(µ̂)Pl(z, k), µ̂ = z · k
k

. (16)

Pomoću formula (7) i (12) vidimo kako jednostavnim
mjerenjima primordijalnog spektra (11) dolazimo do bit-
nih informacija o evoluciji ranog svemira.

II.2. Nelinearnosti perturbacija

Sugibajuća perturbacija zakrivljenosti R najvjerojat-
nije prati Gaussovu raspodjelu (moderna mjerenja [4] po-
kazala su da su odstupanja od Gaussijana maksimalno
0.1 %). No otkrivanje oblika i veličine tih nelinearnosti
mogu nam uvelike pomoći pri potvrđivanju valjanosti

naše jednopoljne teorije o inflaciji. Nelinearnosti, tj. od-
stupanje od Gaussove raspodjele, možemo opisati kao:

R(x) = Rgauss(x) + 3
5f local

NL [R2
gauss(x) − ⟨R2

gauss(x)⟩],
(17)

gdje je f local
NL bezdimenzionalni parametar koji opisuje

amplitudu negausijanosti. Superskript local govori nam
da se radi o lokalnom obliku unutar realnog prostora. Ne-
linearnosti najbolje mjerimo pomoć trokorelacijske funk-
cije:

⟨Rk1Rk2Rk3⟩ = (2π)3
δ(k1+k2+k3)BR(k1, k2, k3), (18)

gdje se funkcija BR(k1, k2, k3) naziva bispektar [21].
Delta nam u izrazu govori kako će valni vektori k zbog
očuvanja momenta tvoriti zatvoreni trokut. Ukoliko per-
turbacije zakrivljenosti prate linearnu (Gaussovu) raspo-
djelu, funkcija BR bi trebala biti 0. Mjerenjem bispektra
možemo dakle doznati mnogo o prirodi naših perturba-
cija te njihovoj evoluciji. Bispektar je u najnižoj aprok-
simaciji povezan sa spektrom snage pomoću relacije [1]:

BR(k1, k2, k3) = 6
5f local

NL [PR(k1)PR(k2)

+PR(k2)PR(k3) + PR(k1)PR(k3)].
(19)

Oblik parametra fNL i bispektra BR govori nam dosta
o prirodi perturbacija. Istraživanja su pokazala da fNL

postiže svoj maksimum za dvije konfiguracije valnog vek-
tora k : (a) konfniguraciju kada valni vektori čine stisnuti
trokut (k3 ≪ k1, k2) te (b) za onu u kojoj čine jednakos-
tranični trokut (k1 ∼ k2 ∼ k3). Po konvenciji možemo
definirati faktor oblika S :

S(k1, k2, k3) = N2(k1, k2, k3)BR(k1, k2, k3), (20)

u kojemu N predstavlja normalizacijsku konstantu. Dva
često upotrebljavana faktora oblika su lokalni i jednakos-
tranični:

Sequil ∼ k̃1k̃2k̃3

K111
,

Slocal ∼ K3

K111
,

(21)

gdje smo koristili konvenciju iz Fergusson and Shellard
[5] u kojoj:

Kp =
∑

i

(ki)p,

Kpq = 1
∆pq

∑
i̸=j

(ki)p(kj)q,

Kpqr = 1
∆pql

∑
i ̸=j ̸=l

(ki)p(kj)q(kl)r,

k̃ip = Kp − 2(ki)p,

k̃i = ki1,

∆pq = 1 + δpq,

∆pql = ∆pq(∆pr + δqr).

(22)
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Na slici 3 vidimo 3D grafove lokalnog i jednakostraničnog
faktora oblika, u kojima koristimo bezdimenzionalnu po-
kratu xi= ki

k1
. Vidimo je maksimum Slocal centriran oko

x3 ≈ 0, x2 ≈ 1, dok Sequil postiže najveću vrijednost za
x2 ≈ x3 ≈ 1.

Slika 3. 3D grafovi lokalnog (lijevi graf) i jednakostraničnog
(desni graf) faktora oblika S [1]. Na osima su prikazane bez-
dimenzionalne veličine xi= ki

k1
. Momenti su poredani tako da

x3 < x2 < 1 te zadovoljavaju nejednakost trokuta x2+x3 > 1.

Ovakvi faktori oblika tipični su za modele u kojima
imamo samo jedan stupanj slobode - inflacijsko polje ϕ.
Uz ova dva oblika, često se definira i ortogonalni para-
metar fortho, koji svoj maksimum postiže na jednakos-
traničnoj konfiguraciji momenta, kao i na jednakokračnoj
konfiguraciji, za koju dva manja momenta k2 i k3 iznose
točno polovicu momenta k1. Uz pomoć ta dva parametra,
fequil i fortho, možemo precizno modelirati te izračunati
nelinearne doprinose kozmološkim perturbacijama.

III. EFEKTIVNA TEORIJA POLJA U ANALIZI
KOZMOLOŠKIH PERTURBACIJA

Efektivna teorija polja donosi nam precizniji opis koz-
moloških perturbacija. Standardni Lagranžijan [15] za
perturbacije inflacije π određen je formulom:

SEF T =
∫

d4x
√

−g

[
−M2

P Ḣ

c2
s

(π̇2 − c2
s

(∇π)2

a2 )

+ M2
P Ḣ

c2
s

(1 − c2
s)( π̇(∇π)2

a2 − (1 + 2c̃3

3c2
s

)π̇3],
(23)

gdje su zadržani članovi samo do drugog reda. Pertur-
bacija inflacije π je Goldstonov bozon te je povezan sa
metričkom perturbacijom zakrivljenosti ζ pomoću rela-
cije ζ= −Hπ, gdje je H Hubbleov parametar inflacije.
Interakcije su parametrizirane pomoću brzine zvuka cs

te bezdimenzionalnog Wilsonovog koeficijenta c̃3. Kao
što smo već prije objasnili, bispektar Bζ , koji je sada
dan sa:

Bζ(k1, k2, k3) = 18
5 fNL∆4

ζ

S(k1, k2, k3)
k2

1k2
2k2

3
, (24)

opisujemo pomoću jednakostraničnih i ortogonalnih
predloška (eng: template), tj. faktora oblika. Bezdimen-

zionalna amplituda primordijalnog spektra snage defini-
rana je kao ∆2

ζ= k3Pζ(k)( k∗
k )1−ns , gdje je ns spektralni

indeks. Maldacena teorem [1] nam govori da je bispektar
potisnut sa faktorom (1−ns) te da on nestaje ako su per-
turbacije neovisne o skali (ns ≈1). Stoga, ukoliko uočimo
nelinearnosti to može dovesti do opovrgavanja teorije jed-
nopoljne inflacije. Analiza Planck [7] podataka izmjerila
je ∆2

ζ≈ 4.1 · 10−8 te ns≈ 0.96 za k∗=0.05 Mpc−1. Jedna-
kostranični i ortogonalni faktori oblika definirani su kao:

Sequil =(k1

k2
+ k1

k3
+ k2

k3
+ k2

k1
+ k3

k2
+ k3

k1
)

− ( k2
1

k2k3
+ k2

2
k1k3

+ k2
3

k1k2
) − 2,

Sortho =(1 + p) ∆
e3

− p
Γ3

e2
3

,

p =8.52587; ∆ = (kT − 2k1)(kT − 2k2)(kT − 2k3),
kT =k1 + k2 + k3; e2 = k1k2 + k2k3 + k1k3,

e3 =k1k2k3; Γ = 2
3e2 − 1

3(k2
1 + k2

2 + k2
3).

(25)

Amplitude fortho
NL i fequil

NL povezane su sa koeficijentima
Lagražijana [19] :(

fequl
NL

fortho
NL

)
=
(

1.04021 1.21041
−0.0395140 −0.175685

)(
f

π̇(∇π)2

NL

f π̇3

NL

)
,

f
π̇(∇π)2

NL = 85
324(1 − c−2

s ),

f π̇3

NL = 10
243(1 − c−2

s )(c̃3 + 3
2c2

s).
(26)

III.1. NL prilikom proučavanja galaktičkih
struktura

Kao što smo već prije naglasili, nelinearnosti (NL) koz-
moliških perturbacija nam pomažu pri određivanju evo-
lucije te nastajanja stuktura na velikim skalama (eng:
Large Scale Structure - LSS). Naime, ukoliko su u ranom
svemiru slijedom kozmoloških perturbacija postojala po-
dručja sa povećanom gustoćom materije, ta područja
su mogla poslužiti kao jezgre za nastajanje ranih galak-
sija te ostalih objekata u svemiru. Posebna grana efek-
tivne teorije polja koja se bavi time zove se EFTofLSS
(eng: Effective Field Theory of Large Scale Structure)
[17]. Kako bi bolje promatrali evoluciju galaktičke mate-
rije, definiramo polje zgušnjenja (eng: overdensity field)
[14] :

δ(1)(x) = ρ(x) − ρ̄

ρ̄
. (27)

Kada bi imali savršeno gausijanske početne uvjete, svoj-
stva polja zgušnjenja (lokacija i količina materije) bi bila



5

savršeno opisana linearnim spektrom snage P11, tj :

⟨δ(1)(k)δ(1)(k’)⟩ = (2π)3
δ

(3)
D (k+k’)P11(k). (28)

U našim izračunima baziramo se na računu jedne pet-
lje. Nelinearni spektar snage, u odsutnosti bilo kakvih
primordijalnih nelinearnosti, dan je sa :

PG = P11 + P1−loop + Pctr + Pstoch, (29)

u kojemu je P1−loop nelinearna korekcija računa jedne
petlje, Pctr član koji dolazi od viših derivacija u jed-
nadžbama fluida i pristrane ekspanzije, dok je Pstoch

član koji opisuje stohastičnost u galaksiji. Primor-
dijalne negausijanosti (PNG) očituju se primarno pu-
tem tri efekta: početnih uvjeta, korekcija petlji te ga-
laktičke pristranosti u režimu koji ovisi o skali (eng:
scale-dependent galaxy bias).

PNG induciraju signal bispektra:

⟨δ(1)δ(1)δ(1)⟩ = (2π)3δ3(k1 + k2 + k3)fNLB111(k1, k2, k3),
fNLB111(k1, k2, k3) = τ(k1)τ(k2)τ(k3)Bζ(k1, k2, k3).

(30)

U jednadžbi (30) uveli smo transfer funkcije
τ(k)= δ(1)(k)

ζ(k) =
√

P11(k)
Pζ(k) .

PNG bispektar također se i miješa sa standardnim
nelinearnim bispektrom (24) pomoću vezivanja modova
te takvo miješanje možemo reprezentirati jednopetljanim
negausijanskim korekcijama:

fNLP12(k) =2fNLZ1(k)

·
∫

d3g

(2π)3 Z2(q,k-q)B111(k, q, |k-q|),
(31)

u kojim Z1,2 predstavljaju linearne i kvadratične galak-
tičke jezgre u prostoru crvenog pomaka: Z1(k)= b1 +
f(k̂ · ẑ)2. Faktor f predstavlja koeficijent logaritamskog
rasta, a ẑ je smjer promatranja (doglednice). U konač-
nici, nelinearne PNG moduliraju formaciju galaskija, što
opisujemo na velikim skalama putem galaktičke pristra-
nosti u režimu koji ovisi o skali [20] :

δg = b1δ + fNLbζ

(
k

kNL

)2
ζ + nelinearni članovi, (32)

u kojoj δ i δg predstavljaju polja zgušnjenja za običnu
materiju te za galaksije, dok je kNL≈ 0.5 hMpc−1 u ne-
linearnom režimu na z ≈ 0.5. U formulama (31) i (32),
b1 predstavlja standardnu linearnu pristranost, dok je bζ

linearna PNG pristranost prvog reda. Relativna veličina
različitih nelinearnih doprinosa može se procijeniti ska-
liranjem, koje nam omogućuje pretpostavka da spektar
snage ima eksponencijalni oblik P11 ∼

(
k

kNL

)n

kNL
−3,

gdje je n ≈ -1.7 . Pomoću toga možemo procijeniti da
su glavni doprinosi negausijanskim korekcijama PNG 1-
petlje (31) te galaktička pristranosti u režimu koji ovisi

o skali (32). Konačno, ukupni bezdimenzionalni spektar
snage (13) možemo napisati kao:

∆2(k) =
(

k

kNL

)1.3
+
(

k

kNL

)2.6

1−loop

+
(

k

kNL

)3.3

ctr

+
(

k

kNL

)3

stoch

+ fNL∆ζ

(
k

kNL

)1.95

gal. pristranost

+ fNL∆ζbζ

(
k

kNL

)2.65

linearna P NG pristranost

.

(33)

Ostale korekcije, poput NL 2-petlji, PNG članova O(f2
NL)

te ostalih članova viših redova možemo zanemariti jer su
oni mali na skalama kojima mi radimo, gdje k ≤ 0.17
hMpc−1. Sa svim dodanim korekcijama, naš spektar
snage (12) i bispektar (24) izgledaju :

P (k) = PG(k) + fNL

(
P12(k) + 2bζZ1(k)k2

k2
NL

P11

τ(k)

)
,

B(k1, k2, k3) = BG(k1, k2, k3)
+ fNLZ1(k1)Z1(k2)Z1(k3)B111(k1, k2, k3),

(34)

u kojima su PG i BG standardni gausijanski spektar snage
(29) te bispektar (18).

IV. PODACI

Kao što smo pokazali u prošlom poglavlju, mjere-
njem raspodjele galaktičke materije (zvijezda, galak-
sija i slično) te mjerenjem njezinog spektra snage mo-
žemo odrediti tijek primordijalne inflacije i odrediti mo-
guće nelinearnosti pri evoluciji svemira. Za podatke
o distribuciji galaktičke materije, potrebne pri izra-
čunu nelinearnih parametara, koristimo dvanaesto izda-
nje BOSS (DR12) [8] galaktičkog pregleda. BOSS (eng:
Baryon Oscillation Spectroscopic Survey), koji je nasta-
vak Sloan Digital Sky Survey-a III [16], prikupio je po-
datke optičkog spektra za više od 1.2 milijuna masiv-
nih galaksija na valnim duljinama između 3600 do 10000
Å. Ukupno promatrano područje pokriva 9329 deg2, sve-
ukupnog volumena 18.7 Mpc3. Podaci su podijeljeni na
tri međusobno preklapajuća reza, koja se nalaze na foto-
metrijskim udaljenostima z1 ∈[0.2, 0.5], z2 ∈[0.5, 0.75] te
z3 ∈[0.4, 0.6]. Koristeći ove podatke možemo dakle dobiti
informaciju o raspodjeli materije unutar našeg svemira.

V. ANALIZA

Analizu podataka radimo pomoću javno dostupnog
CLASS-PT koda [18] [11]. Kod potreban za našu
analizu se izvršava kao modul nonlinear_pt.c unutar
CLASS-a te radi u 3 koraka. U prvom koraku funkcija
nonlinear_pt_pk_l() uzima linearnu transfer funkciju iz
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modula perturbations.c i konvoluira ju sa primordijalnim
spektrom snage iz primordial.c kako bi dobio linearni
spektar snage na udaljenosti z, koju mi specificiramo.
Postupak je sličan onome opisanom u formuli (15) dok se
točan opis svih operacija može naći u [12].

U idućem koraku računamo nelinarni spektar snage
za svaku udaljenost z. To radimo pomoću mo-
dula nonlinear_pt_loop() koji koristi FFT (eng:
Fast Fourier Transform) kako bi analizirao opaženi spek-
tar snage. Naime, linearizirani spektar (sličan onom u
formuli (32)) možemo prikazati kao sumu valnih vektora
k ∈ [kmin, kmax]:

P̃lin(z, k) =
m= N

2∑
m=− N

2

cmkν+iηm ; ηm = 2πm

ln(kmax/kmin) ,

(35)
gdje se parametar ν nekad također naziva i pristranost.
To je slobodan parametar čijom prilagodbom poboljša-
vamo konvergenciju krajnjeg rješenja. Najbolje rezultate
dobivamo za ν = -1.6. Koeficijenti cm se mogu dobiti
FFT analizom. Za nelinearni spektar snage formula iz-
gleda malo drugačije te je dana:

P1−loop(z, k, µ) =(1 + f(z)µ2)
3∑

n=0
P

(n)
13 (z, k)µ2n

+
4∑

n=0
P

(n)
22 (z, k)µ2n,

P
(n)
22 = k3D4(z)

∑
m1,m2

cm1k−2ν1M22(ν1, ν2)cm2k−2ν2 ,

P
(n)
13 = k3Plin(z,k)D2(z)

∑
m1

cm1k−2ν1M13(ν1),

(36)

gdje su M realne matrice povezane sa Lagendreovim po-
linomima koje su već izračunate te se nalaze u kodu. Ko-
načni spektri su u zadnjem koraku proslijeđeni do drugih
modula koji ih uspoređuju sa spektrima iz HALOFIT-a.
Obrada pojedinih nelinearnih doprinosa je iznimno rigo-
rozna te se detaljan opis analize i korištenih parametara
može pronaći u [12].

Kao što smo već naglasili, u analizi koristimo podatke
12og izdanja BOSS-ovog galaktičkog pregleda. Iz BOSS-
ovog kataloga uzimamo podatke za sjevernu i južnu ga-
laktičku kapu, podjeljene u dvije skupine za z = 0.38 i
z = 0.61, tj. sveukupno 4 različite grupe podataka. Po-
moću njih računamo monopole galaktičkog spektra snage
[l = 0,2,4] za k∈[0.01, 0.17] hMpc−1 (oni čine glavne do-
prinose sveukupnom spektru u formuli (16)) te kutno-
invarijantni bispektar za različite kombinacije trokuta u
kojima ki ∈ [0.01, 0.08], što čini 62 trokuta sveukupno.
Također računamo i spektar snage u realnom prostoru
Q0=P0(k) − 1

2 P2(k) + 3
8 P4(k) za k ∈[0.17, 0.4] hMpc−1

te parametre za barionske oscilacije izvučene iz analizi-
ranih podataka o spektru. Spektar i bispektar su pro-
računati bez prozorskih funkcija [9] kako bi se povećala

preciznost. Kovarijance za svaku grupu podataka su iz-
računate pomoću 2048 MultiDarkPatchy simulacija [10].
Radimo punu analizu oblika na podacima grupirane zvje-
dane materije, slično kao u [13]. Za analizu podataka i
implementaciju teorijskog modela (34) koristimo gore na-
vedeni kod [11].

U sljedećem dijelu analize izravno procjenjujemo ne-
linearne doprinose varijacijom parametara. Za raz-
liku od [16] gdje se (fequil

NL , fortho
NL ) računaju direktno

iz mjerenja fluktuacija temperature i pozadinskog zra-
čenja, mi u našoj analizi ne mjerimo te parametre već
ih prilagođavamo na globalne podatke te ih modifi-
ciramo koristeći Monte Carlo Markovljeve lance (eng:
Monte Carlo Markov Chain -MCMC) kako bi pronašli
one vrijednosti koje najbolje odgovaraju izmjerenim vri-
jednostima, koristeći javno dostupni kod [22]. Naš model
sadrži 14 slobodnih parametara, od kojih su 13 vezani za
opisivanje Gaussovog spektra i bispektra u prostoru crve-
nih pomaka (34), dok je jedan vezan za opisivanje PNG
pristranosti u režimu koji ovisi o skali, bζ . Puni opis
svih parametara može se naći u [12]. Metodom Monte
Carlo Markovljevog lanca prilagođavamo parametre na
one vrijednosti koje najbolje odgovaraju podacima [8].
U našoj osnovnoj analizi fiksiramo barionsku gustoću s
skladu sa BBN mjerenjima [6], spektralni indeks ns(tj.
nagib spektra) usklađujemo na Planck podatke [7], dok
za masu neutrina uzimamo

∑
ν mν = 0.06eV, minimalnu

dozvoljenu oscilacijskim eksperimentima. Nakon toga va-
riramo gustoću tamne materije wcdm, skraćeni Hubbleov
parametar h, amplitudu primordijalnih skalarnih fluktu-
acija ln(1010As) te parametre oblika (fequil

NL , fortho
NL ) unu-

tar intervala jednakih vjerojatnosti. Također smo margi-
nalizirali preko PNG pristranosti bζ= 1.686 · 18

5 (b1 −1)b̃ζ ,
unutar Gaussijanskih intervala vjerojatnosti b̃ζ ∼ N(1, 5).
Uz to, radimo i agresivniju analizu gdje sve parametre us-
klađujemo sa Planck [7] podacima te umjesto marginali-
zacije namještamo galaktičku pristranost na standardne
relacije za halo-e crne materije.

VI. REZULTATI

Kao što smo napomenuli u posljednjem odjeljku, pri-
mjenjujemo kod [18] na BOSS-ova mjerenja kako bi iz-
mjerili spektar snage. Unutar koda nalazi se modul Class
koji već objašnjenom analizom obrađuje dane podatke.
Prilikom izračuna fiksirali smo tražene parametre (koje
ćemo kasnije varirati):

z = 0.61, c2
s = 1, c0 = 5, c1 = 15, c4 = −5,

b1 = 2, b2 = −1, bG2 = 0.1, bΓ3 = −0.1.

Na slici 4 prikazan je rezultantni spektar snage P (k) u
odnosu na valne vektore k. Na grafu su prikazani različiti
doprinosi iz formule (29), kao i ukupni spektar snage.

Sada, uz pomoć istog koda, možemo izračunati i glavne
doprinose različitih multipola l (16) ukupnom spektru



7

Slika 4. Različiti doprinosi spektru snage P (k) (prikazan ze-
lenom krivuljom) dani formulom (29). Ljubičasta 1 − loop
krivulja se odnosi na jednopetljani doprinos P1−loop, plava
counterterm krivulja na Pctr koji dolazi iz viših derivacija
dok narančasta linear krivulja opisuje klasični linearni dopri-
nos P11.

Slika 5. Doprinosi različitih multipola (l=0,2,4) ukupnom
spektru snage za galaktičku materiju. Zadržali smo se na
prva tri parna multipola jer on predstavljaju glavne dopri-
nose ukupnom spektru.

snage za galaktičku materiju iz BOSS ovog kataloga. Re-
zultantni graf prikazan je na slici 5. Vidimo da se poveća-
njem multipola l smanjuje doprinos u ukupnom spektru
snage P (k).

U kodu također postoji opcija uključivanja infracrvene
resumacije (eng: Infrared Resummation - IR) koja dijeli
podatke na ravne i krivudave (eng: wiggly) dijelove, koji
se miču zbog lakše analize podataka. Detaljan opis IR
može se naći u [12] i [23]. IR je svojevrsno uklanjanje
šuma koje pomaže pri obradi jer omogućava lakši anali-
tički opis podataka. Na slici 6 vidimo jednopetljani do-
prinos spektru snage sa i bez IR. Spektar snage je pom-

Slika 6. Nelinearni doprinos P1−loop ( plava linija) spektru
snage. Crvenom linijom prikazan je isti doprinos sa primjenje-
nom infracrvenom resumacijom (IR). Vidimo da je prilikom
IR uklonjen dio šuma. Ljubičastom linijom je za usporedbu
prikazan linearni doprinos.

nožen sa k3/2 radi lakšeg pregleda.
Nakon što smo odredili izgled spektra, možemo izra-

čunati nelinearne parametre (fortho
NL , feqil

NL ) koji najbolje
odgovaraju izračunatom spektru. Za to koristimo doda-
tak [22] originalnom CLASS-PT kodu koji koristi Monte
Carlo Markovljeve lance (MCMC) kako bi skenirao preko
različitih kozmologija te odredio najbolju prilagodbu po-
dacima. Parametre variramo unutar intervala:

fequil
NL ∈ [−2000, 2000]; fortho

NL ∈ [−1000, 1000].

Kao rezultat varijacije gledamo promjenu vrijednosti
B

Bfid
− 1, gdje je Bfid najbolje prilagođeni bispektar

za z3 (z = 0.61), uzet sa sjeverne galaktičke kape
(North Galactic Cap - NGC). Za Bfid fiksiramo vrijed-
nost parametara na fortho

NL = 0 te feqil
NL = 0. Na slikama

7 i 8 prikazana B
Bfid

− 1 kao funkcija indeksa trokuta
valnih vektora k. Svaki indeks odražava jednu permu-
taciju trokuta (k1, k2, k3) u kojima ki variramo na in-
tervalu k ∈[0.015, 0.08] hMpc−1. Posebno smo ozna-
čili indekse koji odgovaraju jednakostraničnim (naran-
časte točke), stisnutim (crne točke) te jednakokračnim
trokutima (zelene točke). Sivo područje predstavlja gre-
ške NGC z3 podataka dok su crvenim i plavim linijama
prikazane ekstremne vrijednosti parametara.

Na slikama se dobro može vidjeti kako različiti para-
metri preferiraju drugačije oblike. Primjerice na slici 7
vidimo da fequil

NL pretežito pojačava jednakostranične tro-
kute (k1 = k2 = k3) te za njih B

Bfid
− 1 teži nuli. Utjecaj

na stisnute trokute (k3 = 0.015 hMpc−1, k1 = k2, k1 >
k3) je nešto slabiji dok je za konfiguracije jednakokračnih
trokuta (k3 = k2, 2k2 = k1 + 0.005 hMpc−1) zanemariv.
S druge strane, na slici 8 vidimo da fortho

NL ima skok na
jednakostraničnim i jednakokračnim trokutima. Vidimo
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Slika 7. Graf varijacije B
Bfid

−1 u odnosu na promjenu para-
metara fequil

NL ∈ [-2000, 2000]. Crnim, narančastim i zelenim
točkama su prikazani stisnuti (k3 = 0.015 hMpc−1, k2 = k1),
jednakostranični (k1 = k2 = k3) te jednakokračni trokut
(k2 = k3, 2k2 = k1 + 0.005 hMpc−1).

Slika 8. Graf varijacije B
Bortho

−1 u odnosu na promjenu para-
metara fequil

NL ∈ [-1000, 1000]. Crnim, narančastim i zelenim
točkama su prikazani stisnuti (k3 = 0.015 hMpc−1, k2 = k1),
jednakostranični (k1 = k2 = k3) te jednakokračni trokut
(k2 = k3, 2k2 = k1 + 0.005 hMpc−1).

da fortho
NL i feqil

NL imaju svoje vrhove na različitim vrstama
trokuta, što je upravo razlog zbog čega se oni u litera-
turama odabiru za kompaktan opis bispektara, kao što
smo pokazali u poglavljima II i III.

Sada možemo odrediti vrijednosti fortho
NL i feqil

NL koje
najbolje pašu izmjerenom spektru snage i bispektru.
MCMC analizom dobivamo rezultate:

fequil
NL = 949+570

−650; fortho
NL = −170+180

−170.

Ovaj rezultat je dobiven na 68% intervala pouzdanosti
(eng: Confidence level - CL). Iz rezultata vidimo kako
ne postoji dovoljno pouzdan dokaz za primordijalne ne-
gausijanosti, što nam govori kako jednopoljna inflacija
nije dovoljna kako bi opisala punu evoluciju svemira. Na
95% CL ograničenja parametara su:

−280 < fequil
NL < 2190, −520 < fortho

NL < 176.

Slika 9. Marginalizirana ograničenja na parametre fortho
NL

i feqil
NL dobivena MCMC analizom BOSS (DR12) podataka.

Sivom linijom prikazana je osnovna analiza dok je agresivnija
analiza prikazana plavom bojom. Crvenom bojom je prika-
zana Nseries simlacija koja posjeduje 40 puta veći broj poda-
taka od BOSS-a.

Rezultantne konture ovih ograničenja prikazane su na
slici 9. Vidimo određenu korelaciju parametara. Koefici-
jent korelacije iznosi -0.40. Za najbolje mjerene kompo-
nente dobivamo:

fortho
NL − 0.11fequil

NL = −65 ± 157.

Ova korelacija je diktirana degeneracijom smjera u obliku
spektra BOSS-ovih mjerenja galaktičkog bispektra. Pri-
mjerice, Planck [7] podaci ne ukazuju ni na kakvu degene-
raciju, stoga bi kombinirana mjerenja koja koriste BOSS
i Planckovo CMB mjerenje uvelike pomogla u rješavanju
degeneracije.

Sada možemo napraviti malo agresivniju analizu, u
kojoj umjesto marginalizacije i variranja fiksiramo ve-
ćinu parametara na vrijednosti dobivene Planck [7] mje-
renjima. To rezultira jačim ograničenjima na parametre:

fequil
NL = 257+300

−300, fortho
NL = −23+120

−120.

Vidimo da bolje poznavanje ostalih parametara rezultira
preciznijim i jačim ograničenjima na nelinearne parame-
tre. Ovi rezultati ukazuju na to da, iako smo pojačali
preciznost naših mjerenja, svejedno ne vidimo dokaz za
postojanje negausijanosti u spektru snage galaktičke ma-
terije. Iz tih rezultata se mogu izvući poučci da je ili
početna evolucija svemira bila savršeno linearna (što naj-
vjerojatnije nije slučaj) te je do nepravilnosti u raspodjeli
došlo prilikom kasne evolucije ili da jednopoljna inflacija
nije dostatna za opis rane evolucije svemira te bi se tre-
balo poseći za višepoljnim teorijama. Kao konačnu va-
rijaciju u našoj analizi nelinearnih parametara variramo
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poznatu amplitudu fluktuacija gustoće σ8 te spektralni
indeks ns. Kao rezultate dobivamo:

fequil
NL = 510+320

−440, fortho
NL = −123+150

−140, σ8 = 0.728+0.033
−0.037,

fequil
NL = 1200+630

−850, fortho
NL = −240+210

−180, ns = 0.83 ± 0.08.

Vidimo da, iako su za ns ograničenja na parametre nešto
slabija, svejedno ne vidimo veliku razliku sa prošlim mjer-
njima tj. ne možemo sa sigurnošću odrediti bilo kakve
nelinearnosti u spektru.

VII. ZAKLJUČAK

U ovom seminaru bavili smo se jednopoljnom infla-
cijom te rezultantnim nelinearnostima pri evoluciji sve-
mira. Jednopoljna inflacija (1) opisuje naglu eksponen-
cijalnu ekspanziju svemira nedugo nakon njegovog nas-
tanka te modelira kako je to širenje utjecalo na distri-
buciju materije u svemiru (5). U osnovnoj pretpostavki
distribucija bi trebala pratiti normalnu (Gaussovu) ras-
podjelu te bi sva masa u svemiru trebala biti jednoliko
raspodjeljena. No eksperimentalni podaci [16] ukazuju
da postoje lokalne fluktuacije (7) u gustoći materije (pri-
mjerice razlika između galaksija i okolnog praznog pros-
tora) te takve razlike možemo modelirati inicijalnim ne-
linearnostima u inflaciji (17).

U ovom seminaru proučavali smo upravo te razlike u
distribuciji gustoće materije (27), mjereći spektar snage
(11) skupova galaksija izmjerenih BOSS [8] pregledom

neba. Za analizu podataka koristili smo javno dostu-
pan CLASS-PT kod [11] kako bi iz podataka izračunali
osnovni linearni spektar (29) te sve jednopetljane korek-
cije (34) koje dolaze primjenom modela efektivne teorije
polja (23). Rezultati izmjerenog spektra su prikazani
na slikama 4, 5 i 6. Kako bi odredili parametre neli-
nearnih korekcija fequil

NL i fortho
NL (26) koristili smo Monte

Carlo Markovljeve lančane simulacije [22] da prilagodimo
parametre na one vrijednosti koje najbolje odgovaraju
izmjerenim vrijednostima spektra i bispektra. Na sli-
kama 7, 8 i 9 vidimo rezultate varijacije, dok za neli-
nearne parametre dobivamo vrijednosti fequil

NL = 949+570
−650

i fortho
NL = −170+180

−170. Također smo radili i detaljniju ana-
lizu, tako da smo većinu parametara teorije [12] fiksirali
na poznate vrijednosti izmjerene Planck kolaboracijom
[7], kako bi povećali ograničenja na nelinearne parametre
i dobili precizniju vrijednost. Kao konačni rezultat do-
bili smo fequil

NL = 257+300
−300 i fortho

NL = −23+120
−120 pri 68% CL.

Ovim seminarom ustvrdili smo valjanost koncepta izra-
čuna nelinearnih parametara pomoću MCMC varijacije.
Iz dobivenih rezultata vidimo kako su relativne pogreške
još uvijek prevelike kako bi sa sigurnošću potvrdili posto-
janje nelinearnosti u primordijalnoj inflaciji. Boljim mje-
renjem ostalih parametara (primjerice budućim EUCLID
[26] pregledom) te izračunima MCMC simulacija na vi-
šim valnim brojevima k, mogli bi pojačati ograničenja te
dobiti točnije rezultate. No sa trenutačnim izračunima
ne možemo potvrditi valjanost jednopoljne teorije infla-
cije pri ekspanziji ranog svemira.
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