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U radu se predstavlja teorija mjerenja u kojoj se eksplicitno uvodi mjerni uredaj koji se opisuje
stanjem na Hilbertovom prostoru. Polazeéi od uvida da se mjerenje svodi na makroskopske razlike
u bazi polozaja razmatramo vaznost tzv. perceptibla. Uz pomoé tih objekata pokazujemo da se
Bornovo pravilo u proizvoljnoj bazi moze izvesti postuliraju¢i ga isklju¢ivo u bazi polozaja. Na
kraju dobivene rezultate dovodimo u vezu s Bohmovom mehanikom.

1. UVOD

Osnovni aksiom kvantne mehanike koji daje vezu
izmedu eksperimenta i teorije je tzv. Bornovo prav-
ilo. Ono se moze formulirati na sljede¢i nacin: prilikom
mjerenja opservable R na sistemu opisanom vektorom
stanja |¢) rezultati eksperimenta su dani svojstvenim vri-
jednostima danog operatora sa sljede¢om vjerojatnoscéu

pr = () % (1)
Nesto drugacije receno: u bazi hilbertovih stanja {|r)}
vjerojatnost dobivanja rezultata r je p,. = | (r|y)|?. Iz

ove formulacije je vidljivo da je pravilo postulirano da
vrijedi za proizvoljnu bazu izvjesnog Hilbertovog pros-
tora.

U standardnom pristupu ovaj se postulat nadopunjuje
sljede¢om tvrdnjom: prilikom dobivanja rezultata r pro-
matrani sistem vise nije opisan vektorom stanja |i¢) veé
neunitarnom evolucijom prelazi u stanje |r). Takav pro-
ces naziva se von Neumannov postulat projekcije’. No,
to ogranicenje je suvi$no te se, Stovise, takav proces ri-
jetko ostvaruje u eksperimantalnoj praksi.?. Mi ¢emo se
u ovom radu voditi pretpostavkom da sistem, nakon in-
terakcije s mjernim uredajem, ostaje u nekoj opcenitoj
superpoziciji. Ta pretpostavka ne¢e pomoéi u rjesavanju
standardnog problema mjerenja ve¢ ¢e samo uciniti izvod
opCenitijim.

U radu se u poglavlju 2 daje kratak pregled teorije
mjerenja buduéi da se takav formalizam koristi u izvodu.
Takoder, u potpoglavlju 2.2 predstavljamo pojam per-
ceptible koji je klju¢an u izvodu. Poglavlje 3 daje kratak
uvod u formalizam poopcenog mjerenja - tzv. POVM
formalizam. U poglavlju 4 izvodimo Bornovo pravilo u
proizvoljnoj bazi. Poglavlje 5 donosi pregled Bohmove
mehanike te pokazuje vezu s rezultatima iz poglavlja 4.

2. OSNOVE TEORIJE MJERENJA
2.1. Skica mjerenja

Premda u klasi¢noj mehanici teorija mjerenja praktic¢ni
ne postoji, ona u kvantnoj mehanici zauzima sredisnje
mjesto te je jedan od glavnih izvora konceptualnih

poteskoca. Za kvantni opis mjerenja potrebno je eksplic-
itno uvesti i kvantnomehanicki opisati mjerni uredaj.

O razlicitim rezultatima koje mjerni uredaj pokazuje
govorit ¢emo, donekle simbolicki, kao o razli¢itim stan-
jima kazaljke.  Stanja kazaljke bit ¢e predstavljena
skupom vektora {|4;)}, a razli¢ita stanja su promatracu,
razumljivo, makroskopski raspoznatljiva.

U slucaju kazaljke koja je u pocetnom trenutku opisana
vektorom |Ag) te mikroskopskog sistema opisanog vek-

torom |r), mi mjerenjem opservable R = >  r|r)(r|
zelimo dobiti sljedeé¢u evoluciju
Ulr) ® |Ao) = |r) @ [Ar), (2)

gdje je U unitarni operator evolucije izgraden preko
Hamiltonijana interakcije mjernog uredaja i sistema.
Ovom jednadzbom ostvarena je jednozna¢na veza izmedu
stanja kazaljke i stanja sistema, a to je upravo ono §to
eksperimentom zelimo postiéi.

Dobivena  jednadzba se zbog linearnosti
Schrédingerove jednadzbe lako poopéi na slucaj kada
je sistem u pocetku u proizvoljnom pocetnom stanju

W) =3, ¢ ), ti.
Ulp)®|Ag) =D er|r) @ |A,). (3)

Gornju jednadzbu ipak treba malo preinaciti buduéi
je zahtjev da mikrosistem ostane u svojstvenom stanju
operatora, kao §to je prije receno, prestrog. Jednadzbu
(3) mozemo poopéiti

UID) ® 40) = 3 e [m) @ [Am),  (4)

uz razliku da skup vektora v, opéenito nije ortogonalan.
Evoluciju (4) simboli¢ki mozemo prikazati® kao

- /

A

Slika 1. Shematski prikaz mjernog uredaja



Na ovo razmatranje se opet nadovezuje pitanje kakav
tip procesa je prijelaz

W) = [tm) ()

buduéi da takav prijelaz nije unitaran. Ovo je os-
novni problem mjerenja u kvantnoj mehanici, a o nje-
govoj interpretaciji ovdje nece biti rijeci veé ¢e samo biti
napomenuto da izvod nije u proturje¢ju s ortodoksnom
(kopenhagenskom) interpretacijom.

2.2. Sto mjerimo?

Valja nam se zapitati §to mi zapravo mjerimo kada
provodimo eksperiment. Buduéi je kvantni svijet
mikrosvijet, a svijet dostupan promatrac¢u makrosvijet,
nuzno je imati premosnicu izmedu ta dva svijeta. Pre-
mosnica je upravo mjerni uredaj na kojemu se dogada in-
terakcija s mjerenim sistemom te posljedi¢no zabiljezava
makroskopski rezultat. Bitno je ovdje naglasiti da
saznanja o mikrosvijetu dobivamo posredno, tj. za-
kljucujemo preko teorijske veze kazaljke makroskopskog
uredaja te mikrosistema - preko jednadzbe (4).

Ovo nas navodi na razmatranje sljedeceg pojma - per-
ceptible. Pod tim pojmom razumijevat éemo one stvari
ili pojave koje su ljudskim osjetilima dostupne neposred-
nim putem. Odavde slijedi da svi mikroskopski objekti
nisu perceptible; s druge strane perceptibla nuzno odgo-
vara necemu makroskopskom, ali obrat ne vrijedi. Prim-
jeri perceptibla su svakidasnji objekti kao §to su stol,
mjesec itd., ali isto tako zvuk i ostali osjeti.

Za razliku od perceptible postoje i neperceptible - npr.
elektron, atom, EM polje itd. Smisao neperceptibla je u
tome da one objasnjavaju ponaSanje perceptibla. Svaki
eksperiment se svodi na opazanje perceptibla koje se
onda pojasnjavaju neperceptiblama.

Glavna odlika perceptibla bitna za izvod u ovom radu
je u tome Sto se sve mogu svesti na razliku u njihovim
makroskopskim polozajima*. Tako se npr. klik u de-
tektoru moze svesti na oscilacije izvjesne membrane; kod
digitalnog ekrana perceptible su makroskopski razli¢ite
znamenke na ekranu itd. Opéenito reéeno svi razliéiti
osjetni podrazaji su posljedica makroskopske raspoz-
natljivosti necega.

3. POVM FORMALIZAM?®

POVM (eng. Positive Operator Valued Measures) for-
malizam uveden je relativno kasno te poopcéuje uobicajeni
formalizam teorije mjerenja.

Obi¢no opservablu opisujemo hermitskim operatorom O
koji se pomocu spektralne dekompozicije moze pisati kao

0=> P, (6)
k

gdje projektori zadovoljavaju PP, = P te Y, Pr =
1. Tada mjerenje opservable O na stanju |¢) kao rezultat

daje vrijednost A\; s vjerojatnoséu

e = (Y| P [v) . (7)

Ovo je zapravo Bornovo pravilo (1).

Opservable (6) nazivat ¢emo PVM (eng. Projector
Valued Measure), a mjerenja predstavljena takvim op-
eratorom PVM mjerenja.

Kao sto je veé reéeno u uvodu, ovome se jo§ nadodaje
tvrdnja da nakon mjerenja, stanje 1) prelazi u

Py 1)
lv) — ﬁ (8)

Iz ovog razmatranja je jasnije zaSto se takva mjerenja
nazivaju projektivnim.

No obje gornje jednadzbe - (7) i (8) - mogu se
poopéiti. Konkretno nas zanima jednadzba (7) koju
mozemo poopditi na

pr = (Y| Ex [¥), (9)
gdje su E}, operatori koji zadovoljavaju sljedeéa svojstva
o E] = B,
o> Ep=1

o (Y| Ex |0) > 0 za svaki vektor |¢).

Kazemo da operatori Fj ¢ine POVM. Sva ova svostva
zadovoljavaju i projektori Py no operatori Ej opéenito ne
moraju biti projektori. Odavde slijedi da su projektivna
(PVM) mjerenja poseban slucaj POVM mjerenja. Vazno
je jos napomenuti da broj operatora Fj ne mora biti
jednak dimenziji Hilbertovog prostora na kojemu djeluju
veé moze biti i vedi.

3.1. Primjer POVM mjerenja

U ovom potpoglavlju primjenit ¢emo gornje razma-
tranje na jednom primjeru te pokazati prakti¢nu koris-
nost POVM mjerenja.

Recimo da Alice 8alje Bobu qubit pripremljen u jed-
nom od dvaju neortogonalnih stanja [11) = [1) ili [¢)2) =
|=) = (1) +]4))/v2. Bobov zadatak je saznati koji qubit
mu je dan te provodi eksperiment da to sazna. Ako bi
bila rije¢ o projektivnim mjerenjima, Bob bi mogao uzeti
projektore Py = 1) (1|1 P> = |}) (}|. Na ovaj nacin dobi-
vanje rezultata P, otkriva nam sa sigurnos¢u da nam je
poslano stanje |13), dok dobivanje rezultata P; ne donosi
nikakve nove informacije, tj. ne mozemo reci koje stanje
nam je bilo dano.

S druge strane, poopéenim mjerenjem imamo
mogucénost razaznavanja koje stanje smo dobili. Uzmimo
POVM koji sadrzi tri elementa



1
B = 5 W) (U

Ba = 5 1) (s (10

E;s=1-FE; — E».

U slucaju da je Bobu poslano stanje |11), vjerojatnost
dobivanja rezultata E; je (1] Eq |¢1) = 0. Dakle, ako je
E; registriran, Bobu je sigurno bilo dato stanje [¢)). Isto
tako, u slu¢aju da Bob registrira Fs moze zakljuciti da
je dobio stanje [¢1). U treéem moguéem ishodu - kada je
registriran rezultat F5 - Bob ne dobiva uvid u to kakvo
stanje mu je dano.

U konacnici, za razliku od projektivnog mjerenja,
poopcéenim mjerenjima Bob moze dobiti vise informacija
te, u slucaju da mu je dan veéi broj qubita, sa sigurnoséu
otkriti koje stanje mu je dano za veéi broj qubita.

2

8.1.1. Naimarkov teorem

Neka je E,, POVM na prostoru H. Tada postoji
Hilbertov prostor H', PVM M/, na prostoru H' te or-
togonalni operator projekcije P takav da PH' = H, za
kojeg vrijedi

E,, = PM P. (11)

Ovo znaci da svako POVM mjerenje moze biti svedeno
na PVM mjerenje u nekom veé¢em Hilbertovom prostoru.

4. IZVOD BORNOVOG PRAVILA

U ovom odjeljku izvodimo Bronovo pravilo u

proizvoljnoj bazi postulirajuéi ga samo u bazi polozaja®.
Kljuéni uvid za provedbu izvoda je ¢injenica da nama
trebaju samo vjerojatnosti odredenih perceptibla jer je
to ono $to u eksperimentu opazamo. Buduéi da percep-
tible razlikujemo njihovim makroskopskim polozajima,
njihove vjerojatnosti moramo izracunati u prostoru
polozaja. Takoder, buduéi da granica izmedu perceptibla
i neperceptibla nije oStra, ¢ini se vjerodostojnim racunati
sve vjerojatnosti u prostoru polozaja.
U nasem slucaju perceptibla ¢e biti predstavljena
kazaljkom mjernog uredaja te ¢emo mikroskopsko stanje
kazaljke oznaciti sa |A; ;). Nadalje, zelimo mjeriti neku
dinamicku varijablu R koja je predstavljena operatorom
R te vrijedi

Riry=r]r). (12)

Neka je kazaljka u poc¢etnom trenutku u stanju |Ap), te
objekt u stanju |r). Tada je ukupno stanje na prostoru

Mrazaljka®@MHobjekt jednako (odavde pa nadalje ispustamo
oznaku tenzorskog produkta)

) [Ao) - (13)

Slicno kao kod jednadzbe (4), ali malo opéenitije, nakon
interakcije objekta i mjernog uredaja stanje unitarno
evoluira

|A0 Zar’ |T me |A7" m
gdje zbog unitarnosti vrijedi

S aw? =Y bml* = 1. (15)

Dobiveni vektor nije svojstveno stanje niti operatora R
niti operatora kazaljke.

Gore smo pretpostavili da je pocetno stanje objekta
svojstveni vektor operatora R, ali opcenitije moramo
uzeti da je ono |¢) = Y ¢, |r). U tom sluc¢aju jednadzba
(14) prelazi u

=lan),  (14)

Uly)|Ao) =

ZCT la) (16)

Ova jednadzba se moze i dodatno poopéiti. Buduéi da
sustav mjerni uredaj + objekt nije savrseno izoliran, ko-
risno je u jednadzbu ubaciti i okolinu. Nju ¢emo oznaciti
vektorom |O;), a pocetno stanje okoline sa |Op). Izraz
(16) tada prelazi u

U 1) |Ao) [Oo) ZCT‘O‘T 10;) |\ij> (17)

Dobiveni izraz se moze dodatno srediti

|Uy) = Zcrbm [ Arym) [Sr) 5 (18)

gdje je uvedena pokrata |S,) = |O;) >, am |r’) (S kao
Sve ostalo). Ovu jednadzbu mozemo zapisati u multiko-
ordinatnoj reprezentaciji kao

V(& y) = ZcrbmAr,m(f)Sr(?Dv (19)

r,m

gdje je uvedena notacija A, (%) = (¥|Arm) te Sp(y) =
(§]Sr); ovdje T oznacava polozaje Cestica koje sa¢injavaju
mjerni uredaj, tj. ¥ = (&1, ...,%,) gdje n oznacava broj
Cestica koje sacinjavaju uredaj. Isto tako ¢ oznacCava
polozaje svih ostalih cestica.

Sada postulirajmo Bornovo pravilo u bazi polozaja

p(Z,9) = |9(Z,9)”. (20)
Nadalje nametnimo zahtjev

Ary () Ay (T) =0 za 11 #12, (21)

motivacija kojega je moguénost makroskopskog razliko-
vanja dvaju rezultata r1 i ro. Izvod se dalje dijeli na dva



osnovna sluc¢aja. Uzmimo da je mq # mg te da su r-ovi
isti; tada u prvom slucaju vrijedi

Ap o (T) Apm, (7) 0, (22)

a u drugom

Ape () Arm, (F) 2 0. (23)

4.1. PVM mjerenje

Pogledajmo najprije prvi slucaj, tj. situaciju kada vri-
jedi jednadzba (22). Ta jednadzba nam govori da funkcije
Apmg 1 Apm,, nisu makroskopski razlicite za razlicite m-
ove. Makroskopska neraspoznatljivost znaci da obje fuk-
cije predstavljaju jedan te isti rezultat mjerenja -, naime,
r.

Buduéi da nas zanimaju vjerojatnosti perceptibla,
treba nam samo gustoca vjerojatnosti za ¢estice mjernog
uredaja; - nju dobivamo integracijom po varijabli i/

prredei(@) = [ dio(a ). (24)

To vodi na (radi preglednosti ispustene su ovisnosti o #
i 9)

Pt (@) = N cncibmbi Arm A / dijS, S
r,m,k,l (25)

2 * *
= 2_lerl® 3 bmbi Arm A7,
T m,l

gdje je iskoristena ortonormiranost baze |.S;)
[ i3 @) = . (26)

Sada nas zanima podruéje ¥ prostora - nazovimo ga o,
- na kojemu su fukcije A, ,,(Z) s istim 7 nezanemarive.
Onda, da bismo dobili vjerojatnost nalaska rezultata r,
izraz (25) moramo integrirati na tom dijelu prostora

uredaj __ = uredaj ( 2\ ~
ppreini = [ azpireini(z) =
o

r (27)
ea2 3 b / A, AL,
m,l oar

Potonji izraz se preko ortogonalnosti funkcija A; ; svodi
na

pr = e, f? Z b |® = ler|?, (28)

pri ¢emu je iskoristeno (15).

Dobivena vjerojatnost je identi¢na vjerojatnosti kod
opc¢enitog Bornovog pravilo - izraz (1). Time je za ovaj
slucaj pokazano kako postuliranje Bornovog pravila u
bazi prostora vodi na Bornovo pravilo u proizvoljnoj bazi.

4.2. POVM mjerenje

Sada pretpostavljamo da vrijedi jednadzba (23). To
pak znaci da su funkcije Ay, i Ay p, s istim r-om
makroskopski razlicite - dakle predstavljaju dva razlic¢ita
ishoda mjerenja. U ovom sluc¢aju mjerenje nikako ne
mozemo interpretirati kao mjerenje opservable R buduéi
da za jedan r imamo vise mogu¢ih ishoda mjerenja.
Dok smo u prethodnom slucaju imali n, rezultata
mjerenja (gdje je n, dimenzija prostora Hopjext), Ut ovom
slucaju ih imamo n, X n,. Veéi broj makroskopski
razli¢itih rezultata nas navodi da svaki rezultat pred-
stavimo jednim indeksom [ za razliku od dvaju indeksa r
i m kako je u gornjem izvodu. Tada uz notaciju

1Sr) = 151) (29)

jednadzbu (19) mozemo zapisati kao

(T, §) =Y aA(@)Si(7), (30)
1

(Tv m) =1, cbyp=4q,

gdje vrijedi
dlal=1. (31)
1

Ovakva mjerenja mogu biti opisana POVM elementima
na prostoru objekta - Hopjert, kako je opisano u poglavlju
3.

No, Naimarkov teorem nam garantira da se POVM
mjerenje svodi na PVM mjerenje u nekom veé¢em Hilber-
tovom prostoru. Buduéi da je Hilbertov prostor uredaja
‘H. tada uvijek mozemo nac¢i dovoljno veliki Hilbertov
prostor H, ® Hostalo Na kojemu mozemo naéi skup pro-
jektora koji predstavljaju mjerenje. Odgovarajuéi skup
mozemo predstaviti sa |A4;) (4;| ® 1 te se mjerenje tako
opisuje kao mjerenje opservable perceptible

L= 1|A) (Al (32)
1
Na taj nacin opet radimo postupak kao u prethodnom
potpoglavlju
(T, 9) = Y lal| 4@ P|Si @), (33)
1

gdje je ponovno iskoriStena makroskopska raspoz-
natljivost razlicitih ishoda

A(Z)Ap(®) =0 za 1#k. (34)

Onda putem
prredad () — / dijp(Z, ) ~ Z & ?|Au(@)? (35)
oy l

ponovno za vjerojatnost nalaska Cestica uradaja u po-
drucju A;(Z) dobivamo

pzwedaj _ / di:puregaj(z—:) ~ |6l|2~ (36)
o1

Vidimo da i za ovaj slu¢aj ponovno dobivamo Bornovo
pravilo u proizvoljnoj bazi.



5. BOHMOVA MEHANIKA?®

Premda su prijasnji rezultati sami za sebe vazni, pon-
ajviSe zbog naglaska na ¢injenicu da mi stvarno mjerimo
perceptible, oni ipak mogu posluziti za daljnja razma-
tranja.

Rezultati iz poglavlja 4 ukazuju na to da neka druga
teorija, koja zadovoljava Bornov aksiom

p(Z.g.t) = (T, g, 1), (37)
daje ista predvidanja kao i standardna kvantna
mehanika.

Medu mnogim mogué¢im alternativnim teorijama,

ovdje ¢emo se samo kratko osvrnuti na jednu - tzv.
Bohmovu mehaniku”.

Izgradnja Bohmove teorije moze krenuti od
Schrodingerove jednadzbe
iha—w = —h—zAz/) + Vi (38)
o 2m ’

Valnu funkciju ¥ u mozemo napisati u obliku
) = Re"/", (39)

gdje su R = R(q,t) 1 S = S(q,t) realne funkcije te je
uvedena nova varijabla ¢ = (Z,7) koja predstavlja sve
Cestice. Schrodingerovu jednadzbu tada mozemo ekvi-
valentno zapisati (razdvajajuéi realni i imaginarni dio)
dvjema jednadzbama

08  (VS)2  h? V2R
2 - - 4
ot * 2m 2m R V=0 (40)
te
OR* o [RVS
. =0. 41
5 +V < - > 0 (41)
Jednadzba (40) ima formu klasitne Hamilton-

Jacobijeve jednadzbe uz dodatno prisustvo tzv. kvantnog
potencijala @

h? V2R

Q) =5 = (42)

Buduéi da je Hamilton-Jacobijeva jednadzba ekviva-
lentna Newtonovom aksiomu gibanja, imamo

2 -
md = V(@ + Q). (13)

Ovo nas navodi da valu v pridruzimo Cestice koja se
gibaju po nekim putanjama ¢ = ¢(t). Tada mozemo kon-
struirati vektorsko polje @ = (1/m)f = (1/m)VS koje
definira u svakoj tocki prostora u svakom trenutku tan-
gentu na moguce putanje Cestica.

Jednadzbu gibanja cestica postuliramo kao

7= 9(q, 1) g=q(t)- (44)
Na ovaj nacin smo uveli vezu faze valne funkcije i Cestica;
preostaje nam jos interpretirati jednadzbu (41).
Pogledajmo izraz za gustocu struje vjerojatnosti koji
mozemo izvesti pomocu Schrédingerove jednadzbe

= Dy — ). (45)

]_sz

Ovaj izraz se preko (39) svodi na

RQE

= R%7. 46
- U (46)

j =
Vidimo da je uvedeno polje ¢ proporcionalno struji
gustoée vjerojatnosti. R? mozemo interpretirati kao
gustodu vjerojatnosti - jednadzba (41) tada predstavlja
jednadzbu kontinuiteta. Za razliku od standardne inter-
pretacije, R? nam ovdje ne daje samo vjerojatnost da
Cestice nademo (putem mjerenja) na mjestu ¢ u vremenu
t, veé izrazava vjerojatnost da se Cestice zaista nalaze
na tom polozaju, neovisno o mjerenju. Dakle, suprotno
standardnom tumacenju, mi ovdje ¢esticama pripisujemo
dobro definirane putanje.

Iz jednadzbe kontinuiteta takoder slijedi da ukoliko vri-
jedi p(q,to) = R2(q,to) onda vrijedi p(q,t) = R?(q,t)
za svaki t. Postuliraju¢i da nam je raspodjela Cestica
R*(g,t) dana sa |¥(q,t)|* zapravo postuliramo Bornovo
pravilo u bazi polozaja. S obzirom da se u ovu teoriju
mogu uklopiti svi mjerljivi efekti kao i kod standardne
(nerelativisticke) kvantne mehanike, slijedi da te dvije
teorije imaju ista eksperimentalna predvidanja.

6. ZAKLJUCAK

Razmatranjem procesa mjerenja pokazali smo kako
se mjerni uredaj moze opisati formalizmom kvantne
mehanike. Razli¢ita stanja mjernog uredaja nazvali smo
perceptiblama te smo, uocavanjem da se razlicite per-
ceptible svode na razlike u polozajima, izveli opcéenito
Bornovo pravilo postulirajuéi ga samo u bazi polozaja.
Dobiveni izvod omogué¢io nam je nadalje da pokazemo
zasto Bohmova mehanika daje ista predvidanja kao i
(nerelativisticka) kvantna mehanika.

7. ZAHVALE

Zelim se zahvaliti svome mentoru dr. sc. Hrvoju
Nikoli¢u na strpljenju te svim poticajima i komentarima.
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