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Sazetak

U ovom radu prikazujemo racun Feynmanovih dijagrama s jednom petljom na pri-
mjeru procesa anihilacije elektron-pozitron para i stvaranja hadrona. Racun je na-
pravljen u ultrarelativistickom limesu, gdje su sve mase zanemarene. Za eliminaciju
divergencija dijagrama koristimo dimenzionalnu regularizaciju. Rad moZe posluZiti
kao pregled osnovnih metoda za riesavange dijagrama s jednom petljom.

1. UvoD

U ovom radu rac¢unamo ukupni udarni presjek za proces e~e™ — hadroni, gdje nastali hadroni
imaju proizvoljne kvantne brojeve, impulse i polarizacije. Hadroni su vezana stanja kvarkova
i gluona (zajedno ih zovemo partonima). Kvarkovi i gluoni su elementarne Cestice, pa gornji
proces opisujemo preko kvarkovsko-gluonskih medustanja. Ovdje ¢emo razmatrati samo dva
najniza relevantna stanja, to jest ¢q i qqg.

U formalizmu kvantne teorije polja, udarni presjeci racunaju se koristenjem rac¢una smetnje.
Radi se o racunu gdje se slobodne Cestice uzimaju kao baza, a interakcija se uvodi kao smetnja.
Dakle, kod ra¢una smetnje radi se o razvoju po konstanti vezanja. Da bi taj razvoj imao smisla
i konvergirao, konstanta vezanja mora biti mala. Rezultat je to toc¢niji §to veéi red uzmemo u
obzir. U ovom radu se ograni¢avamo na vodeéi red i red do vodeéeg (na nulti i prvi red).

Za na8 racun interakcija od vaznosti je interakcija kvarkova i gluona, koja je opisana kvantnom
kromodinamikom (QCD). Kako je QCD konstanta vezanja as mala na visokim energijama, a
velika na malim, ograni¢avamo se na visoke energije pa ra¢un izvodimo u ultrarelativistickom
limesu, Sto znaci da moZemo zanemariti mase.

Doprinose u ra¢unu smetnje prakti¢no je reprezentirati pomoéu Feynmanovih dijagrama. Za
proces e~e™ — hadronido O(a) urazvoju (red do vodeéeg u perturbativnom razvoju) pojavljuje
se Sest dijagrama (slika 1). S obzirom na formalizam vidimo da se radi o dva procesa, anihilaciji
elektron-pozitron para u kvark-antikvark te u kvark-antikvark i gluon. To u stvari znaci da se
udarni presjek za e"e™ — hadroni razdvaja na dva udarna presjeka, onaj za e"eT — q7 te
za e"et — qgg. Kako je udarni presjek za neki proces proporcionalan apsolutnoj vrijednosti
kvadrata amplitude vjerojatnosti, potrebno je izra¢unati sljedece ¢lanove:
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Bududéi da se ograni¢avamo na red do vodeéeg, izostavljamo doprinose koji su proporcionalni
O(a?), jer bi za ispravnu analizu do tog reda morali ukljuéiti i dijagrame viseg reda.

Svaki ¢lan gornjih suma ¢emo racunati odvojeno. Nakon $to zapiSsemo preko Feynmanovih
pravila izraze za te vrijednosti, ¢ini se da bi ra¢un trebao biti jednostavan. No, ubrzo nastaju
problemi, jer se u svim doprinosima, osim u vodeéem, pojavljuju divergentni integrali.
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Slika 1: Sest dijagrama koji doprinose dvama najnizim redovima u rac¢unu smetnje za totalni
udarni presjek procesa e”e™ — hadroni. U ta dva najniZa reda, pojavljuju se u stvari dva
procesa: e~ et — ¢ (dijagrami Ay, Ay, By i C’V) te e"et — ¢gg (dijagrami AR i Bg). Oznaka
V oznacava pojavljivanje virtualnog gluona, a R realnog gluona.

Jedna stvar koju bismo mogli iz toga zakljuéiti je da su teorija ili barem ra¢un smetnje neto¢ni
i da rezultate koje daju nemaju smisla. No, mozemo razmisljati na drugi na¢in, da je formalizam
sam uveo komplikacije kojih ne bi trebalo biti, a da bi trebalo biti moguée adekvatnim tretiranjem
staviti pod kontrolu divergencije i izvuéi toc¢an rezultat.

Postupak koji trazimo ili trebamo poznat je kao reqularizacija. Koriste se razne regularizacije,
primjerice Pauli-Villarsova regularizacija, gdje se uvodi jedna ili viSe Cestica beskona¢nih masa,
¢iji se parametri namjeStavaju tako da ponistavaju sve divergencije, ali kako imaju beskonac¢nu
masu, u konac¢nici ne utje¢u na udarni presjek. Drugi primjer je uvodenje mase gluona, za koju se
na kraju ra¢una uzme da tezi nuli. Ovdje éemo koristiti dimenzionalnu reqularizaciju, kod koje
se problem rjeSava ra¢unanjem u opéenitom broju dimenzija D, a na kraju uzimamo grani¢nu
vrijednost od interesa, to jest za D — 4.

Izvod totalnog udarnog presjeka je napravljen na temelju izvoda u [1].

2. DETALJI O PROCESU

Na pocetku smo rekli da se stvaranje hadrona opisuje preko medustanja kvarkova i gluona (par-
tona). Ukupan proces bismo mogli zapisati na sljedeé¢i naéin:

e — 4% — partoni — hadroni,

gdje smo s v* oznadili virtualni foton nastao anihilacijom e~e™ para (slika 1). Partoni se u
eksperimentu manifestiraju kao jet-ovi. Postojanje jet-a s velikom sigurno$éu pokazuje da se
stvorio parton. Smjer jet-a zapravo (ugrubo) odgovara poetnom smjeru tog partona. Dio
procesa opisan Feynmanovim dijagramima se odnosi na prva tri dijela, od elektron-pozitron para
do partona. Nakon nastajanja partona slijedi hadronizacija. U ovom radu pretpostavljamo da
je vjerojatnost hadronizacije jednaka 1.

Dodatno, svaki navedeni dijagram sadrzi isti faktor, koji se odnosi na anihilaciju elektron-
pozitron para u foton v*. Zbog toga ga mozemo izostaviti, promatrati samo raspad virtualnog



fotona u kvarkove i gluone i na kraju ga vratiti u kona¢ni izraz za udarni presjek. Tako ¢e nam
jedini zadani parametar racuna biti impuls fotona ¢ = p.- + p.+. Takoder, ratun ¢emo raditi u
sustavu centru mase pa je efektivno jedini parametar @ o ¢°, ukupna ulazna energija elektrona
i pozitrona.

Za naboj kvarkova uzimamo da je jednak naboju elektrona, e. Na kraju ra¢una se po potrebi
rezultat moZe pomnoziti s €2 (odnosno, zamijeniti svaki e na kvarkovskoj strani dijagrama sa

q
eeq), gdje je eq = £1/3 ili £2/3.

3. TEHNIKE RACUNANJA

Racun koji slijedi je relativno dugacak i koristi metode specifi¢ne za ovakav problem. Da ne bismo
prekidali ra¢un opéenitim izvodima, odmah navodimo sve bitnije koristene metode i formule.

3.1.  Dimenzionalna regularizacija

Kao $to je receno u uvodu, cijeli izra¢un é¢emo raditi u opéenitom broju dimenzija, opéenitom u
smislu da D moze biti realan broj. Prirodno pitanje koje se namece je kako je uopée moguée to
smisleno i konzistentno definirati. Odgovor je vrlo jednostavan. Sve potrebne formule izvodimo
za cijeli broj dimenzija, a buduéi da ¢e dobiveni izrazi biti analiticke funkcije (do na polove) s
obzirom na broj dimenzija D, broj dimenzija poop¢ujemo na realne (i kompleksne brojeve).

Razlog je taj Sto su integrali od interesa divergentni za D = 4, a konvergentni za broj
dimenzija razli¢itih od 4. Ideja je da éemo u sluc¢aju racunanja u D dimenzija modéi izolirati one
¢lanove koji divergiraju i one ¢lanove koji ostaju konacni kada se D priblizava 4, to jest kada se
vra¢amo u standardno 3+1 dimenzionalno prostor-vrijeme. Iz navedenih razloga, prakti¢no je
uvesti supstituciju D = 4 + €. Oznaku € ¢emo koristiti paralelno oznaci D gdje je to prikladnije.

Formalno, zanima nas grani¢na vrijednost za € — 0 ukupnog udarnog presjeka pa sve do-
prinose razvijamo u Taylorov (MacLaurinov) red s obzirom na e oko to¢ke ¢ = 0 i zadrzavamo
samo ¢lanove do O(€°), ukljuc¢ujuéi. Napomenimo da je lim._.o zadnja stvar u ra¢unu koju é¢emo
napraviti. Odnosno, fiksiramo €, napravimo cijeli ra¢un u toliko dimenzija, dobijemo rezultat
kao funkciju od €, i na kraju uzimamo limes u nuli.

3.2. Promjena broja dimenzija

Navodimo sve nama bitne promjene u formulama koje su posljedica promjene broja dimenzija.
Prvo, integral po impulsima se mijenja:

/ d*k . / dPk
(2m)* (2m)P
Nakon Wickove rotacije (vidi dolje), prebacivat ¢emo se u sferni sustav, koji u d (prostornih)
dimenzija glasi:
dk = dk k%71 sin?"1 6, sin?"2 0, - sinfy_p d61dby - - - dBg_odbg 4 (1)
ke [0,00> ,01,09,...,04_9 € [O,ﬂ'], 041 € [0,27T>

Iskoristili smo d umjesto D, jer ¢e nam sferni sustav trebati za d = D id = D — 1. Ako je
podintegralna funkcija neovisna o kutevima, odmah se moze pointegrirati po kutevima:

d%% — dk k41 Sy, (2)
gdje je S4—1 povrsina d-dimenzionalne kugle [2]:

o (d+1)/2

I o

So=2,81 =2m, Sy =4dm, Sg=2r2...



Za tenzorske integrale vrijedi:

dPK N )
(25D F(K)K* =0, (zbog neparnosti),

(4)

dPK opupr L [ dPK o 0
[ tam s = ga [ S ek

U D dimenzija za y-matrice i dalje vrijedi {v*,~v"} = 2¢*¥1, ali se mijenja njihov broj (ima ih
D). Relevantne relacije glase:

g", =D
Y = D1
Y% = (2= D)y
Y%V = 49vp — (4 — D)1, (5)

'YM'VV'VpVU’YV = _270'7p'7u + (4 - D)'YV'Y/J'YU
Tr [y#4"] = 49"
Tr [yy"y*°] = 4(g" 9" + 9" 9" — 9" g"7)

Formula za (diferencijalnu) $irinu raspada jedne Gestice u K estica u D dimenzija glasi:

1
Al = —— M2 dXP-DRe D= /dF, (6)
2Ecm
gdje je Ecm = @ energija centra mase (energija virtualnog fotona), |./\/l\fot ukupni kvadrat

amplitude (vidi dolje), a d¥(P—Y Ry infinitezimalni dio volumena faznog prostora. Dimenzija
faznog prostora, K(D — 1), odgovara broju prostornih komponenti impulsa izlaznih Cestica.
Navodimo odmah i izraz za (diferencijalni) udarni presjek za dvije ulazne Cestice u K izlaznih
za D = 4 (vidi Peskin-Schroeder [3], jedn. (4.79), za sustav centra mase):

1 2
4o = 55— (IME,) R, o = /da, (7)

gdje <|M\fot> predstavlja prosjek |/\/l|fOt po kvantnim brojevima (spinovima) ulaznih Cestica.
Prilikom prelaska u drugi broj dimenzija, konstante vezanja e i g; postaju dimenzionalne pa
je korisno definirati bezdimenzionalne konstante vezanja:

€ _Ys
=g 90T e ®)

gdje je u regularizacijska skala. Kona¢an rezultat ne smije ovisiti o izboru te skale. Koristimo i
standardne oznake o = €2 /47 i oy = g2 /4m. Udarni presjek, dakle, razvijamo po a.

3.3.  Wickova rotacija
U dijagramima s petljama pojavljivat ¢e se integrali oblika:

WPK J(K?) ;
/ @)D (K- C 1 o)™ ®)

gdje je C > 0, M € N, f(z) analiticka funkcija za sve z € C, x infinitezimalan pozitivan broj
iz Feynmanovih propagatora, a K* D-vektor u prostor-vremenu s metrikom (1,—1,—1,...,—1).
Kada bi metrika bila euklidska, mogli bismo napraviti prijelaz u sferni sustav, kao sto je opisano
gore u tekstu te svesti viSestruki integral na jednostruki i nakon toga ga laksSe rijesiti. Euklidsku
metriku postizemo postupkom Wickove rotacije.

Promotrimo gornji integral. On se sastoji od D integrala, 1 po vremenskoj koordinati, D—1 po
prostornoj. Poredajmo te integrale tako da je vremenski najunutarnjiji. Dakle, ra¢unamo integral
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Slika 2: Prikaz krivulje integracije u dokazu valjanosti Wickove rotacije za integral (9). Integral
po crvenoj krivulji je 0, zato Sto je funkcija analiticka na podruéju obuhvaéenom krivuljom
integracije. Tocke predstavljaju singularitete podintegralne funkcije. R je radijus lukova.

po K° uz fiksirirane K'. Wickova rotacija je zamjena krivulje integracije, pravca Im K% = 0, s
pravcem Re K = 0. Tvrdimo da su ta dva integrala jednaka po iznosu. Kako bi to pokazali,
pozivamo se na teorem o reziduumu za krivulju prikazanu na slici 2:

/ +(-) / + / = suma singularita obuhvacéenih krivuljom. (10)
Im K°|<R |Re K°|<R lukovi

Minus predznak dolazi od toga §to nas zanima integral usmjeren u pozitivhom smjeru Im K°.
Desna strana jednadzbe (10) is¢ezava jer su singulariti podintegralne funkcije,

(KO)singulariteti = :t\/ K2 +C - ZX =+v K2 +C F ZX,

izvan podruéja obuhvaéenog krivuljom integracije, za svaki R. Integrali lukova iS¢ezavaju za do-

voljno velike potencije M, ovisno o funkciji f(z). Nas ée zanimati samo integrali za f(z) = O(z?)

pa lukovi iS¢ezavaju za svaki M > 2. Uzimanjem grani¢ne vrijednosti za R — oo, reproduciramo

traZene integrale, ¢ime pokazujemo njihovu jednakost. Nakon zamjene pravca Im K° = 0 s prav-

cem Re KY = 0, euklidsku metriku dobivamo supstitucijom K° = iK%, K' = Ki,, K? = —K2,.
Potreban ¢e nam biti iznos integrala samo za f = 1:

def dPK 1
fr = / (2m)P (K2 = C' + i)™’ 1D

Rjesavamo ga, dakle, koristenjem Wickove rotacije, zatim koriStenjem (1) za d = D. Moze se
pokazati da konacan iznos glasi [1]:

() (2)" R

3.4. Feynmanova parametrizacija

Feynmanova parametrizacija [1,4] je tehnika rjesavanja integrala koji se pojavljuju u dijagramima
s petljama. Radi se o zamjeni razlomka integralom:

1 ! d
- L (13)
AB o (xA+(1—2x)B)?
ili u opéenitijem slucaju:

1 T(k et kg, 1 1 oz — o —ay, ki=1 ko1
L L )/ dx1-~~/ 4o, 2= )
All"'An" F(kl)r(kn) 0 0 ({E1A1+-~-+$nAK) ! "
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Slika 3: Dijagram najnizeg reda u raspadu v* — partoni, gdje se virtualni foton v* raspada u

kvark-antikvart par qq.

3.5. Notacija i pokrate

Cestice oznacavamo sljede¢im oznakama: kvark brojem 1, antikvark brojem 2, a gluon brojem
3. Radi preglednosti, koristit ¢emo sljedece pokrate za spinore:

ur Eutt (e, v S 0% (p2)ey,
uy = a (pr)ef, vy =0 (pz)C;w

gdje su s1 i so spinovi kvarka i antikvarka, p; i ps impulsi, i i j boje (i,j € {R,G,B}), a ¢; i
c; tripleti boje. Pri mnoZenju spinora i konjugiranog spinora dobivamo Kronecker § simbole za
spin i boju, npr.:

Urvy = U (p1)v* (P2)0s, 5, 0ij

Za skalarne produkte piSemo skraéeno:

(i) = pi - ps»

(ki) = k- p;.
Za fiksan skup ulaznih i izlaznih parametara definiramo amplitudu vjerojatnosti M, koju dobi-
jemo koriste¢i Feynmanova pravila. S |/\/l|t2Ot ¢emo oznacavati sumu kvadrata amplitude \./\/l|2
po svim kvantnim brojevima (spinu i boji). Tu vrijednost onda integriramo po svim moguéim
impulsima, kako je opisano u jednadzbi (6).

3.6. Bazdarenje
Racun provodimo u opéenitom bazdarenju:

—i (g +77k“k”> k. k
nv k2 A_A v
1 €0000000000™ ¥ = 2 , Z@w:—(gwﬂ? 22 >,
)

za neki 7 € R. Za sumu se moze pokazati da bi ¢lan s k*k¥ u amplitudi uvijek iS¢ezavao pa je
dovoljno promatrati:
AN
D cnen =G (15)
A

Kako je teorija bazdarno invarijantna, konac¢ni rezultat ne smije ovisiti o 7, $to ¢e nam biti neki
oblik provjere.

4. SIRINA RASPADA v* — ¢ U VODECEM REDU - O(1)

Na pocetku rac¢unamo Sirinu raspada v* — partoni u vodeéem redu rac¢una smetnje, jer éemo
rezultate za visi red zapisati kao korekciju na ovaj rezultat (podsjetimo se da promatramo samo



raspad v*, jer ¢emo faktor za prvi dio procesa, e"e™ — ~*, dodati na kraju cijelog racuna).
U vodeéem redu racuna smetnje pojavljuje se jedan dijagram, gdje se virtualni foton direktno

pretvara u kvark-antikvark par (slika 3).

4.1.  Amplituda procesa i M7,

Amplitudu procesa oc¢itavamo s dijagrama (slika 3):

AO = ﬂl(fiepfy”)vg X 62,

gdje je Ei‘b polarizacija fotona, A € {0,1,2,3}. MnoZenjem s konjugiranim Ay dobivamo:

2 _ 2 oy oo A Ak
|IM|” = ep iy vaTay" Uy X EpEps -
Zbrajamo po svim polarizacijama fotona e te bojama i spinovima kvarkova:

3 2
Ml =D > IMP?

A i,j=1s1,50=1
= ~3¢HTr [p,7"p, ]
= 3e%,4(D — 2)(12)
=3eH2(D — 2)Q?

(18)

U prvom smo korako iskoristili (15), u drugom (5), a u treéem da je Q% = ¢> = (p1 + p2)? =

p? +2(12) + p3 = 2(12), gdje je Q ulazna energija.

4.2. Fazni prostor za dvije Cestice Ry

Buduéi da amplituda procesa ne ovisi o parametrima izlaznih Cestica, volumen faznog prostora

moZemo odmah u potpunosti integrirati:

R2 _ /dQD—2R2

delpl dD71p2 D
= 2 §P(ag—p —
/ (2m)P-12E; (2r)P—1 2E2( ™70 g = = p2)

= |sustav centra mase, p; + py =q =0, E; = E»|

-1 1
_ / G E 1p21E1 55, (270(Q ~ By~ E2)

_ / dpipt’*Sp 2
(2m)P-12E,2E,

= |p1 = E1, dp1 = dEy, jer su destice bezmasene

1 _
WSD72/(1E1E1D 4(5(@—2E1)

1 271_(D71)/2 QD74
107 T () 27

QD_4

= JD— _ D—1
AD—-2 (D 3)/2F( 5

1 2 €/2
- @
42+e€/271/2T (5;3) 4

(27‘1’)5(@ — E1 — EQ)

Ry

EN|

(19)
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Slika 4: Dijagrami za proces v* — ¢dg, kao doprinosi u redu do vodeéeg u procesu v* — partoni.

4.3. Ukupna Sirina raspada I’y

Ukupnu §irinu raspada dobivamo iz formule za I iz (6), gdje oznaku ep raspisujemo preko (8).

1

_ 2
FO - QECM ‘M|tot R2
B 1 2 2 QD_4
=30 x 3ep2(D —2)Q* x 4D-27(D-3)/2T (B:1)
€/2
Vre+2) [ Q?
F =
0 =g () \im?
Py = sa@R2F D) (@) (20)
0 L'(2+¢) \dmp2

5. SIRINA RASPADA 7* — ¢gg U REDU O(as)

U ovom poglavlju ra¢unamo doprinos procesa stvaranja kvark-antikvark para i gluona totalnom
udarnom presjeku. Za razliku od prethodnog jednostavnog racuna, gdje je amplituda vjerojat-
nosti bila neovisna o izlaznim parametrima, ovdje se radi o trocesti¢nim stanjima, pa ¢e amplituda
vjerojatnosti ovisiti o energijama izlaznih ¢estica'. Zbog toga ¢emo volumen faznog prostora d Rs
integrirati samo dok nam jedine preostale varijable ne ostanu te energije. Na kraju mnozimo ta
dva rezultata i integriramo po svim dozvoljenim energijama (preciznije, umjesto energija koristit
¢emo dolje definirane varijable x; i x2).

Definiramo pokrate specifi¢ne za slucaj tri Cestice:

ot 21 o .
P 6, LI, = energija i-te Cestice, (21)
T + X2 + 3 = 2, (22)
5= (p1+ps3)® =2(13) = Q*(1 — x2),



5.1.  Amplituda procesa i M7,

Prvo zapisujemo amplitude dvije varijante procesa, kada gluon nastane iz grane kvarka i kada
nastane iz antikvarka (slika 4):

/i(p1+p3)

—iepy")e, vo
“(p1 +P3)2( )

Ar = w1 (~igpy"Ti;)e
(23)
( p? pS) (—ZQDTZ

v 8/ V2
(pz + p3)? e

Br = ﬂl(—ieD’yy)
Primijetimo da smo ovdje u amplitudama radi preglednosti koristili iste indekse za iste vrste
vrhova, p za QED, a v za QCD vrh. Takoder, ¢ se odnosi na virtualni foton, a &’ na izlazni gluon.
Indeksi polarizacije A za € i X za €' se podrazumijevaju pa ih radi preglednosti izostavljamo.
Nas zanima kvadrat ukupne amplitude, ¢ime dobivamo tri razli¢ita ¢lana:

IM|” = |Ar|* + |Br|” + 2 Re(Ar BR) (24)

. 2 N . ..
Za €lan |Ag|” ¢emo napisati detaljan izvod, a za ostale skracéeni.

Pt

TaTa — p pB
+p3)

A 2 _ 2 n v’ ’

| R| *eDgD ijtji ulﬁy ( L+ s )27 V2 Uz’)’ ( 27 UL EpEW ELE L
2 2

— ¢pIp TaTa

(p1 +pg)t alryu(% +¢3)7#U2 a7 @1 +p3)7y UL EUEWELE,

2 8 3 2
ARl?, = Z ZZ > 4R
a=114,j=1 s1,s2=1

2

AN =
8
= Z eDgD Tr [T°T*] Tr [}”1 (pl +P3)”Y#$ﬁ2’7u(l’51 +'¢3)%}

- %gD x 4 x 8(6 +2)2(13)(23)
= 8€D9D(€ +2)? ;
Izraz \BR|t2Ot se dobije potpuno analogno, a najlakse je samo zamijeniti p; i po, dakle ¢ i s:
[Brliu = 8¢hgh(e +2)*3
Kod izvoda treéeg, mijeSanog, ¢lana trebamo biti pazljivi oko predznaka. Dok su se prije bilo
koji faktori 7 ili —¢ pokratili sami sa sobom prilikom uzimanja kvadrata apsolutne vrijednosti,

ovaj put Agr i Bf; imaju razli¢ite faktore. Doduse, jedini faktor koji ne dijele je minus predznak
ui(—p, — p,). Dakle, imamo:

62 2
(2Re(ARBR)) o = ~2Re LD ATx [7" (5, + P77 By (B + By
= 16@ 4 (e 4 2)[e(13)(23) + 2(12)(13) + 2(12)(23) + 2(12)(12)]

= 16¢2, g% —QQ
= 16epgp(e+2) (2 +e

11 u sludaju dvije &estice amplituda ovisi o energijama izlaznih &estica, ali budué¢i da radimo u sustavu centra
mase, energija svake Gestice je unaprijed definirana te iznosi Q/2.



Ukupni kvadrat amplitude na kraju glasi (vidi jedn. (21)):

S U 2
M2, = 8eb g3 (e +2) {(e +2) (i + t> + 4% + 26}
_ x? + a3 (1—2)(1 —x) — (21 + 29 — 1)
=8ehgh [(e + 2)2m + 2¢(e + 2) ATy } )

E)2 x? + 23 +6<6+1)2—2x1—2x2—x1x2}
2/ (1—z1)(1 —x2) 2 (1 —z1)(1 — x9)

F(z1,22)

= 326%9% [ (1 +

5.2.  Fazni prostor za tri Cestice Rg

Pocinjemo od d*P~3Rs, volumena faznog prostora ovisnog o impulsima svake Eestice. Integri-
ramo dio po dio, sve dok nam jedini diferencijalni ne ostanu dz; i dxs.

dD—l dD—l dD—l

P1 D2 D2

dSD—BRS —
(27T)D71 2E1 (27T)D71 2E2 (27T)D71 2E3

2m)P6P (g — p1 — pa — p3)

Prelazimo u sustav centra mase, p; + py + p3 = g = 0 te integriramo po dP~ps:

dD—l dD—l

p1 D2 1

d2D—2R3 — -
(2m)D—12E, (27)D-12E, 2E;

(2m)6(Q — By — B2 — E3)

Orijentaciju ¢estice 1 biramo proizvoljno, &esticu 2 orijentiramo s obzirom na 1. Cestica 3 tada
ima jedinstveno odreden impuls (p; = —p; — py). Prelazimo u sferni sustav (jedn. (1)):

dP~1p, = dpy sin? 726, sin? 30 -+ sinfp_3 d61dbs - - - dIp_35d0p_»
dP~1py = dpy sin?720] sin? 36}, .- sin@),_, A0, A6, --- Aoy, _db
Kut 0] definiramo kao 6,2, kut izmedu implusa Cestice 1 i Cestice 2. Po svim ostalim kutevima
moZzemo odmah integrirati:
dP~'py = dpip?? Sp_2
AP py — dpa p 2 sin? 3 012d012 Sp_s
= dpy pP2(1 — 2HP/272 42 8p 4

. . def « . . . _ .
U zadnjem retku smo uveli oznaku z = cosfjp. Uvrtavamo gornje supstitucije u d?P?~2Rj3 i
spuStamo se na samo 3 diferencijala:

Sp—28p—3
8(2m) D5

.

d*Rg =
Bs B (2)

dE,EP 3 dE,EP 3 dz2(1 — 22)P/22 5(Q — By — By — E3(2))

f(z)

Sada imamo elegantno parametriziran izraz u d-funkciji po z pa ju mozemo eliminirati. Zanimaju
nas nultocke zg izraza u J§-funkciji te iznos derivacije tog izraza po z u zg:

f(2) £ Q— Ey — Ey — Es3(2)
f(z0) = Q — By — Eo — E3(20) =0
Es = |ps| = V/Ip1? + Ipa|? + 220lp1 [|Ipo| = Q — 1 — Es
E? 4+ E2 4 220E By = E? + E2 + Q? — 2Q(F\ + Es) + 2F, B,

10



2Q(Q — 2E, — 2E5) 2(1 — z1 — x9)

=1 =1 26
o * 4E, By * T1T2 (26)
d 1 2FEs E 1 Es
"(z 2’— E? + E2 +22E\F =
‘f ( 0)| dZ\/ 1 2 14£2 o 2 \/E2 + E2 + 220E1E2 E3(ZO)
Uvrstavanjem rezultata integriranja J§-funkcije dobivamo:
1 9r(D=1)/2 9. (D-2)/2
2 D—4 D—4 2\D/2-2
4Ry = 8(2m)?P=3 T (2:1) T (2;2) dE By dE2 By~ (1 - 2)"/
2 2
1 1
= — —~ dE EP~Y B, EP 4 (1 - 22)P/22
92D—2,D—3/2 F(D21)F(D22) 1 2
1 1
— e+1 e+1 _ €/2
= 92et6et5/2 ()T () 2{_,_1 Q" dz 2§ 25+1 QM dwaxs (1 — 22)
€/2
_ Q2 1 2\€ € € 1- 20
T 93et8et5/2 T (egs) T (622) (Q7)¢ dzix] daoxs 7
2 2\ € 2\ €/2
2 Q Q 6 e (1—25
- —_— _ 2
d*Rs 62T 2T ) (47r) dzyzidrazs ( 1 ) (27)

5.3.  Ukupna Sirina raspada I'g

Granice integracije po 1 i 2o su definirani ograni¢enjem da niti jedna izlazna Cestica ne moze
uzeti viSe od pola ulazne energije, jer inace ne bi mogao biti zadovoljen zakon ocuvanja impulsa.
Dakle, 0 < z; < 1. U kombinaciji s (22) dobiju se sljede¢e granice:

0<z <1, l—a <22 <1

Napokon smo u moguénosti izrac¢unati ukupnu Sirinu raspada za proces v* — qgg. Kreéemo od

(6):

dI'g
'k = [ deydee———
R / Tt dl‘1d.132

1 d’Ry
= [ daid
/ etz 2EC |M|t0t dl’ldxg

1 QQ Q2 Eee 1_22 €/2
= /dl’ld.’l}éﬁ X 326%9%F(x1,x2) W (47‘(‘ T1Tq 1 0

€/2
2aa,Q
= F
TL(2+€) (47w ) / dxlxl/l 2 du%( ) (@1, 22)

|zo =1 — vy, dey = —duy|

 2005Q /2
= T2+o (47TN> / dml/ dv [23(1 — v)v(1 xl)] 1 F(x1,1 —vxy)

20 /2
:Fo?m-F 2+5) (47T.U ) / dxl/ dv [z3(1 —v)o(l —21)]" " 21 F(21,1 — vay)

Integral se moze izvrijedniti koristenjem integralnog oblika B-funkcije:

' L(K)I(L)
def (1 - o) ' = B(K,L) = ———— 28
|ttt = B = 5 (28)
Mi smo rezultat izrac¢unali u Mathematici te on glasi:
200 Q% \“ V(e +4e+8) (24 5) T2 (%)
I'r =Ty < 2 Tte 3e (29)
370 (2+ §) \4mp 2le +2)T ()T (% +3)

11



*
v

q,P1 q, 1 q,P1

(a) Av (b) By (c) Cv

Slika 5: Dijagrami za proces v* — ¢q koji doprinose redu do vodeceg u as. Impuls virtualnog
gluona oznacen je s k.

Razvijamo u red po €, koristeéi razvoj a¢ te razvoje i svojstva I" funkcije:

1
ae:eelna:1+elna+§e2ln2a+@(€3) (30)

T(1+x)=al(x),

1 1 2 1 s
NETEPE (72+6) e+ o (P + T+ 2@) ¢+ o),

r (; + e) =T (1 — (In4+7)e+ % (7 +2(In4 +~)?) 62) +0(é), .

gdje je v Euler-Mascheronijeva konstanta, a ((z) Riemannova zeta funkcija. Razvoj Sirine raspada
T'r (jedn. (29)) glasi:

20, [8 1 Q?
'k =T -+ - (41 4y —6
R O3 |:€2+6< n47w2+7 >+

(32)

Q? Q? e 7 5 19
In? 2v —3)1 -3 - = — @
+(n47w2+(7 )n47w2 YHY —em )t (€)

Kao 8to smo u uvodu naveli, regularizirani izraz divergira za ¢ — 0. Preostaje izra¢un v* — qq
procesa u redu do vodeéeg. Oé&ekujemo da ée taj rezultat ponistiti ove 1/¢2 i 1/e divergentne
¢lanove.

6. SIRINA RASPADA ZA 7* — ¢§ U REDU DO VODECEG - O(av,)

Nakon problema s tri ¢estice, vra¢amo se na problem dvije ¢estice. Ovdje imamo tri dijagrama,
od kojih su dva simetri¢na (slika 5). Svaki od ova tri dijagrama ima dva QCD vrha, $to znadi
da su sami po sebi ve¢ reda O(ay) prije kvadriranja. Dakle, jedini doprinosi koji nas zanimaju
su oni u kombinaciji s Ay amplitudom (slika 3).

IM|* = |4 + Ay + By + Cy/|? (33)

IMPP = |Ao]®  +2Re(AgA%) + 2Re(AgBY + AgCY) + O(a?) (34)
—— ——
veé izrac¢unato sada rac¢unamo visi red

12



6.1. Dijagram Ay
Amplitude Ag i Ay glase:

AO = ﬁl(—ieD'y“)vg X Ep

D il —
Ay = / éﬂ)};m(—igp iClL'YV)M(—ieD’YH> (35)
ngfj_k)Q) (—ignTi57" )2 —ilve +k2kykp/k )em

gdje smo s [ oznacili boju virtualnog kvarka izmedu vrhova v i p. Umnozak gornje dvije amplitude
daje:

dPk 1
* 2 2 P A ——
E}\ 2A0AV :26D9D/ (27T)D (pl — kJ)Q(pz ¥ k)gkg (72)2(72)1(71)“ jlj}i X

i

X Y 0027 (=P, — B)vu (P, — By ur(gup + nkuk,/K?)

L APk 4 o
2 (A0AY) o = *QZEDQ%/ 21D (p1 — k)2(p2 + k)2k2 {Tr [?17 P By + B)vu(p, — k)%}

LT [P R, + B, — B }

Izraz unutar viticastih zagrada iznosi:
{ } =321+ %) (k1) (k2) = (R1)(12) + (k2)(12) - (12)(12) + ik%u)}
+ 8];72 ( %) (12) (k2 — 2(k1)) (K2 + 2(k2))
—4(1+5) [— 2% + 4% (k2) — (k1)) + 8(k1)(k2) + 2ek?

L)

+ng*k* + 2nq® ((k2) — (k1)) — 4 2

U nazivniku imamo tri ¢lana koja ovise o k. Direktan integral bi bilo tesko izracunati, pa
pristupamo Feynmanovom parametrizacijom iz (13). Prvo povezujemo faktore (p1—k)? i (p2+k)?:

= (p — K)? = ¥ — 2(k1)

b= (ps +k)? = k* + 2(k2) ay+b(l —y) =k* -2k - p, (36)
1 /1 dy Py =yp1 = (1 = y)pa
ab Jo (ay+b(1—y))?
s de 1
2(A0AY) o = 2zeDgD16 1+ / dy/ CESTIAE X o
k1)(k k1)(k2
X ( —2¢° 4 (4 — 2n)((k2) — (k1)) + 8% + (e +n)k? — 477(l)€g)>
Sada spajamo (k% — 2k - p,) i k? preko (14):
c=k* -2k "Dy
d— k2 cx + d(1 —x) = k* - 2zk - p,
def 79
ERY (PP o 9
cd (cx +d(1 —x))3 Kd:efk—xpy
1 _ def 9 92
c2d? (cx+d(1—ux))*

13



Prilikom uvrStavanja supstitucije u gornji integral, odmah éemo napraviti supstituciju k¥ — K,
dk = dK. Takoder, odmah izbacujemo ¢lanove neparne u K te zamjenjujemo pojavljivanja

KMKY s K2g" /D (jedn. (4)):
(k2) — (k1) = (K + zpy) - p2 — (K + xp,) - p1
— TPy - P2 — TPy * P1
=(zy+z(l-y)% =i
(k1)(k2) = ((K + zpy) - p1)((K + zpy) - p2)
= (K -p1)(K-p2) + K- (...) —2(1 —y) 5ays (39)
= LKL — 10%y(1 — )t = S5 K2¢% + 10’
Py = —2y(1 —y)(12) = —y(1 — y)¢*
k* = (K +$py)2
—>K2+x2p§ =K?>+C

Dobivamo sljedeé¢i integral?:

. de
2(ApAT)or = 226D9D16 1 —|— dx dy

27.% 9,2 2 i 2 9
x{([(2_0)3[ 2"+ (2+1m)q IJrDK +2C+ (e+n)K*+ (e +1)C| +

M(—M) [wK?qQ 10 ] }
(10)

Radi jednostavnosti sve svodimo na integrale Ip; (jedn. (11)), odnosno sve zapisujemo u obliku
integrala 1/(K? — C)™, bez K? faktora u brojniku:

2(AgAY )i = QZeDgD16 1+ / da:/ dy x
x {233(6 +n+ 5 +22(2¢° + 24+ 0z +2(e+n+1+ 3)C) I3+ (41)

6z(1 — z)(—n)¢° 315 — 6z(1 — z)ng”® (1 + 3) CI4}

Integrali Ip; konvergiraju za C = —a%y(1 — y)¢> > 0, §to nije zadovoljeno jer je ¢ > 0 (to
najlake vidimo u sustavu centra mase: @ = (pe- + p@t) (Be- + E+)? — 02 = B3y > 0).
Definiramo zato Q? = —q? > 0 te radunamo sve pomoéu Q? umjesto ¢2. Na kraju éemo analiticki

pro&iriti rjeSenje te se vratiti iz domene ¢ < 0 u ¢ > 0. RjeSenja potrebnih integrala Ip; glase

(jedn. (12)):

L (0)“/2 I(=¢/2)

4 C?
C\*? 11— ¢/2)
—i(= i S0} 42
Ls Z(zm) 203 42)

noi(C)T e )
! A 6C4

2U cijelom ovom ragunu se podrazumijevaju infinitezimalni ¢lanovi +ix u faktorima u nazivniku.
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Integrale uvrstavamo u izraz za 2 (AgA%Y), ., koji uvr§tavamo u izraz za Sirinu raspada (6):

tot’
8 2R/ (e /2
I'yv =Ty gD /dx/ dyz( ) %x
X {Qx(e +n+ 5)C% +22(-2¢° + 2+ )z +2(e+n+ 1+ 3)C) Cs (43)
~ 6a(1 - D) 405~ all - D1+ FH-5)0 - )}

Integral se moZe rijesiti koristeci (12) i (28):

o _VAE@+ et OTEN(-5) ( Q2 7 ()
v 2¢+2(3ke) Ay
Koristeci (30) i (31) dobivamo razvoj po e:
204 g8 1 )2
PV:FO a Re — =4+ - —4In Q —4’Y+6 +
e € 47
(45)

~2 A2 2
1.2 Q . . Q 2 w
+ ( In T2 (2y—3)In T2 +3y—7" -8+ 5 > + O(e)}

Dobiven izraz je analitian s obzirom na Q?, to opravdava nas postupak i omoguéuje nam da
se vratimo iz ¢ < 0 na ¢ > 0 vrijednost. Pritom transformiramo logaritme na sljedeéi naéin,
gdje je odabir grane odreden predznakom 7y konstante iz propagatora:

ln(—q2) =Ing®> —ir

46
ln2(—q2) =1Ing? — 2irlng® — n* (46)
U konaénici, O(as) ¢lan udarnog presjeka za v* — ¢g proces iznosi:
20, 8 1 2
TRV ) [N A (VS R A W S O
3 e € A p?
(47)

2 Q° Q° 2, T 9
+(—ln Ty —(27—3)11147w2 +3y—7 +67T —8) +(9(e)]

6.2. Dijagrami By i Cy

Pokazat éemo da dijagrami By i C'y u kombinaciji s Ag ne daju nikakav doprinos. Izvod radimo
za By, dok je za Cy izvod u potpunosti analogan. Amplituda dijagrama By glasi:

V3
By = 7112(171)1721 (—iepy")vae,
1

Ok - —i(gP og.B /1.2
Z/ gty ,f?( igp L)~ IR

Dio amplitude koji se odnosi na petlju smo oznacili s X(p1). Pokazat ¢emo da je taj dio jednak 0
te da je proporcionalan s p, ¢ime se ujedno poniStava i divergencija u propagatoru ip, /p? u By.

aTa) dPk 1 a 77%(? -k
ZT“T” ) | o = [Va(l” —P m]

/ dPk [—(2+e)(,¢—%)—n(¢+%)+ 2n(k-p)k}
=) @mp (p— k)22 (p— k)?k*

15



Koristimo Feynmanovu parametrizaciju (jedn. (14)):

a=(p—k)? p—F—p(l—2)
b= k? Ptk p(l+ )

ar +b(1—z)=k*—2zp-k+ap’ = K> - C (p-k)k* = (K -p+ap®) (K + zp)
K=k —ap — KK -p+2°pp
C= —p*r(l—z) = p(5K* +2%p?)

! 1
ab /0 (ar + o1 —2))2

_ 2
W_/o (ax+b(1—as))3d

dPK 2+ 90 —2) (1 +2) LK + a2
;’ﬁ/ / [ (K2 —C)? +2(1 _55)(277)D(K20)3]

—zﬁ/ d[( 2+e><1—x>—n<1+x>+4<1—x)n;)bﬂ(l_m)n(xp +C)13]

— ip(i+n) (])2> 2 (e+ 21+ €/2)I(—€/2)
47 2¢+673/21((e + 3)/2)

Idemo po redu: dobili smo p faktor koji nam je bio potreban da ponistimo divergenciju iz By.
Dobili smo faktor oblika (p?)¢/? koji je dobro definiran za svaki € # 0 i iznosi 0, zbog p? = 0.
No, tu je i faktor I'(—e/2) koji divergira za e = 0. Sada se pozivamo na napomenu na pocetku
da je € zadnje za $to ¢emo uzeti limes u nuli. Dakle, $to se tice € parametra, By je uvijek 0, pa
je limes u bilo koju toc¢ku isto 0. Time smo pokazati da (u dimenzionalnoj regularizaciji) ovaj
dijagram ne doprinosi udarnom presjeku.

7. UKUPNA SIRINA RASPADA v* — partoni DO O(ay)

Obradili smo sve slu¢ajeve koji nas zanimaju, proces v* — ¢g i proces v* — ¢gg u dva najniza
reda racuna smetnje, to jest do O(ay). Poceli smo ra¢unati s pretpostavkom (ili nadom) da ée
ukupna Sirina raspada biti kona¢na i smislena. I zbilja, usporedujudi izraze za I'y (32) i I'y (47)
vidimo da se divergentni ¢lanovi ponistavaju:

20 1 2
FR:FO& g—l-* 41n @ +4y—6 )+
3r €2 e A p? (32)
+ ( In? Q" +(2y—3)In Q" —3y+ 2—3772+B +O(e)_
dmpz T a2~ 0T 7% 2 ]
2 1 2
Py =T, 20| 8,1 —41HQ——47+6 +
3 e € 4 p?
0 0 - (47)
—In? 2y —3)1 3Jy—+ -8 +0
+(n47w —(2v — )n4u+7 ’y—|—67r +(e)_
Konacan rezultat glasi:
F=F0+FR+F\/+O(CM§)
_ Qs 2
=T, (1+ = +O(as)>
_ s 2
r=30Q (1+ - +0(a?)) (48)

gdje smo iskoristili (20) i uvrstili na kraju e = 0.
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e, p- q,P1

Slika 6: Dijagram ;10, kao primjer doprinosa u procesu e~e™ — partoni.

8. TOTALNI UDARNI PRESJEK ZA PROCES e e™ — partoni

Izrac¢unali smo ukupnu S8irinu raspada za proces v* — partoni u redu do vodeceg po QCD
konstanti vezanja «,. Preostaje ura¢unati pocetni dio procesa, e~e™ — 7*.

Promotrimo neki od dijagrama za proces e”e™ — partoni, primjerice dijagram na slici 6.
Amplituda za taj proces glasi:

—iM = (—ier” Ju_ ‘jf;” 1 (—ier*)va,

gdje su u_ i vy spinori elektrona i pozitrona. Udarni presjek proprocionalan je prosjeku \M|fot
po spinovima ulaznih elektrona:

<|M|fot> :% Z |M|t20t

S—,84

1 1 5 _ _ _
=1 Z 3—462v+’y”u_u1%vg 2oy ur iy, v

$—,5+,51,52

(Le*eJr)l“j(Lq(f)w/ (49)

gdje smo uveli pokratu (L.- .+ )*”, koja se odnosi na anihilaciju elektron-pozitron para i pokratu
(Lgg)pv» koja se odnosi na stvaranje kvark-antikvark para. Opcenito ¢e se i za ostale dijagrame
procesa e~ et — partoni (vidi sliku 1) dobiti isti oblik, gdje ¢e umjesto (Lgyq) . stajati neki drugi
tenzor. Oznacimo ga samo s L,,. Ako usporedimo ovaj rac¢un s racunom raspada v* — qq ili
~* = qqg, vidjet ¢emo da smo u biti bili ra¢unali samo dio tog tenzora, konkretno:

_ I
Doy ygq < LF .

Pokazat ¢emo da nam je ta informacija dovoljna da rekonstruiramo <|M|fot> za proces e et —
partoni. Prvo, tenzor L, ovisi samo o jednom vektoru, impulsu fotona ¢ = p_ + p, zbog Cega
se moze zapisati kao:

Lp,l/ = Agp,u + Bqqu,
gdje su A i B funkcije od ¢?. Drugo, zbog bazdarne invarijantnosti, kontrakcija L, s vektorom
q" i8Cezava:

quL;w = qVL;w = 07
iz Cega slijedi:

q¢"L,, = Ag, + Bq2qv =0 = Bq2 =—A.

Sada mozZemo zapisati cijeli tenzor L, preko traga L B i

. 1 1
LELM, =4A+ B =34 = L, = §L {g,w - qzququ]
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Usporedujemo izraze (6) za dI' i (7) za do te koristimo (15) i (49):

1 5 1 v 1
i1 = Mt = gy %35 LucfdR = gy x 3R
1 2 1 e? 1.5
Ao
Ao

(51)

Ovdje smo s Mr oznacili amplitudu za raspad virtualnog fotona v*, a s M, amplitudu za
rasprienje elektrona i pozitrona. dR predstavlja infinitezimalni dio volumena faznog prostora za
opéeniti broj izlaznih Cestica. Faktor 3 u dI' i do dolazi od broja boja kvarkova.

Jednadzba (50) opisuje traZenu tranziciju iz procesa v* — partoni u proces e~ et — partoni.
ZavrSavamo racun s uvrStavanjem relativnog naboja kvarkova eg:

47(3263 (1+2+0d) (52)

o(e” et — hadroni) ~ o(e” et — partoni) =

9. ZAKLJUCAK

Proveli smo izra¢un totalnog udarnog presjeka za proces e~ e™ — hadroni u nultom (vodec¢em) i
prvom redu u QCD konstanti vezanja as. Ukupno je bilo potrebno ura¢unati Sest Feynmanovih
dijagrama, &etiri za proces e"et — ¢G i dva za proces e"et — ¢gg. Za eliminaciju divergencija
u integralima koji se pojavljuju koristena je dimenzionalna regularizacija.

LITERATURA

[1] Richard D. Field, Applications of Perturbative QCD, 1989
[2] Wikipedia, N-sphere, https://en.wikipedia.org/wiki/N-sphere
[3] Michael E. Peskin, Daniel V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field Theory, 1995

[4] Wikipedia, Feynman Parametrization, https://en.wikipedia.org/wiki/Feynman_
parametrization

18



