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Izvodimo Diracov formalizam integrala po putevima u slu¢aju jednodimenzionalnog kvantnog sustava. Nakon toga nalazimo lagranzijan i
pocetne uvjete koji su prikladni za gravitacijsku silu. Veéinu seminara se upoznajemo s matematickim alatom, tek na kraju povla¢imo
analogiju da bi dobili gravitacijski integral po putevima. Zbog autorovog ogranicenog iskustva vrlo ukratko komentiramo ”no-boundary”
prijedlog Hartlea i Hawkinga, te neke svjeze, povezane rezultate.
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I. UVOD I NOTACIJA

U kvantnoj teoriji sustave opisujemo vektorima u Hilberto-
vom prostoru 7, a fizikalna polja kao operatore na 47 koji su
definirani u svakoj tocki prostorvremena. Ali, ¢ak i za slobodno
polje, izrazi za operatore polja nemaju matematickog smisla
u svakoj tocki prostorvremena, ve¢ se moraju interpretirati
kao distribucije na prostorvremenu. Ovo je direktno povezano
s Cinjenicom da ni mjerenja fizikalnih veli¢ina ne mozemo
vrsiti u jednoj tocki, ve¢ uvijek pricamo o usrednjenju polja
po nekoj domeni prostorvremena. U jednostavnom slucaju
slobodnih polja ipak se moze konstruirati dobro definirana
kvantna teorija polja. Uklju¢imo li interakcije polja u raz-
matranje nailazimo na produkte operatora polja u istoj tocki
prostorvremena, koji matematicki nemaju smisla. Ovo se
tretira na nacin da radimo perturbativni ra¢un dobro defini-
rane slobodne teorije polja, pa rjeSenja za fizikalne veli¢ine
dobijamo kao red potencija u konstanti vezanja specificne
teorije. Naravno u opéenitom slucaju individualni ¢lanovi su
divergentni, jer vezana teorija nije dobro definirana. Oni od
vas koji su isli na izborne predmete o teoriji polja upozanti su s
nekim renormalizacijskim metodama kojima se tretiraju takvi
divergentni doprinosi. Radi ovoga svi fizikalni rezultati koje
teorija predvida u biti ovise o renormalizaciji i naposlijetku
parametrima koje uvodimo u tom procesu. Ako nam se posreci
i kona¢ni rezultati ispadnu neovisni, odnosno da su jedini
kona¢ni parametri oni koji su bili prisutni i za slobodni slucaj
(masa, naboj ...) onda se teorija naziva renormalizabilnom.
Kvantna elektrodinamika, Weinberg-Salamova elektroslaba
teorija i kvantna kromodinamika su primjeri takvih teorija.
Mogli ste primjetiti da kvantne teorije pretpostavljaju fiksnu,
ravnu pozadinsku geometriju, Euklidski prostor u kvantnoj
mehanici, odnosno prostorvrijeme Minkowskog u teorijama
polja. Gravitacijski sluc¢aj se bitno razlikuje, jer bi metrika
gap trebala biti naSe kvantno polje, ali isto tako definira
i geometriju na kojoj razmatramo to polje koja postaje i
dinami¢na.

U potpunoj teoriji metrika ¢e biti vezana za materiju na
njoj koju znamo tretirati kvantnom teorijom, mozda samo da
tretiramo gravitaciju klasi¢no i uzmemo klasiéni limes za polja
materije, pa bi za kvantnu verziju Einsteinove jednadzbe imali

Gap = 817G (Ty)

gdje je (Tnp) ocekivana vrijednost operatora energije i
impulsa u odredenom kvantnom stanju. Na ovaj nac¢in gubimo
princip superpozicije za stanja polja, jer ona direktno odreduju
geometriju prostovremena koje je klasi¢no.

Pokusalo se i promovirati metriku u operator, ali recimo
da imamo neko klasi¢no polje cjelobrojnog spina v na prostor-
vremenu Minkowskog, s operatorom polja 1/; Nema smisla da
mjerenje ¥ u z’ utjece na mjerenje ¢ u x, ako su x i =’ pros-
torno povezani (nema kauzalnih krivulja medu njima). Onda
oc¢ekujemo da ¢e za operator vrijediti

[W(2),¥(2")] =0
Tako ako ¢emo se drzati onog sto smo rekli i tretirati opera-
tore kao distribucije vrijedi

[(f), dg)] =0

gdje su f i g test funkcije ¢iji su nosaci prostorno povezani.
Kada raspisemo Einsteinove jednadzbe uz gqp = 14p + Yap dobi-
jemo lineariziranu gravitaciju. To je teorija bezmasenog, spin-2
polja na prostorvremenu Minkowskog pa bi o¢ekivali da vrijedi
nesto sli¢no.

[9ab(f); Gan(g)] = O (1)

Ova jednadzba nema smisla, jer mi ne znamo koji su odnosi
medu nosac¢ima test funkcija f i g dok ne znamo metriku.
Takoder ova jednadzba trebala bi biti neovisna o stanju polja,
odnosno neovisna o metrici, a to sigurno nije. Gore spomenuti
Yab je u biti perturbacijski razvoj oko ravnog prostorvremena
Nap- Mozda bismo mogli perturbaciju 7, gledati kao dinamicko
kvantno polje na fiksnoj ravnoj pozadini. Unaprijed mozemo
vidjeti da ovakav pristup ne moze biti uspjesan, jer ¢e pozadina
odredivati smisao evolucije u vremenu, drugim rije¢ima, ka-
uzalni uvjeti ¢e biti zadovoljeni u odnosu na 743, dok je stvarna
fundamentalna metrika g,;,. Kada bi i proveli ra¢un takva
teorija pokazala bi se nerenormalizabilnom. Zaklju¢ujemo da
je upravo centralna ideja opce relativnosti, da Svemir nije
smjesSten u nekakav pozadinski prostor, veé¢ je dinamicki dio
Svemira, jedna od glavnih prepreka kvantiziranju gravitacije.

Kvantne teorije moguce je formulirati na nac¢in da zaobila-
zimo operatore, vektore i Hilbertov prostor, te tretiramo am-
plitude vjerojatnosti kao fizikalno znacajne veli¢ine. Radi se o
integralima po putevima, koji imaju prigodno svojstvo da ée
nacelo superpozicije sigurno biti zadovoljeno ¢isto zbog kons-
trukcije i pritom jos uposljava klasi¢nu akciju koju znamo de-
finirati za Einsteinove jednadzbe. U seminaru ¢emo prvo iz-
vesti formulaciju integrala po putevima za jednodimenzionalni
kvantno-mehanicki sustav. Nakon toga ¢emo pronaéi odgo-
varajuéi lagranzijan za gravitaciju, te raspraviti o prikladnim
pocetnim uvjetima za opcu relativnost. Gravitacijski integrali
po putevima zapravo nisu formalno definirani i rade se po ana-
logiji s jednostavnijim slucajevima, $to se u proslosti oc¢ekivano
pokazalo velikom preprekom za teoriju.

II. INTEGRALI PO PUTEVIMA

Sjetimo se eksperimenta s dvije pukotine i kako smo ga
tretirali na kvantnoj mehanici. Cestica je emitirana iz nekog
izvora, te prema nacelu superpozicije, amplituda vjerojatnosti
da je vidimo u nekoj tocki na zastoru je suma amplitude
da cestica prode kroz prvu pukotinu i amplitude da prode
kroz drugu pukotinu. Ali recimo da imamo tri ili vise
rupa. Dobro, samo dodajemo vise ¢lanova u sumi. Sto ako
dodamo jo$ pregrada svaka sa svojim pukotinama. Dobro,
samo napravimo sumaciju po svim pregradama, odnosno po
putanjama kroz pukotine na pregradama. Sada zamislimo da
imamo beskonacan broj pregrada i beskonacan broj rupa na
svakoj od njih. Tada preostaje samo prazan prostor izmedu
izvora i zastora, Sto nas navodi na sumu, koja sada u biti
postaje integracija, po svim mogué¢im putanjama izmedu
izvora i zastora. Navodno je Feynman svom profesoru kvantne
mehanike postavio ovakav niz pitanja na jednom od predavanja.

Kako bismo definirali tu sumu po putevima? Vratimo li
se malo unazad mozemo imati veliki broj pregrada i rupa i
onda na kraju pustati limese. Odnosno aproksimirati putanje



sa ravnim segmentima. Prema unitarnosti, za amplitudu ci-
jele putanje, mozemo uzeti umnozak amplituda po segmentima.
Matematicku formulaciju ovog pristupa prvi je dao Dirac.

II1.1. Diracov formalizam

Prouc¢avamo slucaj nerelativistickog kvantnog sustava s jed-
nim stupnjem slobode. Neka imamo Hamiltonian J#; i opera-
tore polozaja i momenta ¢, p. U Heisenbergovoj slici za ope-
rator polozaja vrijedi g (t) = et/ P jge= ¢ t/" gdje je §g isti
u Schrodingerovoj slici. Neka je A = 1 radi jednostavnosti.
Postoji potpuni skup vektora |g,t) tako da dr(t)|q,t) = qlq,t).
Kada vrijedi ¢s|q) = qlq), imamo |g,t) = ¢*”**|q). Pogledajmo
sad neku valnu funkeiju ¥(¢, t').

(g 1) = (g [v()) = (@, IY)n
Iskoristimo potpunost skupa |¢’,t').

Y t') = /dqw',t’lq,tﬂq,tlw)H = /dq<q’7t’|q7t>w(q7t)

Objekt (¢',t'|q,t) se naziva Feynmanova jezgra 1 iz gornje
jednadzbe vidimo da je znanje jezgre ekvivalentno rjesavanju
Schrédingerove jednadzbe. Vrijeme je ovdje samo parametar,
pa je segmentacija jednostavna. (t,t') podijelimo u mnogo ma-
lih ravnih segmenta. Radi jednostavnosti uzimamo segmente
jednake proizvoljno male duljine €.

' —t=Ne ,t,=t+ne

n=1.,N-1 (2)

Sada u svakoj tocki umeéemo potpunost seta |gn, Ly, ).

(¢, t']q,t) = /(INflm/dQ1<q/at/|CIN71atN71>~"<QI7t1|q7t>

(3)

Segmentne amplitude (¢m+1, tm-+1|¢m, tm) Nazivamo matri-

cama transfera T'(m + 1,m) = T,,. Njih je opéenito puno lakse

nac¢i negoli Feynmanovu jezgru. Vjerojatno vam ve¢ od spo-

minjanja proizvoljno malog € sve miriSe na razvoj i upravo to
slijedi, specificno upotrijebiti ¢emo ga za matrice transfera.

T, = <Qn+1|6_i%(tn+l_tn)‘qn> ~ <Qn+1|1 - i‘%ﬁ6|QH>

N dpn,
(@it 2 G )lan) = [ Tanialpa) (oal # V)

Pretpostavimo da u 4 nema ¢lanova mijesanih u p i ¢, pa
se Hamiltonijanski operator svodi na klasi¢nu funkciju.

(0| (D, 4)|qn) =

U slucaju da naSa pretpostavka ne vrijedi, najbolji nacin
za noSenje sa situacijom je da koristimo Weylovo uredenje
u kojem uprosjecujemo preko svih moguéih redoslijeda ope-
ratora. U tom sluc¢aju dobili bi drugaciju klasi¢nu funkciju,
H(pn,%(qnﬂ + ¢n)). Pisati éemo ¢, pa mozemo kasnije
izabrati o kojem slucaju se radi.

(Pnl@n) H (Pn, n)

Uz {(qm|pn) = €% imamo rezultat za matricu transfera
T,.

dpp
Tn :/ 2]; an(QrL+l Qn)(l —lH(men) ) (4)

Sada slijedi osjetljivi dio u kojem proizvoljno usitanjavamo
particiju, drugim rije¢ima idemo u limes € — 0, N — co. Ras-
pravimo prvo o integriranju. Imati ¢emo N — 1 integral po
polozajima ¢,. Iz (4) vidimo da ¢emo za svaku matricu tran-
sfera imati i integraciju po p,, pa ¢e to dati N integrala po
impulsima. Uvodimo prigodnu notaciju za integrale s limesom.

[Tl 112 = oo

Ovakve konstrukcije nazivamo integralima po putevima.
Granice svakog pojedinog integrala u principu nisu odredene,
iz ¢ega slijedi da mi zapravo u obzir uzimamo jako siroku klasu
puteva (nema razloga da budu glatki, ¢ak niti kontinuirani).
Jedini zahtjev je da putanje ispunjavaju rubne uvjete ¢(t) = ¢
i g(t') = ¢'. Ubacujemo izraz za matricu transfera (4) u izraz
za jezgru (3).

N—
H 1 —ieH (pp,qn))

/Dq/Dp exp i€ an%ﬂ
()

Gdje se limes podrazumijeva, ali ga ne piSemo da izraz stane
u redak. Pogledajmo poblize zadnji komad integranda. Uz
e=({t'—t)/Nix, =—i(t' —t)H(pn, Gn) ima oblik

N—-1 T N—-1
li 14+ 2= I
Aim ] (14 5) = Jim

n=0 n=0

1 V=1
e=n/N — A}gnoo exp (N ; $n)

Iskoristimo ovo na (5).

N—1
/’Dq/Dp exp (is Z Gn+1 — qn

(e

~ H(pn,d))  (6)
Kada pustimo limes € se ponasa kao diferencijal vremena,
pa suma ide u integral po vremenu, a ¢lan pod sumom prepoz-
najemo kao derivaciju po vremenu. p, i ¢, se tada ponaSaju
kao diskretni uzorci nekih funkcija ¢, — q(t5) 1 prn = p(tn)-

W tlat) = [ Do [ Dreso (i | “bi-He)) @)

Ocituje se jos jedan moguéi problem, a taj je da je inte-
grand fazni faktor, pa ¢e nam integral konvergirati samo ako se
brzo oscilirajuéi dijelovi susjednih putanja medusobno poniste.
Ovo je posljedica nacela superpozicije, prema kojem moramo
uzeti u obzir sve moguce putanje. Obitno se za postizanje
konvergencije radi Wickova rotacija vremenske koordinate da
bi dobili eksponencijalno opadanje. Istu tu tehniku koristili
su Hartle i Hawking u orginalnoj formulaciji ”no-boundary”
prijedloga!, i dok to radi za jednostavni sluéaj koji smo izveli,
za gravitaciju dolazi do novih divergencija®, pa se taj pristup
morao odbaciti.



Ako Hamiltonijan ima standardnu formu (da je kvadratican
u operatoru impulsa) H(p,q) = p*/2m + V(q), onda mozemo
jos pojednostaviti ovaj izraz i prikazati ga u poznatijoj formi
koja se nekada naziva Feynmanovim integralom po putevima.
Primjetite da smo p, uveli nezavisno od q,, iz ¢ega slijedi da
objekt u eksponencijali f/(q, 4,p) = p4— H(p, q) zapravo nije la-
granzijanska funckija L(g, ¢), ali mozemo doéi do nje u slucaju
standardne forme Hamiltonijana. Vracamo se na izraz za ma-
tricu transfera (4), s kraticom ¢,.

2

T, —/;eXP (ZE[PnQn m V(Qn)])

[ dpn 1€ . 2 . -
= o exp (%(Qmpn% pn) ZEV((]n))
dp,, 1€ . ) . _
= [ Prexp (5= (= (b = mda)? +m?2) = icV(d,))

Napravimo substituciju p), = p, — mg, i dobijamo Gaussi-
janski integral. Veliki broj integrala u ovoj formulaciji zavrsi u
ovom obliku, stoga ¢u ovdje ubaciti jedno zabavno rjesenje tog
integrala na koje sam naisao.

I :/ dx e~

Ovo mozemo kvadrirati i prebaciti se u polarne koordinate
u kojima mozemo jednostavno rijesiti.

I’ = // dxdy e—a@+y?) 271'/ rdr e =1 7 = \/?
0 a a

U naSem slu¢aju a = ie/2m, pa slijedi rezultat. (Presutno
smo napravili analiticko produljenje, jer je faktor a imagina-
ran).

o= (2 Cew (elpd-v@)  ©

Provodenjem limesa s ovim rezultatom za T, dobijemo
Feynmanov integral po putevima.

(q.t']q,t) = /quXp (l /tt, dT(%dz - V(tz))) (9)

Ovdje mozemo prepoznati uobi¢ajeni lagranzijan L(g, ¢), te
klasiéni funkcional akcije S[q(t), ¢(¢)].

<¢w%w=N/Dmmmmmnwn (10)

N je neodredena normalizacijska konstanta, koja ispada di-
vergentna, jer limes N — 0o zapravo nije dobro definiran. Ipak
veliku koli¢inu informacija mozemo izvuéi samo iz funkcionalne
ovisnosti, pa se zasad ne zabrinjavamo apsolutnim velicinama.
Primjetite da je faza pojedine putanje zadana eksponencijal-
nom akcije. Znamo da varijacijskim ra¢unom mozemo dod¢i
do klasi¢ne mehanike, odnosno kada je akcija stacionarna za
varijacije dq(t) 1 d¢(t). Zaklju¢ujemo da kvantna mehanika u
aproksimaciji stacionarne faze, reproducira klasi¢nu mehaniku.

Rezultat (10) nas motivira na sljedeéi korak, a taj je pro-
nalazenje lagranzijana koji reproducira Einsteinovu jednadzbu.

III. LAGRANZIJAN OPCE RELATIVNOSTI

Neka je 9 tenzorsko polje na mnogostrukosti .#. Neka je
S[y] funkcional od v (preslikava konfiguracije polja ¢ na .#
u brojeve). Neka je sada 1) glatka jedno-parametarska fami-
lija konfiguracija polja. Pod perturbacijom u polju d¢ zapravo
mislimo na derivaciju po parametru.

dipy
oY = —=
v d\ Ix=0

Pretpostavimo da S postoji za sve takve jedno-
parametarske familije. Nadalje, pretpostavimo da postoji
glatko tenzorsko polje x koje je dualno v, tako da za sve familije
vrijedi

552/ X0y
o

gdje se podrazumijeva kontrakcija indeksa na x i dy. U
ovom slucaju kazemo da je S funkcionalno diferencijabilna u
Yo, a x nazivamo funkcionalnom derivacijom od S.

s
CW Yo

Ako je ¢ simetri¢no (kao $to je metrika), onda tenzoru x
mozemo dodati neki antisimetri¢ni tenzor i §S ¢e ostati ne-
promijenjen. Ovu slobodu eliminiramo jednostavno, tako da
zahtijevamo da svaka funkcionalna derivacija bude simetri¢na.
Razmotrimo sada funkcional oblika

X

sm=Lqm,

gdje je L lokalna funkcija koja ovisi o 1 i kona¢nom broju
njenih derivacija

L] = L), Vi(z), ..., V()

T

Ako je S funkcionalno diferencijabilna i ako su konfiguracije
polja koje ekstremiziraju S, rjeSenja jednadzbi polja za 1,
onda S nazivamo akcijom, a L lagranZijanskom gustocom.
Odredivanjem ove gustoée zapravo prevodimo teoriju u La-
granzijansku formulaciju.

Pa koja bi to gustoca bila prikladna za relativnost? Eins-
teinovu jednadzbu rjeSavamo za metriku, pa ¢ée tako akcija biti
funkcional metrike (i nekih polja materije koja bivaju na njoj,
ali se zasada drzimo samo metrike). Znac¢i mozemo pisati:

Slol = [ <2 .

gdje je € = \/[g|ldz® A ... Adz"~! = \/|g|e prirodni volumni
element na (.#,ga) u svakoj desnoj koordinatnoj bazi. Ov-
dje je g determinanta matrice g,,, komponentni metrike g, u
koordinatnom sustavu u kojem su komponente od egpeq jed-
nake Levi-Civita simbolima. Problem je sto ¢emo i volumni
element morati varirati jer ovisi o metrici, ali mozemo uvesti
fiksni volumni element i definirati integrale u odnosu na taj vo-
lumni element. Uzmemo li e kao volumni element definiramo
tenzorske gustoce T'% za koje vrijedi,

Tab = \/mfab )



gdje je Tab tenzor koji je neovisan o izboru e. Da bi akcija
S bila neovisna o e, .Z mora biti skalarna gustoc¢a. Da bi 65
bila neovisna o e, x mora biti tenzorska gustoca.

£ mora biti nekakav skalar koji je na neki nac¢in povezan
sa zakrivljenoséu metrike, pa idemo isprobati jednostavni izbor

Riccijevog skalara, LR

Sulg] :/e\/ER

Sy se naziva Hilbertovom akcijom. Sada uvodimo pertur-
baciju u inverznu metriku ¢® 4+ A\dg®® i nadamo se da ¢emo va-
riranjem dobiti Einsteinovu jednadzbu. Svejedno je variramo li
metriku g, ili inverznu metriku g?°, ovdje biramo drugi izbor.
Zelimo 6L = 6(+/]g|R) zapisati u obliku A,,dg. Stoga éemo
prvo naéi poveznicu izmedu varijacije u metrici dg,; 1 varijacije
u inverznoj metrici §¢%°. Ne smijemo koristiti neperturbiranu
metriku za podizanje i spustanje indeksa na perturbacijama,
ali sigurno vrijedi sljedece:

97 gbe = 6¢ = gbed9™ + g*0gre =0,
ubacimo i g,q4 slijeva dobijamo relaciju koja povezuje per-

turbaciju u metrici s perturbacijom u inverznoj metrici.

gadgab6gbc = _gadgbcagab

5gcd = _gadgcb(sgab (11)

Sada smo spremni varirati nasu jednostavnu pretpostavku.
Sjetimo se da R = R,,g®°.

5(Rv/1gl) = R5/Ig| + /|g| Ravdg™* +

Odmah vidimo da je srednji ¢lan ve¢ u zeljenoj formi.
Prvi ¢e zahtjevati malo masaze, gdje ¢emo iskoristiti relaciju
In(|detA|) = Tr(ln A).

l9lg**6 Ry (12)

In(/Ig]) = 5 Te(Ing)

5(+/ 1 1 1,
Svlah _ §Tr(g‘159) = §Tr(g“b59bc) = =g"0gpe

Vgl 2

Iskoristimo relaciju pod (11) i preskacemo korak u kojem
samo kontrahiramo metriku i njen inverz.

1
5(+/1gl) = —5\/@1@69“”

Ubacimo to u (12).
1
oL = \/E(Rab - igabR)(sgab +/]glg**0 Ray

5L = /19|Gab09”® + \/]9lg""6 Rap (13)

Odli¢no, ve¢ prva dva ¢lana reproduciraju Einsteinovu jed-
nadzbu u vakuumu. Na$ prvi pokusaj koji je najjednostavniji
i unikatan se pokazao dobrim... do na zadnji ¢lan. Nakon
§to ga razmrsimo vidjeti ¢éemo da se radi o povrSinskom in-
tegralu. Nacin na koji ¢emo eliminirati ovaj ¢lan je takoder
najjednostavniji moguéi. Samo ¢emo ga uvesti (sa suprotnim

predznakom) kao dodatni ¢lan u definiciju kona¢ne akcije. Ova-
kav ¢in nam je dopusten jer u biti mi nemamo ni motivaciju, ni
opravdanje, za izbor L = R, osim toga $to ¢e nam reproduci-
rati zeljene jednadzbe. Isto tako jedina motivacija za imati ili
nemati dodatni ¢lan je reproduciranje Einsteinove jednadzbe.

II1.1. Povrsinski élan u Hilbertovoj akciji

Da bi dosli do konaé¢ne forme za ovaj ¢lan, morati ¢emo
nac¢i dobar izraz za Riccijev tenzor. Posto Riemannov tenzor
mozemo izraziti preko derivacija prvo nalazimo vezu medu de-
rivacijama koju ¢emo izraziti preko metrike i njenih prvih de-
rivacija, te onda nalazimo varijaciju Riccijevog tenzora. Na-
poslijetku je povezujemo s ekstrinzicnom zakrivljenoséu ruba
mnogostrukosti.

I1I1.1.1. Veza medu derivacijama

Imamo li dva operatora derivacije V, i V, moze se nadi
tenzorsko polje C¢,, tako da vrijedi

VaTbc = @aTbc + Ccadde - CdadeC (14)

Zahtjevamo da tenzor torzije za sve operatore derivacije
iSzezava, odnosno da V,V,f = V,V, f za svaki skalarni f. Iz
toga slijedi da C¢,, = C9,,.

Neka je sada jedan od njih V, kompatibilan s metrikom g,s.
Sa sigurnoS¢u mozemo reéi da vrijedi

0= vagbc == @agbc - Cdabgdc - Cdacgdb

Pa slijedi

Ccab + Cbac = @agbc . (15)

Zamjenom indeksa a <> b dobijemo slicnu relaciju s istim
znacenjem.

cha + CVabc = ﬁbgac (16)
Napravimo jo$ jednu zamjenu b <> c.

Cbca + Cacb = ﬁcgab (17)
Zbrajamo (15) i (16), te oduzimamo (17). Iskoristavamo
svojstvo simetri¢nosti C¢, = C%, i dobijamo izraz za C°,.

2C(cab = ﬁagbc + ?bgac - vcgab

1 ~ - -
Cp = 596d(vagbd + V9ad — Vagas) (18)

II1.1.2. Variacija Riccijevog tenzora

Neka sada imamo familiju egzaktnih rjesenja Einsteinove
jednadzbe gqp()), te neka je *V, familija kompatibilnih deriva-
cija. Neka je Gap = gap(A = 0) vakuumsko rjesenje i V, njena
kompatibilna derivacija. Onda (18) postaje:

) = 50N (Fagra) + Vigaa () ~ Vaga (V) - (19)



Za neki dualni vektor w. vrijedi

MV, A Vhlwe = 22V M Vpwe = Ry ' (Nwa , (20)
gdje je R,,.? Riemannov tenzor zakrivljenosti. Sada
R, 2(\) mozemo izraziti preko "R, ¢ i C¢,(\). Za ratun

koristimo (14), ali ovdje V, = *V,.

A = d
Viwe = Vawe — C% wa

*Vﬁvbwc = @a(vawc) — Cdab)\vdwc — Cdac’\vbwd

Imajte na umu da ¢emo na kraju napraviti antisimetrizaciju
u indeksima a i b pa odmah vidimo da ¢e srednji ¢lan iscezavati,
pa taj ¢lan odmah ispustamo i ubacujemo prvi rezultat.

AV A Viwe =V Viwe — Vo (C% wa)
- C% Vywg + C%, . C%qwe

AV A Vywe =V Viywe — Vo (Ch wa
— C%4 . Vawg — CL Viywy + CL O we

Treéi i cetvrti komad su simetri¢ni u indeksima a i b pa oni
takoder otpadaju. Kontrahiranim indeksima e i d zamijenimo
nazive.

Wi Viwe = VigViwe = Vi (C%o)wa + Cpe) Chewa
Iz ovoga slijedi veza medu Riemannovim tenzorima.

Rabcd(/\) = ORabcd - 2@[(}0(1})]0 + Oec[a Odb]e (21)

Kontrakcijom odgovarajuéih indeksa dolazimo do Riccijevih
tenzora. Ali up je vakuumsko rjesenje pa Ry = 0.

Rac()‘) = Rabcb(A) = _26[0«01)1)]0 + Cec[acbb]e (22)

Iz definicije slijedi da ¢e C°,, biti nula kada je parametar A
nula, pa svi ¢lanovi kvadrati¢ni u C°,;, neée doprinositi 6 R4c(\).

0Rac = 2V,6C",. (23)

V je derivacija kompatibilna s vakuumskom metrikom pa je
parametarska derivacija "ne vidi” u gornjoj relaciji, a slicno ¢e
se dogoditi i ispod. Iz relacije (19) mozemo vidjeti.

1, - . )
0C ., (N) = 59 UV aYbd + VYad — VaYab) (24)

Gdje je Yap = 0gap. Parametarska derivacija "ne djeluje”
na inverznu metriku ¢g¢¥()\) ispred zagrade, zato §to je ¢lan u
zagradi nula kada X\ = 0, jer V4(gse) = 0. Kontrakcijom i
preimenovanjem indeksa slijedi.

b Lopg e S S L i
0C%(N) = 55" (Vrea + Vera = Vare) = 597 Ve

Sada ra¢unamo ¢lanove u (23).

~ 1. ,,~ ~
va(s(jbbc(A) = igbdvavc’}/bd

N 1, .~ - 5 B
vbécbac(/\) = igbdvb(varycd + vc’}/ad - vd’Yac)

U izrazu perturbacije Lagranzijana pojavljuje se g*d R, pa
kontrahiramo s vakuumskom metrikom s lijeva.

~AC L pae a
g 4va50bbc = §gbdv VaVed

= 1
§* Vs Ct,. =

= 5(6(16(:70(1 + @dﬁcr}/cd - ga(J@b?b’yaC)

Oduzimamo zadnja dva izraza za rezultat prema (23).
gacﬁbécbac - gac@aécbbc = @G@C’yac - gbd?a@a'ybd

gacéRac = @ava (25)

Gdje je v, = @C%C — Ogbd@a'ybd. Kontrahirali smo s vaku-
umskom metrikom jer jo$ ne pri¢amo o materiji na metrici. Ali
da jesmo brzo bismo primjetili da ovaj izvod vrijedi samo do
na prvi red u perturbaciji oko vakuumskog rjesenja, jer mate-
rija utjece na metriku. Napokon mozemo vidjeti da je zadnji
doprinos varijaciji Hilbertove akcije uistinu povrsinski integral.

I1I1.1.8. Veza s ekstrinzi¢nom zakrivlijenoséu

Prema Stokesovom teoremu integral po .# mozemo pre-
baciti na rub 9.4 (ne-null tipa s dobrim volumnim elemen-
tom ©®)¢), s normalnim vektorskim poljem n® za koje vrijedi

nen® = F1.
/ V0% :/ v“na(g)e
M oM

Koristedi izraz za vektor v® mozemo urediti integrand.

Valybc)

Ovdje je hgp inducirana metrika na rubu. Posto §*¢ =
hb¢ 4+ nbnc, imali bi kontrakciju n®nn¢ sa zagradom koja je
antisimetriéna u a, b, pa preostaje samo n®h® ¢lan. Produkt
n,v® izvrednuje se na rubu gdje je dgq» = 0, pa preostaje samo
drugi clan.

nava = nagbc(ﬁb’yac - @a’ybc) = nahbc(ﬁbfyac -

a

%, = —nhVope (26)

Za smjestenu mnogostrukost s induciranom metrikom hgp i
normalnim vektorom n® ekstrinzicna zakrivljenost K., moze se
definirati na sljedeéi nacin.

1
Kap = 5 £nhap (27)
Raspisimo.
1, .= ¢ c
Ko = 5(n Vehay + hocVan© + heVpn )

Iskoristimo Gap = hap + nany (+ znaéi da smo izabrali n®
vremenskog tipa) i kompatibilnost V.g,, = 0 na prvom ¢élanu.



2K oy = — n°Ve(nany) + hyeVan® + haoVyn®
= —nngVenp — n°npVeng + hpeVan® + haeVon®
:hcaﬁcnb — @anb + hcbﬁcna — @bna
+ By Van® + haeViyn'

1 L~ o~
Ky = §(h°avcnb + h‘bvcna) (28)

Zadnja jednakost slijedi
+Va(nen®) =0, iz koje vrijedi

iz ¢injenice da n.V n® =

hbcvanc = Vanb (29)

Kap iz (28) kontrahiramo s inverznom metrikom §%°, te is-
koristimo njenu simetri¢nost.

K= g“bhcaﬁcnb = haeVen®
Sada iz (14) nalazimo parametarsku derivaciju skalara K.

SK = hae(6C) yn = b7, (5C)°, n"
Ubacujemo (24).

1y e - -
5K :h“cig ®(VaYod + VaYas — VeYad)
1 - - -
=hab§(va%d + VaYas — ViYad)
1 _
:§habndvd'7ab

Gdje druga jednakost slijedi iz ¢injenice da prvi i treéi ¢lan
¢ine objekt antisimetrican u a,b, kontrahiran sa simetri¢nim
he*. Usporedbom s (26) vidimo da povrsinski integral mozemo
povezati s ekstrinziénom zakrivljenoséu ruba.

nv, = —20K (30)

Nadalje ¢emo vidjeti kako se ukljuc¢uje materija u pricu i
dati ¢emo definiciju za tenzor energije i impulsa.

II1.2. Kozmoloska konstanta i materija

Opcenita Einsteinova jednadzba s kozmoloskom konstantom
A glasi.

1
Rap + (A — §R)gab = 81GTy (31)

Vrlo lako mozemo dodati kozmolosku konstantu, dok bi ten-
zor energije i impulsa trebao dolaziti od neke akcije materije.

Lo=R—-2A
Za ukupnu akciju pisemo,
S = L So+ S
T 16nG 0 M
Variranjem S
1 1 1 dSy
— R, A —=R)g, —_— =
167TG[ b +( 2 )g b} + /|g‘ 6gab

Zadnji ¢lan je simetriéni (0,2) tenzor dimenzija gustoce
energije, pa ga odmah povezujemo s tenzorom energije i im-
pulsa i tvrdimo.

_ o L 9m
Vgl 09

Sada ¢emo pokazati kada je ovaj tenzor sacuvan, kao sto bi-
smo oc¢ekivali od tenzora energije i impulsa. Recimo da imamo
akciju materije Sy, invarijantnu pod difeomorfizmima, te neka
je fn 1 M — N jednoparametarska familija difeomorfizama.
Za svaku od njih u tocki p € .# mozemo definirati preslikava-
nje fy : V, = Vj, (p) koje prenosi tangentne vektore u p € .,
u tangentne vektore u fy(p) € 4. U naSem slucaju .4 = A.
Onda invarijantnost akcije pod difeomorfizmima mozemo zapi-

sati kao Syr[g?, Y] = SM[fﬁfgabv Xl

Sy [ 0Su . w /55M
ax ’O’/égab(sg A T

Ako v zadovoljava jednadzbe polja materije, onda drugi
clan iS¢ezava. Razmatramo perturbacije prvog reda u metrici
Gab = Jab + MYap- Onda 7y, 1 7., predstavljaju istu fizikalnu
perturbaciju.

T (32)

_ dga ) _ d(f39ab)
T =N hmo T TN heo
Iz definicije Liejeve derivacije slijedi yap = Yy, + £v9ab, gdje
je v® vektorsko polje koje generira familiju f).

£vgab = £vgab = Ucvcgab + gcbvavc + gacvbvc = QV(an)

Obje perturbacije bi trebale rezultirati istom fizikom pa
obje mozemo smatrati kao dggp iz Cega slijedi

0Sn
5gab

('Vab - 'Vz/zb) =0

Koristeéi novu definiciju T,p i uz uvjet da v* ima kompaktan
nosa¢ dobijamo sac¢uvanje.

/T“bV(avb) =0— /(VaTab)vb =0

Iz ovoga slijedi V®T,, = 0. Za difeomorfno invarijantu ak-
ciju Sus, Ty je uvijek sa¢uvan zahvaljujuéi jednadzbama po-
lja materije. Primjenjujuéi isti postupak na Hilbertovu ak-
ciju slijedi da, nezavisno od bilo koje jednadzbe polja, vrijedi
V2eGap = 0. Stoga u Lagranzijanskoj formulaciji opce teorije re-
lativnosti, kontrahirani Bianchijev identitet je posljedica inva-
rijantnosti Hilbertove akcije na difeomorfizme.

II1.3. Konaéna akcija

Kompenziramo li sada povrsinski doprinos tako da ga oduz-
memo od Hilbertove akcije i dodamo doprinose materije i koz-
moloske konstante...

Slo-o) = g ([ (R=28+ [ 2K) +Sulae] (39)

Variranjem po (inverznoj) metrici dobili bi punu Einste-
inovu jednadzbu.




Gab + Agab = 8’/TGTab

A variranjem po polju ¢, dobili bi jednadzbe polja samo iz
akcije materije. S ovim smo veé upoznati (npr. za akciju spin-0
skalarnog polja dobili bi Klein-Gordon jednadzbu...)

IV. RUBNI UVJETI OPCE RELATIVNOSTI

Sve teorije s kojima smo se upoznali do sada su imale fik-
siranu pozadinsku geometriju na kojoj smo se bavili fizikom i
zadavali pocetne uvjete, ali sada upravo ta geometrija je ono
§to nas zanima. Stoga nije ba$§ ocito koji i kakvi su to pocetni
uvjeti koji odgovaraju opéoj teoriji relativnosti. Globalno hi-
perboli¢no prostorvrijeme (., gqy) se moze raslojiti Cauchy
povrSinama ¥, koje su parametrizirane globalnom funkcijom
vremena, t. U smislu da je hiperploha odredena uvjetom da je
t =const. Neka je n® jedini¢no vektorsko polje normalno na 3,
pa slijedi

a
n® = Vi . (34)
V=V tVat

Zanimaju nas prostorne >; i vremenski vektori n® pa ce
vrijediti n®n, = —1 (minus u korijenu). Metrika g, inducira
trodimenzionalnu Riemannovu metriku A, na ;.

hay = Gab + MaMb (35)

Lako vidimo da je h®, u biti projektor na hiperplohu, od-
nosno s tangentnog prostora V,(.#) od .# u tocki p, na tan-
gentni prostor V,(X) u p. Uvjeravamo se za neki nasumiéni
vektor v°.

heo® = (g% + nnp)v® = v® 4 n®(npo?)

nah“bvb = ngv® + ngn®(nyv®) = 0

Neka je t* vektorsko polje na .# koje zadovoljava t*V t = 1.
t* mozemo rastaviti na dijelove normalne i tangencijalne na 3
definirajuéi lapse funckiju N, i shift vektor N®.

N = —t"ng = (n"Vat)* (36)

(V1)1 = V-V, tVat -1 Vet
S v v VA VAR A Vi AV ViR vio A
Na _ habtb (37)

Pa mozemo pisati,

t¢ = Nn® + N° (38)

Lapse funkcija mjeri brzinu toka vlastitog vremena 7, u
odnosu na koordinatno vrijeme ¢, kada se kre¢emo normalno
na ;. Dok N® mjeri pomak tangencijalan na hiperplohu koji
je sadrzan u polju t*.

Slika 1

Ako hiperplohe Xy i X; identificiramo difeomorfizmom
koji slijedi iz integralnih krivulja od t*, te ako interpreti-
ramo t* kao tok vremena, efekt evolucije u vremenu izgleda
kao da (Xo, hap(0)) evoluira u (X4, hap(t)). Odnosno prostor-
vrijeme (A, gqp) mozemo interpretirati kao vremensku evo-
luciju Riemannove metrike na fiksiranoj trodimenzionalnoj
(pod)mnogostrukosti. Iz ovoga bi ocekivali da su medu odgo-
varajuéim pocetnim uvjetima Riemannova metrika hyp 1 njena
vremenska derivacija na podmnogostrukosti ¥. Iz relacije (38)
mozemo izraziti normalni jedini¢ni vektor n®.

1
a_ —(ta _ N¢
nt = (= N

Prema ovome za metriku vrijedi

gab — hab o nanb _ hab . N72(ta o Na)(tb . Nb) (39)

U konstruiranju Lagranzijanske formulacije kao varijablu
polja tretirali smo inverznu metriku g?°. Ako je h%hy. = 62
na ¥; i h®Vut = 0 onda mozemo tretirati (hqp, N, N*) kao
varijable polja. Ali N i N® ne smatramo dinamickim varija-
blama, posto one pripisuju dinamiku, odnosno opisuju kako
se ”pomicemo naprijed u vremenu”. Moramo jo$ pronaéi neki
objekt koji ¢emo koristiti kao pocetni uvjet, a da je povezan s
hap-

Sjetimo se ekstrinzi¢ne zakrivljenosti hiperplohe K, s in-
duciranom metrikom A,y i normalnim vektorom n®.

1 c
Koy = ivgnhab =h (a|vcn\b)

Ovaj tenzor je povezan s veli¢inom hadhbefthde koju
mozemo interpretirati kao vremensku derivaciju inducirane me-
trike na ¥;. Oznacavati ¢emo je s hab. Prvo ¢emo pokazati
jednu relaciju koja je i intuitivna, jer je vektor n® ortogonalan
na K. Tvrdimo da vrijedi

hythy K ge = Kap

Provjeravamo za prvi ¢lan.

R hythe Y ene = h,*heV ey = h,Veny,

Prva jednakost slijedi iz (29), a druga iz ¢injenice da hgp
mogu jedne drugima podizati i spustati indekse. Za drugi ¢lan
dobili bi analogan rezultat. Iz ovoga zakljucujemo da kada Ky
projiciramo na hiperplohu opet dobijemo K,,. Kreéemo od
istog raspisa kojeg smo i prije koristili kod (27).

2K oy =n°Vehap + hyeVan® + haeVon®
=N"YNNV hap + hpeVa(N1C) + hae Vi (N1)]
=N Lxnhay = b, P N7 L Nphae



Jednakost slijedi jer hpcn®V,(N) = 0 prema konstrukciji.
Nn® mozemo izraziti preko N i t®.
1

Ko = §N*1hadhbe(£thde — £nhge)

Slijedi.
1 —1/7 dyp e
Kab == §N (hab - h’a hb £the) (40)

Konaéno mozemo reéi da su prikladni pocetni uvjeti
za opéu teoriju relativnost (X, hap, Kop), trodimenzionalna
(pod)mnogostrukost ¥, te Riemannova metrika hqp 1 sime-
tri¢cno tenzorsko polje K, na 3.

V. GRAVITACIJSKI INTEGRAL PO PUTU

Prema proslim razmatranjima mogli bismo sada napisati
kako bi izgledala amplituda vjerojatnosti za stanja geometrije
i polja ¢ na njoj. U analogiji s (10) koristedéi akciju (33).

(h1,¢1

) )
(ha, 61 1hodo) = / Dy / Do iSlodl  (41)

(ho,90)
Da smo izvodili i Hamiltonijansku formulaciju opravdali

bi koristenje ove forme umjesto (7), jer bi zaista vidjeli da je

Hamiltonijan kvadratan u momentu koji je konjugiran hp.

V.1. ”The no-boundary proposal”

Sto se tice konacne metrike znamo §to bismo ocekivali,
jer bi ona trebala odgovarati danasnjem Svemiru. Ali §to
je s pocetnim uvjetom hg? Postoje dva prijedloga za "no-
boundary” uvjete, jedan od Hawkinga i Hartlea, i jedan od
Vilenkina. Ograni¢imo raspravu samo na integral po metri-
kama.

h h
HH:/ Dg e~ 5#ld] V:/ Dy ¢5l9) (42)
(]

Vilenkin® " predlaze integraciju po Lorentzijanskim 4-
metrikama od nestajuée pocetne 3-geometrije () do konacne
h. Dok su Hawking i Hartle!:? predlozili integriranje po
kompaktnim Euklidskim 4-geometrijama g koje induciraju

h na rubu, gdje je Sg Euklidska akcija dobivena Wickovom
rotacijom koordinate vremena t — —i7. Ideja je bila da ée
Euklidski integral bolje konvergirati u analogiji s kvantnom
teorijom polja, te da ¢e to automatski ukljuciti topoloski
netrivijalne mnogostrukosti?.  Ali veé uklju¢ivanje takvih
geometrija ¢ini akciju neomedenu odozdo*. Dodatno, Euk-
lidska akcija sadrzi negativne doprinose, poznati ”problem
konformalnog faktora”®. Moguée rjesenje koje se pokusalo je
da se integral prosiri na kompleksne metrike, i nalaze konture
u kompleksnoj ravnini, ali nemamo preskripciju koja bi to bila.
Ovako zapravo nemamo dobru definiciju formalizma. To je
posljedica ”lose” analogije da tako kazemo, jer kvantne teorije
polja su postavljene na fiksnoj pozadinskoj geometriji, pa je
Wickova rotacija relativno prirodan potez. U zakrivljenom
vremenu kada niti ne znamo §to je to¢no vrijeme lako vidimo
kako takva transformacija nema previse smisla. Tek nedavno
formalno je dokazano da nikakav Euklidski integral ne moze
rezultirati rjeSenjem Wheeler-de Wittove jednadzbe®.

Nasreéu Lorentzijanski integral se moze provesti konzis-
tentno, ¢ime se eliminiraju slabe analogije. Jedini problem
ovdje je da je Lorentzijanski integral jako oscilatoran. Ve¢ iz
definicije vidimo da nije apsolutno konvergentan, jer integri-
ramo fazu e*® preko beskonacéne mjere. Feldbrugge, Lehners i
Turok® pokazali su da je, u nekim jednostavnijim slu¢ajevima,
ipak uvjetno konvergentan. Nakon toga su uposlili Picard-
Lefschetzovu teoriju da bi takve integrale pretvorili u sume
apsolutno konvergentnih integrala. Naposlijetku ovaj pristup
je puno prirodniji, ali iste godine, isti tim istrazivaca poka-
zao je da su linearizirane perturbacije na metrici nepotisnute!©.
Dorronsorro'? je pokusao spasiti ”no-boundary” prijedlog alter-
nativnim konturama, ali opet FLT nesto kasnije dokazuju da
nema izbora kompleksne konture koja ée smiriti perturbacije'!.
Njihov rad doslovno je tvrdio da nema spasa za ”no-boundary”
pocetne uvjete. Ipak nije dugo sve bilo crno. Lehners i Di
Tucci, nedugo nakon, tvrde da je moguée nametnuti Robinove
rubne uvjete tako da se eliminaraju nepotisnute perturbacije
(rubni uvjeti na linearne kombinacije metrike i njene prve de-
rivacije). Njihovo pocetno stanje se mozZe interpretirati kao da
ima pocetni Euklidski moment, s kvantnom neodredenoséu po-
dijeljenom izmedu poéetne veli¢ine i momenta'?. Ako bolje po-
gledamo ovo je zapravo napustanje originalne ideje, jer gubimo
pocetnu nula geometriju, tako da naposlijetku ”no-boundary”
prijedlog zaista nije spaSen, ali formalizam zivi dalje.
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