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Apstrakt: U ovom radu prvo rezimiramo najosnovnije postulate kvantne mehanike
i predstavljamo ih u formalnijem obliku. U potrazi za alternativnim, ekvivalentnim
postulatima, razmatramo klasi¢nu mehaniku i nalazimo da opservable ¢ine
separabilnu, abelovu, unitalnu C*-algebru, a stanja normalizirani pozitivni linearni
funkcionali na toj algebri. Motivirani potom eksperimentom, za postulate kvantne
mehanike uzimamo vrlo sli¢nu, ali oslabljenu strukturu, ispustajuéi samo
komutativnost opservabli. Pomoé¢u GNS-konstrukcije i Gelfand-Naimarkovog
teorema se vracamo na poznate aksiome kvantne mehanike.

1. Uvod

Klasi¢na mehanika lezi u pozadini formulacije kvantne mehanike od njenih samih zacetaka: ”Thus quantum
mechanics occupies an unusual place among physical theories: it contains classical mechanics as its limiting
case, yet at the same time it requires its limiting case for its own formulation.” [9] No sam proces kvantizacije, i
dugo nakon §to se formalizam kvantne mehanike iskristalizirao u fizickoj zajednici, predstavlja misterij i veliku
prepreku pri ucenju teorije. Klasi¢ni fazni prostor prelazi u Hilbertov prostor, funkcije na faznom prostoru
(opservable) prelaze u operatore na Hilbertovom prostoru, a Poissonove zagrade prelaze u komutatore. Jos
veéu konceptualnu poteskoéu zadaje nam proces mjerenja u kvantnoj mehanici. Preostaje na kraju, barem u
odedenoj mjeri, sloziti se sa sljede¢im: ”The justification for the whole scheme depends, apart from internal
consistency, on the agreement of the final results with experiment.” [4] Zadobivsi ¢vrste, matematicki egzaktne
temelje, prvenstveno radom John von Neumanna [12] iz 1932. godine, ustalili su se tzv. Dirac-von Neumannovi
aksiomi, §to je danas standardni pristup kvantnoj mehanici. Godine 1947., Irving Segal objavljuje rad pod
nazivom Postulates for General Quantum Mechanics [10] u kojem kaze: ”The postulates are partly algebraic
and partly metric. (...) The postulates suggested themselves to us in the course of an investigation of the
representations of operator algebras...”. Tu se pojavila misao koja se unaprijedivala tokom proslog stoljec¢a i u
ovom radu ¢emo predstaviti te alternativne aksiome u modernijem obliku. Kratak povijesni pregled se moze
naéi u [5].

Glavna nit vodilja u ovom radu je upravo ta klasi¢no-kvantna korespondencija. Cilj ¢e nam biti uciniti
prelazak s klasi¢ne na kvantnu mehaniku §to gladim i, koliko je to moguce, smislenijim. Vidjet ¢emo da ce
nam teorija C*-algebri tu biti od nemale pomoéi. Smatramo ne samo da takav pristup ima mogucih prednosti
pri ucenju kvantne mehanike, ve¢ i da jaca klasi¢no-kvantnu sponu. U prilog njenoj vaznosti govorio je Bohr:
"As our knowledge becomes wider, we must always be prepared, therefore, to expect alterations in the points of
view best suited for the ordering of our experience. In this connection we must remember, above all, that, as a
matter of course, all new experience makes its appearance within the frame of our customary points of view and
perception. (...) We learn that these forms of perceptions are idealizations, the suitability of which for reducing
our ordinary sense of impressions to order depends upon the practically infinite velocity of light and upon the
smallness of the quantum of action. In appraising this situation, however, we must not forget that, in spite of
their limitation, however, we can by no means dispense with those forms of perception which colour our whole
language and in terms of which all experience must ultimately be expressed.”[1]

U ovom radu bavit ¢emo se samo pojmovima opservable i stanja i obraditi samo aksiome koji se ticu tih
pojmova. Dinamiku i proces mjerenja ne¢emo razmatrati zbog prostorne ogranic¢enosti.



2. Hilbertovi prostori i kvantna mehanika

Zapocinjemo s nekoliko preliminarnih definicija. Gotovo svi pojmovi u ovom odjeljku ¢e biti poznati, no
njihova precizna formulacija nam je potrebna ne samo da iskazemo tri DvIN aksioma, §to ¢emo uciniti na kraju
poglavlja, ve¢ i stoga $to su blisko povezani s teorijom C*-algebri koju ¢emo razviti u iduéa dva poglavlja.

Definicija 1. Neka je X topoloski prostor. Za podskup U C X kaZemo da je gust ako mu je zatvarac clU jednak
X. Za X kaZemo da je separabilan ako ima prebrojiv gust podskup. KaZemo da X zadovoljava drugi aksiom
prebrojivosti ako ima prebrojivu bazu topologije. Ako je X metricki prostor, onda kaZemo da je potpun ako
svaki Cauchyjev niz konvergira u X .

Definicija 2. Neka je H wvektorski prostor i || - || norma na H. Kazemo da je par (H, || -||) normiran
prostor. Topologija normiranog prostora odredena je metrikom definiranom s d(xz,y) = ||z —yl|, za sve x,y € H.
Za H kaZemo da je Banachov prostor ako je potpun normiran prostor. Jediniéna kugla v H je skup
ballH = {x € H | ||z|| < 1}.

Neka je dan linearan operator T : H — K izmedu Banachovih prostora. KaZemo da je operator ogranicen
ako postoji M > 0 tako da je ||Tx|| < M||x||, za svaki x € H. U tom slucaju definiramo normu operatora
|T|| = sup{||Tz|| | = € ballH} i ta norma zove se operatorska norma. Skup svih ogranicenih operatora
iz H u K oznacavamo s B(H,K). Ako je H =K, pisemo B(H,H) = B(H). Skup svih ogranicenih linearnih
funckionala na ‘H oznacavamo s H*.

Mogu se lako pokazati veoma dobra svojstva linearnih operatora: T je ograni¢en ako i samo ako (skradeno
akko) je neprekidan akko je neprekidan u bilo kojoj toc¢ki € H. Neprekidan, dakako, u odnosu na metriku iz
prethodne definicije.

Neka je sad ‘H vektorski prostor sa skalarnim produktom (-, -). Kazemo da je H unitaran. Skalarni produkt
na prirodan na¢in inducira normu ||z|| = y/(z, ), $to ¢ini A normiranim prostorom. Kad god imamo unitaran
prostor, norma ¢e uvijek biti inducirana skalarnim produktom.

Definicija 3. Za vektorski prostor H sa skalarnim produktom kaZemo da je Hilbertov prostor ako je potpun
U NOTMI.

Do kraja rada H ¢e oznacavati Hilbertov prostor. Svi vektorski prostori i algebre u ovo radu ée biti nad
poljem Ciza a,8 € Cix,y € H ée vrijediti konvencija («x, fz) = @B(x,y) za skalarni produkt.

Ako je T € B(H, K), primjetimo da je preslikavanje x — (y, Tx) ograni¢en linearni funkcional za svaki y € K,
buduéi da je po CBS nejednakosti |(y, Tx)| < ||T||||y|| < |IT|I ||yl ||x]|- Iduéi vazan teorem nam omoguéuje
definirati pojam adjungiranog operatora.

Teorem 1. (Rieszov teorem o reprezentaciji) Ako je L : H — C ogranicen linearan funkcional, tada postoji
jedinstveni xo € H takav da je L(z) = (xo,x) i ||L]| = ||xo]|-

Definicija 4. Ako je T € B(H,K), tada postoji jedinstveni adjungirani operator T* takav da je (k,Th) =
(T*k,h), za svaki h € H i k € K. Za operator T € B(H) kazemo da je hermitski ako je T = T*. Operator je
normalan ako je TT* = T*T. Operator je unitaran ako je TT* =TT =1

Na Hilbertovom prostoru imamo korisnu formulu za normu hermitskog operatora:
Propozicija 1. Neka je T hermitski operator na H. Tada je ||T|| = sup{|(h, Th)| | ||h|| = 1}.
Sada smo u poziciji iskazati prva dva DvN aksioma.

Dirac-von Neumannov aksiom 1. Svakom kvantnom sistemu pridruZen je separabilan kompleksan Hilbertov
prostor H.

Dirac-von Neumannov aksiom 2. Opservable su hermitski operatori na H.

Za tredi aksiom, kojim ¢emo opisati stanja sistema, mogli bismo uzeti samo jedini¢ne vektore (ili ekvivalentno
zrake) u H. No u stvarnosti najéeSée operiramo sa mijesanim stanjima koje opisujemo s operatorom gustoce.
Slijedi stoga jos par definicija.

Definicija 5. Za podskup E C H kaZemo da je ortonormiran ako je |le|| = 1 i (e, f) = 0, za svaka dva
razlicita e, f € E. Baza je maksimalan ortonormiran podskup. Ako je H separabilan, {e, | n € N} baza za H i
T € B(H), tada definiramo trag operatora T kao TrT =Y " (en,Tey), ako ta suma konvergira.



Gornja suma je neovisna o bazi. Takoder, koristili smo sljede¢u propoziciju.

Propozicija 2. Svaki separabilan Hilbertov prostor ima prebrojivu bazu.

Definicija 6. Operator T na H je pozitivan ako je (Th,h) > 0, za sve h € H. Tada pisemo T > 0.
Kako je operator hermitski akko je (T'h,h) € R za sve h € H, pozitivan operator je nuzno hermitski.

Dirac-von Neumannov aksiom 3. Stanja kvantnog sistema kojem je pridruzen H su pozitivni operatori traga
1 naH.

Stanja u prethodnom smislu, kao jedini¢ni vektori u Hilbertovom prostoru, na prirodan se na¢in mogu
smatrati podskupom ovako definiranom skupu stanja. Neka je ¢» € H i ||9p|| = 1. Neka je P projektor na
potprostor razapet s ¢. Tada je (Ph,h) = (P?h,h) = (P*Ph,h) = ||Ph||*> >0,Vhe HiTr P = 1.

Za kraj samo definiramo direktnu sumu Hilbertovih prostora koja ¢e nam trebati u ¢etvrtom odjeljku.

Propozicija 3. Neka je {H,} niz separabilnih Hilbertovih prostora i H = {(hyn)nen | hn € Hn s Dopeo ||hnl? <
oo}, Definirajmo operacije zbrajanja i mnoZenja skalarom na H po koordinatama i za h = (hy) i g = (gn)
u H definiramo (h,g) = > oo o(hn,gn). Tada je H s operacijom (-,-) separabilan Hilbertov prostor i pisemo
H= @20:1 Hn-

3. C*-algebre i klasi¢na mehanika

U klasi¢noj mehanici stanje sistema od IV cestica jednoznac¢no je odredeno polozajima i impulsima cestica,
odnosno tockom (q,p) = (¢1, .-, 9N, P15 -, PN) U faznom prostoru. Sasvim formalno, fazni prostor ima struk-
turu simplekticke mnogostrukosti, no budué¢i da neé¢emo raspravljati o dinamici, dovoljno je promatrati samo
topolosku strukturu. Stoga, definiramo fazni prostor, prostor stanja klasi¢nog sistema, kao kompaktan Ha-
usdorffov prostor X i klasiéne opservable kao neprekidne realne funkcije na X (u oznaci Cg(X)). Ove tvrdnje
su naizgled aksiomatskog karaktera, no u pozadini zapravo lezi jednostavan princip klasicne mehanike, da se
nad sistemom mogu vrsiti mjerenja proizvoljne preciznosti. Pretpostavimo da vr§imo niz mjerenja P, € X
stanja sistema s ciljem da odredimo vrijednost opservable f (Dakako, ovaj problem nemoguée je pravedno
razmotriti zanemarivsi dinamiku, jer se toCka koja opisuje sistem giba u faznom prostoru. Za naSe potrebe
mozemo pretpostaviti da vrsimo mjerenja na ansamblu). Ocekujemo da kako se P, priblizava svojoj pravoj
vrijednosti P, f(P,) se priblizava svojoj pravoj vrijednosti f(P), Sto je upravo karakterizacija neprekidnosti.
Nadalje, Hausdorffovo svojstvo je sasvim prirodno: ako vr$imo niz mjerenja ocekujemo da u limesu dolazimo do
jedinstveno odredenog stanja sistema, Sto ne bi uvijek bio slu¢aj da prostor nije Hausdorffov. Kompaktnost nam
osigurava da opservable poprimaju kona¢ne vrijednosti i koji god sistem promatrali, gibanje mu je ograni¢eno
nasim laboratorijem, dakle X mora biti ograni¢en. Iz tehnickih razloga, zahtjevamo da X jo$ zadovoljava i
drugi aksiom prebrojivosti. Mnogostrukosti zadovoljavaju taj uvjet i na neki nac¢in sluzi tome da prostor nema
"previse” otvorenih skupova.

Kao prvi korak u odredivanju strukture klasi¢nih opservabli dokazujemo sljedeéi teorem. Primjetimo da je
Cr(X) potprostor od C(X), prostora svih kompleksnih neprekidnih funkeija.

Teorem 2. Neka je X kompaktan prostor. Tada je C(X) s normom ||f|| = sup{|f(z)| | x € X} Banachov
prostor.

Dokaz. Neka je {f,} Cauchyjev niz u C(X) i z € X proizvoljan. Kako je za sve n,m € N |f,(z) — fm(2)] <
[|fr. = fmll, niz {fn(z)} je Cauchyjev niz u C, i stoga konvergira. Definirajmo funkciju f : X — C's f(z) =
lim,, f,(z). Pokazimo da ||f — f,|| — 0. Neka je € > 0 proizvoljan i N € N takav da za sve n,m > N vrijedi
[|fr, = fiml] < €/2. Pustajuéi m — oo dobivamo da je za sve x € X |f(z) — fn(x)] < ¢/2. Uzimajuéi supremum
dobivamo ||f — fu|| < e.

Preostaje pokazati da je f neprekidna. Neka su 29 € X i € > 0 proizvoljni, te n € N takav da je || f, — f]| <
€/3. Kako je f, € C(X), postoji okolina U od z¢ takva da je |fn(z) — fu(zo)| < €/3 za sve x € U. Dakle,
imamo

[f (@) = f(zo)l < [f(2) = fo(@)[ + [fa(2) = fulzo)| + [fa(20) — f20)] <€

Sada definiramo C*-algebru.



Definicija 7. Neka je A algebra nad poljem C. Involucija x : A — A je operacija takva da za sve a,b € A i
a, B € C vrijedi:

o (aa + Bb)* = @a* + Bb*
o (ab)* =b*a*
o (a*)* =a.

Algebra s involucijom zove se *-algebra. Ako je A i Banachov prostor takav da je ||ab|| < ||al|]|b]|, za sve
a,b € A, onda kazZemo da je A Banachova algebra.

Ako je A Banachova *-algebra takva da je ||a*al|| = ||a||?, za svaki a € A, kazemo da je A C*-algebra.
Ako A ima multiplikativnu jedinicu, kaZemo da je unitalna. Za element a € A kazZemo da je hermitski ako
je a = a*, normalan ako je a*a = aa™, unitaran ako je a*a = aa™ = 1.

Moze se pokazati da je B(H) u operatorskoj normi Banachov prostor, Stovise Banachova algebra. S involu-
cijom T + T* postaje i *-algebra, a kako je T*T hermitski operator, propozicija 1 nam daje ||T*T|| = ||T||*.
Dakle B(H) je C*-algebra.

Sljedeéi teorem je glavni rezultat ovog odjeljka.

Teorem 3. Neka je X kompaktan Hausdorffov prostor koji zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti. Definirajmo
involuciju na C(X) kao kompleksno konjugiranje po tockama. Tada je C(X) separabilna, abelova, unitalna
C*-algebra. Dakle, klasiéne opservable na faznom prostoru X ¢ine hermitski elementi te algebre

Dokaz. Potpunost je dokazana u teoremu 2. Tada je jasno da je C'(X) komutativna, unitalna C*-algebra. Za
kompaktan Hausdorffov prostor X vrijedi da je C(X) separabilan akko X zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti.
O

U iduéem odjeljku postulirat ¢emo da kvantne opservable ¢ine separabilnu, unitalnu C*-algebru (nekomu-
tativnu). Kao $to smo istaknuli u uvodu, cilj nam je da prelazak s klasi¢ne u kvantnu mehaniku bude sto
prirodniji. Da bismo opravdali stoga ovakav postulat, moramo se uvjeriti u sljedeée: Odgovara li svaka se-
parabilna, unitalna, abelova C*-algebra nekoj algebri klasi¢nih opservabli? Odnosno, je li svaka separabilna,
unitalna, abelova C*-algebra jednaka C'(X), za neki kompaktan i Hausdorffov prostor X s prebrojivom bazom?
Odgovor je potvrdan! Biti jednak ovdje znaci biti izometriéno *-izomorfan.

Definicija 8. KaZemo da je homomorfizam *-algebri m : A — B *-homomorfizam dako je w(a*) = 7(a)*, za
svaki a € A. *-izomorfizam je bijektivni *~homomorfizam. Izometrija izmedu dva metricka prostora X i Y
je funkcija f : X — Y takva da je d(f(x), f(y)) = d(z,y), za sve z,y € X.

Da bismo dosli do potvrdnog odgovora na prethodna pitanja, potrebno nam je uvesti nekoliko pojmova i
iskazati neke rezltate vezane uz njih. Zbog ograni¢enog prostora, neéemo ih dokazivati, ve¢ se mogu nadi u [3]
ili [7].

Definicija 9. Neka je A Banachova algebra s jedinicom. Homomorfizam h : A — C takav da je h(1) = 1
zovemo karakter algebre A. Skup svih karaktera algebre A oznacavamo s L(A). Opskrbimo 3(A) relativnom
slabom™* topologijom duala A*.

Neka je a € A. Funkcija a : 3(A) — C je definirana s a(h) = h(a) zove se Gelfandov transformat od
a.

Tu smo unaprijed koristili tvrdnju idué¢eg teorema, da su svi karakteri A — C neprekidni. Slabe i slabe*
topologije nisu kljuéne u nasoj raspravi. Za definiciju vidjeti [3]. No vidjet éemo da ée nam svojstva skupa
karaktera iskazana u idu¢em teoremu biti vazna.

Teorem 4. Neka je A abelova Banachova algebra s jedinicom. Svaki karakter h je neprekidan i ||h|| = 1.
Nadalje, X(A) je kompaktan Hausdorffov prostor.

Za svaki a € A, Gelfandov transformat a je element iz C(X(A)). Preslikavanje v: A — C(X(A)) :a — a
je neprekidan homomorfizam i zove se Gelfandova transformacija od A.

Iduéi teorem nam govori da ako je A jos i C*-algebra, tada se ona moze poistovjetiti s neprekidnim funckijama
na kompaktnom Hausdorffovom prostoru. U sustini, svaka unitalna abelova C*-algebra je upravo C(X).



Teorem 5. Neka je A unitalna abelova C*-algebra. Tada je je Gelfandova transformacija v : A — C(X(A))
izometriéni *-izomorfizam.

Jasno, bijektivna izometrija je homeomorfizam, a homeomorfizam ¢uva separabilnost. Stoga ¢e za separa-
bilnu algebru A i C(X(A)) biti separabilan. Kao §to smo rekli u dokazu teorema 6, separabilnost od C(X(A))
povladi da X(A) zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti. Kombinirajuéi to s teoremom 4, imamo da ¥(.A)
odgovara nekom faznom prostoru. Time smo odgovorili na prethodno postavljeno potanje.

Pazljivija analiza ovog rezultata podize sumnju o postojanju mogucéih nekonzistencija: primjenimo li pret-
hodni teorem na C(X), za neki fazni prostor X, dobivamo da je v : C(X) — C(X(C(X))) izometriéni
*_izomorfizam. Stoga, je li moguée da dva razlicita fazna prostora, X i X(C(X)), imaju iste opservable? To je
iskljuceno idué¢im teoremom.

Teorem 6. Neka je X kompaktan. Za svaki x € X definirajmo preslikavanje 6, : C(X) — C definirano s
0:(f) = f(x). Tada je b, karakter i preslikavanje x — 6, je homeomorfizam prostora X i X(C(X)).

Na pocetku odjeljka rekli smo da su stanja tocke u faznom prostoru. Ovakva formulacija nije pogodna za
prelazak na kvantnu mehaniku. Na pocetku iduéeg poglavlja vidjet ¢emo da je korisno poistovjetiti stanja s
podskupom prostora koji ima daleko bogatiju strukturu, C'(X)*. Teorem 6 nam omoguéuje da to u¢inimo na
sasvim prirodan nacin.

Odsada nadalje pisat ¢emo grcka slova 9, w... za stanja umjesto z,y... i umjesto dy, kao u teoremu 6, pisat
¢emo samo 1, dakle ¥(f) = f(¢). Prije nego li smo u moguénosti reéi nesto vise o strukturi klasi¢nih stanja,
definirajmo pojam pozitivnog elementa u C*-algebri.

Definicija 10. Neka je A unitalna C*-algebra i a € A. Skup svih invertibilnih elemenata u A oznacavamo s
A*. Spektar elementa a definiramo kao skup o(a) ={A € C|a— X\ ¢ A*}. Za element a € A kaZemo da je
pozitivan ako je hermitski i o(a) C [0,400). Tada pisemo a > 0 i skup svih pozitivnih elemenata oznacavamo
s Ay. Linearan funkcional f : A — C je pozitivan ako je f(a) > 0, za svaki a € A,. Stanje na A je pozitivan
linearan funckional norme 1.

Propozicija 4. Neka je A C*-algebra i a € A. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

e a>0.

Postoji b € A takav da je a = b*b.

Postoji hermitski element b € A takav da je a = b2.
e a je hermitski i || ||a|| — al| < ||all.

Ako je f : A — C pozitivan linearan funkcional, tada je |f(y*z)|*> < f(y*y)f(z*x), za sve x,y € A. Pos-
ljediéno, f je ogranicen i ||f]| = f(1).

Moze se pokazati da ako je A = B(H) ova definicija pozitivnosti ekvivalentna je pozitivnosti iz definicije 6.
Za A= C(X), f >0 akko je f(x) >0, za sve € X. Primjetimo da je stanje u definiciji 10 nevezano uz stanje
u klasiénom smislu. Medutim, imamo iduéi teorem, s kojim zavrsavamo ovaj odjeljak.

Teorem 7. Neka je X fazni prostor i ¢ stanje u klasitnom smislu. Tada je ¢ stanje u algebarskom smislu.

Dokaz. Pozitivnost i linearnost su ocite, pa pokazimo normaliziranost. Racun je jednostavan: imamo

[l = sup{[&(f)] | f € ball C(X)} > [9(1)[ = 1.

S druge strane,
[ (N = [f )] < sup{[f(x)] |z € X} =[If]],
iz cega slijedi i |[v]| < 1. O



4. C*-algebre i kvantna mehanika

Jedna od osnovnih pretpostavki u proslom odjeljku bila je da se stanje sistema, polozaj i impuls, moze
izmjeriti s proizvoljnom precizno$¢u. SavrSena mjerenja su, naravno, idealizacija, no pretpostavka je da kad bi se
moglo izvrsiti beskonatno mnogo mjerenja, u limesu kad broj mjerenja ide u beskona¢nost dobivamo jedinstveno
stanje sistema, do na nepreciznost nasih mjernih uredaja. Kao sto znamo, to se ne slaze sa stvarnoséu, dokle god
pod stanje mislimo tocka u faznom prostoru. Koliko god bila visoka preciznost nasih uredaja, polozaj i impuls
ne mogu se istovremeno jednoznacno odrediti, Sto je sadrzaj poznate Heisenbergove relacije neodredenosti.

Da bismo malo osvjetlili pojam stanja (u algebarskom smislu), koristimo jedan teorem iz analize (u malo
izmjenjenom obliku):

Teorem 8. (Riesz-Markovljev teorem) Neka je X kompaktan Hausdorffov prostor i ¢ stanje na C(X). Tada
postoji jedinstvena Borelova vjerojatnostna mjera f, takva da za sve f € C(X) vrijedi

B(f) = /X Fug

Stoga se 1(f) moze interpretirati kao ocekivanje od f u stanju . Sasvim je smisleno stoga definirati vari-
jancu, ili neodredenost od f ustanju ¢ kao oy (f)? = ¥ ((f — ¥(f))?). Za klasi¢na stanja imamo 1 (f) = f(v),
pa jedinstvenost iz prethodnog teorema povla¢i da su p tzv. Diracove mjere: py,(E) = 1, kad je ¢ € E i
ty(E) = 0 inace. Jasno je da su za takva stanja neodredenosti svih opservabli jednaka nuli, suprotno onom $to
sugeriraju eksperimenti. Zapravo, poznato je da vrijedi oy (Q)oy (P) > %h

Stoga slijedi potraga za potrebnom izmjenom (ili zamjenom) formalizma. Oznacimo s A skup opservabli.
Tvrdimo da se i dalje stanja S mogu smatrati funkcijama opservabli. Naime, pretpostavimo da su ¥, ¢ € S dva
stanja i ¢(a) = ¢(a), za svaku opservablu a. Drugim rije¢ima, ne postoji eksperiment kojim bismo razaznali ¢
i ¢. Zapravo, kakav ¢? Postoji samo v, dokle god je domena iskustva nepromjenjena. (Za kratku raspravu o
matematickom opisu generalnih fizikalnih sustava vidjeti [11])

Pristup ¢e nam stoga biti zamjena strukture opservabli. U svom revolucionarnom ¢lanku iz 1925. godine,
Heisenberg nasluéuje da opservable u kvantnoj mehanici ne komutiraju: ”Whereas in classical theory x(t)y(t) is
always equal to y(t)x(t), this is not necessarily the case in quantum theory”. [8] Promatrajuéi spektar zracenja
atoma, racun ga je naveo na formulu za produkt koju Jordan i Born prepoznaju kao produkt matrica, koje
sac¢injavaju nekomutativnu algebru. Motivirani smo stoga postaviti sljedeée aksiome kvantne mehanike. U
duhu Bohrova citata s pocetka rada, izrazavamo se jezikom $to blizim klasi¢noj mehanici.

Aksiom 1. Opservable kvantnog sistema c¢ine hermitski elementi separabilne, unitalne C*-algebre A.
Aksiom 2. Stanja kvantnog sistema su stanja na A (def. 10).

Ocekivanje opservable a u stanju ¢ je i dalje ¢(a), stoga je definicija neodredenosti nepromjenjena: oy, (a)? =
Y¥((a — 9(a))?). Zamjena komutativne algebre nekomutativnom algebrom osigurava nam i neiséezavajuée
neodredenosti: jednostavan rac¢un, koji se provodi i na kursu kvantne mehanike, pokazuje da vrijedi oy (a)oy (b) >

310 (la, B])].

Do kraja ovog odjeljka cilj nam je pokazati kako iz ovih aksioma nuzno slijede DvN aksiomi 1-3. Zelimo nadi
izometriéni *-izomorfizam izmedu C*-algebri A i B(H), gdje je H separabilan. Time ée se opservable, hermitski
elementi u A poistovjetiti s hermitskim operatorima na separabilnom kompleksnom Hilbertovom prostoru. To
su DvN 11 2. Zelimo da se s tim izomorfizmom stanja ujedno poistovjete s pozitivnim operatorima na 4 traga
jedan i imamo DvN 3.

Pocinjemo s pojmom reprezentacije C*-algebre. Od sada nadalje ¢e sve algebre biti unitalne.

Definicija 11. Reprezentacija C*-algebre A je par (w,H), gdje je H Hilbertov prostor i m : A — B(H)
*-homomorfizam. Reprezentacija je cikliGka ako postoji vektor e € H takav da je w(A)e gust u H i u tom
slucaju se e zove ciklicki vektor reprezentacije .

Dvije reprezentacije (w1, Hi) @ (w2, Ha) su ekvivalentne ako postoji izomorfizam U : H1 — Ha takav da je
Uni(a)U™ = 7(a)2, za svakia € H.

Pod izomorfizmom Hilbertovih prostora uvijek se misli unitarna transformacija. Sljede¢a propozicija nam
govori o povezanosti algebarske i topoloske strukture.



Propozicija 5. Ako je m *-homomorfizam izmedu dvije C*-algebre A i B, tada je ||m(a)|| < |lal|, za svaki
a € A. Dakle, *-homomorfizmi C*-algebri su ograniceni i ||7|| < 1. Ako je ® *~izomorfizam, vrijedi jednakost.

Teorem 9. Ako je w reprezentacija C*-algebre A, tada postoji familija ciklickih reprezentacija {m;} od A takva
da je m = €, m;.

Prethodni teorem ilustrira vaznost ciklickih reprezentacija. Neka je m ciklicka reprezentacija s ciklickim
vektorom e. Definirajmo f : A — C's f(a) = (e,m(a)e). Ocito je f linearan funkcional. Ako je a = b*b
pozitivan element, tada, posto je m *-homomorfizam, slijedi

f(*b) = (e, w(b)*n(b)e) = (w(b)e,w(b)e) > 0.

Dakle, f je pozitivan linearan funkcional s normom ||f|| = f(1) = ||e||?. Stoga je g = ||e||~2f stanje. Pokazali
smo vaznu &injenicu: svakoj ciklickoj reprezentaciji pridruzujemo stanje na A. Teorem 10 dat ¢e nam obrat ove
tvrdnje i vise od toga. U dokazu ¢emo koristiti iduc¢i pojam iz algebre:

Definicija 12. Neka je A algebra i T vektorski potprostor od A. KazZemo da je T lijevi ideal ako za svaki
a € Aix el vrijediax € T. KaZemo da je I desni ideal ako je xa € . Ako je I i lijevi i desni ideal, kaZemo
da je ideal.

Teorem 10. (Gelfand-Naimark-Segal konstrukcija) Neka je A C*-algebra.

o Ako je f stanje na A, tada postoji ciklicka reprezentacija (wp,Hy) od A s ciklickim vektorom e takvim da
je f(a) = (e,ms(a)e), za sve a € A.

o Ako je (m,H) ciklicka reprezentacija od A s ciklickim vektorom e takvim da je f(a) = (e,m(a)e), tada su
m i 7y ekvivalentne.

U dokazu teorema koristimo standardnu ¢injenicu da svaki normiran prostor X ima upotpunjenje X, Banac-
hov prostor takav da je X’ gust podskup od X [2].

Dokaz. Neka je f stanje na A. Stavimo Z = {x € A| f(z*z) = 0} i neka su a € Aiz € Z proizvoljni. Prema
propoziciji 4 imamo

f((az)"(a2))|* = |f (2" (a"az))]* < f(z"2)f((a"az)" (a"azx)) = 0,

pa je Z lijevi ideal. Skupu .4/Z mozemo dati strukturu vektorskog prostora. Stovise, lako je vidjeti da

(z+Z,y+1I) = fly*z)

definira skalarni produkt na A/Z. S H; oznacimo upotpunjenje od (A/Z, (-, )).
Neka je sad a € A proizvoljan i definirajmo s 7ws(a) preslikavanje z +Z — az + Z. Kako je Z lijevi ideal,
preslikavanje je dobro definiran linearan operator. Imamo

l|7¢(a)(z +D)|]* = (ax + Z,ax + I) = f(z*a*az).
Sada nam treba nam jedna lema. Navodimo ju bez dokaza.
Lema 1. z*(||a*a|| — a*a)x > 0.
Sjetimo se svojstva C*-algebre: ||a*al| = ||a||?. Stoga imamo
f@*(lla”all — a*a)z) = |lal|*f(z"x) - f((az)"(az)) = [lal|*||lz + Z]|* — |lax + Z]|* > 0.

Dakle, 7¢(a) je ogranicen linearan operator i ||y (a)|| < ||a||. Mozemo stoga prosiriti definiciju od 7¢(a) da bude
element iz B(Hy). Naime, kako je A/Z C Hy gust, za h € H s\ A/Z stavljamo 7s(a)h = limy 17—, m¢(a)(z+T).
Pokazimo da je 7y : A — B(Hy) reprezentacija. Ocito je m¢(ab) = m¢(a)ms(b). Nekasusad +Z,y+7 € A/T
proizvoljni. Imamo

(z+I,mp(a")(y+1)) =&+ I ay+1I)= f(yrax)
=({ax+Z,y+7I)
= (my(@)(z+ 1),y +1).



Iz jedinstvenosti adjungiranog operatora slijedi 7(a)* = mr(a*). Sve tvrdnje se prenose na prosireni my(a)
promatrajuéi nizove. Stavljajuéi e = 1 4+ Z dobivamo ciklicki vektor reprezentacije i formula f(a) = (e, 7s(a)e)
je ocita. Time smo pokazali prvu tocku teorema.

Neka su (m,H), e i f kao u pretpostavci i (¢, Hy) kao u prvom dijelu dokaza te ey ciklicki vektor reprezen-
tacije my. Za svaki a € A imamo f(a) = (er, mr(a)es) = (e, m(a)e). Stoga je

Im(a)el|* = (w(a)e, w(a)e) = (e, m(a"a)e) = (ef, my(a”a)es) = (mp(a)ey, mp(a)er) = [|ms(a)es|.

Definirajmo linearan operator U : my(A)ey — A/I s Uns(a)ey = w(a)e. Prema upravo dokazanom, U je
izometrija. Kako je po definiciji ciklickog vektora my(A)es gust u Hy, U se prosiruje do izomorfizma izmedu
Hs i H. Kako su 7 i 7y homomorfizmi, za sve a,z € A imamo

Urng(a)ms(x)er = m(ax)e = m(a)Unys(z)es .

Ako jednakost vrijedi na gustom podskupu, vrijedit ée i na cijelom H;. Stoga imamo w(a)U = Uns(a) te su m
i my ekvivalentne. O

Konacno iskazujemo glavni rezultat ovog odjeljka: Gelfand-Naimarkov teorem. Glavna oruzja dokaza su
upravo dokazana GNS-konstrukcija i teorem 9, no koriste se i neki pojmovi koje nismo pokrili u ovom radu, pa
ga izostavljamo. Vidjeti [6].

Teorem 11. (Gelfand-Naimarkov teorem) Neka je A separabilna unitalna C*-algebra. Tada postoji separabilan
Hilbertov prostor H takav da

e Postoji izometriéni *~izomorfizam 7w : A — B(H),
e ¢ je stanje u A akko postoji pozitivan U € B(H) traga 1 takav da je ¥(a) = Tr (In(a)).

Zadnja tocka je upravo ocekivanje opservable a, ekvivalentno operatora 7 (a), u mijesanom stanju ¢ odredenim
operatorom gustoce W.

5. Zakljuéni komentari

Jos jednom ponavljamo da je mnogo toga ostalo nedorec¢enog. Kanonske komutacijske relacije, Schrodinge-
rova jednadzba i Bornovo pravilo nisu doticane. Medutim, opisani su najosnovniji aspekti strukture kvantne
mehanike.

Primjetimo da Dirac-von Neumannovi aksiomi ovdje iskazani automatski zadovoljavaju aksiome 11 2. Sto
smo onda zapravo postigli? Oslanjajuéi se na par jednostavnih, intuitivnih principa, iz klasicne mehanike
destilirali smo topolosku i algebarsku strukturu koja opisuje opservable i stanja te njihov odnos. Neke od tih
principa zamijenili smo novim principima koje je, koliko je to mogucée, sugerirala eksperimentalna realnost.
Dobivena je nova, vrlo malo izmijenjena struktura koja rezultira starim kvantno mehanickim aksiomima. Moze
se i rec¢i da smo kvantnu mehaniku ”ogolili” do strukture koja je u bliskoj poveznici s klasicnom mehanikom.
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