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Sazetak Kohrentnim tuneliranjem Cooperovih parova na kvantnu supravodljivu totku
postavljenu izmedu dva supravodljiva kontakta, tako da moze harmonicki oscilirati
izmedu njih, dolazi do ispreplitanja elektri¢nih i mehanic¢kih stupnjeva slobode na
poseban nadin. Populaciju elektronskog naboja na kvantnoj tocki, u posebnim uvjetima,
moguce je opisati kao dvorazinski kvantni sustav, tj. qubit. Gibanjem kvantne
totke izmedu supravodljivih kontakata dolazi do ispreplitanja qubitnih (elektri¢nih)
kvantnih stanja s (mehanitkim) kvnantnim stanjima harmonitkog oscilatora. U
ovom seminaru pokazano je kako uz prikladni protokol, manipuliranjem prednapona
izmedu supravodljivih kontakata, vremenska evolucija ovog sustava vodi na pojavu tzv.
Schrodingerovih " cat-stanja” vrlo vaZnih u modernoj teoriji kvantne komunikacije.

1 Uvod

Jos od slavnog Schrodingerovog misaonog eksperimenta 'Schrodingerove macke’ postavlja
se pitanje je li moguce stvoriti kvantnu superpoziciju makroskopskih stanja. Naime, misaoni
eksperiment pretpostavlja da je macka zatavorena u metalnu kutiju s otrovom u bodici koja je
"povezana” s atomom koji se nalazi u nestabilnom (pobudenom) stanju. Deeksitacija atoma
u nize stanje pokreée lan¢anu reakciju koja uzrokuje pustanje otrova u kutiju, a time i losu
sudbinu za matku. Bududi da se atom nalazi u superpoziciji osnovnog stanja |g) (5to povlati
smrt matke) i ekscitiranog stanja |e) (matka ostaje Ziva), ovo "isprepleteno” stanje matke i
atoma moZe se prikazati kao:
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,gdje smo s | M) oznatili stanje mrtve matke, a s |Z) stanje Zive matke. No, zbog interakcije
s okolinom ovo stanje vrlo kratko traje, tj. dolazi do dekoherencije i nedijagonalni ¢lanovi
matrice gustole p = [¢)) (1| nestaju te se dobiva ansambl stanja matka-atom, a ne kvantna
superpozicija [1]. Stoga se postavlja pitanje, je li moguée stvoriti opaZljivu kvantnu superpoziciju
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Slika 1. Cat-stanja: Superpozicija koherentnih stanja
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Slika 2. Shematski prikaz sustava: Supravodljiva kvantna to¢ka harmoni&ki titra izmedu
supravodljvih kontakta spojenih na prednapon V. Napon vrata Vi odreduje elektrostatsku
energiju kvantne tocke

makroskopskih stanja. Odgovor je potvrdan; Zeljena superpozicija moZe se ostvariti putem
superpozicije koherentnih stanja. Koherentna su stanja superpozicija Fockovih stanja, no
njihova posebnost leZi u tome da se ponasaju "klasi¢no” te da su otporna na vanjske perturbacije
zbog ega ih moZemo promatrati kao makroskopska stanja (granicu klasi¢nog i kvantnog).
Superpozicija koherentnih stanja naziva se cat-stanjem (shematski prikaz na Slici 1). Cat-stanja
nisu samo od akademskog znalenja, ve¢ imaju i vrlo vaZnu ulogu u teoriji kvantne komunikacije
kao i potencijalnu primjenu u kvantnom raunarstvu.

Do sada je napravljeno nekoliko prijedloga te konkretnih eksperimentalnih izvedbi sustava
u kojima je moguce stvoriti cat-stanja. Vecina dosadasnjih izvedbi bazirana je na opti¢kim
sustavima [2], [3].

U ovom seminaru pokazano je kako uz manipulaciju vanjskih parametara dolazi do stvaranja
cat-stanja isprepletenih s qubitnim stanjima dvorazinskog sustava u sustavu prikazanom na Slici
2. Promatrani sustav zapravo je Josephsonov spoj u kojem je izmedu supravodljivih kontakata
postavljena supravodljiva kvantna tocka koja moZe harmonicki oscilirati izmedu kontakata.
Osciliranjem kvantne tocke izmedu supravodi¢a, dolazi do koherentnog tuneliranja Cooperovih
parova sa supravodljivih kontakata na kvantnu toc¢ku. Supravodljivi kontakti spojeni su na
prednapon V koji je moguce kontrolirati. Napon V odreduje razliku faza izmedu kontaktnih
supravodica [4]:

O =0o¢r— oL (2a)
dp 2V
- (2b)

gdje su ¢r i ¢, faze desnog odnosno lijevog supravodljivog kontakta. Manipulacijom elek-
trostatske energije kvantne totke putem napona vrata V; (eng. 'gate voltage') moguce je
ostvariti da se kvantna to¢ka efektivno ponasa kao dvorazinski kvantni sustav , tj. kao qubit.
Ova dva kvantna stanja razlikuje se za jedan Cooperov par; kvantna to¢ka u stanju |0) ima
n Cooperovih parova, a u stanju |1) n + 1 Cooperov par pa se stoga za ovaj sustav koristi
engleski izraz 'Cooper Pair Box' (CPB).
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U ovom seminaru najprije je izveden Hamiltonijan koji opisuje navedeni sustav sa Slike 2.
U sredidnjem dijelu rada pokazano je kako adekvatnom manipulacijom napona V, evolucija
ovog sustava vodi na pojavu Schrodingerovih " cat-stanja” (superpozicija mehani¢kih kohe-
rentnih stanja) kvantno isprepletenih s qubitnim stanjima. Na kraju rada dobivena su stanja
okarakterizirana entropijom kvantne isprepletenosti.
Kako bismo uspjesno teorijski opisali predloZeni sustav, potrebno je najprije izloZiti nekoliko
bitnih svojstava i koncepata supravodiéa i tipi¢nog Josephsonovog spoja.

1.1 Josephsonov spoj

Tipi¢ni Josephsonov spoj prikazan je na Slici 3. Dva supravodia odvojena su tankim
izolatorskim spojem. Parametar uredenja lijevog supravodita je Uy = |1;|eL,a desnog
Ui = |¢p|e’®®. Parametre uredenja moZzemo promatrati kao valne funkcije kondenzata
Cooperovih parova, dok u semiklasi¢noj aproksimaciji (veliki broj parova) [¢g/|> mozemo
interpretirati kao gustocu Cooperovih parova s desne odnosno lijeve strane. Bududi da
kvantna mehanika dopusta tuneliranje estica u klasi¢no zabranjeno podrudje, moguce je da
dio Cooperovih parova prodire sa supravodita u podrugje izolatora (i drugog supravodita).
Gustoca Cooperovih parova koji tuneliraju kroz barijeru opada eksponencijalno s udaljenosti
od supravodi€a (valna funkcija eksponencijalno trne u klasi¢no zabranjenom podrugju).

U cistom kvantno-mehani¢kom opisu, opservable broja (koja predstavlja broj Cooperovih
parova) i faze ne moZzemo istovremeno znati proizvoljno precizno. Dapale, operator broja 7 i
operator faze (;3 su konjugirane varijable:

(6, 7] =i (3)
Budu¢i da su navedene opservable konjugirane, svojstvena stanja operatora faze |¢) (sa

svojstvenom vrijednosti ¢), moZemo prikazati preko svojstvenih stanja operatora broja |n) (sa
svojstvenom vrijednosti n):

[9) =) ™ In) (4)

N
i obrnuto:
1 21 it

- d —in 5
=5 [ o) )

U idu¢im poglavljima seminara pokazati ¢e se da je korisno definirati operator:

» 1 2m
o _ d apn / 6

=5 | a16) () (62)
e |g) = €7 |9) (6b)

Koristeli izraz (4), ovaj operator i njegov hermitski konjugat e~i¢ (operator ¢ nije hermitski)
mogu se prikazati u bazi operatora broja:

€ =>"|n—1)(n| (7a)
e = In)(n—1 (7b)
Sustav promatran u ovom seminaru, razlikuje se od tipi¢énog Josephsonovog spoja opisanog u

ovom poglavlju time Sto se izmedu supravodljivih kontakata ne nalazi izolator, ve¢ supravodljiva
kvantna toc¢ka koja harmonicki oscilira izmedu kontaktnih supravodica.
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Slika 3. Josephsonov spoj: lzmedu dva supravodia postavljen je tanki sloj izolatora.
Cooperovi parovi mogu tunelirati s jednog supravodita na drugi kroz podrugje izolatora. [5]

2 lzvod Hamiltonijana

Hamiltonijan promatranog sustava (Slika 2) moZe se zapisati u obliku ([6]):

H=Hc+ Hryn + Huo + Hsc (8a)
He = <—2€VG(t) +2 ) (1] (8)
Hyo = hw (% + XT) = hw <aTa + %) (8c)
Hsc = |¢r) (91| + |or) (¢r] (8d)
Hryy =t(2) Y (Inp +1) (nz] ® |0) (1] + |ng) (ng + 1| @ [1) (0]) + (8e)
tr(2) Y (Ing + 1) (ngl @ |0) (1] + [ng) (ng + 1| @ [1) (0])) (8f)

Clan Hamiltonijana Hyo je Hamiltonijan harmonitkog oscilatora te opisuje mehanitke

stupnjeve slobode kvantne to¢ke. Operatori P= hmwp,

poloZaja i impulsa, a operatori a i a su operatori stvaranja i ponistenja bozonskih eksitacija
harmoni¢kog oscilatora.

Hgc opisuje stupnjeve slobode povezane sa supravodljivim kontaktima. Koristeci &injenice
da ukupni Hamiltonijan implicira da su ¢, i ¢ dobri kvantni brojevi te da se supravodljivi
kontakti nalaze u tim stanjima (kontrolirano s V), moZemo zanemariti ovaj &lan u daljnjem
razmatranju bududi da on ne utjete na dinamiku sustava.

Preostala dva ¢lana opisat ¢emo u zasebnim potpoglavljima.

X = ,/—x reskalirani su operatori

2.1 Elektrostatski dio Hamiltonijana

lzraz (8b) predstavlja elektrostatsku energiju kvantne totke. Navedeni izraz ve¢ je pojednos-
tavljeni izraz za elektrostatsku energiju. Naime, ve¢ se promatra kvantna toc¢ka kao dvorazinski
kvantni sustav. Stoga, krenimo od opcenitijeg izraza za elektrostatsku energiju supravodljive
kvantne totke ([7]):

e?
EC:% —O./VG) +A (9a)
N =2n
{ A N=2n+1 (9b)

N je broj elektrona na kvantnoj tocki, Vi inducirani naboj na kvantnoj tocki uzrokovan
naponom vrata Vi, a C ukupni kapacitet kvantne to¢ke. A je energetski procijep iz BCS teorije
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Slika 4. Elektrostatska energija kvantne tocke uz poseban odabir napona Vg

supravodljivosti (energetski procijep izmedu energije kondenzata Cooperovih parova i energije
pobudenja). Ovaj &lan posljedica je toga Sto svaki novi Cooperov par "ulazi" u kondenzat
osnovnog stanja zajedno s prijasnjim parovima, dok ¢e nespareni elektroni popunjavati pobudena
kvazi€esti¢na stanja (koja su procijepom A odvojena od osnovnog stanja). Ukoliko je A > %
osnovno stanje (elektrostatskog dijela Hamiltonijana) kvantne totke nuzno ¢e biti ono s parnim
brojem elektrona.

|zabiru¢i aVg = 2n + 1, osnovno stanje kvantne totke postaje degenerirano (Slika 4). Dva
stanja koja se razlikuju za jedan Cooperov par imaju jednaku energiju.

Ukoliko je A >> % prvo energetsko stanje iznad osnovnog (dodavanje jo$ jednog Cooperovog
para), ima energiju % vecu od osnovnog stanja. Stoga, ukoliko je karakteristi¢na energija
tuneliranja (u idu¢em potpoglavlju ¢emo vidjeti da to odgovara Josephsonovoj energiji £)
manja od razmaka % izmedu osnovnog i pobudenog elektrostatskog stanja, elektri¢ne stupnjeve
slobode kvantne totke moZemo promatrati kao dvorazinski kvantni sustav (qubit). Ova dva
degenerirana stanja kvantne tocke, koja se razlikuju za jedan Cooperov par, oznalavati ¢emo s
0) = [2n) i [1) = [2(n + 1)).

Uz ovaj specijalni odabir V;, He postaje jednak nuli u izrazu za ukupni Hamiltonijan (8).

2.2 Hamiltionijan tuneliranja

Promotrimo sada Hpyy, dio Hamiltonijana za koji ¢emo ustvrditi da je odgovoran za
sparivanje elektri¢nih i mehani¢kih stupnjeva slobode kvantne totke. Stanja |0) i |1) kvantne
tocke opisana su u pro$lom potpoglavlju. Stanja |ny) i |ng) su svojstvena stanja operatora
broja lijevog odnosno desnog supravodljivog kontakta. Iz oblika (8e) vidljivo je da ovaj &lan
opisuje tuneliranje Cooperovih parova s lijevog odnosno desnog supravodljivog kontakta na
kvnatnu to¢ku i obrnuto. Funkcije t1(Z) i tg(Z) predstavljaju amplitude tuneliranja Cooperovih
parova s lijevog odnosno desnog supravodljivog kontakta. Amplituda ovisi o poziciji kvantne
totke x bududi da gusto¢a Cooperovih parova koji tuneliraju trne eksponencijalno s udaljenosti
od supravodita. Stoga amplitude imaju oblik:

E; -

to(z) = —TJGT (10a)
E; :

tr(z) = —7‘]6?, (10b)

gdje je E/; tzv. Josephsonova energija koja opisuje energetsku skalu tuneliranja Cooperovih
parova u Josephsonovom spoju. Efektivna duljina tuneliranja A predstavlja prostornu skalu
za duljinu prodiranja valne funkcije u klasi¢no zabranjeno podruéje. Za promatrani sustav
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jeA>>uxy= \/%, gdje je o amplituda oscilacija osnovnog stanja (zero-mode oscilacije).
Stoga, prirodno je uvesti mali parametar:

Lo
= — 1 11
€= << (11)

Uvodeci operator X = % te razvijajuci eksponencijale po malom parametru ¢, amplitude
tuneliranja mogu se zapisati u obliku:

_E .
t, ~ TJ(l —eX) (12a)

_EJ

tp ~ (1+eX) (12b)
Nadalje, izraz (8e) prirodnije je prikazati u bazi operatora faze supravodljivih kontakata, buduéi
da se isti nalaze u svojstvenim stanjima faze, te da se koristeci izraz (7) svodi na dijagonalnu
formu u prostoru supravodljivih kontakata:

iy ) R . .
Hruny =—2(1 — eX) (e~ @0) (1] + > @ [1) (0])+
2 A A (13)
5 L(1+ eX)(e™®" @ [0) (1] + e @ [1) (0])
Ovaj izraz moZe se svesti na oblik:
Hrun = —Ecos(¢)6, + €Eysin(¢) X6, (14)

gdje je ¢ = @ a 0; su odgovarajuce Paulijeve matrice. Sada smo spremni promotriti
pojednostavljeni ukupni Hamiltonijan sustava.

2.3 Ukupni Hamiltonijan

Uz specijalni odabir Vi i navedene aproksimacije, ukupni Hamiltonijan ima oblik:
1 .
H = hw (aTa + 5) — Ejcos(¢)o, + eEysin(¢) X o, (15)
faza ¢ odredena je naponom V (izraz (2b)) koji se moZe kontrolirati.

3 Evolucija sustava

3.1 Slika interakcije

Kako bismo lak3e izracunali operator vremenske evolucije sustava U(t,t’) promatramo
sustav u slici interakcije. Stoga trebamo Hamiltonijan (15) razdvojiti na dva dijela:

H = Hy+ H; (16a)

2
H; = eEysin(¢)Xo, (16¢)

Hy = —Ejcos(¢)o, + hw (aTa + 1) (16b)
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Valne funkcije u slici interakcije [¢/) i u Schrédingerovoj slici [1)) povezani su relacijom

[9) = U§ [v) (17)
Operator U, zadovoljava Schrodingerovu jednadzbu s Hamiltonijanom Hy:

zﬁ%%ﬁzm%@w (18)

Valna funkcija u Schrodingerovoj slici evoluira operatorom U koji zadovoljava Schrodingerovu
jednadZbu oblika (18) s ukupnim Hamiltonijanom H, dok valna funkcija u slici interakcije

evoluira operatorom U; koji zadovoljava jednadZbu:

ﬁ%%ﬂzmm@w (19)

1

.gdje je H; Hamiltonijan interakcije u slici interakcije:

H; = UJH,U, (20)

Stoga valne funkcije evoluiraju kao:
[&(t) ZZUGQ,@)Pi(%)> (21a)
() = Us(t)Us(t, to)Uo(to)' |9 (to)) (21b)

Sada moZemo promotriti operator evolucije sustava za konkretni napon V.

3.2 Konstantni napon

Najprije ¢emo promotroti sluéaj konstantnog napona V' (¢) = V{ primjenjenog na supravod-
ljive kontakte. U tome sluéaju je razlika faza supravodiéa:

o=t (22)
V= % (23)

Veli¢inu v nazivamo Josephsonovom frekvencijom. Takoder pretpostavljamo da je vlastita
frekvencija oscilatora:
w=kv, keN (24)

Kroz izvod ¢emo w pisati u obliku (24), a na kraju ¢emo promotroti rezonantni slu¢aj k = 1.
Prvi korak u pronalaZenju operatora evolucije, izraunati je Hamiltonijan interakcije u slici
interakcije pomocu (20). Stoga moramo odrediti operator U,. Buduéi da za promatrani
Hamiltonijan vrijedi:

[Ho(t), Ho(t')] = 0 (25)

moZemo integrirati jednadzbu (18):

Uo(t) = exp (—% /Ot Ho(t’)dt’) (26a)
E

Up(t) = exp (—iwa*at + i—;sm(ut)ax> (26b)

v
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Operator X iz H; pogodnije je napisati u obliku: X = f(a + a'). Sada moZemo izratunati

operator H; koriste¢i Hadamardovu lemu i komutacijske relacije bozonskih operatora i sigma
matrica:

e*Be ™ = B+ [A, B] + 21' [A,[A, B]] + ... (27a)
[a'a,a] = —a [a'a,a’] = a (27b)
[0i7 O'j] = QiEijkO'k (27C)

Transformirajmo najprije mehanicke stupnjeve slobode Hj:
eiwaTa<a + aT)e—iwaTa _ a’[eiwt + ae—iwt (28)

Transformacijom elektri¢nih stupnjeva slobode dobiva se:

e—i%sin(ut)alo_ P h/ Lsin(vt)oy _
287 inion)) + osin ( 2E2 sin(ot) (29)
aycos | — sin(v ozsin (== sin(v
Stoga Hamiltonijan interakcije u slici interakcije poprima oblik:
Hy = ¢E, ( A®Xo, + fo(t) Po, + f3(t) Xo. + f4(t)13<7z> (30)
gdje su:
f1(t) = cos (h—‘]sm (vt ) sin(vt)cos(kvt) (31a)
v
2F
fa(t) = cos > = sin(vt) ) sin(vt)sin(kvt) (31b)
v
f3(t) = sin (—sm (vt) ) sin(vt)cos(kvt) (31c)
. (2E; | . .
fa(t) = sin Esm(mﬁ) sin(vt)sin(kvt) (31d)

Uz izracunati lfII moguce je odrediti operator UI, no bududi da ﬁII ne komutira u razli¢itim
trenutcima, nije moguce samo integirati izraz (19). Stoga smo primorani koristiti aproksimativne
metode. Koristiti ¢emo aproksimaciju stacionarnih faza (Rotating Wave Approximation, RWA);
zanemariti ¢emo sve oscilatorne (nestacionarne) doprinose Hamiltonijanu. To ¢emo postici
razvijanjem funkcija f;(t) u Fourierov red:

o0

— ao’ + Z anicos(nx) + mesm nx), x=uvt (32)

I zanemarivanjem svih &lanova u razvoj osim konstantnog ag;:

ag; = l _ﬂ fZ(JI)d.f (33)

™

U RWA aproksimaciji H; moZemo napisati u vremenski neovisnom obliku:

ﬁ €E

1= 5 <a01X0y + aOQPUy +apXo. + (104PUZ> (34)
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Odmah se moZe zakljutiti da je ag; = agy = 0 jer su fi(z) i fo(x) neparne funkcije. U slu€aju
neparnog k, §to pokriva i rezonantni slu€aj (k=1), integiranjem izraza (33) dobiva se da je
apz = 0, dok je koeficjent ago jedini razli¢it od nule:

2F 2F
a2 = Jr—1 <h_vJ> — Je1 <h_yJ) (35)
gdje je J,(y) n-ta Besselova funkcija:
1 ™
Jo(y) = ;/ cos(nx — ysin(x))dx (36)
0

Buduéi da H; u RWA aproksimaciji ne ovisi o vremenu, jednadzbu (19) moZemo integrirati te
dobivamo: ) )
Uy =exp <—ieothay> (37)

E 2F 2FE
G () (E)

Sada operator evolucije moZemo primijeniti na poletno stanje sustava. Za po&etno stanje
sustava uzimamo osnovno stanje sustava prije uklju¢ivanja napona; direktni produkt svojstvenog
stanja 0, matrice (sa svojstvenom vrijednosti +1) i osnovnog stanja harmonitkog oscilatora:

1
[¥(t =0)) = 7

gdje smo s |+z) oznadili svojstvena stanja o, koja smo prije oznalavali s |0) odnosno |1).
Prije evoluiranja stanja zamjetimo da je:

pri ¢emu je:

(I+2) +[=2)) ®0) (39)

exp (—u‘(ﬁ) 10) = | X) (40)
operator prostorne translacije. Dobiveno stanje, | X (t)), koherentno je stanje s <X'> = X(t).
Stoga za valnu funkciju u slici interakcije dobivamo:

90 =

1—1

— |—Y) Q| —aet 41
7 I @ o) (1)
|£y) su svojstvena stanja operatora o,. Dobiveno stanje isprepleteno je stanje qubitnih stanja i
koherentnih stanja koja se 3ire u suprotnim smjerovima (shematski prikaz na Slici 1). U Schrodin-

gerovoj slici valna funkcija ostaje sli¢nog oblika kao (41). Koherentna stanja evoluirati ¢e u oblik
le™ ™ (+aet)) (tj. kruZit ée u faznom prostoru po putanji klasi¢nog harmonitkog oscilatora),

|[+y) @ |et) +

dok e qubitna stanja evoluirati pod utjecajem operatora o,: |+y(t)) = el st |£y).
No, mi bismo htjeli dobiti kona¢no stanje u kojem su qubiti isprepleteni s " cat-stanjima”,
odnosno superpozicijom koherentnih stanja. Kako bismo to postigili, potrebno je osmisliti
protokol za V(t) koji ¢e generirati Zeljena stanja.

3.3 Protokol okretanja napona

Jedna od ideja za dobivanje Zeljenog stanja je da razlika faza prije uklju¢ivanja prednapona

bude razli¢ita od nule: ¢(t = 0) = —¢, te da se u nekom trenutku ¢;, prednaponu promijeni
predznak:
0, t<0
V(t) = Vo, te€]0,t] (42)

_%7 t> tl



10 Formiranje Schrodingerovih " cat-stanja” u nano-elektromehani¢kim sustavima

Koristedi (2b) i (18) dobiva se:

B exp (—iwa'at + LLh(t, do)o,), L€ [0,]
Golt) = { exp (—iwa'at + ’E’ gt t, do)os), t>1 (43)
gdje je h(t, ¢o) = sin(vt — ¢o) + sin(¢o), a g(t,t1, po) = sin(vt — (2vty — ¢g)) + sin(¢o) +
2sin(vt; — ¢p). Stoga Ce se i oblik za H; razlikovati za ova dva perioda. Za predloZeni
protokol takoder ¢emo koristiti RWA aproksimaciju, $to ¢e voditi na isti oblik kao i (34) samo
uz druge koeficjente:

3 E . . . A
H; = —62‘] [(me + b2 P)oy + (bos X + bo4p)‘7z} , te[0,t] (442)
N E . . , :
H = GTJ [(CmX + cpaP)oy + (cos X + CO4P)‘7Z} , t>h (44b)

Stoga, moramo evoluirati sustav najprije do trenutka ¢; s Hamiltonijanom (44a), a nakon
njega s Hamiltonijanom (44b). Kako bismo dobili Zeljeni rezultat, do trenutka ¢; trebamo
dobiti stanja u kojem su 'suprotna’ koherentna stanja vezana na svojstvena stanja jedne od
sigma matrica (kao u primjeru konstantnog napona), primjerice na o; $to bi zahtjevalo da su
koeficjenti bg; = bga = 0. Nakon okretanja napona, htjeli bismo da se 'suprotna’ koherentna
stanja razdvoje na dva nova koherentna stanja koja su sada vezana na svojstvena stanja
operatora o,; to bi zahtjevalo da je co3 = cos = 0. lzrazi za navedene koeficjente ne mogu se
napisati u zatvorenoj formi; u Dodatku 1 nalaze se eksplicitno napisani izrazi. |z njih slijedi da
je traZeni protokol moguée ostvariti uz:

Asin(¢o) = (2K + 1)%, Kez (45a)
, 2K + 1Y sin(¢p)
t, = M — M eZ 45b
vty arcszn( 5 >2K+1+¢0’ € (45b)
gdje smo definirali A = % Budu¢i da se v moze kontrolirati (preko iznosa V4), a time i

A, moZemo ispuniti uvjet (45a). Trenutak okretanja napona u eksperimentu bilo bi tesko
egzaktno pogoditi, no u principu moZemo izabrati trenutak okretanja napona ¢; da zadovoljava
uvjet (45b). Pogledajmo evoluciju sustava uz ovako odabrane parametre. Do trenutka ¢y,
sustav evoluira pod utjecajem operatora:

- E st - N
Ul(tl) = exp (—z‘e 2}2 ! (bos X + bos P) Uz) (46)

Prije nego evoluiramo pocetno stanje sustava, definirajmo operator pomaka u mehani¢kom
potprostoru:

D(@)]0) = |a), aeC (47a)
D(a) = ¢~ (47b)
D(a) = ¢/(PX-XP) (47¢)
o= (X+iP) (47d)
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gdje je |a) koherentno stanje ((a|a) = a|a) ). Najprije definirajmo:

pl (tl) = 62;;1 bog (483)

Xi(h) = —EEQ;;%M (48b)
1 -

() = 5 (%i(t) +iPi(1) (48c)

Djelovanjem operatora (46) na pocetno stanje (39) dobiva se:

- 1 . L .
\w<t1>>=ﬁ|+z>e—2<Pl<“>X—Xl<“>P|0> ) lPEX=XP) 10y (49)

|—2
\/_

U dobivenom izrazu prepoznajemo operator pomaka u mehani¢kom potprostoru (47c) pa
stoga dobivamo:

[(t1)) = % [+2) [—aa (1)) + \/— |=2) | (t1)) (50)

Nakon trenutka ¢;, sustav evoluira pod utjecajem operatora:

~ . AGEJ(t_tl)
UI(t)—e:Ep( i 5T

Koristedi istu strategiju kao i kod operatora evolucije do trenutka ¢, definirajuéi iy za operator
pomaka D(aw) te koristedi relaciju:

(CmX + 602]5) 0'y> (51)

D(O[Q) |O!1> = z Im(azaf) |Oél + OZQ> (52)

za stanje u trenutku ¢ > t; dobiva se:

(t)) = % [4+y) (Bt t1) [—ai(tr) — calt — 1)) —iB7 (¢, t1) [ar(t1) — aa(t —t1)) )

+ % |—y) (B7(t,t1) |—ou(t) + ot — t1)) +iB(t, t1) |ar(t1) + aa(t —t1)))

(53)

pri emu smo definirali 5(t,t;) = e™(@291) Za evoluciju stanja u Schrddingerovoj slici
dobili bismo ekvivalentan rezultat kao u slu¢aju konstantnog napona. Dobiveno stanje je
ono $to smo traZili: isprepleteno stanje qubitnog stanja sa superpozicijom koherentnih stanja
("cat-stanjima"). Preostaje nam jo$ okarakterizirati dobiveno stanje entropijom kvantne
isprepletenosti.

4 Entropija kvantne isprepletenosti

Kako bismo izracunali entropiju kvantne isprepletenosti

S(t) = Tr [ pg()In(pg(t)) ] = Tr [ pm () In(pm (1)) ] (54)

potrebno je najprije izratunati matricu gustoce p(t) te reduciranu matricu gustoce p, = Tr,,(p),
ili prm, = Try(p). Trm/q predstavlja uzimanje traga po mehani¢kim odnosno qubitnim stupnje-
vima slobode, a p,/., predstavlja reduciranu matricu gustoce qubitnog odnosno mehanitkog

dijela sustava. Koriste¢i definiciju matrice gustoce p = [(t)) (4)(t)| dobiva se:
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p(t) = %( [+9) [0) (i Y+ + [+9) [o1) (-] (=]

(55)
+ [=y) [0=) (i (+yl + [=y) [¥-) (-] (=y])
pri ¢emu smo definirali:

1 s

|thy) = 7 (Bl-a1—az) —if" a1 — az)) (56a)
1 . )

[Y_) = %(5 |—ay + ag) +if |on + ag) ) (56b)
(56¢)

Entropiju je jednostavnije izraunati preko qubitne reducirane matrice p,. Stoga napravimo
parcijalni trag matrice gustoée po mehani¢kim stupnjevima slobode:

2 pqg = |+y) (Fyl Te(lg) @il + [+y) (—yl Tr(l4) (-])

=g (gl Te(fo) (s ) + =) (] el () 57)

Sto vodi na izraz:

pri cemu je 7(t) = (Y- (1) |¢4(1)):

e2len () t€[0,t]
n(t) = Zszn( 4/8(t) )e—2|a2(t_t1)|2 B % (6_2‘a1(t1)+a2(t—t1)|2 + 6—2‘a2(t—t1)_al(t1)|2> , t > tl
(59)

Entropija ne ovisi o bazi u kojoj ju ratunamo, stoga ¢emo dijagonalizirati matricu (58).
Dijagonalizacijom se dobivaju svojstvene vrijednosti:

A= (1) (60)

Uvrstavajuci dobivenu vrijednost u izraz (54) dobiva se:

S(t) =1In2— %ln( 1—|nt)]*) — %ln (%) (61)

Na Slici 5 grafi¢ki je prikazana entropija sprezanja za razli¢ite protokole. Vidljivo je da u
slu¢aju konstantnog napona, entropija monotono raste od nule (entropija &istog stanja) do
maksimalne vrijednosti In 2. Za protokol s okretanjem smjera napona, ovisno o parametrima K
i M iz uvjeta (45a), (45b), entropija raste, no u trenutku okretanja napona javlja se znaajka
koja prekida njezin monotoni rast da bi kasnije opet monotona rasla do maksimalne vrijednosti
In 2.
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Slika 5. Entropija isprepletenosti: Na grafu je prikazana entropija kvantne isprepletenosti
za razli¢ite izbore parametara K,M koji osiguravaju ispunjenje uvjeta (45a), (45b). Crtkanom
linijom prikazana je entropija za protokole u kojima se ne okrece smjer napona

5 Zakljucak

U ovom seminaru prikazano je kako u nanoelektromehani¢kom sustavu, u kojem supravodljiva

kvantna tocka titra harmonicki izmedu dva supravodljiva kontakta spojena na izvor napona
V, koherentnim tuneliranjem Cooperovih parova sa kontaktnih supravodi¢a na kvantnu to¢ku
dolazi do ispreplitanja elektri¢nih i mehanic¢kih stupnjeva slobode kvantne tocke. U prvom dijelu
seminara izveden je Hamiltonijan ovog sustava te je pokazano kako se posebnim odabirom
napona vrata, koja stvaraju elektri¢ni potencijal na poziciji kvantne totke, moZe postiéi da se
elektri¢ni stupnjevi slobode pona3aju kao dvorazinski kvantni sustav, tj. kao qubit. U sredidnjem
je dijelu pokazano kako evolucija ovakvog sustava, iz osnovnog produktnog stanja (produkt
osnovnog stanja harmonitkog oscilatora i osnovnog stanja elektri¢nog dijela hamiltonijana), uz
konstantni napon izmedu kontaktnih supravodi¢a vodi na pojavu isprepletenog stanja qubitnih
stupnjeva slobode s mehani¢kim koherentnim stanjima. U nastavku je ispitan protokol u kojem
je faza supravodiéa prije uklju¢ivanja napona razli¢ita od nule te se u nekom trenutku t;
okrene predznak napona V. Pokazano je da za posebne odabire vrijednosti napona V' i trenutka
t1, dolazi do formiranja isprepletenog stanja qubitnih stupnjeva slobode sa superpozicijom
koherentnih stanja (" cat-stanjima"). Naposljetku je izralunata entropija sprezanja za dobivena
stanja u ovisnosti o vremenu za razli¢ite vanjske parametre sustava.
Bududi da su koherentna stanja robusna na vanjske perturbacije, dobivena " cat-stanja” mogla
bi imati potencijalnu primjenu u kvantnoj komunikaciji ukoliko bi se u njih uspjela kodirati
kvantna informacija. Nadalje, ostaje prostor za osmisljavanje boljeg protokola manipulacije
napona V za stvaranje "cat-stanja” u navedenom elektromehani¢kom sustavu koji bi bio
eksperimentalno lakse izvediv; u navedenom protokolu problem je okretanja napona u to¢nom
trenutku ¢;. Takoder, trebalo bi odrediti osjetljivost ovako izvedenog rezultata na odstupanje od
rezonantnog uvjeta Josephsonove i mehanicke frekvencije te na tranzijentni process okretanja
perioda.
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A Dodatak 1 - koeficjenti u razvoju

Koeficjenti u Hamiltonijanu (44a) su:

bor = cos( ¢g ) cos (Asin(po)) I1(Po) — sin( ¢g ) cos (Asin(po)) I2(¢po)
boz = cos( @y ) cos (Asin(¢o)) I3(¢o) — sin( o ) cos (Asin(¢o)) L4(¢o)
bos = cos( ¢g ) sin (Asin(pg)) 11(¢o) — sin( ¢o ) sin (Asin(pg)) I2(po)
bos = cos( ¢g ) sin (Asin(po)) I3(¢o) — sin( ¢o ) sin (Asin(po)) L4(¢o)
pri ¢emu su:
Li(¢po) = %/OW cos(lx)sin(z)sin (Asin(x)cos(py)) sin (Acos(x)sin(pg))dx
Ly(¢po) = %/OW cos(lx)cos(x)cos (Asin(x)cos(¢g)) cos (Acos(z)sin(pg))dz
I3(¢po) = %/Oﬂ sin(lx)sin(x)cos (Asin(x)cos(pg)) cos (Acos(x)sin(¢g))dx
Ii(¢o) = %/OW sin(lz)cos(z)sin (Asin(x)sin(pg)) cos (Acos(x)sin(¢y))dx

(63a)
(63b)
(63c)

(63d)

Izrazi za cy; dobivaju se zamjenom cos(¢g) s cos(vt; — ¢p) (isto vrijedi i za sinus), zamjenom
cos(Asingg) s cos( A(2 sin(vty — ¢o) + sin(¢o)) (isto vrijedi za sinus) te zamjenom 1;(¢o)
s I;(vt; — ¢p). 1z navedenih izraza vrlo jednostavno slijede uvjeti za Zeljeni protokol (45a) i

(45b).
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