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Glavni cilj ovog rada jest prosiriti prvi zakon termodinamike crnih rupa na fazni prostor koji,
uz standardne termodinamicke varijable, uklju¢uje i kozmologku konstantu A. To naravno znaci
da ¢emo standardnu analizu u asimptotski ravnom prostoru zamijeniti analizom u prostoru s
nei§¢ezavajucom kozmoloskom konstantom. Konkretno, fokusirat ¢emo se na Anti-de Sitter (tzv.
AdS) prostor, s naglaskom na stati¢no rjesenje. Nas izvod se izrazito oslanja na izvod dan u élanku
Davida Kastora, Sourye Ray i Jennie Traschen , rekapituliranog u Dodatku A ¢lanka Davida Ku-

bizidka, Roberta B. Manna i Mae Teo”.

I. UVOD

Stephen Hawking 1970-ih formulirao je koncept apso-
lutnog horizonta crne rupe i dokazao da se povrsine ap-
solutnih horizonata uvijek poveéavajul?. Takav je za-
kon, kao $to je primijetio Bekenstein, vrlo slican dru-
gom zakonu termodinamike - teorem o povrsini postaje
drugi zakon termodinamike ako se izraz ”povrSina ho-
rizonta” samo zamijeni ”entropijom” . Voden tom
idejom, Bekenstein je izracunao proporcionalnost entro-
pije crne rupe i povrSine horizonta crne rupe uspostav-
ljajuéi pojam takozvane karakteristicne temperature, ali
napominjuéi: ’...we emphasize that one should not re-
gard Ty as the temperature of the black hole; such an
identification lead to all sorts of paradoxes, and is thus
not useful.’® Da pojam Try zapravo nije paradoksalan,
postalo je jasno kada je Hawking dokazao da crne rupe
zrace spektrom crnog tijela, kao da zapravo imaju tempe-
raturu proporcionalnu povrsinskoj gravitaciji . Time
je termodinamika crnih rupa pocela dobivati svoj smi-
sao, a konacno je formirana radom Bardeena, Cartera i
Hawkinga?! u kojem je pokazan i prvi zakon termodina-
mike crnih rupa, uspostavljajuéi posljednju identifikaciju,
onu izmedu mase crne rupe i pojma unutarnje energije
. Tako ¢emo u ovom radu pozornost usmjeriti samo na
prvi zakon, ovdje navodimo sva ¢etiri zakona radi potpu-
nosti:

0. Povursinska gravitacija k konstantna je ma horizontu
dogadaja stacionarne crne rupe.

Iz toga slijedi identifikacija povrsinske gravitacije s tem-
peraturom zracenja crne rupe. Moze se pokazatiz! da je
tocna relacija:

h
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1. Za crnu rupu mase M
K
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gdje je Kk povrsinska gravitacija. Kao §to smo rekli,
povrsinsku gravitaciju treba identificirati s temperatu-

*

vbrzic@dominis.phy.hr

rom zracenja crne rupe (k — T), dok je podrucje ho-
rizonta dogadaja sada povezano s entropijom (A — S)
i masa crne rupe s unutarnjom energijom (M — Ejnt).
Ukoliko crna rupa rotira angularnim momentom .J ili ima
naboj @, pojavljuju se jos dodatni ¢lanovi, redom oblika
QpdJ, gdje je Qg angularna brzina crne rupe, te ®4Q),
pa ukupni zakon glasi:

K

oM =—
8rG

SA+QudJ + 6Q (3)

Dodatni ¢lanovi analogni su ¢lanovima koji ¢ine rad u
prvom zakonu termodinamike.

2. Powrsina horizonta dogadaja A crne rupe nikada se ne
smanjuje.

Ovo je Hawkingov teorem o povrsinit?:

SA>0 (4)

3. Povrsinsku gravitaciju k nije moguce reducirati na
nulu u konaénom broju koraka.

Unatrag proteklih nekoliko godina, termodinamicke
analize crnih rupa ukljucile su i kozmolosku konstantu
A kao termodinamicku varijablu i1 uspostavile tzv.
“kemiju crnih rupa”. A kao termodinamicka varijabla
postaje ekvivalentna tlaku (A — p), zbog Cega masa
crne rupe viSe nije ekvivalentna unutarnjoj energiji,
ve¢ ekvivalentna entalpiji (M — H). Prirodno se
namecée pitanje interpretacije tlaku konjugirane va-
rijable - termodinamickog volumena. Pokazat ¢emo
da se, u sklopu analize stati¢nog rjeSenja AdS pros-
torvremena, termodinamic¢ki volumen moze (do na
negativan predznak) interpretirati kao volumen koji
zauzima crna rupa. Kemija crnih rupa pokazala je da
crne rupe prate fazne prijelaze kakve pronalazimo u
nekim uobicajenim materijalima. Nadalje, pronadena
je i trojna tocka crnih rupa, analogna trojnoj tocki
vode. Crne rupe su shvacene i kao toplinski strojevi a
pronadena je i paralela s Van der Waalsovim tekué¢inama.
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II. KOZMOLOSKA KONSTANTA

Einsten je 1915. godine publicirao jednadzbe opce te-
orije relativnosti u obliku:

1
Gap = Rap — §Rgab = 8mlyy (5)

uspostavljajuci vezu izmedu zakrivljenosti i distribucije
mase u svemiru. Glavna ideja koja dovodi do Einste-
inove jednadzbe jest princip opée kovarijantnosti, koji
namece restrikciju da jednadzbe trebaju biti invarijantne
s obzirom na koordinatne transformacije. Princip kova-
rijantnosti nedinamicka je simetrija akcije opce teorije
relativnosti. Upravo na tom principu Hilbert je uspio
"pogoditi” akciju i izvesti jednadzbe (91f) varijacijskim
postupkom. Kao §to smo spomenuli u (VIIL.1), dio koji
je trebalo "pogoditi” jest dio koji opisuje gravitacijsko
polje, konkretno Hilbertov ¢lan u akciji:

Seald) = 5= [ Av=ad's ()

Naime, zelimo 1i doéi do diferencijalnih jednadzbi dru-
gog reda, najprije bi za ocekivati bilo da lagranzeva
gustoéa ovisi o nultoj i prvoj derivaciji polja £ =
L(¢P(x),0,¢(x)). U oploj teoriji relativnosti, polje je
metricki tenzor g, i valja primjetiti da nikakva kombi-
nacija nulte i prve derivacije nece dati tenzorsku veli¢inu.
Kako bismo ispunili zahtjev kovarijantnosti, potrebno je
u gustocu lagranzijana uvesti i ovisnost o drugoj deriva-
ciji metrike £(g%(z), 9.9**(x), 0.049**()). Ukoliko zah-
tjevamo da je ta ovisnost linearna u drugoj derivaciji,
moze se pokazati:

Teorem?d Ne postoji difeomorfno invarijantna akcija
drugog reda za Lorentzovu metriku koja daje Euler-
Lagrangeove jednadzbe drugog reda, osim

S= /A(R— A)dv

Ovdje je A proizvoljna konstanta koja ne utjece na di-
namicke jednadzbe.

Tu se pokazuje sloboda modificiranja jednadzbe na
nac¢in da imamo dodatan ¢lan:

Gab + Agab = 8Ty (7)

gdje je A = konst. Einsteinove jednadzbe ()
predvidaju dinamicki, nestatican svemir, zbog ¢ega Eins-
tein 1917. godine dodaje A ¢lan kako bi dobio jednadzbe
za staticki svemir, u skladu s tadasnjim kozmoloskim
saznanjima2,
S obzirom na svojstvo metricke kompatibilnosti:

vcgab =0 (8)

dodavanje ¢lana s konstantnom veli¢inom A, ne remeti
zakon oCuvanja energije-impulsa:

VTP =0 (9)

§to je bio jedan od bitnih zahtjeva prilikom izvoda jed-
nadzbi. Medutim, ono $to mijenja jest ¢injenicu da za
T = 0 vise ne dobivamo ravan Minkowski svemir (dan
s Gap = 0). Primjetimo, Einsteinov tenzor sada mozemo
zapisati u obliku:

Gap = 87 |Tup + T3 (10)

gdje smo uveli tenzor energije-impulsa asociran s koz-
moloskom konstantom,

vacy _ A
T, = — g, Jab (11)
tj. gustoda energije koju A pridaje vakuumu:

(vac) _ p(vac) _ A 12
€ 00 3. (12)

To povlaci interpretaciju kozmoloske konstante kao
veli¢ine proporcionalne energiji vakuuma koja doprinosi
zakrivljenosti svemira. Iz perspektive teorije polja, ener-
gija vakuuma zapravo bi trebala biti energija osnovnog
stanja svih polja, tj. energija kvantnih fluktuacija va-
kuuma E = %" (zero point energy). Medutim, slo-
bodno kvantno polje ima beskonacno takvih doprinosa,
stoga bi A trebala divergirati. Divergencija se obi¢no
odreze na nekoj energiji, ali i u tom slucaju rezultat daje
gustoéu energije vakuuma reda veli¢éine A ~ ﬁ ~
10°m~2. Kozmoloska mjerenja pak ukazuju na malu,
neisc¢ezavajuéu pozitivnu vrijednost

A ~107%%m 2 (13)

§to daje 120 redova velicine drukéiji rezultat®”.
Promotrimo li kozmolosku jednadzbu fluida:

é+3g(e+P):O (14)
s obzirom da je A= konst. slijedi da je jednadzba stanja:
P=—¢ (15)

Valja primjetiti da mali iznos A trebamo imati i uko-
liko Zelimo ispravno rekreirati Newtonov limes, citiramo
Misner et al. (1973) The systems of lowest density to
which one applies Newtonian theory with some (though
not great) success are small clusters of galaxies. Hence,
one can place the limit

g/cm?

~ 10—53 m—2

Al
(VAC)‘ _ L < p(CLUSTER) _, 1(—29
"’ gr =" (16)

on the value of the cosmological constant.”23 u skladu s

).



III. DE SITTER I ANTI DE SITTER

PROSTORVIJEME

Kozmolosko nacelo nalaze da je svemir, na dovoljno

velikoj skali, homogen i izotropan, sto implicira, redom;
invarijantnost metrike na translacije te invarijantnost na
metrike rotacije. To pak podrazumijeva maksimalan broj
Killingovih vektora 3D prostorne metrike. Prostori s
maksimalnim brojem Killingovih vektora zovu se maksi-
malno simetriéni prostori. Kada bi svemir bio statican,
prostorvrijeme bi bila maksimalno simetri¢cna mnogos-
trukost medutim, kozmoloska nacela ukazuju da se sve-
mir ubrzano §iri, zbog toga nemamo globalnu vremensku
simetriju. Formalno svemir shvac¢amo kao R x X, gdje
je ¥ maksimalno simetrican prostor. lako svemir, zbog
vremenske koordinate, nije maksimalno simetrican, raz-
matrat ¢emo maksimalno simetri¢ne 4D prostore kao os-
novno stanje.
Jedina tri maksimalno simetri¢na prostora su Minkow-
ski, de Sitter i anti de Sitter prostor. Posljednja
dva predstavljaju vakuumska rjeSenja jednadzbe S
neicezavajucom kozmoloskom konstantom:

Gab + Agab =0 (17)

Opéenito svojstvo maksimalno simetri¢nih prostora jest
da Riccijev tenzor poprima oblik:

Ry = 6 (Gpudov — Gpv9ou)
gdje k predstavlja normalizaciju Riccijeve zakrivljenosti

B R
e n(n—1)
R je Riccijev skalar, konstantan na mnogostrukosti.

de Sitter prostor (dS)
De Sitter prostor je maksimalno simetrican prostor s
konstantnom pozitivnom zakrivljenosti (k > 0). Pros-
tor mozemo konstruirati smjestanjem 4D hiperboloida u
5D Minkowski prostor s metrikom ds? = —du? + dv? +
dz? + dy? + dz2, §to nam daje

—u? + 2% +y? + 22 +w? =a?

na kojem definiramo koordinate

{t,x,0, 0} s:

u = asinh(t/a)

w = acosh(t/a) cos x

x = «cosh(t/a) sin y cos 6

y = accosh(t/a) sin y sin 6 cos ¢
z = acosh(t/a) sin x sin 6 sin ¢

hiperboli¢ne

Metrika na hiperboloidu tada poprima oblik:

ds* = —dt*+a® cosh?(t/a) [dx? + sin® x (d6? + sin® 0d¢?)]
(18)

Izraz u oblim zagradama predstavlja metriku 2D sfere
d)3, a izraz u uglatim zagradama metriku 3D sfere dQ3.
Topologija de Sitter prostora je R x S3. Konformalni di-
jagram, dan na Slici[[Tl} mozemo konstruirati ostvarujuéi
vezu s Einsteinovim statiénim svemirom. Napravimo li
koordinatnu transformaciju ¢t — ¢/

cosh(t/a) =

cos (') (19)

dobivamo metriku

2
o 2

ds® = ———
s cos? ()

(20)

gdje d5? predstavlja metriku na Einsteinovom statiénom
svemiru,
ds® = — (dt")* + dx? + sin® xdQ22 (21)
Einsteinov statiéni svemir prostor je R x S? topologije,
opisujuéi 3D sferu konstantnog radijusa u vremenu. Iz
jednadzbe vidimo da ono §to su svjetlosni geode-
zici u metrici, takoder su svjetlosni geodezici u ,
stoga, u razmatranju kauzalne strukture mozemo anali-
zirati direktno Einsteinovu stati¢nu metriku koja je jed-
nostavnija. Konformalni dijagrami zapravo su reprezen-
tacija Einsteinovog statickog svemira u kojem je kauzalna
struktura zadana kauzalnom strukturom prostora od in-
teresa, vezom oblika . Raspon vremenske koordinate
sada je
—m/2<t <7/2 (22)
kao sto je vidljivo na dijagramu. Poanta konformalnih
dijagrama upravo je uciniti interval kompaktnim, kako

m
t=—3
2

Slika 1.  Presjeci t'=konst. prostornog tipa predstavljaju
3D sferu. Tocke na isprekidanoj liniji predstavljaju pripadne
tocke sjevernog i juznog pola. Tocke u unutrasnjojsti dija-
grama su 2D sfere. Dijagonalne linije predstavljaju zrake
svjetlosnog tipa, pod kutem od 45°. PovrSine oznacene s
I+ predstavljaju beskona¢nu buduénost/proslost svjetlosnog
tipa (asimptotska stanja radijalnih svjetlosnih geodezika, tj.
stanja iz kojih poniru/izviru geodezici svjetlosnog tipa), dok
it predstavljaju beskona¢nu buduénost /proslost vremenskog
tipa (limes ¢’ — )
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Slika 2. Klasi¢ni promatra¢ na juznom polu nikada
neée modi opaziti dogadaje izvan O~ podrucja, niti ¢e modi
slati signal izvan OF podrugja. OF predstavlja kauzalnu
buduénost/proslost promatraca na juznom polu 24

bi kauzalna struktura bila jasno vidljiva.
Posebnost de Sitter prostora je u tome §to jedan proma-
tra¢ nema pristup ¢itavom prostoru kao sto je to vidljivo
na Slici [[II] Za razliku od toga, u Minkowski prostoru,
promatra¢ vremenskog tipa u jednom ée trenutku (na i
) imati proslost cijelog svemira u svom proslom vremen-
skom stoscu. De Sitter prostor-vrijeme predstavlja sve-
mir zatvorenog tipa, stoga postoji kozmoloski horizont.
Anti de Sitter prostor-vrijeme (AdS)
Anti de Sitter prostor je maksimalno simetri¢an prostor
s konstantnom pozitivnom zakrivljenosti (x < 0). Po-
novno razmatramo smjestanje hiperboloida u 5D ravan
prostor, ovaj puta ds? = —du? — dv? + dz? + dy? + dz2.
To nam daje

—u? =P+ 2? +y? 4 2% = —a?

Sada uvodimo koordinate {t', p, 0, ¢} dane s

u = asin (t') cosh(p)

v = accos (') cosh(p)

x = asinh(p) cos

y = asinh(p) sin 6 cos ¢
z = asinh(p) sin fsin ¢

¢ime dobivamo metriku na hiperboloidu:
ds* = a® (— cosh®(p)dt* + dp? + sinh?(p)dQ3)

Ove koordinate imaju svojstvo da je ¢’ periodi¢an s peri-
odom 27 $to bi nam dalo zatvorene krivulje vremenskog
tipa; medutim, to je svojstvo samo artefakt odabira ko-
ordinata i mozemo ga eliminirati razmatranjem prostora
koji je pokriva¢ nase mnogostrukosti gdje ¢’ ima raspon
[—00, 0] 1 zapravo taj prostor onda uzimamo kao defini-
ciju anti de Sitter prostora.

Konformalni dijagram dan je na Slici Konstruiramo
ga koordinatnim transformacijama:

1

cosh(p) = cos x

$to daje vezu s Einsteinovim stati¢nim svemirom

2
o 2

ds

ds® = 5
cos? x

Slika 3. Presjek t'=konst. prostornog tipa topologki pred-
stavlja 3D hemisferu tj. R® prostor. Tocke u unutrasnjosti
predstavljaju 2D sfere, osim to¢aka na isprekidanoj liniji koje
predstavljaju tocke u prostornom ishodistu. Na x = 7 imamo
hiperplohu vremenskog tipa koja predstavlja beskonac¢nost.

Sada se umjesto vremenske t' koordinate, prostorna x
koordinata pojavljuje u konformalnom faktoru i njen in-
terval je postao kompaktan:

0<x<m/2 (23)

Anti de Sitter prostor je konformalno povezan s polovi-
com Einsteinovog svemira, stoga ima topologiju R* pros-
tora. Posebnost anti de Sitter prostora jest u tome §to u
beskonacnosti ima (x = %) hiperplohu vremenskog tipa.

IV. SMARROVA FORMULA

U ovom poglavlju fokusirat ¢emo se na AdS crne
rupe, tj. rjesenje (17) za A < 0 te razmotriti kako
kozmoloska konstanta utjeCe na fazni prostor termodi-
namike crnih rupa. Razlog razmatranja AdS rjeSenja
umjesto de Sitter rjeSenja jest Cinjenica da de Sitter
prostorvrijeme ima kozmoloski horizont koji uvodi neke
dodatne komplikacije, ali i ¢injenica da se sve visSe
istrazuje tzv. AdS/CFT korepodencija; autori® navode
kako se metodologija odnosi i na de Sitter crne rupe, sto
¢emo dodatno komentirati u zakljucku. Razmatramo
rjeSenje Einsteinovih jednadzbi u D prostornovremen-
skim dimenzijama koje opisuje crnu rupu s Killingovim
vektorskim poljem.

Da bi se geometrijske konstrukcije prosirile na slucaj
neiséezavajuée kozmoloske konstante, pokazalo s 15
kljuéno je uvesti veli¢inu w® koja predstavlja Killingov



potencijal:
fb = Vawab (24)

gdje € je Killingov vektor. Bitno je uociti kako Kil-
lingov potencijal nije jedinstven, ve¢ definiran do na
clan iscezavajuce divergencije. Naime, ukoliko je wgp
rjeSenje jednadzbe , tada je 1 wl, = wap + Agp ukoliko
VA% = 0. Tenzor Agp je, kao i wgp, antisimetrican.

Kao i u poglavlju [VIL.6] do Smarrove formule moze se
doéi preko Komarovih relacija, konkretno, krenut ¢emo
od relacije koju éemo modificirati dodavanjem koz-
mologke konstante:

D -2 2 ab | _
s ) = hAw >_0 (25)

pri éemu smo koristili isti postupak kao u samo
ovoga puta doprinost kozmoloske konstante daje dopri-
nos Riccijevom tenzoru:

dS.p (V“fb +

2A
Rab = ——=9Gab (26)

D -2

§to generira dodatni ¢lan. 0X sada ée biti dvokompo-
nentna ploha vremenskog tipa koja ¢e sadrzavati povrsine
oko horizonta i oko povrsine u beskonacnosti (u
ploha je takoder bila dvokomponentna, ali prostornog
tipa).

Dvije su bitne napomene koje predstavljaju glavnu
razliku u izvodu s obzirom na izvod za asimptotski ravan
prostor: prvo, integrali preko horizonta i beskonacnosti
povezani su medusobno moguénoséu dodavanja zatvo-
renog, ali neegzaktnog c¢lana Killingovom potencijalu;
drugo, Killingov vektor i Killingov potencijal u integralu
(25) u beskona¢nosti su divergentni, medutim na takav
nac¢in da se njihove divergencije poniStavaju i daju
konacan rezultat.

Za anti de Sitter prostor u kojem nema crne rupe, 0% je
samo ploha u beskonacnosti, ova dva beskonac¢na dopri-
nosa toc¢no se pokrate da daju totno nulu. U opéenitijem
sluc¢aju, anti de Sitter prostora sa crnom rupom, ova
¢e se dva doprinosa i dalje kratiti u neki konacan rezultat.

IV.1. Argument skaliranja

Izvod Smarrove relacije mozemo napraviti jednostav-
nom dimenzionalnom analizom i koristenjem Eulerovog
teorema. Medutim, sjetimo se, Eulerov teorem pociva na
pretpostavei homogenosti funkcije s obzirom na varijable
ovisnosti. Time uvodimo dodatnu pretpostavku u nas iz-
vod, pretpostavku koja ne pociva na fizikalnoj nuznosti.
Stoga ¢emo u idu¢em odlomku priloziti i alternativni iz-
vod, ogranic¢en nekim fizikalnim pretpostavkama.
Hilbertov ¢lan akcije s neis¢ezavajuc¢om kozmoloskom

konstantom dan je s (vidi [VILIf):
1
S=— [ dPzy/=g(R-2A 27
og [ Cevar- e

Iz ovoga vidimo da je dimenzija kozmoloske konstante
(duljina) ~2. Eulerov teorem za homogene funkcije glasi:

Laz)=a’f(z,y,...,2) (28)

Deriviramo 1i s obzirom na o dobivamo relaciju skalira-
nja:

sf(x,y,...,z)p(?‘i)x+q<g£>y+...+r(g£)z
(29)

Masa M, staticne AdS crne rupe, funkcija je povrsine
horizonta A i kozmoloske konstante A. Dimenzionalnom
analizom zakljuéujemo: M o (P73, 4 < P2 te A oc {72
pa Eulerov teorem daje direktno Smarrovu formulu:

(D—3)M = (D —2) (?j)A—z(%]X)A (30)

Uvrstimo i A = 01 OM/9A = k/87G, iz dobi-
vamo prvi zakon termodinamike crnih rupa za static¢na,
asimptotski ravna rjesenja .

Opéenito, u prisutstvu A # 0, mozemo uociti da varira-
njem dobivamo:

f(@Pz,aly,..

831G oA

Sto znaci da ¢emo OM /IA moéi dobiti prosireni izvod pr-
vog zakona termodinamike crnih rupa s neisc¢ezavajuéom
kozmoloskom konstantom.

AM = - dA + <8M> dA (31)

IV.2. Geometrijski argument

Izvod Smarrove formule mozemo dobiti i bez koristenja
Eulerove formule, tj. oslobadajué¢i se pretpostavke ho-
mogenosti funkcije M. Najprije éemo razmatrati rjesenje
Schwarzschild-AdS metrike, potom generalizirati na
slucaj stati¢nog AdS prostorvremena. Razlog tomu jest
Cinjenica da ¢e asimptotsko ponasanje u AdS statiénom
slucaju koincidirati s Schwarzschild-AdS metrikom.
Schwarzschild-(A)dS metrika dana je s:

dr?

ds? = —f(r)dt* + o) +7r2d0% ,
i (32)
X2
fry=1- =3 — Ar
gdje smo uveli pokrate
M _ 167TGM s
(D—2)
(33)
- (D-1)(D-2)

Vp_g je volumen jedinicne D — 2 sfere. Radit ¢emo
s AdS slucajem Sto znaéi A < 0. Neis¢ezavajuée kom-
ponente VP za staticno Killingovo vektorsko polje 0y
dane su s:

D-3)M

Vet = Vi = ( = Ar (34)



Valja primjetiti kako ¢e ¢lan linearan u r dati diver-
gentni doprinos povrsinskom integralu u beskona¢nosti
u relaciji . Iskoristit ¢emo ¢injenicu da Killingov
potencijal nije jedinstveno definiran; definiramo jedno-
parametarsku familiju Killingovih potencijala:

D-1)

+ar, (%)D*2 (35)

gdje a je bezdimenzionalna konstanta a rj je radijus ho-
rizonta. Linearni ¢lan u r daje drugi divergentni doprinos
povrsinskom integralu u relaciji .

Integral ima dva doprinosa, tj. povrs§ina ¥ je dvo-
komponentna i sastoji se od integrala po horizontu = I, i
integrala po povrsini u beskona¢nosti = I, (kao §to smo
diskutirali u poglavlju . Integral u beskonac¢nosti
daje:

 2AVp_,

(36)

dok je integral po horizontu:

Ih= (D 2y 2AVD— ( Tf?_l) +a> (37)

stG  8rG \(D—1

Iskoristimo li Komarovu formulu I, — I;, = 0 dobivamo
Smarrovu formulu:

K (C)
(D-3)M = (D - 2)%14 — QRA (38)
gdje
Vp_orP—1
o- Ml

Opcéenitije razmatranje

Sada éemo pretpostaviti asimptotski AdS prostorvri-
jeme i iS¢ezavajuéi angularni moment. Asimptotski ra-
zvoj metrike u tom slucaju poprima oblik:

ds? ~ gy dt* + gy dr® + Hr? dQ%_Q

_ ct _ 1 Cr
git = —fo + D3 Grr = To (1 - /~\1"D1> (40)
co

H=1+K 5"

gdje fo=1-— Ar2. Za inverznu metriku imamo:

gt = £t (71 Jrct/]\qu)

Tr o __ fo - CT‘
rD—3

(41)

Za rjesenja Einsteinovih jednadzbis A < 0, is¢ezavajudeg
angularnog momenta, imamo asimptotska rjesenja jed-
naka Schwarzschild-AdS. Stoga konstante u zadovo-
ljavaju:

¢, =c, =M and ¢y =0 (42)

Za velik radius sfere imamo razvoj:
, < D-3) -
daryn,. (Vb§°) ~dQp_s (ATD_l — (2>M> (43)

Asimptotsko ponasanje Killingovog potencijala isto je
kao u Schwarzschild-AdS sluc¢aju, tj. dano relacijom ,
medutim, dodat ¢emo ¢lan renormalizacije koji ¢e nam
osigurati da se divergencije pokrate, sukladno prethodnoj
diskusiji. Naime, Killingov potencijal za AdS prostorvri-
jeme bez crne rupe, oznacen s WZ%S , ima neiScezavajuce
komponente:

T T r
Whas = ~Wids = m (44)

Kako bismo dobili asimtotski oblik poput , ali takav
da osigurava konacan rezultat Komarovog integrala, uvo-
dimo renormalizaciju Killingovog potencijala w“bfw/‘f\lfis .
Na taj nacin dobivamo:

2A ~
daryn, (D—QWbc> ~—dQp_o (ATD_1>

2A be be

+ daryn. (D—Q [w — wAdS]

(45)

Kombinirajuéi s doprinosom od divergencije Killingovog
vektora (43]), dobivamo isti I, kao u Schwarzschild-AdS
36)

slucaju (36]). Integral po horizontu daje:
KA
In=—(D—-2)—; dSgpw 46
n=—( )sa o, S (46)

Iskoristimo li Komarovu formulu I, — I, = 0, ponovno
dobivamo Smarrovu formulu . Sada je © dan s:

0=- [/ dSab (wab — W?&ZS) - / dsabwab:|
O 0o (22378
(47)

Primjetimo da je © jednak razlici integrala renormalizira-
nog Killingovog potencijala u beskonacnosti i Killingovog
potencijala na horizontu, do na globalni minus.

V. PRVI ZAKON TERMODINAMIKE U
PRISUTSTVU KOZMOLOSKE KONSTANTE

Kao i u odjeljku razmatrat éemo familiju ploha
prostornog tipa, oznacenih sa 3. Vektorsko polje je-
dini¢nih normala vremenskog tipa oznacit ¢emo s n,
(ngn® = —1). Neka je gq» metrika 4D prostorvremena,
te hgp inducirana metrika na povrsini X:

Gab = hab — NgNyp (48)

Ortogonalnost nam daje hgpn® = 0. Radimo folijaciju
prostorvremena familijom hiperploha . Za vremensku
funkciju éemo uzeti Killingov vektor £%, tj. razmatrat
¢emo evoluciju sustava duz vektorskog polja:

£ = Nn® + N° (49)



gdje N = —&%n, predstavlja lapse funkciju a N¢ shift
funkciju, analogno relaciji . Razlog koristenja evo-
lucije duz Killingovog vektora bit ¢e spomenut nize u
tekstu. Nadalje, razmatramo dvokomponentni 3, ta-
kav da ima unutarnju plohu na horizontu, a vanjsku
u beskonac¢nosti, sukladno diskusiji u prethodnim od-
lomcima. U odlomku [VIT4] izveli smo gravitacijski ha-
miltonijan ; ovdje ga ponovno navodimo u obliku
H=NH+ N*H, gdje

Hy = —2Gqen®hi = —2D, (|h|—é7rab)
(50)

pri ¢emu smo uveli oznaku D, za kovarijantnu derivaciju
s obzirom na hgp. Iskoristimo li relaciju (11)) dobivamo:

H=-2\ H,=0 (51)

Sada ¢emo razmotriti perturbaciju rjeSenja Einste-
inove jednadzbe s kozmoloskom konstantnom Ay i Kil-

(0) ab

lingovim vektorom &£®. Neka su s’ i o) neperturbi-

rana rjeSenja. Evolucija duz Killingovog sada implicira

—7%?5’) =0, ég%) = 0. Uvodimo perturbaciju 3D prostorne

metrike, momenta i kozmoloske konstante:

Sab = 8((1(1);) + hap
,Nab _ szé)) + pab (52)
A - A(O) + 6A
Uvrstimo 1i ovo u hamiltonove jednadzbe , dobi-
vamo operator derivacije na hiperplohi ¥ oblika:
D,B*=N6H + N*$H, = —2NJjA
D, (B“ — 25Awabnb) =0
Pri ¢emu smo iskoristili: N = —n,* = —D,. (n,w).

Ovo sada prepoznajemo kao oblik Gaussovog zakona;
podsjetnik, Gaussov zakon dan je s:

/ Vo A%/ —gdts = 7{ Avdy,, (54)
14 ov
Slijedi:
/ dac (B® — 2wng6A) =0 (55)
ox

Integraciju radimo po dvokomponentnoj zatvorenoj
plohi:

/A dSr, (Bc - 25Aw0bnb)

avout (56)

= / dSr. (BC — 25Awd’nb)
8‘/}[]

gdje 7. predstavlja jedini¢nu normalu u smjeru radijalno
van na vanjskoj plohi, te radijalno unutra na unutarnjoj

plohi.
Nadalje, u integralu po vanjskoj plohi iskoristimo
¢injenicu da Killingov potencijal nije jedinstven,

W =W — wilis +wihs (57)

iz cega slijedi
/A dSr. (B® — 26 Awisns)
OMVout
— / dSr. (26A (wa — wis) ) (58)
Wout
+ / dSr. (B® — 25Aw®ny)
OVin

Vanjska ploha je ploha u beskonacnosti i nju mozemo
povezati s ukupnom masom M postavljajuéi da se vre-
menska funkcija asimptotski poravna s generatorom vre-
menskih translacija ¢, = (0;)". Sukladno diskusiji

imamo:

16m0M = — / dSr. (B [9] — 20 Awisms) (59)

gdje dodan c¢lan wf&bds osigurava da je M konacan.
Generatori horizonta dogadaja dani su Killingovim

vektorom (vidi diskusiju [VIL.7):
£ = (0r + Qud,)* (60)

a povrSinska gravitacija je dana s:

w= -5 VEVE

S obzirom na ovo Killingovo polje, dobivamo slijede¢u
relaciju:

(61)

T=r4

2k0A = —/ dSr.B° [0 + Q0,,) (62)
H

gdje je A povrSina horizonta na kojem norma od &

iScezava. Iz relacija i dobivamo:

K (C]
M= —0§A+ —0FA
0 87TG6 +87TG6 (63)

tj. prosirenje prvog zakona termodinamike (2 na slucaj
kada imamo neiSc¢ezavajuéu kozmolosku konstantu, za
statitna AdS rjeSenja. Primjetimo, ovdje smo uveli
veli¢inu © kao pokratu:

0=_ [ / dSap (W™ — wils) — / dsabwab}
15) 3088 0%

(64)

VI. ZAKLJUCAK

U kontekstu ostalih zakona termodinamike crnih rupa,
bilo bi pozeljno kada bismo uspjeli uspostaviti razumnu



vezu izmedu © i neke termodinamicke varijable. Uzi-
majuci ostale identifikacije u obzir, mogli bismo zakljuciti
kako je najjednostavnija preostala opcija asocijacija s vo-
lumenom. Da bismo vidjeli ima li ova ideja smisla, izrazit
¢emo povrsinske integrale koji se pojavljuju u kao
volumene integrale. Pretpostavit ¢éemo da je hiperploha
3 ortogonalna na Killingovo vektorsko polje £¢ tako da
je £&* = Nn®. Kao generalizacija , mozemo izraziti
puni prostornovremenski volumni element u terminima
intrinziénog volumnog elementa /g(P—1) na X:

V—gP) = N/gP-1D (65)

Povréinski integral w® moze se raspisati kao:

/ dSapw™ = [ dP~1ay/g(P-Dn,e?
ox 2
= — dD_lx\/—g(D)

2

iz Cega mozemo primjetiti korespodenciju s volumenom
koji se proteze od horizonta crne rupe do beskona¢nosti:

Veg = [ dP7tay/—g®D) (67)
p

(66)

: . ab &3 3 b 1
Sliéno, integral wq)y preko povrSine u beskonacnosti
moze se napisati kao:

Vads = / dSap (wibs) (68)
95

Uvrstimo 1i to u dobivamo:
© = Vg — Vags (69)

Primjetimo, volumen V = —O© predstavlja volumen
koji je izdvojen iz prostorvremena horizontom crne rupe.
Stoga zaklju¢ujemo kako velicina © zbilja je u jednos-
tavnoj korespodenciji s pojmom volumena crne rupe,
imajuéi na umu pretpostavku nase analize, stati¢no AdS
prostorvrijeme.

Izvod prvog zakona termodinamike se jednostavno gene-
ralizira na stacionarni slu¢aj uzimanjuéi u obzir relaciju
analognu relaciji . U razmatranju stacionarnih crnih
rupa s neiS¢ezavajuéim angularnim momentom, dobili bi:

1671'(5J:/ dSr.B°[0,] (70)

za generator rotacije §g¢) = (d,)* 8to bi u krajnjem re-
zultatu dalo jos 2dJ doprinos, tj.

K O
M=—064+90 — A 1
0 87rG5 + 6J+87TG6 (71)

Nadalje, napravimo 1i identifikacije T = k/27 1 S =
A/4G mozemo primjetiti:

SM = T5S + VP (72)

gdje smo ¢lan s kozmoloskom konstantom A/87G inter-
pretirali kao tlak. Valja primjetiti kako §M viSe ne od-
govara varijaciji unutarnje energije, kao sto je to bilo u
A = 0 slucaju, veé¢ varijaciji entalpije H = E + PV.
Prisjetimo se, kozmoloska konstanta moze se shvatiti kao
idealni fluid tlaka P = —A/87G, sukladno relacijama
, . To pak znaci da ¢e A < 0 u prostorvremenu
inducirati pozitivan tlak. Velicina M onda se moze shva-
titi kao zbroj ukupne energije potrebne da se stvori crna
rupa i rada potrebnog da se crna rupa smjesti u prostor-
vrijeme neiscezavajucée kozmoloske konstante.

Valja imati na umu kako se termodinamicka analiza u
A > 0 slucaju komplicira zbog prisutstva kozmoloskog
horizonta (asimptotski de Sitter prostorvrijeme). Naime,
svaki promatra¢ nuzno ¢e se nalaziti izmedu dva hori-
zonta, onog crne rupe te kozmoloskog. Kozmoloski ho-
rizont takoder ima pripadnu povrsinsku gravitaciju (t;j.
temperaturu §to znacCi da, izmedu dva horizonta,
ne postoji ravnotezno termodinamicko stanje. Takoder,
zbog kozmoloskog horizonta, nemamo viSe pojam asimp-
totskog Killingovog vektorskog polja vremenskog tipa.
Naime, u slu¢aju pozitivne kozmoloske konstante, asimp-
totski se priblizavamo kozmoloskom horizontu pa ¢e Kil-
lingovo polje asimptotski biti polje generatora horizonta,
tj. asimptotski svjetlosnog tipa. To nam stvara problem
prilikom definiranja pojma mase i angularnog momenta.
Usprkos svemu, u radu® pokazano je ipak slaganje s re-
lacijam P = —A/87G i u sluGaju pozitivne kozmoloske
konstante. Finalni zaklju¢ak ukazuje na to da ce tlak
asociran s pozitivnom kozmoloskom konstantom biti ne-
gativan te da ¢e, u ovom radu izvedene relacije (Smarrova
(38]) i prvi zakon termodinamike crnih rupa ), i dalje
vrijediti.

VII. DODATAK

Tehnicka napomena Radi jednostavnosti, u svim iz-
vodima u poglavljima koja nisu direktno vezana uz
kozmolosku konstantu, pretpostavit éemo A = 0.
Neiscezavajucéi A jednostavno se implementira zamjenom

R — R — 2A.

VII.1. Akcija

Akcija opée teorije relativnosti sastoji se od doprinosa
gravitacijskom polju i doprinosu distribucije materije, t;.
energije:

Scr[Y; g] = Salgl + Sml; g] (73)

gdje se gravitacijski ¢lan sastoji od:
Sclgl = Senlgl + Sslg] — So (74)

Hilbertov ¢lan, Einsten-Hilbert akcija, dana je s

S— ﬁ / P/ =5(R — 2A) (75)



gdje je R Riccijev skalar, a A kozmoloska konstanta.
Pouvrsinski ¢lan dan je s:

Solol = 5= § VI (76)

gdje je € +1 na OV vremenskog tipa, a -1 na 0V prostor-
nog tipa. h determinanta inducirane 3D metrike na 0V,
a K je trag ekstrinzi¢ne zakrivljenosti.

Nedinamicki ¢lan regularizacije (koji utje¢e samo na nu-
mericku vrijednost akcije)

So= f{ eKov/|h|d%y (77)
8 ;)%

U kontekstu asimptotski ravnog prostorvremena, Sy je
gravitacijska akcija ravnog prostor-vremena, tako da je
razlika Sp — Sy tada dobro definirana u granici r — oo
gdje je r prostorna radijalna koordinata, osiguravajuéi
asimptotski dobro definiranu akciju.
Jedini ¢lan gravitacijske akcije koji ¢e nam u razma-
tranjima zapravo biti bitan jest Sgm[g] koji generira
dio Einsteinove jednadzbe koji sadrzi G, tenzor. Pro-
blem je u tome $to Sgg[g|, zbog prisustrva drugih de-
rivacija metrike (u Riccijevom skalaru), generira i do-
datne povrsinske ¢lanove. Da bi varijacija u konac¢nici
iS¢ezavala na rubu mnogostrukosti, u akciju moramo
ukljuciti i Splg] koji ée toéno ponistiti spomenute
povrsinske ¢lanove. Sy je uveden radi normalizacije.
Radi jednostavnosti, u svim izvodima zato ¢emo se
fokusirati samo na Sgpgg], zanemarujuéi generirane
povrsinske clanove.

Clan materije ima oblik:

Saltss gl = /V L, 00 gop)V/gd'c  (78)

VII.2. Hamiltonova formulacija opée teorije

relativnosti

Bitna simetrija implementirana u op¢u teoriju relativ-
nosti jest koordinatna invarijantnost koja zahtjeva Lo-
rentz kovarijantnu formulaciju teorije. Kako bi jednadzbe
gibanja bile kovarijantne, od akcije zahtjevamo da bude
skalarna velic¢ina. U teoriji polja u ravnom prostor vre-
menu gustoca lagranzijana ovisila je o polju i prvoj deri-
vaciji L(1,041), iz ¢ega smo rac¢unali pripadni kononski
implus 7 = TR Bitno je primjetiti da smo na razini
lagrangijeve gustoce, time i akcije, jo§ mogli zahtjevati
Lorentzovu invarijantnost, ali uvodenje vremenskog deri-
vacije u kanonsku koli¢inu gibanja prisiljava nas da oda-
beremo Lorentzov sustav. Dakle, na razini Hamiltonove
gustoée ‘H = wdpp — L izgubili smo Lorentzovu invari-
jantost. Da bismo Hamiltonov postupak generalizirali
na zakrivljeno prostorvrijeme, moramo razraditi pristup
koji nas nebi natjerao na odabir sustava.

Primijetimo da smo u Hamiltonovom pristupu teoriji po-
lja u ravnom prostornomvremenu zapravo promatrali fo-
lijaciju Minkowski prostorvremena u terminima snopova

Slika 4. Folijacija prostorvremena hiperplohama prostornog
tipa 1

t = const ravnih ploha. Razmatranje vremenske deriva-
cije zapravo je znacilo usporedbu konfiguracija polja na
sukcesivnim t = const plohama, tj. razmatranje kako se
polje mijenja kada prelazimo s jedne hiperplohe na drugu.
U zakrivljenom prostorvremenu zelimo razmisljati na
slican nacin, ali uvesti postupak neovisan o koordinat-
nom sustavu.

VII.3. (3+1) dekompozicija

Razmotrimo folijaciju prostorvremena (ref. Slika )
s proizvoljnim nepresjecaju¢im hiperplohama. Bitno je
naglasiti da je analiza ogranic¢ena na konacan komadié¢
prostorvremena kako bismo osigurali da se hiperplohe
nece poceti presjecati. Koordinatni sustav naseg 4D pros-
tora oznacit ¢emo s x®. Uvodimo vremensku funkciju
t(z®) = skalarno polje takvo da je t = const na sva-
koj hiperplohi ¥;., pri ¢emu pretpostavljamo da je t(z%)
jednozna¢na funkcija. Naravno, vremenska funckija ne
odgovara nuzno vremenu u nasem koordinatnom sustavu
ali nam daje pojam vremena u smislu da je monotono
rastuca funkcija vezana uz nasu folijaciju, konstantna
na svakoj hiperplohi (kao §to smo imali i u prostoru
Minkowskog). Normala na hiperplohi dana je vektorom
Ng ~ Out, s odgovarajuéom normom n,n® = —1.

Na svakoj hiperplohi definiramo koordinate y®. U prin-
cipu, mozemo birati na svakoj hiperplohi koordinatni
sustav neovisno, ali ono $to zapravo zelimo jest propa-
girati koordinatni sustav odabran na jednoj hiperplohi
na ostale. U tu svrhu uvodimo kongruenciju krivulja
oznacenih s 7 (skup nepresjecajuéih krivulja) parametri-
zirane s t, uvedene na nacin da svaka krivulja je krivulja
konstante koordinate y“, presjecajuéi folijaciju na nacin
prikazan na Slika[f}. Kongruencija ne mora biti ortogo-
nalna na folijaciju, iako ju u nekim slu¢ajevima mozemo
odabrati takvom.

Neka t* oznacava vektorsko polje tangente na krivulje.
Ako pogledamo pomak duz krivulje



da® = t*dt (79)
i promjenu u t
ot . (ot .
= 190t =1 (81)

Primjetimo da nam ova konstrukcija daje alternativni
izbor 4D koordinatnog sustava (t,y*). Opéenito ¢e pos-
tojati relacija ® = z*((¢,y%)) koja zadaje sustav para-
metarskih jednadzbi za krivulje . Vektorsko polje tan-
gente na krivulje v dano je s:

= (iﬁ)ya (82)

a polje tangenti na hiperplohama, koje odgovara poma-
cima na pojedinim 3;:

ox®
eq = 83
<8y“ >t (83)

oe? 92z
“w o a I @
tho,eq =

90t ayeat e

S obzirom da vrijedi:

ot 0%z (84)
oye Oyeot

slijedi da je Lieva derivacija:

10

Slika 5. Dekompozicija tangente na kongruenciju t* u ter-
minima lapse i shift funkcija

ds? = gopdr®da’®
= Gap[Ndtn® + e (dy® + Ndt)|[Ndtn” + e} (dy® + NPdt)]
=
ds®> = —=N2dt* 4 hgp (dy® + N°dt) (dy® + N®dt) (88)
gdje je hgp projekcija metrike na pojedinu hiperplohu:
hap = gaﬁeg‘ef (89)

Relacija pretstavlja (3+1) decompoziciju. U kon-
tekstu ove rasprave, determinanta metrike 4D prostor-
vremena /—g poprima oblik:

V=gd"z = NVhd"z (90)

Lieg ="'V, eg—eh V, t% = t'o,e; —eh 0,1% = Lieg = L, t" =0

(85)
Dakle, t* je Lie transportiran duz tangenatog vektora
pojedine hiperplohe i obrnuto, ea‘”ph“ bit ée Lie transpor-
tiran duz vektorskog polja tangente pojedine krivulje.
Razmatrat ¢emo slucaj kongruencije koja ne presjeca hi-
perplohe okomito, stoga imamo:

g = —NOat (86)

Buduéi da nyel = 0 imamo dobar izbor koordinatnog
sustava (n%, e2). N je tzv. lapse function, to je normalna
komponenta toka vektorskog polja u bazi (n®,e2). Vek-
torsko polje ¢ rastavljamo u bazi (n®,e%) Slika [3}:

t* = Nn® + N%S (87)

gdje N prezentira tzv. shift function, tangentnu na
hiperplohu. Preostaje jos pronaci metriku u bazi koordi-
natnog sustava vezanog za hiperplohe (¢,y%), te dekom-
poziciju pomaka dx® u terminima komponenata duz kon-
gruencije i komponenata duz hiperplohe:

dz® = t*dt + e dy”
= (Nn® 4+ N%%)dt + exdy”
= Ndtn® + e (dy® + Ndt)

VII.4. Racunanje Hamiltonijana

U svrhu nase rasprave, dovoljno je ograniciti se na gra-
vitacijski dio akcije, dio koji daje Einsteinov tenzor Gup
u Einsteinovim jednadzbama. U svrhu rac¢una, potrebno
je najprije uvesti neke korisne relacije (Tehnicka napo-
mena).

Tehnicka napomena

Einsteinove jednadzbe za gravitacijsko polje konfigura-
cije materije i energije opisane tenzorom energije-impulsa
T,.» dane su s:

1
Gap = Rap — §Rgab = 81Ty (91)

gdje R,y predstavlja Riccijev tenzor i R Riccijev skalar.
R, 1 R samo su kontrakcije Riemannovog tenzora, stoga

opisuju zakrivljenost. Iz ovog je korisno izraziti Riccijev
skalar:

— Rgabn“nb =2 (Gabn“nb — Rabn“nb)
— Rnpn® =2 (Gabnanb - Rabnanb) (92)
R=2 (Gabn“nb — Rabn“nb)



S obzirom da radimo u terminima folijacije, tj. u ter-
minima hiperploha ¥ i pridruzenih normala n®, imat
¢emo relacije koje su definirane samo na ¥ i koje su ¢isto
tangente na hiperplohe. U tu svrhu, radimo povlacenje
(pullback) tenzora definiranih u cijelom 4D prostorvre-
menu (drugim rije¢ima, projicirat ¢emo ga na prostor
definiran koordinatnim sustavom y,). Uvodimo zapis:
Agp = VgAaeg‘ef za kovarijantni derivaciju duz hiper-
ploha. Prisjetimo se, e vektori su tangentni pomaci duz
hiperploha.

Vanjska zakrivljenost definirana je kao gradijent normal-
nog polja hiperploha:

b = Vanﬁe;"ef (93)
Uvodimo Gauss-Codazzi jednadzbe:

Ramgegegezeg = Raped +€ (Kadec - Kachd> (94)

kako bismo ostvarili vezu izmedu Rgpeq (Riemannov ten-
zor projiciran na hiperplohu) i potpunog Riemannovog
tenzora. Zapisano u drugom obliku:

Ruamn”e‘;efez = Kapje — Kacpp (95)
Nadalje, Riccijev tenzor dan je s:
Ra[)’ = glep,av,B
= (en'n” + K" el el) Ryuavp (96)

= eRyaquvpn!'n” + K" Raupeher
i Riccijev skalar s:
R=g"R.p
= (sno‘nﬁ + hobe2 eb> (eRpavpnn” + K" R au el er)

= 25h“bRMav5n“eg‘n“ef + h“bhm"RWl,ge“meg‘eZef
(97)
gdje smo ponovno koristili Gauss-Codazzi jednadzbu.
Iz ovog dobivamo:

Gan®n® = 5 [(3)}2 KoK + Kﬂ (98)

gdje je Kgp ekstrinziéna zakrivljenost hiperplohe X,
a K pripadni trag.

Ideja je izraziti sve u smislu ekstrinzi¢na zakrivljenosti
Kap, jer ¢e biti lakSe napraviti varijaciju lagranzijeve
gustoce s obzirom na Kg,,. Stoga, izrazimo i Riccijev
tenzor Rgp:

Rap = RS0
Rapnn® = R¢, ,nn®
—(VaVe = VeV, )nn?
= (Von®) (Ven®) = V, (n?Ven©)
= (Ven®) (Van®) + Ve (n*Van©)

= K? — K,.K% =V, (n®Vn°) 4+ V. (n®V4n°)
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iz ¢ega dobivamo:

Rapn®n® = K? — K, K% — V, (n®Ven®) + Ve (n*Von)

(99)
Valja primjetiti da su osljednja dva ¢lana su divergencije,
§to znaci da ¢ée doprinositi povrSinskim ¢lanovima u ak-
ciji. U svrhu ove diskusije, povrsinske ¢lanove mozemo
zanemariti, lako se pokaze da ne utje¢u na hamiltonijan.

Sada smo spremni vratiti se ra¢unanju hamiltonijana.
Kao sto smo rekli, koncentrirat ¢emo se na gravitacijski
dio lagranzijana, zanemarujuéi povrsinske clanove:

L=+/—gR
= NVhR
= 2N\f( ann —Rabnana)
=2NVh ( [<3>R K K® + K2] K?— KabKa”)

£=NvVh (<3>R + K, K — K2)
(100)

gdje smo koristili , , i . Hamiltonova

gustoca definirana je s:
H = 7"hap — V=9L (¢, i)

gdje je 7 kanonski impuls, kanonski konjugirana vari-
jabla hgp. Mozemo izvrijedniti:

ab _ o/—gL

(101)

Ohap
_ om0 (16m/—gL)
ahab aKmn (102)
AR 0 K®)  9K?2
= VhN + (KaK) :
8hab ahab 8hab

= Vh (K" - h*'K)

(3+1) dekompoziciju smo uveli kako bismo imali Lo-
rentz invarijantnost na razini hamiltonijana. U tu svrhu
takoder je potrebno promovirati O — £49 gdje £; Lie
derivacija duz toka vremenske funkcije t. To daje:

ab = 2thab (103)
Uvrstavajuci dobivamo:
b a B _ a, B
hap = £¢ (gageaeb) = (L£igap) g€y (104)

Takoder, imamo Lievu derivaciju duz t®

Li9ap = Vata + Valg
= Vﬁ (Nna + Na) +Va (Nn@ + N,B)
=na03N +ngd, N
+ N (Vgna + Vang) + VgNy + VoNg



gdje N® = N%. Projicirajuci to na eg‘ef nam daje:

hab - 2NKab + Na|b + Nb\a (105)

gdje smo upotrijebili oznaku za intrinzi¢nu derivaciju
vektora zakrivljenosti unutar hiperplohe:

Nap = VgNyeley (106)
$to nam daje:
Kgp = % (hab — Ngp — Nb|a> (107)
Koristedi slijedi:
VhEK® = (nab - ;wh“b> (108)

gdje je ™ = hgpm® trag.
Gustoca hamiltonijana dana je s:

H=71%hap — L (g, )

N 1
= —\/EN(?))R + ﬁ |:7Tab7rab — 27T2:| + 27TabDaNa

1
=vh {N [—(3>R + ™ gy — 2h‘17r2}
_9N®@ |:Da (h_1/271'ab>j| + 2Da (h—l/QNaﬂ_ab)
1
=vh {N [—(3)R + h i, — 2h1772}
_9N¢@ |:Da (h71/27_[_ab>:|
(109)
gdje smo uveli D,, operator kovarijantne derivacije s ob-
zirom na hgp na X hiperplohi, umjesto vertikalne notacije
kako bi dobili izraz isti izrazu s notacijom iz%C. Gravita-

cijski hamiltonijan mozemo zapisati: H = NH + N°H,,
gdje

_ 1 72
H=-RU4D 4 — (d—2 — 7Tab7Tab>

H, = —2D, (|h|—%7r“b)

(110)

Primijetite da hamiltonian ovisi o funckijama N i N¢,
Sto znadi da ovisi o izboru kongruencije (tj. izboru toka
vektorskog polja t%), zatim ovisi o tome kako odlu¢imo
napraviti folijaciju prostorvremena (izbor hiperploha
3;). Hamiltonijan ovisi i o tome kako odabiremo
granicu (obi¢no pomi¢emo granicu sve do beskonacnosti
gdje ogranicavamo hiperplohe da asimptotski prilaze
hiperplohama nekog prostora, npr. hiperplohama ravnog
prostora, AdS i sl.

Napomena o odabiru folijacije

Razmotrimo asimptotski ravni prostor i neka se nase
hiperplohe priblizavaju povrsini konstantnog vremena
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u prostoru Minkowskog. Primijetite da i dalje imamo
slobodu izbora toka, Sto znaci da jo§ uvijek imamo
slobodu odabrati bilo koji N i N® u dekompoziciji
t* = Nn® + N%¢. Ali napravimo izbor, odaberimo
N =11i N*=0. Primijetite da ée nam ovo dati t* = n®
koji ¢e usmjeravati u smjeru vremenski konstantnog
vektora u asimptotskom prostoru Minkowskog. To znaci
da smo odabrali tok takav da odgovara asimptotskim
vremenskim translacijama. Na taj se na¢in hamiltonijan
povezuje s pojmom mase za ukupnog prostorvremena.
Ako odaberemo tok koji ¢e biti dan s N =01i N* = 1,
dobit ¢emo koincidenciju s asimptotskim prostornim
translacijama. Hamiltonian koji bi se procijenio u ovom
sluc¢aju bio bi ukupni linearni moment koli¢ine gibanja.
Medutim, vise nas zanima dobiti hamiltonijan koji
odgovara angularnom momentu koli¢ine gibanja, §to
dobivamo ukoliko odaberemo N = 0i N, = ¢, = %“
gdje je ¢ rotacijska koordinata u asimptotski ravnom
prostorvremenu.

Napomena o odabiru pocéetnih uvjeta

Da bismo rijesili jednadzbe gibanja, moramo namet-
nuti pocetne uvjete za metricki tenzor i njegovu deriva-
ciju. Prvi korak je napraviti proizvoljan izbor hiperploha
i odaberite jednu od njih kao povrsinu na kojoj ¢emo
odrediti pocetne uvjete. Definiramo neki koordinatni sus-
tav na hipeplohi i razlazemo prostor-vremensku metriku
Jap U terminima komponenata duz hiperplohe i kompo-
nenata koje karakteriziraju pomake okomite na hiper-
plohu. Pocetne vrijednosti za prostornovremensku me-
triku zadajemo u terminima intrinzi¢ne metrike hy,. Va-
lja primjetiti kako je ovdje implementirana i koordinatna
neovisnost; naime, pocetne vrijednosti za g,;, mogu biti
samo Sest komponenata inducirane metrike hgp, Sto znaci
da preostaju Cetiri proizvoljne komponente (koje toéno
odgovaraju simetriji odabira koordinatnog sustava).
Potrebno je fiksirati i pocetne vrijednosti vremenske de-
rivacije metrike. Vremenska derivacija metrike moze se
shvatii u terminima tenzora zakrivljenosti K, Sto se
vidi iz ¢injenice da K, nosi informacije o derivaciji me-
trike u smjeru normale na hiperplohu.  Stoga se pro-
blem pocetne vrijednosti sastoji u odredivanju dva (si-
metri¢na) tenzorska polja, hgy 1 Kgp, na hiperplohi X.
Meditim, hg, i Kg nisu proizvoljni, oni su povezani
s Ggp 1 tenzorom zakrivljenosti na nacin koji smo vi-
djeli u tehnickoj napomeni. Drugim rije¢ima, postoje
jednadzbe ogranicenja koje ogranicavaju naSe tenzore
pocetnih uvjeta. Prisutnost takvih ograni¢enja u Hamil-
tonovoj formulaciji karakteristi¢no je obiljezje bazdarnih
teorija ili opéenito kovarijantnih teorija.

VIIL.5. Komarove relacije

Kao sto smo rekli u Napomena o odabiru folijacije, ha-
miltonijan izvrijednjen za tok asociran s asimptotskim
vremenskim translacijama daje nam pojam mase ukup-



nog prostorvremena, dok nam tok vektorskog polja t* po-
istovjecen s rotacijama daje angularni moment ukupnog
prostorvremena. Konkretno, za stacionarne i aksijalno
simetri¢ne prostore imamo formule poznate kao Koma-
rove formule:

1 «
—— 1
M=o s}linoo V 5 1dSag (111)
i
J= 1 veel ds 112
Tom s ¥ Sy d0as (112)

gdje su §(y) i §(y) Killingovi vektori, a povrsinski ele-
ment dan je s:

dSaﬁ = 7211[&!‘5] \/Ed29

gdje su n, 1 r, normale na S; vremenskog i prostornog
tipa. Povrsina S; je 2D ploha, rub hiperplohe . In-
trinzican koordinatni sustav definiran na S; je (A, 04).
Valja imati na umu da dane definicije za masu i kutnu
koli¢inu gibanja ne uklju¢uju specifican izbor koordinata.
Mozemo se posluziti Stokesovim teoremom:

(113)

1
/ VsBoPds, = 5 7{ BY%dS.s (114)
\4 2
gdje B = vV¢# pa imamo:
VPBP = vyveeh
Ve (115)

= —ngﬁﬁa = _Dfa
Moze se pokazati da Killingovi vektori zadovoljavaju:
0¢> = —R5¢P (116)

iz cega slijedi:
f VeEPdSas =2 / RGEPdS,
S by

Iskoristimo li d¥, = —novh d®y i Einsteinove jednadzbe

polja imamo:
1
f VeEPAS,s = —167r/ <Taﬁ - 2Tga5) n¢?Vh d*y
s b

iz ¢ega dobivamo konacan oblik Komarovih relacija:

M = 2/ (Tag — 1Tgag> n®
E 2

.
P

Ove nam relacije omoguéavaju definiranje gustoce
mase i gustoée angularnog momenta prostor-vremena

&) Vhd®y (117)

1 3
—2Tgaa) &0y VhdPy (118)
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preko tenzora energije-impusla (uo¢imo da je Vhd3y
invarijantan volumni element, stoga su gustoce ostatak
podintegralne funkcije).

Razmotrimo ’probni’ tenzor energije-impusla, tako da
ne sudjeluje u izgradnji zakrivljenost u nasem prostornom
vremenu (kao kada razmatramo gibanje ’probne’ mase ili
naboja u nekom polju). Ono §to Zelimo izracunati je
prijenosa mase i momenta gibanja kroz hiperpovrsinu u
stacionarnom, aksijalno simetricnom prostor-vremenu u
kojem imamo £ i §(¢) kao Killingove vektore.

Neéemo izloziti cjelovit izvod izraza, ve¢ éemo ih
pokusati malo motivirati u svrhu boljeg razumijevanja.
Razmotrimo idealan fluid s tenzorom energije-impusla
T8 = pu®u® (tj. model prasine). Ovdje je p gustoca
mase, a u® 4-brzina. Ocuvanje energije-impulsa daje
nam:

0= VT = p((Vpu*)u® +u®(Vu))
Primjetimo da nam a® = uBVBu“ daje akceleraciju u
prvom ¢lanu, a brzinu u® u drugom. S obzirom da su
brzina i akceleracija uvijek okomite, oba ¢lana moraju
biti nula kako bi ukupno dali nulu :

(119)

* =0 = u” zadovoljava geodetsku jednadzbu

* = pu® je otuvana veli¢ina:

Vai® =0 (120)
Ovaj se vektor moze interpretirati kao tok mase miro-
vanja fluida. Da bismo dobili energiju koju nosi element
fluida, moramo uzeti u obzir o¢uvanu koli¢inu koja ée
se prenositi geodetskim gibanjem elementa fluida. To
ukljucuje Killingove vektore:
FE = fualet) oc¢uvana energija po jedini¢noj masi i
L= uaff‘w ocuvan angularni moment po jedini¢noj
(obje veli¢ine su konstante gibanja). Tada e* = Ej¢
predstavlja tok gustoée energije, dok ¢¢ = Lj% je tok
angularnog momenta. Primjetimo:

(e}

e = Bj* = —us€(yi® = —T5E,

kao i
0 = Lj* = usg(y)i* = TEEG,

Oba vektora su iScezavajuce divergencije, sto vidimo na
primjer:

Vae® = =VaT§E,) — TEVal(yy =

prvi ¢lan iSezava zbog oCuvanja energije-imoulsa, dok
drugi ¢lan iScezava zbog toga Sto je Vafé) antisimetrican



tenzor, a T simetrican. To implicira da je integral ¢*
or £* po hiperplohi 9V is¢ezavajué:

j{ e*d¥, =0
1%

Sto pak znac¢i da je ukupni prijenos energije preko
hiperplohe 9V takoder nula. Drugim rije¢ima, imamo
ocuvanje ukupne energije. Pertubacija mase i angularnog
momenta, tj. transfer probnog tenzora energije-impulsa
preko hiperplohe ¥, jednostavno je dan integralom iz-
raza za gustoéu:

_ a _ B
oM = / £*dX, —/ 7T5 f(t)dza
b b))

(121)

(122)

5J = / edy, = / T§E0, A% (123)
> >

Generalizacija Komarovih relacija na D dimenzija dana
je s:

D -2
G

/ dS,, Vet =0 (124)
)

Povrsinski clan je 2D dSp. = 2darpng), gdje je ng
pomoéni vektor svjetlosnog tipa, normala na 3 (u smjeru
buduénosti), a k; jediniéna normala na 0%, unutar ¥
povrsine. Gornji rezultat lako je pokazati ukoliko isko-
ristimo Gaussov teorem:

/ Vo A%/ —gdts = 7{ A~dY, (125)
v oV
slijedi
D&;; /E dxev,veed =0 (126)
te invociramo identitet Killingovih vektora:
Vo Vi€ = —Ry¢° (127)

gdje valja primijetiti da u iz Einsteinove jednadzbe u
vakuumu imamo Ry, = 0 ¢ime dobivamo (124]).

VII.6. Smarrova formula

Smarrova formula dana je s:

A
My = 205 Ty + 22
4

(128)
i predstavlja jednostavnu algebarsku relaciju izmedu
mase, povrSine i angularnog momenta crne rupe. Izvod
se lako pokaze koristenjem Komarovih formula. Razma-
tramo hiperplohu prostornog tipa, koja se proteze od
horizonta dogadaja do prostorne beskonacnosti. Vanj-
ska povrSina je zatvorena povrSina u beskonacnosti,
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oznacena s S. Unutra$nja povrsina je 2D presjek hori-
zonta dogadaja, oznacena s H. Koristimo formule ,
i Stokesov teorem, potpuno analogno diskusiji u od-
lomku[VILE Jedina ¢e razlika biti to §to je sada povrSina
Y. dvokomponentna, Sto ¢e rezultirati dodatnim ¢lanom
od integracije po unutarnjoj plohi H. Slijedi:

1
Moy = My + 2/ (Taﬂ - 2Tg()ﬁ) ¢, Vhd®y (129)
=

1
Jior = Ji — /2 (Taﬁ — 2Tga5) n%@) Vhd®y  (130)

gdje su My i Jg masa i angularni moment crne rupe.
Sada mozemo jednostavno raspisati:

1
My — 20y Jy = ffjf Ve (t? 4+ Qr¢?) dSas
8 H

1
- aeBy
87r7€{v $dBas

1
= — — 5
47rj€1ng NsdS

_rA
Cdrm
O

gdje smo koristili jednadzbe (131)), (132)) te £* N, = —1

i ¢injenicu da je x konstantan na H.

VII.7. Stacionarne crne rupe

Slucaj stacionarnih rupa pojavljuje se kada imamo Kil-
lingovo polje vremenskog tipa. To znaci da £¢ ,, g =0,
tocnije, u prikladnim koordinatama metrika ¢e biti neo-
visna o vremenu. Staticke crne rupe restriktivnija su
kategorija gdje zahtijevamo ne samo da postoji Killin-
govo vremensko polje ve¢ da je ono i ortogonalno na hi-
perplohu. Prema teoremu Stephena Hawkinga 19, staci-
onarna crna rupa je ili stati¢na (ne rotirajuéi) ili aksijalno
simetri¢na (rotirajuéi). U oba slu¢aja imat éemo dva Kil-
lingova vektora: i i §(4). Hawking je takoder pokazao
da ¢e postojati linearna kombinacija Killingovih vektora
takva da je nula na horizontu dogadaja:

&y T &)l = Elo) (131)

Linearna kombinacija Killingova vektora s konstant-
nim koeficijentima opet je Killing vektor. Ovdje je Qg
kutna brzina crne rupe (u stati¢nom slucéaju Qg = 0, ali
u stacionarnom slu¢aju nije nula).

Bududi da je 5{"@) svjetlosnog tipa, podsjetimo da ¢e biti i
tangentan i okomit na hiperplohu. Kao posljedica 5(0‘@) ée
zadovoljiti geodetsku jednadzbu na horizontu dogadaja:

€y VEle) = KEGG) (132)



pri ¢emu smo parametrizirali s nekim parametrom v ta-
kav da nije afin. Parametar x nam, na neki na¢in, po-
kazuje koliko parametar v odstupa od toga da bude afin
na horizontu. Moze se pokazati da k = const, $to je za-
pravo iskaz 0. zakona termodinamike (cf. [I)). Fizikalno
je poursinska gravitacija. Povrsinska gravitacija se moze
shvatiti kao sila potrebna da promatra¢ iz beskonacnosti
dovede ¢esticu (jediniéne mase) do horizonta.

VII.8. Prvi zakon termodinamike crnih rupa

Tijekom kvazistati¢nog procesa stacionarna crna rupa
mase M, kutne koli¢ine gibanja J i povrsine A pod in-
finitezimalnom promjenom svojih parametara prelazi u
drugo stacionarno stanje. Iskaz prvog zakona termodi-
namike glasi:

Promjene u masi, kutnom momentu i povrsini povezane
su s

oM = . GéA + QpdJ
Pokazimo to. Pretpostavimo da je crna rupa perturbi-
rana malom koli¢inom materije koju opisuje beskonacno
mali tenzor energije impulsa T, 3. Podsjetimo da su pro-
mjene mase i impulsa generirane prijenosom materije
preko hiperplohe, u ovom slu¢aju horizonta, dane rela-

cijama (122) i (123):

— B
SM = — /H T§E A

(133)

6J = / T36° Az,
RO

gdje su integracije preko cijelog horizonta dogadaja. Us-
mjereni povrsinski element na horizontu dogadaja dan je
s: dX% = Ef‘@)dev gdje §EX@) oznacava smjer elementa,a
dv integraciju duz generatora i dS = /od?6 povriina
presjeka na horizontu dogadaja. Dalje, oznacit ¢emo s
H(v) popreéne presjeke pomoéu kojih razmatramo foli-
jaciju horizonta. Uvrstavamo:

SM — QT = /H T (&) + el ) €0)dSdv

= / dv ?{ Tapélo)ée)dS
H(v)

Razmotrimo mali snop generatora kao Sto je prikazano
na Slici [f} Promatrajuéi brzinu promjene male povrsine
05 dok se kre¢emo duz generatora, definiramo veli¢inu
kao frakcijsku brzinu promjene povrsine presjeka kongru-
encije:

(134)

1 d
0=——0S

48 dv
Uvodimo 6 iz razloga $to nam je potrebna Raychaudhu-
rijeva jednadzba kako bismo rijesili integral. Raychaud-
hurijeva jednadzba za kongruenciju geodezika svjetlosnog

(135)
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tipa:
de 1
o= 7592 —0Caup +w*Pwas — Rapk®k®  (136)

gdje je Bog = Vgu,. Jednadzba opisuje divergiranje i
konvergiranje geodezika unutar kongruencije u terminima
sljedec¢ih veli¢ina: skalar ekspanzije 8 = BS = V,u®,
tenzor smicanja oag = B(ag) — 10ha5 te tenzor rotacije
Wap = Blapg). S obzirom da su 0 i 0,p velicine u kojima se
T, pojavljuje do prvog reda, zanemarujemo kvadratic¢ne
¢lanove u Raychaudhurijevoj jednadzbi:

de
D _ a¢p
= K0 — 8TTupE (137)
Slijedi:
oM — QyéJ = — /dv?{ (—ﬁ@) ds
H(v)
1
=—- — 0dsS + — dv%
8 H(v) H(v)

Primjetimo kako je v u izrazu za povrsinu H(v) fiksan
tijekom integracije preko H(v) povrsine, stoga diferenci-
ranje s obzirom na v mozemo izvuéi ispred povrsinskog
integrala. S obzirom da je crna rupa stacionarna prije
i poslije integracije, to implicira (v = +oc0) = 0 stoga
prvi ¢lan iScezava.

Uvrstavanjem jednadzbe (135 daje nam:

SM — QpdJ = 7/01@ ém) (55(17]‘55) ds  (138)

Na svakoj hiperplohi imamo koordinatni sustav oznacen
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Slika 6.  Mijenjanje poprecnog presjeka kongruencije prili-
kom divergencije/konvergencije geodezika unutar kongruen-
cije. Napomena: poprec¢ni presjek na ovoj je slici oznacen sa
3., §to je u nasoj notaciji oznacavalo 3D hiperplohu, a u ovom
kontekstu razmatramo 2D hiperplohu S (koja predstavlja rub
plohe ¥) &



s y* = (v,0M)gdje je v parametar duz krivulja, a 64
parametar poprecno na krivulje. PovrSina popre¢no na
kongruenciju - povr§ina popretnog presijeka, oznacena
na Slici @ je dana s §S = /od?#. Valja primjetiti da,
s obzirom da su koordinate sugibajuce, d?6 se ne mije-
nja prilikom evoluiranja popre¢nog presijeka u vremenu.
Imajuéi to na umu, vracamo se relaciji :

oM —QpédJ = — / %U)(fdv )dS

= ds
871' H(v)

(139)

K
= —0A
8w
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