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Poglavlje 1

Pramatematika

Poceci matematike vezani su uz brojanje, geometrijske uzorke i mjerenje.
Tocéno vrijeme kad su ljudi poceli pokazivati znakove matematickog razmisljanja
nije pouzdano poznato, ali najranije sacuvane tragove matematike mozemo
na¢i u obliku zareza u kostima i kamenju (rovasi), te kao geometrijske or-
namente na glinenim posudama iz kamenog doba. Dva najpoznatija izvora
pra-matematike su rovasi nadeni u Africi:

e kost iz Lebomba/ (stara oko 43.000 godina, sadrzi 29 zareza, no nije sa
sigurnoséu poznato $to se njima brojalo);

e kost iz [sanga (stara oko 20.000 godina, sadrzi nekoliko grupacija zareza
i postoje mnoge teorije o njihovom moguéem smislu).

Nesto kasnije su se kao pomagala za biljezenje brojeva pojavili zetoni, te u
juznoj Americi uzad s évorovima (quipu)).

Brojanje i brojke, tj. izrazi i simboli za brojeve, vjerojatno su stari
tek nekih 10.000 godina, a cini se da je njihov nastanak vezan za razvoj
poljoprivrede i trgovine (razmjene). Prva pomagala za racunanje bili su
zasigurno prsti (prema Aristotelu, rasprostranjenost brojanja u skupinama
po deset nije rezultat izbora, nego vise anatomska slucajnost). Racunanje
se moze dokazati tek prije ca. 4000 godina, tj. u doba starih civilizacija u
Egiptu i Mezopotamiji.


https://afrolegends.com/2019/05/17/the-lebombo-bone-the-oldest-mathematical-artifact-in-the-world/
https://afrolegends.com/2013/08/29/the-ishango-bone-craddle-of-mathematics/
https://sites.utexas.edu/dsb/tokens/tokens/
https://andina.pe/agencia/noticia-bbc-mundo-por-seguimos-sin-descifrar-completo-los-misteriosos-quipus-incas-772473.aspx
https://www.smithsonianmag.com/innovation/how-humans-invented-numbersand-how-numbers-reshaped-our-world-180962485/




Poglavlje 2

Staroegipatska matematika

Da bi se moglo pricati o povijesti ikoje ljudske djelatnosti, pa tako i mate-
matike, nuzno je razmotriti povijesne izvore. Nadalje, vazno je i znati glavne
karakteristike razdoblja i kulture u kojoj se proucava odredena djelatnost, u
nasem slucaju matematika. Najstariji sacuvani izvori o staroegipatskoj mate-
matici potjecu iz doba tzv. srednjeg carstva (ca. 2040.-1794.). Dva najvaznija
medu njima su

e Rhindov papirus, kojeg je napisao pisar Ahmes oko 1650. pr. Kr.,
te je to najstariji matematicki tekst s poznatim imenom autora. Ime
papirusa potjece od skotskog egiptologa A. H. Rhinda, koji ga je 1858.
kupio u Luxoru, a danas se ovaj papirus ¢uva u British Museum u
Londonu.

e Moskovski papirus potjece iz ca. 1850. g. pr. Kr. Ruski egiptolog
V. S. Goleniscev ga je kupio u Tebi 1892. ili 1893. godine, a danas se
nalazi u Puskinovom muzeuju u Moskvi.

Iz moderne perspektivne, ta dva papirusa su zbirke zadataka namijenjene
skolama drzavnih sluzbenika. Uz njih poznati su i egipatski matematicki
kozni svitak iz istog doba, te kasniji papirus Kairo. Iz njih saznajemo da je
staroegipatska matematika nastala iz prakticnih potreba drzavnih sluzbenika:
mjeriteljstvo, gradevina, skladiStenje, porezi, ...

No, viSe stoljeca prije nego su otkrili izradu papirusa, stari su Egipcani
osmislili biljezenje brojeva koristec¢i dekadski, aditivan, nepozicijski hijero-
glifski brojevni sustav. Znamenke tog sustava, tj. simboli koji su se koris-
tili za zapisivanje brojeva u njemu, prikazane su slikom [2.1] Svaka znamenka
uzima se onoliko koliko puta je potrebno da bi zbroj vrijednosti svih zna-
menki u brojci odgovarao iznosu broja kojeg prikazujemo. Primjerice, broj
sedamnaest bi se u hijeroglifskom brojevnom sustavu mogao zapisati kao


https://www.britishmuseum.org/collection/object/Y_EA10058
https://themathematicaltourist.wordpress.com/2012/10/19/moscow-mathematical-papyrus/
https://en.wikipedia.org/wiki/Egyptian_Mathematical_Leather_Roll
https://en.wikipedia.org/wiki/Egyptian_Mathematical_Leather_Roll
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Slika 2.1: Znamenke hijeroglifskog brojevnog sustava.

10° 10* 10> 10> 10t 10°
/ A B p 1 7 i

Slika 2.2: Jedna varijanta znamenki hijeratskog brojevnog sustava.

AJ|[|]||- No, i bilo koji drugi raspored jednog simbola N i sedam simbola
| predstavljao bi isti broj—sustav je, kao Sto smo rekli, bio nepozicijski.
Same znamenke hijeroglifskog brojevnog sustava su, kao i svi drugi hijero-
glifski znakovi, imale svoje simbolicko znacenje: Znamenka za 1 je, kao u
gotovo svim starim civilizacijama, jednostavno crtica; znamenka za 10 pred-
stavlja omé¢u za vezanje nogu stoci (ili potkovu ili petnu kost); znamenka
za 100 predstavlja namotano uze; znamenka za 1000 predstavlja lotos; zna-
menka za 10.000 predstavlja uzdignuti prst; znamenka za 100.000 predstavlja
punoglavca; naposlijetku, znamenka za jedan milijun predstavlja egipatsko
bozanstvo svemira Huha (ili pak covjeka u klece¢em stavu).

Prilagodavanjem hijeroglifa pisanju na papirusu razvilo se hijeratsko pi-
smo, kojim su pisani npr. Rhindov i Moskovski papirus. Brojevni sustav
je ostao nepromijenje, ali su znamenke za hijeratske brojke poprimile malo
pisma razvilo demotsko pismo, odnosno iz hijeratskih demotske brojke.

Kao sto je jasno iz navedenog, stari Egip¢ani znali su zapisivati prirodne
brojeve. No, znali su i puno vise. Uz Mezopotamiju, tu prvi put dokazivo
susreCemo osnovne racunske operacije (zbrajanje, oduzimanje, mnozenje, di-
jeljenje i uz to drugi korijen, ali njega samo u najjednostavnijim sluc¢ajevima).
Osim prirodnih brojeva bili su poznati i pozitivni razlomci. No, u starom
Egiptu kao i ostalim starim kulturama brojevi se jo§ nisu gledali kao aps-
traktni objekti.

S obzirom na to da je brojevni sustav bio nepozicijski, zbrajanje i oduzi-
manje bilo je jednostavno, bilo je dovoljno pregrupirati znamenke. Simbola


http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Diagrams/Hieratic.gif

N N\

Slika 2.3: Simboli zbrajanja i oduzimanja iz Rhindovog papirusa.

koji bi odgovarali danasnjim + i — joS nije bilo, bar ne ustaljenih. U Rhin-
dovom papirusu se ipak mogu vidjeti simboli sa slike tog znacenja, te se
¢ini da su se bar povremeno koristili.

Zanimljivija je staroegipatska metoda mnozenja i dijeljenja. Iz moderne
perspektive gledano, mnozenje i dijeljenje svodilo se na koristenje distribu-
tivnosti i binarnog zapisa jednog faktora, odnosno djelitelja. Objasnit ¢emo
te metode kroz sljedeca dva primjera.

Primjer 1 Pomnozimo 25 - 72 koristeéi suvremene brojke, ali na staroegi-
patski nacin. Formira se tablica sa dva stupca, svaki odgovara po jednom od
faktora. Prvi red u prvom stupcu sadrzi broj 1, a prvi red u drugom stupcu
sadrzi drugi faktor, ovdje je to 72. Sad se redovi uzastopno udvostrucuju sve
dok broj u prvom stupcu me premasi prvi faktor:

1] 72

2| 144

41 288

8| 576

16 | 1152
32

Slijedi serija oduzimangja. Od prvog faktora oduzme se najveéi broj u pr-
vom stupcu koji je manji od njega: 25 — 16 = 9. Pritom oznac¢imo (gore
podebljano) pripadni broj u drugom stupcu. Od zadnje razlike oduzimamo
sljedeci najvect broj u prvom stupcu, opet oznacavajuci broj pokraj u drugom
stupcu. Postupak ponavijamo sve dok razlika ne bude nula: 25 — 16 = 9,
9—-8=1,1—-1=0. Pritom su oznaceni brojevi 1152, 576 i 72. Stoga je
25-72 =172+ 576 4+ 1152 = 1800.

Primijetimo da je ovdje umnoZak zapravo racunat kao 25-72 = (148 +
16)-72 = (24 +23+29) .72 = (11001)y - 72 =1-72+ 8- 72+ 16 - 72.

Primjer 2 Podijelimo 184 : 17 na staroegipatski nacin, ali koristeci suvre-
mene brogke. Opet se ispisuju dva stupca. Prvi odgovara djeljeniku (184), a
drugi djelitelju (17). U prvom redu se zapisuju djelitelj i 1. Sad se kao i kod
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Slika 2.4: Jedan egipatski razlomak.

mnozenja redovi uzastopno udvostrucuju. Stajemo kad bismo u prvom stupcu
premasili djeljenik:
17
34
68
136
272

Slijedi niz oduzimanga: Od djeljenika se u prvom stupcu zaredom oduzimaju
najveci moguci brojevi, sve dok razlika ne padne ispod djelitelja. U nasem
slucaju to znaci oduzimangja 184 — 136 = 48, 48 —34 = 14 < 17.. Pri svakom
oduzimangu se, kao i kod mnoZenja, oznacava odgovarajuci broj desnog stupca
(podebljano). Ti oznaceni brojevi se zbroje (8 +2 = 10) i to je kolicnik,
t. 184 : 17 = 10. Posljednji rezultat oduzimanga, kod nas 14, je ostatak,
dakle je 184 : 17 = 1013

lako su stari Egip¢ani poznavali razlomke, nisu ih kao mi danas zapisi-
vali koristeéi zapis brojnika i nazivnika. Svi (pozitivni) razlomci prikazivani
su kao zbrojevi (razli¢itih) jedini¢nih razlomaka (razlomaka s brojnikom 1)
Stoga danas rastav razlomka na zbroj (razlicitih) jedini¢nih razlomaka nazi-
vamo egipatski zapis razlomka. Pritom se za razlomke iznosa vec¢eg od
1 podrazumijeva da je prvo odvojen cijeli dio. U hijeroglifskoj i hijeratskoj
notaciji zbrojevi jedini¢nih razlomaka su se zapisivali jednostavno nadopisi-
vanjem, pri cemu je zapis jedini¢nog razlomka bio simbol usta < povrh
brojke koja predstavlja nazivnik. Primjerice, na slici je egipatski zapis
razlomka % Rhindov papirus sadrzi tablicu egipatskih zapisa razlomaka tipa
2 Do danas nije razjasnjena metoda kojom je dobivena, ali je o¢ito da se

2n+1"

izbjegava zapis tipa % = % + %, tj. ponavljanje jedini¢nih razlomaka. Razlog

takvog shvac¢anja razlomaka je najvjerojatnije prakticne prirode.

Primjer 3 Zelimo li 11 kruhova podijeliti na 16 ljudi, najjednostavnije je
prvo sve kruhove prepoloviti, ¢ime smo dobili 22 polovice. Njih 16 damo
svakome po jednu, preostalo je 6 polovica. Njih opet prepolovimo pa imamo 12

ISpecijalni simbol je imao samo razlomak %, prema nekim izvorima i %.


https://r-knott.surrey.ac.uk/Fractions/egyptian.html
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cetvrtina. Bududi je 12 mange od 16, prepolovimo th jos jednom, pa imamo 24
osmine. Njih 16 opet jednu po jednu damo svakome. Preostalo je 8 osmina.
Kad njih prepolovimo, dobit éemo 16 Sesnaestina i opet svakom damo po
jednu. Dakle, svaka osoba je dobila % + % + 1—16 kruha.

Prirodno se sad postavljaju pitanja: Moze li se svaki pozitivan razlomak
zapisati kao zbroj jedini¢nih? Kako bismo nasli takav zapis? Je li takav zapis
jedinstven? Na prva dva pitanja odgovara:

Teorem 1 (Fibonacci) Svaki pozitivan razlomak posjeduje egipatski zapis.

Tvrdnju iz teorema ukljucivo pripadne metode dobivanja egipatskog zapisa
razlomka otkrio je te u svom djelu Liber Abaci opisao i (nesavrseno) dokazao
znameniti srednjevjekovni matematicar Fibonacci (Leonardo iz Pise). Za
potpun formalni dokaz potrebna je:

Lema 1 (J. J. Sylvester) Neka je § pozitivan razlomak mangi od 1, p # 1.
Neka je % najveci jedinicni razlomak mangi od §. Tada je %—% = an razlomak
sa svojstvom r < p.

Dokaz Sylvesterove leme. Imamo:

pn—gq
gn

1
n

3

Pretpostavimo r = pn — ¢ > p, odnosno p(n — 1) > ¢. Buduéi da je n > 1,
slijedi ZE) > ﬁ > %, Sto je kontradikcija. [ |

Dokaz Fibonaccijevog teorema. Ako sad krenemo od pozitivnog razlomka i
uzastopno oduzimamo najveci jedini¢ni razlomak manji od njega, Sylvesto-
rova lema garantira da ¢e se brojnici smanjivati, a zbog dobrog uredaja na
skupu N slijedi da ne mozemo nastaviti unedogled, pa je teorem dokazan.ll

Primjer 4 Zapisimo % na egipatski nacin, koristeci Fibonaccijev algoritam:

1 2 1 2 1 1

07207100 21 11 281
Dobili smo jedinicni razlomak, dakle je

3 1 1 1

73711 a3
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No, vrijedi i:

Teorem 2 Svaki pozitivan razlomak ima beskonacno mmnogo egipatskih za-
PiSa.

Dokaz. Neka je naden jedan egipatski zapis razlomka g:

Bududi da je

2737 %
dijeljenjem s jednim od nazivnika danog egipatskog zapisa, recimo s k,,, do-
bijemo
1 1 1 1

k. ok 3% 6k

Ako to supstituiramo na mjesto ﬁ u prvom egipatskom zapisu, dobili smo

novi

= 1 1 1

¢ \&k) "ok Tk ok,
Ponavljamo li prethodno (dijeljenje zapisa za 1 s bilo kojim od nazivnika u
zapisu %’ i supstitucijom u njega) dobit éemo beskonacno mnogo egipatskih
zapisa istog razlomka. |

U Rhinodovom i Moskovskom papirusu nalazimo i zadatke koje bismo

danas ubrojali u jednostavne (linearne i ¢isto kvadratne) jednadzbe, dakle u
algebru. Tipi¢an primjer je sljedeéi.

Primjer 5 (RP31) Hrpa, njene dvije treéine, njena polovina i njena sed-
mina c¢ine 33. Koliko sadrzi hrpa?

Vidimo da je termin , hrpa” odgovarao pojmu nepoznanice. Uz zadatke
s ,hrpama”, tipi¢ni su i zadaci s omjerima pefsu, koji su opisivali kvalitetu
piva ili kruha (pefsu je omjer koli¢ina dobivenog kruha/piva i utrosenog zita),
primjerice sljededi.

Zadatak 1 (RP77) Primjer razmjene piva za kruh. Recimo da ti je receno
da 10 des] pive (s pefsu 2) treba zamijeniti za kruhove (s pefsu 5). Koliko
kruhova ce biti?

2Tipi¢na staroegipatska posuda za pivu imala je volumen 1 des, to je otprilike 2.4 L.


http://www.beer-studies.com/en/Advanced-studies/Brewing-ratios/Egyptian-brewing-ratios
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Rjesenja svih zadataka u ovim papirusima, kao i opc¢enito u starim civili-
zacijama, daju se kao konstatacije, bez objasnjenja i pokuSaja generalizacije,
a kamoli dokaza. Primjerice, rjesenje zadatka RP77 iz prethodnog primjera
dano je ovako: ,Izracunaj koli¢inu brasna u 10 des pive; to je 5 hekataE]
Pomnozi 5 s 5, to je 25. Reci onda da za razmjenu treba 25 kruhova.”

Stari su Grei otkrice geometrije pripisivali Egipéanima. Geometrijska
znanja starih Egipcana svakako su bila impresivna. Znali su ra¢unati neke
povrsine (trokut, pravokutnik, trapez, krug) i volumene (kocka, kvadar, va-
ljak). Znali su i da je volumen valjka jednak umnosku povrsine baze i visine.
Posebno je poznat [14. zadatak u Moskovskom papirusu s korektnim pravilom
za izracunavanje volumena krnje uspravne kvadratne piramide.

Poznavali su i specijalni slucaj Pitagorinog poucka. Naime, starim Egip-
¢anima je bila jako vazna zemljopisna orijentacija hramova. Smjer sjever-jug
utvrdivali su promatranjem tocaka na horizontu gdje neka zvijezda izlazi i
zalazi, a zatim se pomocu konopa s jednoliko razmaknutih 12 ¢vorova i pitago-
rejske trojke (3,4,5) utvrdivao na prvi smjer okomiti smjer istok-zapad. No,
tek papirus Kairo (iz ca. 300. pr. Kr.) navodi i pitagorejske trojke (5,12, 13)
i(20,21,29).

Ipak, najzanimljiviji je staroegipatski nacin rac¢unanja povrsine kruga.
Cini se da je u doba kad su nastali Moskovski i Rhindov papirus veé¢ bio
rasprostranjen postupak kakav je opisan, npr., u sljede¢em zadatku.

Primjer 6 (RP41) Koji je volumen valjkastog silosa za Zito promjera 9 i
visine 107

Oduzmi % od 9. Ostaje 8. Pomnozi 8 s 8, dobijes 64. Pomnozi 64 s 10,
to je 640 kubicnih kubita[]

Vidimo: Stari Egipcani su procjenjivali povrsinu kruga promjera d kao
(%d)z. S obzirom na to da je postupak bio Sire poznat, ¢ini se da su donekle
primijetili proporcionalnost povrsine kruga i povrsine kvadrata nad polumje-
rom odnosno promjerom, no niti pojam proporcionalnosti niti staroegipatski
pristup jos ne dozvoljavaju da govorimo o poznavanju konstante koju danas
zovemo 7. No, ako usporedimo s modernim znanjima, vidimo da staroegi-

patska procjena povrsine kruga odgovara aproksimaciji

32

~ — ~ 3.16.
=

3Hekat je staroegipatska mjera volumena, iznosa otprilike 4.8 L.
41 kubit = 52,3 cm.


https://www.jstor.org/stable/3854850?seq=1#page_scan_tab_contents
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Matematika u Mezopotamiji

Na podru¢ju Mezopotamije tijekom prva tri tisu¢ljeca pr. Kr. izmijenili su
se razli¢iti dominantni narodi (Sumerani, Akadani, Babilonci, Asirci, Perzi-
janci), no od ca. 2500. pr. Kr. svi su koristili varijante klinastoga pisma te
su iz tog razdoblja sacuvane mnoge glinene plocice, od kojih stotinjak imaju
matematicke sadrzaje (tablice, zadatke). Najvise takvih potjece iz staroba-
bilonskog carstva (ca. 1900.-1600. pr. Kr.). Dvije najpoznatije su:

e YBC 7289 s vrlo dobrom aproksimacijom V2 i

e Plimpton 322 s tablicom pitagorejskih trojki.

Nedavno je otkrivena i jedna plocica na kojoj se moze naéi rani oblik pri-
mjene trapezne formule. Iz tih sac¢uvanih ploc¢ica saznajemo da je i sumersko-
babilonska matematika bila prakti¢no orijentirana (trgovina, gradevina, nas-
ljedivanje, astronomija), a rjeSenja zadataka su se kao i u starom Egiptu
davala se bez argumenata, dokaza ili generalizacije.

Cesto se ¢uje ili procita da su Sumerani odnosno Babilonci koristili sustav
s bazom 60, ali to bas i nije sasvim tocno. Iz ranijih, arhai¢nih piktograma
su se, kao uostalom i samo klinasto pismo, razvile klinaste brojke. Sam pri-
padni brojevni sustav je uglavnom bio dekadski ili primarno seksagezimalni
(sustav s bazom 60) i sekundarno dekadski. Dugo vremena ti sustavi bili
su aditivni ili aditivno-multiplikativni, no njihov razvoj postigao je vrhunac
negdje u doba trece urske dinastije (kraj 3. tisuélje¢a pr. Kr.) u Babilonu.
Taj sustav poznat je kao (klasi¢ni) babilonski brojevni sustav. Bio je to
prvi pozicijski brojevni sustav u povijesti. Radilo se o brojevnom sustavu s
primarnom bazom 60 i sekundardnom bazom 10. Nedostatak znamenke nula
u tom sustavu ucinio ga je ne-apsolutno pozicijskim (npr. ne mozemo bez
konteksta razlikovati 102, 12 i 120), ali ga je ve¢ sama pozicionalnost uéinila
najmno¢nijim (u pogledu zahtjevnijih znanstvenih ra¢una) medu starim bro-
jevnim sustavima te je iznimno dugo ostao u upotrebi u znanosti, posebice

15


https://www.ams.org/notices/200809/tx080901076p.pdf
http://www.maa.org/press/periodicals/convergence/the-best-known-old-babylonian-tablet
https://personal.math.ubc.ca/~cass/courses/m446-03/pl322/pl322.html
http://www.sciencemag.org/news/2016/01/math-whizzes-ancient-babylon-figured-out-forerunner-calculus
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Diagrams/Babylonian_symbols.gif
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astronimiji, a i dan danas ga koristimo (racunanje vremena; iznosi kutova u
stupnjevima). Pedeset i devet znamenki tog sustava pisane su pomoc¢u dva
klina, horizontalnog (<) koji ima vrijednost deset i vertikalnog (V) koji ima
vrijednost jedan, a sam oblik znamenki se formira po aditivhom principu.
Primjerice, <<VVYV bi bila seksagezimalna znamenka 23.

Jedna od prednosti ovog sustava u odnosu na moderni pozicijski dekadski
sustav je da ,,vise” razlomaka imaju konacan seksagezimalni zapis.

Primjer 7 Zapisimo razlomak i—g seksagezimalno:

17 a b

S
48 +60+3600+
Mnozenje sa 60 daje
1 b
21+—-—=a+ —+...,

4 60
dakle je a = 21. Preostaje
L b
sto opet pomnozimo sa 60. Dobijemo b = 15, dakle je }1—; = g—(l] + % =

(0;21;15)0. U dekadskom sustavu isti razlomak nema konacan zapis: g =
0.35416.

Uz nedostatak znamenke nula, mana tog sustava je da je osnovna tablica
mnozenja veli¢ine 60 x 60 (zapravo, 59 x 59), no tom su problemu Babilonci
doskocili koristenjem tablica kvadratanih brojeva i algebarskim postupcima
koji su ekvivalentni formulama

b 2 2 b2 b 2 —b 2
(e+b)—a odnosno ab:(a+ ) _(a ) .

b —
“ 2 ) A 4

Primjer 8 PomnozZimo sto sa sedamnaest na babilonski nacin. Broj sto u
seksagezimalnom sustavu je 1-60 440 -1 = (1,40)g0 = V <<<<, a broj
sedamnaest je znamenka sedamnaest, tj. < VVVVVVV.

Prvo zbrojimo ta dva broja: (1,40)e0 + (17)g0 = (1,57)g0 = V <<<<<
VVVVVVV, sto je naravno sto i sedamnaest. U tablici kvadrata nademo da
je kvadrat tog broja VVV <<<< VVVVVVVV VVVVVVVVV = (3,48,9)¢
(nasih 13.689).

Ako Zelimo koristiti prvo pravilo, u tablici kvadrata nademo i kvadrate
nasih faktora: kvadrat od sto je VV <<<< VVVVVV <<<<=(2,46,40)¢
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(nasgih 10.000), a kvadrat od sedamnaest je VVVV <<<< VVVVVVVVV =
(4,49)60 (nasih 289). Ta dva kvadrata oduzmemo od kvadrata zbroja:

(3,48,9)60 — (2,46,40)50 — (4,49)60 = (56,40)go.

Prepolovimo, dobijemo (28,20)g0 =<< VVVVVVVV <<, §to je tocan re-
zultat: 100 - 17 = 1700 = 28 - 60 + 20.

Ako pak koristimo drugo pravilo, onda oduzmemo nase faktore: (1,40)g0—
(17)60 = (1,23)60 = V << VVV. Njegov kvadrat se takoder ocita iz tablice
(V <<<<< VVVV <<<< VVVVVVVVV  #. (1,54,49)¢0). Oduzmemo
kvadrat razlike od kvadrata zbroja: (3,48,9)0 — (1,54,49)60 = (1,53,20)¢0.
Ceturtina od toga je trazeni umnozak (28,20)60 =<< VVVVVVVV <<.

Dijeljenje se svodilo na mnozenje s reciproénim brojem (a/b=a- 1), uz
koristenje tablice recipro¢nih brojeva.

Mnoge babilonske ploc¢ice sadrze algebarske zadatke, tocnije zadataka koji
se iz moderne perspektive svode na linearne i kvadratne, pa ¢ak i kubne
jednadzbe i njihove sustave.

Primjer 9 (BM 13901) ,Skupio sam povrsinu i moje nasuprotno: To je
45'.”

Pod povrsinom se ovdje misli na povrsinu kvadrata nepoznate duljine stra-
nice, dakle nas x*, dok je 'moje nasuprotno’ sama ta stranica (x), dakle je
ovo jednazba 1 + x = %. Postupak rjesavanja j Uzmi 'projekciju’ (koefi-
cijent uz linearni élan) 1 i prepolovi, to je 30'; zbroji 15" (to je cetvrtina od
kvadrata projekcije) i 45" (slobodni ¢lan), to je 1; dakle, rjesenje je razlika od

1

130" (ovaj 1 je stranica kvadrata povrsine 1), dakle % = 5. Vidimo da se u

osnovi radi o primjeni postupka za rjesavanje kvadratne jedadzbe: (pozitivno)
rjesenje jednadzbe x? + bx = c je —”’2246_(’.
Primjer 10 (BM 13901) ,Zbrojio sam povrsine obiju mogjih strana i dobio
25'25". Strana je 2/3 strane i 5'.”
Vidimo da se ovdje radi o dva kvadrata, pa prva recenica predstavlja jed-
g 22 .2 _ 61 s g _ 2 1
nadzbu x* +y* = 7, dok druga predstavlja jednadzbu y = 5 + ﬁﬂ
Naravno, geometrija je takoder bila razvijena u babilonsko doba. Na

sacuvanim ploc¢icama nalazimo mnoge geometrijske zadatke, posebice vezano

1Ovo je slobodni i skraéen prijevod prema J. Hgyrup, Lengths, Widths, Surfaces: A
Portrait of Old Babylonian Algebra and Its Kin (Springer, 2002), str. 50-52.

2Za postupak kojim se dobiva rjeSenje z = 1 = 30, y = 5 = 25 vidi J. Hgyrup,
Lengths, Widths, Surfaces: A Portrait of Old Babylonian Algebra and Its Kin (Springer,
2002), str. 73-74.


http://www.ams.org/publicoutreach/feature-column/fc-2012-05
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za gradevinu (izgradnja nasipa i kanala, ¢esto trapeznog presjeka) i astro-
nomiju. Zanimljiva je babilonska geometrijska terminologija: Pravokutnik je
,ono $to ima duljinu i Sirinu”, trapez je ,,bikovo celo”, krug je ,,zakrivljenost”,
... Naravno, kao i u isto doba Egipc¢ani, Babilonci su znali racunati povrsine
kvadrata, pravokutnika, a znali su i da su obujmi prizme i valjka jednaki
umnosku povrsine baze i visine. Evo jednog primjera geometrijskog zadatka
vezanog za izgradnju kanala.

Primjer 11 (VAT 7528) ,Mali kanal. 6 kusa dug. 2 kusa gornja Sirina.

1 kus donja sirina. 1% kus dubina. % sar zemlje radni ucinak. 18 ljudi. Dani

su §to? [...] 11 dana i 5 su dani.”

Vidljivo je da je ovdje presjek kanala oblika jednakokracnog trapeza. Jedi-
nica sar moze biti jedinica povrsine i volumena, ovdje volumena (kojeg dnevno
iskopa jedan covjek). Pritom je 1sar = 1 nindan® kus, gdje je 1nindan =
12kus [l

Volumen kanala ispada (1,7;30)¢0sar. S druge strane, 18 ljudi dnevno

iskopa 6sar, dakle se cijeli kanal iskopa za (11;15)g0 dana.

Izracuni povrsine i opsega kruga u babilonsko doba najcesée odgovaraju
modernoj aproksimacinji m ~ 3%, ponekad 7 ~ 3.

Primjer 12 Jedna plocica iz razdoblja 1900. — —1600. pr. Kr. interpretira se
kao tvrdnja da je opseg pravilnog Sesterokuta jednaka % opsega tom sestero-
kutu opisane kruznice. Moderna analiza pokazuje: Buduci da je stranica ag
pravilnog Sesterokuta upisanog u kruznicu jednak njezinom polumjeru (r =
ag), slijedi da je opseg Sesterokute Og = 6ag = 6r. Tablica turdi da je to
priblizno isto sto 1 %O = % - 2rm, dakle je ovo ekvivalentno aproksimaciy
TR 2

Tablica Plimpton 322, datirana oko 1800. g. pr. Kr., sadrzi pitagorejskih
trojki, tj. trojke prirodnih brojeva k, m, n takve da je k>+m? = n?. Zapravo,
u toj je tablici u drugom stupcu kraca kateta b trokuta, u trecem hipotenuza
¢, a u prvom stupcu su kvadrati omjera c/aﬁ Primjerice, u 14. redu te
tablice nalaze se brojevi (1;25,48,51,35,6,40)) = (%)2, (53,49)60 = 3229
(hipotenuza) i (29,31)g0 = 1771 (kraca kateta). Vidimo dakle da taj redak
odgovara pitagorejskoj trojci (1771, 2700, 3229).

Babilonci su poznavali i Pitagorin pouc¢ak u punoj opéenitosti i koristili
ga za rjeSavanje raznih geometrijskih zadataka. Pogledajmo tri primjera.

3Jedinica duljine kus poznata je i pod nazivom kubit, a nindan se moze prevesti sa stap
i iznosio je oko 6 m.
4Prema nekim interpretacijama, ta se tablica moze gledati kao zagetak trigonometrije.


http://www.math.ubc.ca/~cass/courses/m446-03/pl322/pl322.html
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Primjer 13 4 je duljina i 5 dijagonala. Kolika je irina? Nije poznata. 4
puta 4 je 16. 5 puta 5 je 25. Oduzmes 16 od 25 i ostaje 9. Sto da uzmem da
dobijem 97 3 puta 3 je 9. 3 je Sirina.

Primjer 14 Na jednoj starobabilonskoj plocici pronadenoj 1936. kod Suse
nalazimo odredivangje polumgera kruznice opisane jednakokracnom trokutu sa
stranicama dulyina 50, 50 ¢ 60. U prvom se koraku nalazi visina 40 slicno
kao u gornjem primjeru, a onda se ponovno koristi Pitagorin poucak da bi
se dobio polumger (31,15)g.

Primjer 15 (BM 85 196) ,Greda duljine 30" kus je naslonjena na zid.
Gornji kraj je skliznuo za 6' kus. Koliko je donji kraj udaljen od zida? 7

U rjesenju se redom racuna: Kvadrat od 30" je 15'. Oduzme se 6’ od 30/ i
dobije 24'. To se kvadrira i dobije 9'36”. To se oduzme od 15, ostaje 5'24".
Naposlijetku je rjesenje drugi korijen posljednjeg broja, tj. 18'.

Babilonci su poznavali i Talesov teorem i koristili ga u kombinaciji s Pi-
tagorinim, npr. za odredivanje visine kruznog odsjecka nad tetivom poznate
duljine u krugu poznatog promjera. Neki su pak zadaci rjesavani koristeci
proporcionalnost ekvivalentnu kotangensu.

Naposlijetku, u babilonsko doba mozemo naci i zacetke numericke mate-
matike, konkretno iterativnih metoda za izracunavanje aproksimativnih iz-
nosa raznih jednadzbi. Kako sugerira plocica YBC 7289, za aproksimativno
izracunavanje drugih korijena koriStena je iterativna metoda danas poznata
pod imenom Heronova metoda, jer ju je opisao starogrcki matematicar
Heron Aleksandrijski u svom djelu Metrica (vj. 1. st. AD). Na navedenoj
ploc¢ici nalazimo aproksimaciju (1;24,51,10)60E] duljine dijagonale kvadrata
stranice 1. To je pak zaokruzena vrijednost rezultata ¢etvrtog koraka Hero-
nove metode za racunanje drugog korijena od 2. Podsjetimo se: U Heronovoj
metodi, za koju je danas poznato da konvergira, kre¢emo od neke pocetne
aproksimacije za /n (npr. pocetne aproksimacije 1 za \/ﬁ) Dalje iterativno
racunamo sljedeé¢u aproksimaciju: U svakom koraku je nova aproksimacija
pola zbroja prethodne aproksimacije s kvocijentom broja kojeg korjenujemo
(n) i prethodne aproksimacije, tj.

1 n
;11 = 5 (CLZ'—F CL_> .

5To odgovara iznosu od /2 toénom na 11 decimala.



https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0315086098922091
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Konkretno, za izra¢un /2 imamo sljedeéa prva cetiri koraka:

] ) \ a; \ a1 ~A\/n \ seksagezimalno \ dekadski
1|1 |2 1:30 1.5
212 | & 1;25 1.416
3|1 |om 1;25,51,10(,35,...) ~ 1:25,51,11 | 1.13169642857 . ..
4 % fﬁggg; 1;25,51,10(,7,...) ~ 1;25,51,10 | 1.41421356237 ...




Poglavlje 4

Anticka grcka matematika

4.1 Jonsko razdoblje

Pocetke grcke kulture i znanosti, kako je dobro poznato iz opce povijesti,
nalazimo tijekom 8. st. pr. Kr. U to su doba Grci od Fenic¢ana preuzeli ideju
alfabeta i razvili svoj greki alfabet s 24 slova: A, a; B, 8; T, v; A, §; E, ¢; Z,
GHn 0,01 6 Kok A, My Nyvy 2.6 0,0, 1L w3 Pyopy X, oilig T, 7
Y, v; @, ¢; X, x; U, ¢; Q. w. U to se doba poc¢inju se razvijati i greki gradovi-
drzave, a na podrucju Jonije (danasnja jugozapadna Turska) se negdje krajem
7. st. pr. Kr. pojavljuju temelji filozofije i znanostvenog nacina razmisljanja.
Tu se, pod utjecajem egipatskog i babilonskog nasljeda, pocela razvijati i
matematika, te je prvo razdoblje starogréke matematike (otprilike od kraja
7. st. pr. Kr. pa do pocetka 5. st. pr. Kr.) poznato kao jonsko razdoblje. Iz
tog doba nije sacuvan nikoji primarni izvor, no temeljem sekundarnih izvora
saznajemo da se u to doba matematika pocela formirati u znanost u kojoj se
tvrdnje dokazuju. Najvazniji sekundarni izvor za ovo, a kasnija razdoblja je
Proklo (5. st. A. D.), tocnije njegovi komentari Euklidovih Elemenata.
Brojevi su se u to doba, sve negdje do 3. st. pr. Kr., zapisivali koriste¢i
akrofonski (aticki) brojevni sustav, koji je primarno dekadski i sekun-
dardno kvinarni aditivni sustav (kao i kasniji, poznatiji, rimski brojevni sus-
tav). Znamenke akrofonskog sustava su: | = 1 (uévos); [1=5 (révre); A =
10 (6¢ka); B = 50; H = 100 (¢s76v); M = 500; X = 1000 (yiAeor); = 5000;
M = 10000 (uvpias); M — 50000. Primjerice, broj kojeg danas zapisujemo
kao 10539 u atickom brojevnom sustavu bio bi MFAAAIII.
Tradicionalno se prvim ,,pravim” matematicarem smatra Tales iz Mi-
leta (oko 624-527. pr. Kr.). On je svakako prvi poimence poznat gréki
filozof, znanstvenih i inzinjer, a matematicka tradicija mu pripisuje prve
dokaze. No, zapravo se ne zna je li iSta dokazao, StoviSe, ne zna se ni je
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li Tales ista pisao, a ako i jest, svi njegovi zapisi nestali su prije Aristo-
telovog doba (sred. 4. st. pr. Kr.). Talesu pripisani teoremi pripisuju mu
se temeljem biografije koju je napisao Diogenes Laertius (2./3. st. A. D.)
i Proklovih (5. st. A. D.) komentara Euklidovih Elemenata (u nastavku ih
oznacavamo s EE). Prema Proklu, Tales je iz Egipta prenio geometrijska
znanja u Gréku. Diogenes Laertius mu pripisuje Talesov teorem o kutu nad
promjerom kruznice (,Kut u polukrugu je pravi”),E] a jer spominje i legendu
o navodnom Talesovom odredivanju visine piramide pripisuju mu se i Tale-
sovi teoremi o proporcionalnosti. Proklo pak Talesu pripisuje sljedec¢a ¢etiri
teorema:

1. Svaki promjer raspolavlja krug.

2. Kutevi uz osnovicu jednakokra¢nog trokuta su jednaki.
3. Vrsni kutevi su jednaki.

4. KSK-teorem o sukladnosti trokuta.

No, za svih navedenih Sest teorema niposto nije sigurno da ih je Tales do-
kazao, moguce je da se kod njega jos radilo samo o empirijski utvrdenim
¢injenicama. Takoder, postoje i rasprave o totnom smislu tvrdnji (npr. ve-
zano za 2. teorem kojeg mu je pripisao Proklo, u Proklovom tekstu nalazimo
izraze koji su blizi znacenju slican nego jednak).

Najstariji pouzdano poznati matematicki dokazi potjecu od pitagore-
jaca, pripadnika skole koju je osnovao Pitagora sa Samosa (ca. 570.—
490. pr. Kr.). O njegovom zivotu se vrlo malo pouzdano zna, Stovise nije si-
gurno je li ikoji od njemu pripisanih teorema sam otkrio i(li) dokazao. Roden
je na Samosu kao sin trgovca Mnezarha i Pitaide. S ocem je zasigurno imao
prilike putovati, a bio je i dobro obrazovan. Na njegovo obrazovanje su bitno
utjecali filozofi Ferekid, Tales i Talesov uc¢enik Anaksimandar; posljednja dvo-
jica su vjerojatno najzasluzniji za Pitagorin interes za matematiku. Oko 535.
je otisao u Egipat, gdje je 525. pao u perzijsko zarobljenistvo i odveden u Ba-
bilon. Nekoliko godina kasnije vratio se na Samos i tamo osnovao svoju prvu
skolu, ,,polukrug”. Iz ne pouzdano poznatih razloga je 518. (ili ranije) otisao
u juznu Italiju, gdje je u grékoj koloniji Krotonu osnova znanstveno-vjerski-
misticku pitagorejsku skolu. Njene ¢lanove danas nazivamo pitagorejcima,
no sami su se nazivali udénuarikor (udTnua = znanje, ono $to se uci). Pi-
tagorejska skola je bila dijelom tajna zajednica pa mnogi podaci o njoj nisu
pouzdani, a Pitagori su pripisivana bozanska svojstva, te su to glavni razlozi
zasto danas ne znamo tko je dokazao koji pitagorejski teorem. No, sigurno je

INajstariji sa¢uvani dokaz ovog teorema nalazimo u Euklidovim Elementima (EEIII31).


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Pythagoras.html
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookIII/propIII31.html
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da su pitagorejci poceli deduktivno dokazivati matematicke tvrdnje. Krajem
6. st. pr. Kr. je Pitagora zbog politicko-ratnih sukoba u kojima su sudjelovali
pitagorejci pobjegao u Metapont i vjerojatno ondje umro, no ne zna se kako
i kada.

Prema pitagorejskoj filozofiji bit svijeta je u harmoniji brojeva. Za njih,
a tako 1 kasnije za sve starogrcke matematicare, broj (¢ptfpuds) je iskljucivo
prirodan brojf| Pitagorejci su prvi koji su brojeve gledali kao samostalne,
apstraktne objekte. Pridavana su im misticna znacenja, ali su dokazani i
prvi rezultati o njima. Ta aritmetika kakvu su razvijali pitagorejci i ostali
klasi¢ni starogrcki matematicari poznata je kao teorijska aritmetika, a iz
moderne perspektive mozemo ju smatrati zacetkom teorije brojeva. Za raz-
liku od toga prakti¢no racunanje (logistika) u antickoj Grékoj nije smatrano
matematickom djelatnos¢u. Za logistiku su se u jonsko doba kao pomagala
koristili kamenciéi i prsti.

Pitagorejci su razvili ¢etiri discipline kojima je kasnije, pocetkom srednjeg
vijeka, Boethius dao zajednicki naziv quadrivium:

e (teorijska) aritmetika: bavi se onim Sto se moze prebrojati (kvantiteta,
brojnost);

e geometrija (yewpeTpia): bavi se onim §to se moze mjeriti (veli¢inama:
duljina, povrsina, volumen, ali i trajanje, masa);

e glazba (harmonija): primjena aritmetike (aritmetika u vremenu)

e astronomija: primjena geometrije (raspored veli¢ina u vremenu i pros-
toru)

O pitagorejskoj aritmetici saznajemo ne samo od Prokla, nego i od Aristo-
tela (4. st. pr. Kr.) i Nikomaha iz Geraze (1. st. A. D). Mnogi pitagorejski
aritmeticki rezultati sacuvani su u VII., VIII. i IX. knjizi Euklidovih Eleme-
nata. Pitagorejci su uveli razne klasifikacije (prirodnih) brojeva. Osnovna
je podjela na parne i neparne brojeve: Parni brojevi su oni koji se mogu
podijeliti na dva jednaka broja, a neparnima pri dijeljenju popola preos-
taje jedinica. Razlikovali su i proste i slozene brojevef| Razmatrali su i
savrSene brojeve, tj. brojeve koji su zbrojevi svih svojih pravih djelitelja,
te kvadratne i kubne brojeve, tj. brojeve oblika n? i n3. Kasnije, vierojatno
tek neopitagorejci u postklasiéno helenisticko razdoblje (oko prijelaza era),

2Jedinica ili monada (uéros) nije broj, nego osnova svih brojeva. Tako u drugoj defi-
niciji EEVII piSe: Broj je skup jedinica.

3U EEVII 11. i 13. definicija kazu: Prost broj je broj koji se moze izmjeriti samo
jedinicom. Slozen broj je onaj koji se moze izmjeriti brojem.


https://open.library.ubc.ca/soa/cIRcle/collections/ubctheses/831/items/1.0079652

24 POGLAVLJE 4. ANTICKA GRCKA MATEMATIKA

su razmatrani i razni ’ﬁgurativni brojevi‘ te prijateljski brojevi (dva broja su
prijateljska ako je svaki od njih zbroj pravih djelitelja drugog, tj. savrseni su
brojevi oni koji su prijateljski sami sebi). Pitagorejcima se pripisuje sljedeci
poznati teoremﬁ

Teorem 3 (EEIX36) Ako je proizvoljno mnogo brojeva pocevsi od jedinice
razvijeno u dvostrukoj proporcij{| sve dok im zbroj ne bude prost, te ako taj
zbroj pomnoZen sa zadnjim dade broj, taj broj je savrsen.

Suvremenim naéinom receno: Ako je p = 1+24224. .. 4+2™ = 2™+ 1 prost
broj, onda je n = 2™p savrsen. Za Euklidov, vjerojatno zapravo pitagorejski,
dokaz ove tvrdnje upucujemo na stranicu EEIX36.

Pitagorejci su se vezano za Pitagorin poucak (vidi nize) bavili i pitago-
rejski trojkama. Znali su da ih ima beskona¢no mnogo, a pripisuje im se
i dokaz teorema o primitivnim pitagorejskim trojkama, tj. o pitagorejskim
trojkama u kojima su brojevi relativno prosti (teorem dajemo u suvremenoj
formulaciji):

Teorem 4 (,lema) Za svaka dva relativno prosta prirodna broja
m > n, koji nisu oba neparni, (2mn,m* —n% m? +n?) je primitivna pi-
tagorejska trojka i obrnuto, za svaku primitivnu pitagorejsku trojku (a,b, c)
postoje dva relativno prosta prirodna broja m i n, koji nisu oba neparni, takvi
da je (a,b,c) = (2mn, m* — n? m? + n?).

Primijetimo da specijalno za n = 1 odmah vidimo da postoji beskona¢no
mnogo pitagorejskih trojki.

Pitagorejske trojke su naravno vezane za Pitagorin poucak. Iako ne
znamo je li ga Pitagora osobno dokazao, ¢ini se pouzdano da je neki pi-
tagorejac prvi koji je taj teorem dokazao (kako smo veé vidjeli, teorem je
bio poznat jos Babiloncima, ali ne i dokaz). Ne znamo tocno kakav je bio
pitagorejski dokaz tog poucka, ali buduéi da se vec¢ina sadrzaja 1. knjige EE
pripisuje pitagorejcima, razumno je pretpostaviti da je tamo zapisan dokaz
zapravo pitagorejski. Mi ¢emo ovdje opisati Euklidov dokaz samo nuznosti u
Pitagorinom poucku. U tom se dokazu vidi i osnovni princip tzv. geometrij-
ske algebre starih Grka, a to je da su identitete koje danas interpretiramo
algebarski anticki Grei gledali i dokazivali Cisto geometrijski, kao jednakost
duljina, povrsina ili volumena, u ovom slucaju povrsina. Kad se u geometrij-
skoj algebri govori o jednakosti, kao npr. ovdje o jednakosti jednog kvadrata
s druga dva, misli se na jednakost mjere (ovdje povrsine), a ne na sukladnost.

4Obrat (da ne postoje drugi parni savrseni brojevi osim onih gornjeg oblika) je dokazao
tek Euler u 18. st.
5Tj. svaki sljede¢i ¢lan je dvostruko veéi od prethodnog.


http://mathworld.wolfram.com/FigurateNumber.html
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookIX/propIX36.htm
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookX/propX29.html
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Slika 4.1: Tustracija uz Euklidov dokaz nuznosti u Pitagorinom poucku.

Teorem 5 (EEI47, EEI48) Trokut je pravokutan ako i samo ako je kva-
drat nad njegovom najduljom stranicom jednak zbroju kvadrata nad njegovim
kracim stranicama.

Dokaz nuznosti. Neka je dakle dan pravokutni trokut AABC's pravim kutom
pri vrhu C' (slika[4.1)). Nad sve tri stranice konstruirani su i kvadrati ACGF,
BCHK i ABED. Nadalje, ucrtana je i visina C'L na hipotenuzu, od vrha C
do nasuprotne stranice kvadrata nad hipotenuzom. Ta visina dijeli kvadrat
nad hipotenuzom na dva pravokutnika. Dokazujemo da je jedan od njih jed-
nak (po povrsini) kvadratu nad jednom katetom. Zatim se analogno dokaze
da je drugi jednak kvadratu nad drugom katetom, iz cega slijedi tvrdnja.
Dokazimo recimo da je lijevi pravokutnik ADLT jednak kvadratu ACGF:
Ucrtajmo trokute ADC' i ABF. Ta dva trokuta imaju jednu zajednicku
stranicu (AB), zatim jos jednu stranicu jednake duljine (|AF| = |AC| jer je
ACGF kvadrat), a i kut medu tim dvjema stranicama je jednak (ZFAB je
pravi kut uveéan za kut ZCAB, a takav je i ZCAD). Po SKS—teoremuﬂ ta
dva trokuta su ne samo u smislu geometrijske algebre jednaka, nego i suk-

6Ako je ovaj dokaz pitagorejski, to znaéi da su pitagorejci znali i SKS-teorem. Buduéi
da se i on moze naci u I. knjizi EE kao EEI4, to je vrlo vjerojatno.


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI47.html
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI48.html
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ladna. Buduéi da trokut AACD ima jednaku jednu stranicu i visinu na nju
kao pravokutnik ADLT (stranica AD je zajednicka, a visina je DL) slijedi
da je taj trokut jednak pola pravokutnikal| S druge strane trokut AAFB
ima s kvadratom ACGF zajednicku stranicu AF i visinu AC, dakle je taj
trokut jednak pol tog kvadrata. Buduéi da su trokuti jednaki, slijedi da je
kvadrat ACGF jednak pravokutnik ADLT, §to je i trebalo dokazati. |

Kao sto je receno, pitagorejcima se pripisuje veci dio sadrzaja EEI, sto
ukljucuje razne propozicije iz elementarne planimetrije: konstrukcija paralele
i okomice na pravac, bisekcija kuta i duzine, teoremi o sukladnosti trokuta,
teorem da je zbroj ... Posebno, znali su da je zbroj kutova u svakom trokutu
jednak 2 prava kuta, kao i generalizaciju: zbroj kutova u svakom ¢etverokutu
je 4 prava kuta, u svakom peterokutu je 6 pravih kutova i t. d., tj. suvre-
menim stilom iskazano: Zbroj kutova u svakom n-terokutu je 2n — 4 prava
kuta.

Poznat je i pitagorejski interes za pravilne mnogokute i pravilne poliedre.
Sigurno su poznavali bar tri od pravilnih poliedara (kocku, pravilni oktaedar
i pravilni dodekaedar), a moguce je da su poznavali i preostala dva. Pripisuje
im se i poznavanje dokaza sljedeceg teorema [?]:

Teorem 6 Postoje samo tri pravilna poploéavanjcﬂ ravnine: poplocavanje
jednakostranicnim trokutima, poplocavanje kvadratima © poplocavanje pravil-

nim Sesterokutima (slika[4.9).

Dokaz. Bududéi da je zbroj kutova u svakom n-terokutu 2n — 4 prava kuta,
znaci da je u pravilnom n-terokutu svaki kut jednak o = Z"T"l pravih kuteva.
U svakom vrhu pravilnog poploc¢avanja sastaje se isti broj m pravilnih n-
terokuta, dakle je ma jednak cetiri prava kuta. Stoga mora biti m = 45— =
2+ ﬁ. Pritom su m i n prirodni brojevi ve¢i od 1. Ako je n = 3 dobije se
m = 6 (poplocavanje jednakostraniénim trokutima), ako je n = 4 dobije se
m = 4 (poplocavanje kvadratima), ako je n = 5 m nije cijeli, ako je n = 6
dobije se m = 3 (poplo¢avanje pravilnim Sesterokutima). Za n > 6 je ﬁ
manje od 1, dakle ne moze biti cijeli broj. |

Siroj matematickoj i opéenito obrazovanoj populaciji je uz Pitagorin
poucak vjerojatno najpoznatiji pitagorejski rezultat kojeg danas iskazujemo
ovako: v/2 je iracionalan broj. No, kako smo rekli, za pitagorejce samo pri-

rodni brojevi su brojevi, ¢ak ni razlomci (oni su za njih omjeri dva broja),

I ovo se nalazi dokazano u EEI, propozicija 41: Ako paralelogram ima istu osnovicu
kao trokut i ako se nalaze izmedu istih paralela, onda je paralelogram dvostruki trokut.

8Poplocavanje ravnine je prekrivanje ravnine bez rupa i preklapanja kopijama jednog
ili vise likova (’plocica’). Poplocavanje je pravilno ako su sve plocice sukladni pravilni
mnogokuti koji imaju zajednicke vrhove i ako se u svakom vrhu sastaje isti broj plocica.


http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI41.html
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Slika 4.2: Tri pravilna poplo¢avanja ravnine.

a kamoli brojevi koje danas zovemo iracionalnima za njih nisu bili brojevi.
Pitagorejci su smatrali da se cijeli svijet moze opisati prirodnim brojevima i
njihovim odnosima (omjerima). Posebno je to znacilo da im je osnovno uvje-
renje bilo da su svake dvije istovrsne veli¢ine (dva broja, dvije duljine, dvije
povrsine, dva volumena, ...) sumjerljive, tj. da za svake dvije istovrsne
veli¢ine postoji njima istovrsna veli¢ina (zajednicka mjera) kojom se mogu
obje izmjeriti. Dakle, pitagorejska pretpostavka (uvjerenje) o sumjerljivosti
znaci da su svake dvije istovrsne veli¢ine visekratnici jedne te iste njima is-
tovrsne velicine, koja im je zajednicka mjera (,mogu se njome izmjeriti”).
Kad to zapisemo na suvremen nacin vidimo da su pitagorejci smatrali da za
sve a,b > 0 postoji m > 0 te k,l € N tako da je a = km i b = [ m, odnosno
da je a : b = k : |—svake dvije pozitivne, istovrsne veli¢ine imaju omjer
kao prirodni brojevi. Mozemo to i ovako iskazati: Postoji jedinica duljine
(povrsine, volumena, vremena, mase, ... ) takva da svaka duljina (povrsina,
volumen, vremenski interval, masa, ...) kao mjeru ima racionalan broj.
Neki pitagorejac (navodno Hipasus iz Metaponta oko 450. g. pr. Kr.)
je dokazao da dijagonala kvadrata nije sumjerljiva njegovoj stranici. To je
naravno ekvivalentno suvremenom ,,v/2 nije racionalan broj”, ali je koncep-
tualno bitno drugacije. Takoder, iz ve¢ navedenih razloga takav dokaz je
zasigurno bio Cisto geometrijski, a ne kao danasnji algebarsko-simbolicki.
Druge teorije sugeriraju da je prvi dokaz egzistencije nesumjerljivih veli¢ina
bio nesumjerljivost stranice i dijagonale pravilnog peterokuta jer je pravilni
pentagram (slika bio simbol pitagorejske skole. Omjer duljina dijagonale
i stranice pravilnog peterokuta danas je poznat pod nazivom omjer zlat-
nog rezaﬂ Pitagorejci su uocili da je taj omjer moguce definirati kao omjer

9Naziv ‘omjer zlatnog reza’ uveo je tek 1835. godine njemacki matematiéar Martin
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Slika 4.3: Pravilni pentagram

dviju duljina u kojem se dulja prema krac¢oj odnosi kao krac¢a prema njihovoj
razlici:

d:a=a:(d-a).

Bilo da je otkri¢e nesumjerljivih velicina vezano za kvadrat bilo za pra-
vilni peterokut, gotovo sigurno [4] ono je proizaslo iz otkrica Euklidovog
algoritma [?]. Najkasnije od egipatskog i sumerskog doba bilo je lako us-
porediti dvije istovrsne veli¢ine (broja, mase, duljine, ...) ako je iznos jedne
prirodni visekratnik iznosa druge. Primjerice, na sljedecoj slici ilustrirano je
kako utvrdujemo da je dulja duzina 5 puta dulja od krace:

N I EN N
I

Pitagorejci (a mozda cak i Egipéani ili Babilonci) su otkrili kako se snadi s
,ostatkom”. Naime, ako veca veli¢ina nije visekratnik prve (dakle, ako veéu
ne mozemo izmjeriti manjom), onda ostatkom mjerimo manju. Ako opet
ostane ostatak, onda prvi ostatak mjerimo drugim i t.d., sve dok u nekom
trenu ne nademo zajednicku mjeru dvaju zadnjih ostataka, koja je onda
(najveca) zajednicka mjera polaznih dviju veli¢ina. Tako je na sljedecoj slici
mali zuti kvadrati¢ (najveca) zajednicka mjera za ¢itav pravokutnik i za plavi
kvadrat, odnosno duljina njegove stranice je (najveca) zajednicka mjera za
stranice polaznog pravokutnika.

Temeljna pitagorejska postavka o sumjerljivosti svake dvije veli¢ine znaci
da za svake dvije velicine postupak Euklidovog algorimta staje u konacno

Ohm, brat znamenitijeg fizicara Georga Ohma.
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mnogo koraka (to je dokazano u EEX2). No, ako uzmemo dvije duljine u
omjeru zlatnog reza imat ¢emo sljedeci niz koraka u Euklidovom algoritmuzm

| |

!

|

|

| [ |
T
!
|

e
—j

Bududi da je u svakom koraku omjer dulje prema krac¢oj duljini isti
d:a=a:(d-a),

postupak se nastavlja u beskona¢nost —ne postoji zajednicka mjera crvene
i zelene duzine, koje su u omjeru zlatnog reza. Dakle, postoje istovrsne
veli¢ine koje nisu sumjerljive (i omjer zlatnog reza ¢ = %5 te stoga i v/5
nisu racionalni brojevi).

Primijenimo taj nacin razmisljanja na dokaz nesumjerljivosti dijagonale
i stranice kvadrata. Pogledajmo sliku Dan je kvadrat (duljinu stranice
oznacili smo s a, a dijagonale s d). Ucrtamo manji kvadrat (crveno) tako da
mu stranica lezi na dijagonali i da mu je stranica duljine d—a. Trokut AABC
je jednakokracan, iz ¢ega (zbog jednakosti kutova s okomitim kracima) slijedi
da je i ADBC jednakokracan, tj. |CD| = d — a. Stoga je dijagonala crvenog
kvadrata duljine a — (d — a) = 2a — d. Sad bismo mogli na isti na¢in u
crveni kvadrat ucrtati kvadrat kojemu je stranica duljine njegove dijagonale
minus njegove stranice, i tako u beskona¢nost. Pritom je u svakom sljede¢em
koraku a, 1 = d, —a, i d,i1 = 2a, — d,. Kad bi a i d bile sumjerljive, sa
zajednickom mjerom m, onda bi u svakom koraku a, i d, bile sumjerljive,
istovremeno postajuéi proizvoljno male (dakle, u nekom trenu i manje od m),
Sto je nemoguce. Zakljucujemo da dijagonala i stranica kvadrata ne mogu
biti sumjerljive.

4.2 Atensko razdoblje grcke matematike

U prvoj polovici 5. st. pr. Kr. kao centar grcke filozofske i znanstvene dje-
latnosti pomalo se pocinje isticati Atena. Vrhunac tog razdoblja oznacen
je Platonovim osnivanjem Akademije (ca. 387. pr. Kr.). Atensko razdoblje
potrajalo je do doba osvajanja Aleksandra Makedonskog, dakle do potkraj

00vo se obi¢no ilustrira tzv. Pitagorinom lutnjom.


https://mir-s3-cdn-cf.behance.net/project_modules/disp/964bf77524983.560b1b71e802f.png
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Slika 4.4: Nesumjerljivost dijagonale i stranice kvadrata.

4. st. pr. Kr. U atenskom razdoblju starogrcka matematika u potpunosti po-
prima formu geometrijske algebre, a pojavljuju se i temelji infinitezimalnog
nacina razmisljanja te matematicke logike.

Tijekom atenskog razdoblja akrofonske brojke postepeno su zamijenjene
alfabetskim (miletskim) brojkama, no i one potjecu jos iz jonskog raz-
doblja. Princip tog sustava slican je brojevnim sustavima koje su koristili
Fenicani, a kasnije Zidovi, Arapi, Hrvati (glagoljske brojke), ...: Slovima
alfabeta, u ovom slucaju grékog, pridruzene su brojevne vrijednosti. Kon-
kretno, grcki alfabetski sustav je dekadski sustav sa znamenkama (slovima)
koja odgovaraju brojevima jedan do devet pomnozenim s jedan, deset, sto
i tisucu, dakle se radi o dekadskom sustavu. Za to je potrebno 27 slova, a
grcki alfabet ih ima 24, te su za grcke alfabetske brojke dodatno koristena
tri arhaicna slova: fenicko slovo vau (digama) za 6, kopa za 90 i san (sampi)
s vrijednoséu 900. Dalje je alfabetski sustav znamenkasto aditivan, a tije-
kom atenskog razdoblja dodani su mu i neki principi multiplikativnog sustava
(kod tisudica se stavlja crtica, hasta, dolje lijevo uz odgovarajuéi simbol je-
dinica). Do kraja atenskog razdoblja znamenke ovog sustava poprimile su
formu prikazanu slikom . Uoc¢imo da je koristenjem slova M (veliko p, od
mirijada, tj. deset tisuca) sustav prosiren i na vise potencije od 10, no to
se desilo, ¢ini se, tek pocetkom sljedeceg, helenistickog razdoblja. Da bi se
tekst razlikovao od brojki, alfabetske brojke obi¢no su zavrsavale apostrofom
ili bivale natcrtane. Primjerice, piav ili pa’ je nas 111 [§].

Recimo prvo nesto o zacecima matematicke analize, tj. infinitezimalnog
racuna, koji sezu u ovo razdoblje. Filozofu Zenonu iz Eleje (ca. 490.-430.
pr. Kr.) Aristotel pripisuje ¢etiri paradoksa kretanja, u kojima iz beskonac¢ne
djeljivosti prostora odnosno vremena Zenon dobiva prividno paradoksalni
rezultat nemogucnosti kretanja. Zenonovi paradoksi su:


http://www.croatianhistory.net/glagoljica/edu/gl_brojevi.pdf
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Zeno_of_Elea/
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Slika 4.5: Znamenke klasi¢nog grckog alfabetskog brojevnog sustava.

e Dihotomija: Kretanje je nemoguce jer se svaku udaljenost prvo treba
prije¢i do pola, a nakon toga pola ostatka i t.d. Ma koliko prijedemo,
uvijek ¢e ostati razlika do cilja.

e Ahil i kornjaca: Ahil je puno brzi od kornjace. Dok Ahil dode do
prvotne pozicije kornjace, ona se pomakla. Dok dode do te pozicije,
ona je opet malo odmakla, i t.d. Dakle, Ahil nece nikad sti¢i kornjacu.

e Strijela: Strijela je u svakom trenutku u nekoj poziciji koju se ne moze
razlikovati od mirovanja. Dakle, strijela se ne moze gibati.

e Stadion: Imamo tri reda jednako velikih objekata, jednako mnogo njih.
Jedan miruje, druga dva se istim brzinama krec¢u uzduz tog mirujuceg
reda u suprotnim smjerovima. Zenon uspijeva argumentirati: Pola
vremena je dvostruko vrijeme.

Sva cetiri paradoksa po prvi put otvaraju pitanje prirode kontinuuma.
Uz to, dihotomija te paradoks o Ahilu i kornja¢i se mogu smatrati prvim
pokuSajem razmatranja limesa nizova odnosno sumacije redova. Danas
kad su ti pojmovi precizirani lako se pokaze da paradoksa tu nema, primje-
rice ne-paradoksalnost dihotomije objasnjavamo konvergencijom geometrij-
skog reda s kvocijentom %

S druge strane, filozof Demokrit iz Abdere (ca. 460.-370. pr. Kr.),
najpoznatiji po ideji nedjeljivih ¢estica ,,atoma” kao osnovnih jedinica mate-
rije, za nas je zanimljiv po ideji podjele stosca na beskonacno tanke diskove
paralelne bazi. Tako je dosao do dileme: Ako gledamo jedan takav disk,


https://www.ted.com/talks/colm_kelleher_what_is_zeno_s_dichotomy_paradox/transcript
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jesu li njegove osnovice jednake ili ne? Ako jesu, stozac je valjak, ako nisu,
stozac je grbav. Naravno, ni tu dileme, znamo danas, nema, ali oc¢igledno
ovo njegovo razmatranje mozemo smatrati prethodnikom ideje integrala.

Kao sto smo veé rekli, geometrijska algebra je matematicki pristup
starih Grka u kojem primjerice kvadrat nije broj odnosno potencija, nego ge-
ometrijski lik i ujedno njegova mjera (povrsina). Dva objekta su jednaka ako
su jednaki po mjeri (iznosu, duljini, povrsini odnosno obujmu). Sam naziv
nastao je tek u 19. stoljecu jer se danas tako dobiveni rezultati mogu interpre-
tirati kao algebarske formule odnosno kao rjesavanje algebarskih jednadzbi.
Dakle, vrlo bitno je istaknuti: Nisu stari Grei jednadzbe rjesavali geometrijski
(jer u njih jos nije bilo ideje jednadzbe), nego mi danas mnoge njihove rezul-
tate interpretiramo i dokazujemo algebarski. Tijekom 5. st. pr. Kr. starogrcki
matematicari su dodatno poceli zahtijevati da se geometrijske konstruk-
cije smiju provoditi isklju¢ivo (neozna¢enim) ravnalom i Sestarom. Stoga se
za jednakost (brojeva, duljina, povrsina, odnosno volumena) trazilo i vise od
puke jednakosti mjere: morala se moc¢i dokazati u konacno mnogo konstruk-
cijskih koraka ravnalom i Sestarom. Kao razlog tog ogranicenja mnogi autori
navode da su se kao jedine dvije krivulje prisutne u stvarnome svijetu sma-
trali pravci i kruznice, koje su smatrane ,savrsenim” krivuljama jer ,svaka
dva njihova dijela” izgledaju podjednako. Kao primjer pristupa geometrijske
algebre navodimo sljededi, inspiriran propozicijama EEI42 i EEI44.

Primjer 16 Zadan je kvadrat JABCD, potrebno je konstruirati njemu jed-
nak (naravno, po povrsini) pravokutnik kojemu je zadana jedna stranica. Ta
zadana stranica se postavi kao nastavak BE stranice AB kao na slici IE,
§to je moguce ravnalom i Sestarom (kako?). Zatim se konstruiraju pravci
AD i EC te odredi njihovo sjeciste F'. Naposlijetku se EAF dopuni do pra-
vokutnika (konstruirajuéi paralele) i produlje duzine C'D i BC do rubova tog
pravokutnika. Buduéi da je EF dijagonala tog pravokutnika, ona ga raspolav-
la. Takoder, vidljiva su dva para sukladnih trokuta. Stoga su sive pouvrsine
jednake, tj. zadatak je rijesen.

Ako ovu konstrukciju interpretiramo na moderni algebarski nacin vidimo
da se zadane b* i a trazi x takav da je ax = b?, tj. iz moderne perspektive je
ovo rjesavanje linearne jednadzbe. Pritom uocimo da moZemo izjednacavati
samo istovrsne mjere, ovdje povrsine (ax i b?, a ne b). Taj princip ho-
mogenosti u jednadzZbama opstat c¢e jos mnoga stoljeca, cak i nakon sto u
9. st. arapski matematicar: utemelje algebru.

Vjerojatno najpoznatija matematicka tema koja potjece iz atenskog raz-
doblja anticke grcke matematike su tri klasiéna problema. Pocetkom
5. st. pr. Kr. konstrukcije bisekcije kuta, podjele duzine na proizvoljan broj
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Slika 4.6: Primjer geometrijske algebre (primjer .

jednakih dijelova, udvostruc¢enja kvadrata i mnoge druge ve¢ su bile dobro
poznate. Najvjerojatnije su pokusaji njihove generalizacije doveli do pojave
triju znamenitih problema, koji su postali problemi upravo zbog uvjeta ge-
ometrijske algebre, odnosno konstruktibilnosti ravnalom i Sestarom:

1. Problem udvostruéenja (duplikacije) kocke: Za danu kocku treba
ravnalom i Sestarom konstruirati brid kocke dvostrukog volumena.

2. Problem trisekcije kuta: Dani kut treba ravnalom i Sestarom podi-
jeliti na trecine.

3. Problem kvadrature kruga: Ravnalom i Sestarom treba konstruirati
stranicu kvadrata iste povrsine kao dani krug.

Problem udvostrucenja kocke danas formuliramo ovako: Za zadani a > 0
zadatak je ravnalom i Sestarom konstruirati x takav da je

x> =243,

O njegovoj prvoj pojavi govore dvije poznate legende. Jednu, po kojoj je ovaj
problem poznat i kao delijski problem, navodi Teon iz Smirne (ca. 70.-130.)
citiraju¢i Eratostena, a to je da su gradani Delosa u doba jedne epidemije
potrazili savjet prorocista u Delfima kako da se rijese jedne epidemije te im
je receno da konstruiraju dvostruko veci oltar od postojeteg kockastog oltara
posvec¢enog bogu Apolonu. Drugu pak navodi Eutokije Askalonski (ca. 480.—
540.) u komentaru Arhimedova teksta O kugli i valjku, a to je da je kretski
kralj Minos htio udvostruciti grob pjesnika Glaukusa.

Za razliku od toga, o problemu trisekcije kuta nema nikakvih, ¢ak niti
legendarnih, podataka o njegovom nastanku. Bio je manje popularan od
druga dva klasicna problema, vjerojatno zato sto je za neke kutove rjesiv
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Slika 4.7: Pravi kut se moze trisektirati ravnalom i Sestarom, a konstrukcija
kuta ekvivalentna je konstrukciji njegova kosinusa.

ravnalom i Sestarom. Kako se on uklapa u nasu definiciju geometrijske al-
gebre? Uocimo prvo da ga je dovoljno razmatrati samo za Siljaste kutove,
jer se pravi kut moze trisektirati ravnalom i Sestarom koristec¢i konstrukciju
jednakostrani¢nog trokuta (slika lijevo). Nadalje, siljasti kut ¢ (primje-
rice, trec¢ina zadanog kuta «) moze se konstruirati ako i samo ako se moze
konstruirati cos ¢E-] To se lako uoci iz definicije sinusa i kosinusa u jedini¢noj
kruznici (vidi sliku 4.7/ desno). Ako je zadan a, iz cos(3¢) = 4 cos® ¢ — 3 cos ¢
uz supstitucije 3¢ = a i * = cos¢ vidimo da je problem trisekcije kuta
ekvivalentan konstrukciji rjesenja kubne jednadzbe

423 — 3x = cos .

Naposlijetku, problem kvadrature kruga danas interpretiramo ovako: Za
zadani r > 0 treba ravnalom i Sestarom konstruirati x takav da je

T =T .

Za ovaj problem postoji konkretno ime uz koje se veze njegova prva po-
java. Bio je to navodno Anaksagora iz Klazomene (ca. 499.-428. pr.
Kr.), Periklov prijatelj koji je zavrsio u zatvoru zbog tvrdnje da Sunce nije
bog te se navodno u zatvoru poceo baviti ovim problemom. Prvi zanimljivi
pokusaj rjesavanja ovog problema pripisuje se sofistu Antifontu (ca. 480.—
411. pr. Kr.). On je navodno predlozio upisivanje pravilnih mnogokuta u
krug, pocevsi od kvadrata, preko osmerokuta redom uz udvostrucavanje broja
stranica. Smatrao je da ¢e se ostatak do povrsine kruga iscrpsti kad dodemo

1 Alternativno sin¢. Oprez: U ovo doba jos nije postojala trigonometrija, tako da je
ovo moderna analiza problema, a ne starogrcki pristup.
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do dovoljno velikog broja stranica. Naravno, tu je pocinio matematicku
gresku, koju danas izrazavamo ovako: Ako se svaki ¢lan nekog niza moze
konstruirati ravnalom i Sestarom, to ne znaci da se i limes tog niza moze
konstruirati. U svakom sluc¢aju ovaj problem je brzo postao iznimno popula-
ran, na Sto primjerice ukazuje ¢injenica da ga Aristofan spominje u komediji
Ptice (414. pr. Kr.).

Zasto su ova tri problema toliko vazna? Danas znamo da oni nisu rjesivi
(naravno, postujuéi uvjet konstrukcije rjesenja ravnalom i Sestarom). No,
pokusaji rjeSenja tih problema, posebno u anticko grcko doba, ali i kasnije,
doveli su do mnogih novih matematickih otkri¢a. Sad ¢emo navesti samo
neke od najvaznijih iz ovog, atenskog, razdoblja, no jos ¢emo se s njima
susresti i kasnije.

Prvi znacajni matematicar atenskog razdoblja bio je Hipokrat s Hiosa
(ca. 470. — 410. pr. Kr.). On je navodno bio trgovac brodovima iz Jonije, ali
je izgubio imovinu (jedni navode gusare, drugi nepostene carinike) te je dva-
desetak godina, otprilike 450.—430. pr. Kr., proveo u Ateni ¢ekajuci odstetu.
Za to je vrijeme ucio filozofiju i matematiku, te je postao najznacajniji ma-
tematicar u 5. st. pr. Kr[?l Hipokrat s Hiosa je dao je prve znacajne do-
prinose rjeSavanju sva tri klasicna problema. Napisao je danas izgubljeno
djelo Elementi geometrije, koje je vijerojatno bilo osnova za prve cetiri knjige
Euklidovih Elemenata. Znao je, a mozda i dokazao, da se povrsine krugova
odnose se kao kvadrati nad njihovim polumjerima™® Pripisuje mu se uvodenje
slova kao oznaka u geometrijskim dijagramima.

Hipokrat je zabiljezen kao prva osoba koja je to¢no odredila kvadraturu
nekog lika obrubljenog krivuljama. Pri pokuSaju rjesavanja problema kva-
drature kruga Hipokrat je naime otkrio da se odredeni mjesecoliki likovi
omedeni dvjema kruznicama mogu kvadrirati ravnalom i Sestarom. Ti se li-
kovi danas nazivaju Hipokratovi mjeseci. Geometrijski gledano, mjesec je
lik omeden lukovima dviju ekscentri¢nih kruznica razli¢itih polumjera. Ako
se takav mjesec moze kvadrirati ravnalom i Sestarom, nazivamo ga Hipokra-
tovim. Sam Hipokrat je otkrio, do na sli¢nost, tri tipa takvih mjeseca, a
danas je poznato da ih ima petE] Mi ¢emo ovdje opisati samo prvi tip, a za
preostale i dokaz da ih ima to¢no pet upucéujemo na ovaj .

Prvi Hipokratov mjesec je mjesec omeden kruznicom k; kojoj je polumjer
kateta pravokutnog jednakokracnog trokuta, a srediste u vrhu s pravim ku-
tom, te kruznicom ks, ¢iji promjer je hipotenuza tog trokuta, tj. kruznicom
opisanom tom trokutu (slika . Kvadrat nad hipotenuzom (promjerom

12Ne valja ga mije§ati sa suvremenikom i imenjakom, lijeénikom Hipokratom s Kosa.

3Najstariji sa¢uvani dokaz nalazimo u EEXII2, pomoéu metode ekshaustije.

14Preostala dva su otkrivena u 18. st. (M. J. Wallenius), a u 20. st. je dokazano da nema
drugih (N. G. Cebotarev, A. V. Dorodnov).


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hippocrates/
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Slika 4.8: Prvi Hipokratov mjesec.

od k) je prema Pitagorinom poucku dvostruki kvadrat nad katetom trokuta
(polumjerom od k). Buduéi da je polumjer pola promjera, to znaci da je
kvadrat nad hipotenuzom pola kvadrata nad promjerom kruga omedenog s
ki. Bududi da se povrsine krugova odnose kao kvadrati nad njihovim pro-
mjerima, Sto je, kako smo rekli, Hipokrat znao, slijedi da se povrsina kruga
nad hipotenuzom prema povrsini kruga omedenog s k; isto odnosi kao 1 : 2,
pa se tako odnose i odgovarajuci polukrugovi. Stoga polukrug nad hipotenu-
zom ima jednaku povrsinu kao isjecak koji je ¢etvrtina kruga omedenog s k.
Povrsina mjeseca (crveno na slici je ocito zbroj povrsina trokuta i polu-
kruga nad hipotenuzom umanjena za spomenuti isjecak u krugu omedenom
s k1, pa slijedi da prvi Hipokratov mjesec ima istu povrsinu kao trokut kojim
je odreden. Bududi da se trokut (kao i svaki drugi uglati lik, sto ¢emo kasnije
i pokazati) moze kvadrirati ravnalom i Sestarom, opisani mjesec je stvarno
Hipokratov mjesec.

Prema viSe izvora, Hipokrat je bio svijestan da svojim otkri¢em mjeseca
koji se mogu kvadrirati ravnalom i Sestarom nije rijeSio problem kvadra-
ture kruga. No, neki navode sljedece krivo zakljuc¢ivanje kao, mozda, nje-
govo. Pogledajmo pravilni Sesterokut s opisanom kruznicom i ucrtanim po-
lukruznicama nad svim njegovim stranicama (slika . Polumjer kruznice
jednako je dug kao stranice pravilnog Sesterokuta (tj. promjeri malih polu-
kruznica), pa se povrsine malih i velikih krugova se odnose 4 : 1. Stoga
vrijedi sljededi ,,geometrijski racun”: Prvo uoc¢imo da je

P DOl
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Slika 4.9: Veza mjeseca i kvadrature kruga.

Stoga je

4. :Q:O +6-D—6~D:© +3- () —¢. D,
O :O—@D.

Dakle, kad bi se mjeseci sa slike mogli kvadrirati, mogao bi se kvadrirati
i (mali) krug, no danas znamo da ti mjeseci nisu Hipokratovi mjeseci.

Vezano za trisekciju kuta, Hipokrat je otkrio sljede¢u u praksi lako pro-
vedivu ,,mehanicku” trisekciju kuta. Neka je zadan kut o = ZABC kojeg
treba podijeliti na trecine (slika . Prvo konstruiramo okomicu iz A na
krak BC, neka joj je noziste D. Zatim ADB dopunimo do pravokutnika
ADBE i produljimo duzinu F'A na strani od A. Sljedeéi korak nije provediv
ravnalom i Sestarom, ali u praksi jest izvediv: Na tom produljenju AE nade
se tocka F' takva da je |FG| = 2|AB|, gdje je G = BFNAD. U tom slucaju
je ZFBC = 5. Naime, po konstrukciji je |[AB| = |HF| = |HG|, dakle je
AAFH jednakokracan (AH je tezisnica u pravokutnom trokutu AGAF pa
ga dijeli na dva jednakokracna trokuta) i posljedicno AABH jednakokraéni
trokut. Stoga je /ZFAH = ZAFH = ¢ te je kao vanjski kut trokuta AAFH
kut ZAHB = 2¢, ali je i ZABF = ZAHB = 2¢. Naposlijetku, uo¢imo
da je AB transverzala (presjecnica) paralelnih pravaca EA i BC. Stoga je
/FBC =/ZAFB = ¢. Dakle, « = ZABC = ZABF+/FBC = 2¢+¢ = 3¢,
dakle je ¢ rjesenje problema.

pa je
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Slika 4.10: Hipokratova trisekcija kuta.

Hipokratov doprinos problemu udvostrucenja kocke mozda se ¢ini najjed-
nostavnijim od njegovih doprinosa trima klasi¢nim problemima, no pokazao
se najvaznijim. Prvo definirajmo: Srednje geometrijske proporcionale
izmedu istovrsm’hE] veli¢ina a i b su njima istovrsne veli¢ine x i y takve da je

Hipokrat je uocio da se kocka brida a moze udvostruciti ako se mogu kons-
truirati srednje geometrijske proporcionale izmedu a i 2a. Mi to danas lako
algebarski potvrdujemo: Iza:x =z :y =1y : (2a) slijedi 2a 2 = y* i ay = x*
pa je 3 = 2a®. Nakon Hipokrata svi pokusaji rjeSenja ovog problema us-
mjereni su na odredivanje srednjih geometrijskih proporcionala izmedu a i
2a.

Istaknimo jos trojicu matematicara iz 5. st. pr. Kr. Prvi od njih zapravo
nije bio matematicar, nego drzavnik i filozof sofist Hipija iz Elide (ca. 460.—
400. pr. Kr.). Za zivot je zaradivao putujudi i drzeéi predavanja iz poezije,
gramatike, povijesti, politike, arheologije, matematike i astronomije. Platon
ga je kasnije opisao kao umisljenog i arogantnog covjeka sirokog, ali povrsnog
znanja. Jedini bitni matematicki doprinos mu je otkri¢e krivulje kvadratise
(trisektrise), koja se moze iskoristiti i za kvadraturu kruga i trisekciju kuta
(zapravo, za podjelu kuta na bilo koji broj jednakih dijelova), ali se sama
ne moze konstruirati ravnalom i Sestarom. Prema Papusu Aleksandrijskom
(ca. 290.-350.), Hipijina kvadratisa nastaje dinamicki. Polaziste je kvadrat
OABCD (slika lijevo). Zamislimo da u stranica DC pada jednoliko
(stalnom brzinom) na stranicu AB. U istom trenutku kad stranica DC poéne
padati, stranica AD pocinje jednoliko rotirati oko A do pozicije AB, u koju
stize u istom trenutku kad i DC. U tom sluc¢aju se u svakom trenutku pozicije
stranica DC' i AD sijeku u po jednoj tocki (na slici lijevo istaknute su

15Pod istovrsnim veli¢inama mislimo na veli¢ine iste fizikalne dimenzije.
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Slika 4.11: Hipijina kvadratisa (trisektrisa).

pozicije nakon ¢etvrtine, polovine i tri cetvrtine ukupnog vremena gibanja
stranica). Dobivene tocke ¢ine krivulju kvadratisu (trisektrisu) [

Opisimo kako iskoristiti kvadratisu, tj. trisektrisu, za trisekciju kuta.
Neka je zadan kut «, kojeg unesemo u kvadrat kao ZBAFE (slika desno).
Neka je F' presjek kvadratise i kraka AE (tu tocku ne mozemo konstruirati
ravnalom i Sestarom). Iz F' povuéemo okomicu na AB, njeno noziste neka je
G. Duzinu FG podijelimo na tri jednaka dijela, neka je |FH|: |HG| =2 : 1.
Kroz tocku H povuéemo paralelu s AB i odredimo njeno sjeciste I s kva-
dratisom (ni toc¢ku I ne mozemo konstruirati ravnalom i Sestarom). Onda
je ZIAB = £, sto slijedi direktno iz definicije kvadratise (u istom vremenu
padajuca stranica prijede trecinu puta kao rotirajuca treéinu kuta).

Hipijin suvremenik bio je Teodor iz Kirene (ca. 465.-398. pr. Kr.). Poz-
nat je po tome sto je bio ucitelj Platona i Teeteta. Iz Platonovog dijaloga
Teetet saznajemo da je Teodor dokazao o ,stranicama kvadrata od tri kva-
dratne jedinice i od pet kvadratnih jedinica, da one nisu izmjerive jedini¢cnom
duljinom. Tako je prosao sve kvadratne korijene pojedinac¢no do kvadrata od
sedamnaest kvadratnih jedinica, na kojem je stao.” Vidimo dakle da iz mo-
derne perspektive Platon Teodoru pripisuje dokaz iracionalnosti v/3, v/5, V6,
V7, V8, V10, V11, V12, V13, V14, v/15 i /17. Uodljivo je da ne spomi-
nje kvadrat povrsine dvije kvadratne jedinice — oc¢igledno je nesumjerljivost
stranice i dijagonale kvadrata u to doba ve¢ bila opce poznatam Razlog

16 Ako bismo ju gledali iz moderne perspektive, kao smjestenu u Kartezijev koordinatni
sustav s ishodistem u tocki A i koordinatnim osima na pravcima AB i AD, onda se dio
krivulje u prvom kvadrantu sastoji od tocaka (z,y) = (yctg (90°y), y).

ITPrimijetimo da je stranica kvadrata povrsine dvije kvadratne jedinice isto §to i dija-
gonala kvadrata povrSine jedne kvadratne jedinice.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Theodorus/
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Slika 4.12: Teodorova spirala.

zasto je stao na kvadratu sa 17 kvadratnih jedinica nije poznat, ali jedna
od popularnijih teorija je da je u pozadini Teodorova spirala. Ona nastaje
tako da krenemo jednakokracnog pravokutnog trokuta koji je pola jedini¢nog
kvadrata (dakle, hipotenuza mu je duljine v/2). Sad se iterativno konstru-
iraju pravokutni trokuti tako da hipotenuza prethodnog postaje dulja kateta
sljedeceg, a kraca kateta im je svima 1 (dakle, hipotenuze su redom duljina
sqrt3, V4, /5, ... ), kao na slici m Pravokutni trokut hipozenuze duljine
V17 je u takvoj konstrukciji zadnji koji se jos ne preklapa ni s kojim od
ranijih.

Sljedeéi kojeg valja istaknuti je Arhita iz Tarenta (ca. 428.-350. pr.
Kr.). On je bio voda ostatka pitagorejske skole svog doba, koja je nakon
ranijih politickih sukoba smanjena i svedena na zajednicu u gradu Tarentu.
Arhita je bio Platonov prijatelj te je utjecao na Platona. Najpoznatiji je
po doprinosu problemu udvostrucenja kocke na temelju Hipokratove ideje.
Arhita je nasao srednje geometrijske proporcionale izmedu a i 2a koriste-
njem presjeka cilindra, konusa i torusa. Budué¢i da u to doba koordinatni
sustavi jo$ nisu postojali (uvedeni su tek u 17. st., o tome kasnije), njegova je
konstrukcija cisto geometrijska i vrlo impresivna te ¢emo ju ukratko opisati.

Neka su AB i AC duzine izmedu kojih Zelimo naéi srednje geometrijske
proporcionale (dakle, duljine su im a i 2a, slika . Arhita zamislja tri
plohe opisane na sljedeéi nacin. Prva je polucilindar promjera AC (7uto na
slici . Nad AC (u ravnini okomitoj na osnovicu cilindra) konstruira se
polukruznica, a njenom rotacijom oko izvodnice cilindra koja prolazi kroz A
dobije se druga ploha, polutorus (crveno na slici . Naposlijetku, ako je
B odabrana na kruznici koja je osnovica cilindra (a tako da je |[AB| = 1| ACY)
i ako je D presjek tangente na tu kruznicu povucene u C's pravcem AB, rota-
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4.2. ATENSKO RAZDOBLJE GRCKE MATEMATIKE 41

/

1Bl LA 1M1 APt Jac]

Slika 4.13: Arhitina duplikacija kocke.

cijom trokuta AACD oko pravca AC dobije se konus (plavo na slici E|
Neka je P tocka presjeka tih triju ploha. Ona postoji jer polutorus sijece po-
lucilindar duz neke krivulje, a ta krivulja onda negdje probada konus. Tocka
P se nalazi istovremeno na nekoj rotiranoj poziciji crvene polukruznice koja
je generirala polutorus (neka je AC” odgovarajuéi promjer i M ortogonalna
projekcija P na ravninu osnovice cilindra) i na nekoj rotiranoj poziciji plave
izvodnice ¢ijom rotacijom je nastao konus (neka je @) tocka na toj izvodnici u
kojoj se nasla tocka B i N njezina ortogonalna projekcija na ravninu osnovice
cilindra). Iz te konstrukcije Arhita dalje razmatranjem geometrijskih odnosa
izvodi da je
|AB| : |AM| = |AM| : |AP| = |AP| : |AC|,
tj. |[AM] je rjesenje problema duplikacije kocke brida |AB|.
Spomenuli smo Platonov dijalog Teetet. On nosi ime po matematicaru
Teetetu iz Atene (ca. 415.-369. pr. Kr.) koji je, koliko je poznato, bio

18K oristeéi suvremenu analiticku geometriju, ako je A ishodiste Kartezijevog koordinat-
nog sustava, x-os je pravac AC i z-os okomita na ravninu polukruznice ABC, jednadzbe
tih triju ploha su redom y = V2ax — 22), 22 +y? + 22 = a /22 + 92, 22 +y? + 2% = 422
Rjesavanjem tog sustava lako se pokaze da je |AM| = y/x2 + y?, tj. prva koordinata pre-
sjeciSta P ploha u standardno postavljenom cilindrickom koordinatnom sustavu, rjesenje
problema udvostrucenja kocke brida a.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Theaetetus/
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Slika 4.14: Pet Platonovih, zapravo Teetetovih, tijela.

prvi koji je konstruirao svih pet pravilnih poliedara (slika [4.14)). Danas ih
nazivamo i Platonovim tijelima jer ih je Platon opisao u dijalogu Timey,
u kojem ih je povezao s Cetiri ,elementa” (kocka— zemlja, oktaedar — zrak,
tetraedar — vatra, ikozaedar —voda) i svemirom (dodekaedar).

Veé vise puta spominjani filozof Platon centralna je figura atenskog raz-
doblja. Tako nije, koliko znamo, dokazao nikoji bitan matematicki rezul-
tat, on je iznimno znacajan za povijest matematike. Platon| (ca. 427.—

347. pr. Kr.) je oko 387. pr. Kr. osnovao znamenitu | Akademiju|, na ¢ijem je

ulazu navodno pisao moto:
Neka nitko tko ne zna geometriju ovamo ne ulazi.

Mozda ste taj moto culi s rje¢ju matematika na mjestu geometrije, no tu
se radi o moderniziranom smislu: Kao sto ste zasigurno veé¢ primijetili, sta-
rogréka matematika je u biti geometrija. Platonova idealisticka filozofija
bitna je u povijesti matematike i dan danas mnogi matematicari imaju plato-
nisticki pogled na matematiku. Platon razlikuje, primjerice, kvadrat (pravi,
idejni) i kvadrat (nacrtani, postojeéi u realnom svijetu). Platonisticki pristup
matematici podrazumijeva da matematicke istine postoje neovisno o tome je-
smo li ih ve¢ otkrili, odnosno platonisticki je stav da se matematika ne stvara,
nego otkriva. Platon je takoder (¢ini se prvi) eskplicitno iskazao da se u ge-
ometriji treba koristiti sto manje fizickih pomagala— dozvoljeni su samo
Sestar i neoznaceno ravnalo.

Stanimo na trenutak u napretku kroz stolje¢a i osvrnimo se. Kao sto smo
vidjeli, prva kultura u kojoj su se matematicke tvrdnje pocele dokazivati
deduktivno, iz definicija, aksioma i ve¢ dokazanih tvrdnji, bila je anticka
Gréka.  Prvi dokazi mozda potjecu jos od Talesa, a zasigurno najkasnije
od pitagorejaca. U taj razvoj ukljucio se Platon, koji je prvi jasno iskazao


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Plato/
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zahtjev strogih definicija i dokaza u matematici (geometriji). Njegov ucenik
(i ucitelj Aleksandra Makedonskog) Aristotel (384.-322. pr. Kr.), iako ne
posebno zainteresiran za matematiku, skupa s temeljima opce logike postavio
je i temelje matematicke logike. Takoder, Aristotel je pojmu matematika dao
moderno znacenje (a sama rije¢ je izvedena iz ve¢ navedenog naziva clanova
uzeg kruga pitagorejske skole).

Aristotel je razlikovao dvije vrste logickog zakljuc¢ivanja: indukciju i de-
dukciju. Indukcija je zakljucivanje s pojedina¢nog na opée i Aristotel je
uocio da ona bez dodatnih logickih uvjeta ne mora dati istinit zakljucak. S
druge strane, Aristotelov pojam dedukcije ne podudara se s modernim. Za
njega je dedukcija argument kojim se iz odredenih ¢stinitih premisa logickom
nuznoséu dobiva zakljucak razlic¢it od premisa. Aristotelova dedukcija teme-
lji se na osnovnom pojmu kategorickog suda. Kategoricki sud se sastoji od
kvantora (svaki, nikoji, neki) te subjekta S, koji je s predikatom P povezan
kopulom, te eventualno negacije kopule. Aristotel razlikuje cetiri tipa ka-
tegorickih sudova: ,,Svaki S je P” (univerzalno afirmativni), ,Nikoji S nije
P” (univerzalno negativni), ,Neki S su P” (partikularno afirmativni) i ,Neki
S nisu P” (partikularno negativni). Primijetio je da kategoricki sudovi ne
moraju imati jednoznacnu istinitosnu vrijednost, ve¢ da to ovisi o konkret-
nom smislu subjekta i predikata. Tautologija je kategoricki sud koji je
uvijek istinit, npr. ,Svaki S je S”. Kontradikcija je kategoricki sud koji
nikad nije istinit, npr. ,Nikoji S nije S”. Temelj suvremenog deduktivnog za-
kljucivanja je Arisotelov silogizam, poseban oblik dedukcije kojeg je opisao
Aristotel. Radi se o deduktivnom logickom zaklju¢ivanju koje se sastoji od
tri kategoricka suda: dvije (istinite) premise i jedne konkluzije. Da bi to bio
silogizam u Aristotelovom smislu dodatno u ta tri suda medu njihovih Sest
subjekata i predikata imamo ukupno samo tri pojma, a ovisno o njihovom
rasporedu Aristotel razlikuje tri logicke figure silogizma:

1. (AB), (B C), (A C);
2. (A Q), (B C), (A B);
3. (A B), (A C), (B Q).

Primjer 17 Neka je prva premisa ,Nikoja nema cetiri noge.” Druga
neka je ,Nikoja patka nema cetiri noge.” Ta dva suda su tipa (A C) i (B C)
te se silogizmom dobiva korektna konkluzija (A B): ,Svaka patka je 7

Spomenimo jos i Aristotelove zakone klasi¢ne logike:

e Svaki S je S (princip identiteta).


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Aristotle/
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e Svaki sud je istinit ili lazan (princip iskljucenja trecega).

e Nikoji sud ne moze istovremeno biti istinit i lazan (princip isklju¢enja
proturjecja).

Klasi¢na aristotelovska logika je do modernog doba dominirala znanstvenim
metodama dokazivanja, a i danas je temelj vecine skola logike.

Uz Hipokrata najznacajniji matematicar atenskog razdoblja bio je Eudoks
s Knida (ca. 408.-355. pr. Kr.). Bio je matematicar, astronom i lijecnik, a
na Platonovoj Akademiji studirao je filozofiju i retoriku, nakon sto je prije
toga bio ucenik Arhite iz Tarenta. Smatra se da je utemeljio:

e opcu teoriju omjera (ldgos) i razmjera (analogia), sadrzanu u EEV, te

e metodu ekshaustije (koja se temelji na Antifontovim indejama, ali ju
je Eudoks precizirao).

Obje metode predstavljaju starogrcki nacin ,nosenja s limesima”, tj. spadaju
i u prethodnike modernog infinitezimalnog racuna. Osim po njima, Fudoks
je zabiljezen i u povijesti matematicke astronomije, po svojoj teoriji kon-
centri¢nih sfera kojom je pokusao modelirati gibanja nebeskih tijela; ta se
metoda temelji na tradicionalnoj grckoj pretpostavci da su jedine moguce
zakrivljene putanje kruzne.

Eudoksova teorija omjera i razmjera bila je posebno vazna jer je
omogudila ukljuc¢ivanje (bar nekih) iracionalnih veli¢ina u geometrijske ana-
lize, odnosno postalo je moguce prosiriti argumentaciju i ne neke medusobno
nesumjerljive veli¢ine. Primjerice, drugi korijeni = v/a b se mogu analizirati
kroz dvostruke omjere, tj. razmjere

Cjelokupni sadrzaj EEV pripisuje se Eudoksu, a ovdje isticemo cetiri defini-
cije (3.—6. definicija u EEV):

e Omjer je odnos medu iznosima dviju istovrsnih veli¢ina.

e Za velicine kazemo da imaju omjer ako je visekratnik jedne veéi od
druge.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Eudoxus/
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e Za velicine kazemo da su u istom omjeru, prva prema drugoj i treca
prema cetvrtoj ako kojim god brojem pomnozimo prvu i tre¢u i bilo ko-
jim drugu i ¢etvrtu, prva dva visekratnika podjednako nadilaze, jednaki
su ili su manji od druga dva, u odgovarajuc¢em redoslijedu.ﬁ

e Velicine koje su u istom omjeru zovemo razmjernim (proporcionalnim).

Propozicije u EEV ukljucuju distributivnost mnozenja brojeva prema zbra-
janju i oduzimanju brojeva i veli¢ina, asocijativnost mnozenja dva broja i
jedne veli¢ine te razne propozicije o omjerima i proporcijama, npr. ako je
a:b=c:d ondajeia:c=2>:d(EEVI16), te ako x1 : zo = y1 : yo,
Tog @ X3 = Yo © Y3y vvry Tl & Tp = Yn1 : Yn, ONda 1 : T, = Y1 : Yn
(EEV22). Temeljem Eudoksove teorije omjera i razmjera mogu se dokazati
sve uobicajene tvrdnje iz teorije proporcija i slicnosti, no kao Sto smo veé
rekli, dodatno njegova teorija omogucava ukljucenje iracionalnih veli¢ina.
Prije Eudoksa se moglo samo dokazati da neke dvije istovrsne veli¢ine nisu
sumjerljive te se moglo (tako primjerice Teetet analizira tzv. kvadratne ira-
cionalnosti) usporedivati njihove kvadrate ili kubove (suvremenim jezikom
receno, mogli su se usporedivati samo brojevi koji su razlomci ili kvadratni
ili kubni korijeni razlomaka), dok se sad kroz produljene razmjere mogu di-
rektno izvoditi zakljucci o iracionalnim veli¢cinama koje bismo danas zvali
n-tim korijenima.

Eudoksova metoda ekshaustije generalizira teoriju omjera i razmjera.
Naziv je dobila u 17. st., a temelji se na

Teorem 7 (Eudoksov princip ekshaustije EEX1) Ako su zadane dvije
razlicite (istovrsne) veli¢ine i od veée oduzmemo vise od njene polovine, od
ostatka vise od njegove polovine itd., onda ce, ako se postupak ponovi dovoljan
broj puta, ostatak biti mangi od manje zadane velicine.

Suvremenim stilom zapisano: Ako su zadani brojevi a > b > 0, onda za svaki
e > 0 postoji n € N takav da je

a
a Zzl o < b.
Specijalno, ovo znaci da geometrijski redovi s pozitivnim kvocijentom manjim
od % konvergiraju. Fudoksov princip ekshaustije se pak temelji na ve¢ istak-
nutoj 4. definiciji iz EEV: Dvije veli¢ine imaju omjer ako neki visekratnik
jedne premasuje drugu, tj. a,b > 0 imaju omjer (tj. @ : b ima smisla) ako

YTj. a:b=c:dznaéi da za sve min: ako ma < nb, onda me < nd; ako ma =nb,
onda mc = nd; ako ma > nb, onda mc > nd. Uocimo da se ne zahtijeva sumjerljivost!


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookX/propX1.html
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postoji n € N takav da je nb > a. Varijantu te definiciju danas znamo pod
nazivom Arhimedov aksiom: Za svaka dva realna broja 0 < b < a postoji
n € N takav da je nb > a. Naziv je dobio po tome sto ga je u 3. st. pr. Kr. u
svoje pretpostavke na pocetku djela O kugli i valjku uvrstio Arhimed iz Si-
rakuze. On ga je izrekao ovako: ,,Kod nejednakih linija, nejednakih ploha,
nejednakih tijela?| veéa nadmasuje manju za velicinu, za koju se kad se one
sebi pribraja moze posti¢i da nadmasi svaku odredenu veli¢inu od onih koje
su usporedive (s njom i medusobno)”. To bi pak danas izgledalo ovako: Za
svaka dva realna broja 0 < b < a i za svaki M > 0 postoji n € N takav
da je n(a — b) > M. Ta tvrdnja slijedi iz Eudoksove definicije (dokaz se
moze naéi u sklopu dokaza EEVS), a i sam Arhimed navodi da su njegovu
pretpostavku, koju danas zovemo Arhimedovim aksiomom, koristili i raniji
geometri, konkretno Eudoks. Zanimljivo je i da iako je Eudoks autor metode
ekshaustije, Arhimed je bio matemati¢ar koji ju se najviSe i najpreciznije
koristio i pomoc¢u nje dokazao mnoge vazne teoreme. O tome vise kasnije.

U ovom odjeljku spomenut ¢emo jos jednog matematicara atenskog raz-
doblja, jer se njemu pripisuje otkri¢e jednog od standardnih skolskih ma-
tematickih sadrzaja, konika. Bio je to Menehmo (ca. 380.-320. pr. Kr.).
Prema Proklu, bio je Platonov prijatelj i Eudoksov ucenik. Neki izvori ga na-
vode kao ucitelja Aleksandra Velikog, koji je Aleksandru na pitanje postoji li
neki precac za ucenje geometrije navodno rekao: ,,O kralju, za putovanje zem-
ljom postoje kraljevski putevi i putevi za obican puk, ali u geometriji postoji
samo jedan put za sve”. Menehmo je otkrio konike, presjeke stosca ravni-
nama, pokusavajuéi odrediti srednje geometrijske proporcionale izmedu dvije
duljine, tj. pokusavajuéi rijesiti problem udvostrucenja kocke. Trazene pro-
porcionale uspio je naci u presjecima uspravnih kruznih stozaca ravninama
neparalelnim bazi. Za razliku od danas, kad sva tri tipa konika dobivamo pre-
sijecanjem jednog (ne nuzno uspravnog) stosca ovisno o kutu ravnine prema
osnovici, Menhemo je gledao isklju¢ivo normalne presjeke uspravnih stozaca
(presjeke ravninama okomitim na jednu izvodnicu stoSca) pa je razne tipove
konika dobio ovisno o kutu pri vrhu stosca: parabolu za pravokutni stozac,
elipsu za siljastokutni, a hiperbolu za tupokutni. Menehmo im (vjerojatno)
jos nije dao nazive, ali mi ¢emo koristiti nazive elipsa, parabola i hiperbola,
koji su od Menehma mladi nekih 100-150 godina (ime im je dao Apolonije
iz. Perge).

Menhmo je ponudio dva rjesenja problema duplikacije kocke, jedno pomoc¢u
presjeka parabole i hiperbole, a drugo pomocu presjeka dviju parabola. Oba

20Kako vidimo, Arhimed je u klasi¢nom stilu geometrijske algebre geometrijske objekte
poistovjeéivao s njihovom mjerom, tj. ove nejednakosti se odnose na duljinu, povrsinu
odnosno volumen.
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Slika 4.15: Prvo Menehmovo rjesenje problema duplikacije kocke pomocu
konika.

rjeSenja su, naravno, opisana geometrijskom algebrom, a mi ¢emo detaljno
opisati samo prvo (drugo je stilski slicno). Za prvo Menehmovo rjesenje uz-
mimo (vidi sliku dvije medusobno okomite duzine OA i OB, prva neka
je dulja od druge (mi bismo danas pravce na kojima leze gledali kao osi Kar-
tezijevog koordinatnog sustava). Pretpostavimo da je problem rijesen, tj. da
su nadene srednje geometrijske proporcionale izmedu |OA| i |OB]| i da su te

proporcionale nanesene kao OM na pravcu OB i kao ON na pravcu OA,
dakle vrijedi

|OB| : [ON| = |ON| : |OM| = [OM] : |OA]

(i ako je |OA| = 2|0B|, duljinom |ON] je rijesen problem duplikacije kocke
¢iji brid je duljine |OB|). Neka je P ¢etvrti vrh pravokutnika ONPM. Te-
orija omjera i razmjera onda povlaci da je pravokutnik sa stranicama duljina
|OM| i |OB| jednak kvadratu nad ON, a taj je pak jednak kvadratu (plavo
na slici) nad PM. Iz toga Menehmo temeljem uocenih svojstava presjeka
pravokutnog stosca ravninom paralelnoj jednoj izvodnici zakljucuje da je P
tocka parabole (crveno na slici) kojoj je O tjeme, os joj je M B, a |OB]|
joj je ono Sto se kasnije stolje¢ima nazivalo latus rectum, tj. duljina tetive
parabole okomite na os koja prolazi fokusomT| Nadalje, iz istog razmjera

217a parabolu koju danas opisujemo jednadzbom x? = 2py je 2p njezin latus rectum.
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slijedi i da je |OA|-|OB| = |OM|-|ON| = |PM]| - |PN| (jednakost zelenih
pravokutnika na slici), pa Menehmo zakljucuje da je P ujedno i na hiperboli
(ljubicasto na slici) sa sredistem u O i asimptotama OM i ON [P Dakle, pro-
blem udvostrucenja kocke bi se mogao rijesiti ako bi se mogle konstruirati
(ravnalom i Sestarom) parabola (kojoj je latus rectum jednak duljini brida
kocke koju zelimo udvostruéiti) te istostrana hiperbola (sa svojstvom da je
za svaku njenu tocku pravokutnik ONPM, tj. moderni xy, jednak dvos-
trukom kvadratu nad zadanim bridom kocke, jer je kod duplikacije kocke
|OA| = 2|0OB|). U tom sluc¢aju samo bi trebalo odrediti tocku P presjeka tih
dviju krivulja, projicirati ju na pravac OA da dobijemo tocku N i |[ON]| bi
bila trazena duljina brida kocke dvostrukog volumena.

4.3 Helenisticko razdoblje grcke matematike

U razdoblju 336.-323. pr. Kr., Aleksandar Veliki osvojio je Siroke teritorije.
Buduéi da mu je ucitelj bio Aristotel, bio je pod jakim utjecajem grcke kul-
ture, te je na podruc¢jima njegova carstva doslo do znatnog utjecaja grcke
znanosti i kulture. Nakon njegove smrti carstvo se raspalo na manja carstva
njegovih dijadoha, no sva s jakim utjecajem grcke kulture. Aleksandar je 331.
pr. Kr. osnovao Aleksandriju, grad koji je do kraja antike postao i ostao
glavni centar znanosti. Prvo razdoblje od njena osnutka do rimskih osvja-
nja poznato je kao klasiéni helenizam, dok nakon toga do pada Zapadnog
Rimskog Carstva 476. govorimo o postklasi¢nom (ili rimskom) helenizmu.

U Aleksandriji je osnovan museion (,sjediste muza”), vrsta sveucilista
koje je sadrzavalo znamenitu aleksandrijsku knjiznicu, ¢iji sadrzaj je ve¢im
dijelom unisten u pozaru pri rimskoj opsadi 48. pr. Kr.

Prvi znacajni matematicar koji je djelovao u museion-u bio je Euklid
Aleksandrijski (ca. 325.-265. pr. Kr.). O njegovom se zivotu gotovo nista
pouzdano ne znaFj Iza sebe je ostavio vise djela, npr. Data (odredivanje
elemenata geometrijskih likova iz zadanih), O dijeljenju figura (u zadanom
omjeru), Optika (perspektiva), Phaenomena (uvod u matematicku astrono-
miju), ...No, najznacajnije Euklidovo djelo su njegovi Elementi (EE), u
originalu Xrovyeta, djelo koje je zauvijek promijenilo matematiku.

Euklidov cilj bio je predstaviti cjelokupnu tada poznatu matematiku u

Ako je |OA| = a, ovdje se radi o paraboli 22 = ay, tj. latus rectum je a.

2270 je istostrana hiperbola koju bismo danas opisali jednadzbom zy = a b, gdje su a i
b na pocetku zadane duljine |OA| i |OB|.

23Neki povjesnicari su éak argumentirali da nije postojao, veé da su Elementi djelo grupe
autora. To se ipak smatra nevjerojatnim, jer se radi o iznimno ujednacenom i originalnom
djelu.
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13 knjiga (velicine poglavlja) ] No, iako u EE zapravo ne mozemo naci svu
matematiku jonskog i atenskog razdoblja (primjerice, nedostaju konike) te
iako gotovo sigurno nijedan rezultat u EE nije izvorno Euklidov, ovo djelo
je puno vaznije zbog neceg drugog negoli zbog pokusaja predstavljanja cje-
lokupne matematike poznate u Euklidovo doba. Euklidova je velika zasluga
originalna kompozicija teksta, kojom je postavio temelj matematike kao eg-
zaktne znanosti. su znacajni zbog stila pisanja: Teoremi (propozicije)
su logicki poredani tako da svaki slijedi iskljucivo iz ve¢ dokazanih, ili pak iz
osnovnih tvrdnji danih na pocetku, a zakljucci se izvode strogo deduktivno.
Euklidova ideja bila je izvesti svu matematiku iz malog broja pocetnih pret-
postavki, aksioma i postulata (aksiomi su za Euklida vise opéematematicke,
a postulati ¢isto geometrijske pretpostavke). U tome je bio toliko uspjesan da
su sve do 20. st. EE ostali apsolutni uzor matematickog djela. Sto se samog
sadrzaja tice, on se pripisuje Euklidovim prethodnicima. Prve cetiri knjige
pripisuju se jonskom periodu, posebice pitagorejcima, te Hipokratu.. Sadrzaj
pete 1 Seste te dvanaeste knjige se pripisuje Eudoksu,. Sedma, osma i deveta
knjiga se sadrzajno pripisuju pitagorejcima. Jedanaesta knjiga takoder uglav-
nom sadrzi rezultate iz jonskog perioda, a sadrzaji desete i trinaeste knjige
pripisuju se Teetetu.

Prva knjiga EE, EEI, bavi se elementarnom planimetrijom. Ona zapocinje
s 23 definicije te po pet aksioma i postulata. Dodatne definicije nalaze se i
na pocecima vecine ostalih knjiga. Prva Euklidova definicija glasi:

Tocka je ono sto nema dijela.

Vidljivo je da Euklidove definicije jos nisu definicije u modernom smislu rijeci,

veé su viSe opisi pojmova s kojima se dalje bavi. Dalje se u te prve 23 definicije

definiraju duzine, pravci, razne vrste likova, kutovi, krugovi, te naposlijetku

u 23. definiciji paralelni pravci: Paralelni pravci su pravei u istoj ravnini

koji se, ako ih u oba smjera neograni¢eno produljimo, nikad ne susrecu.
Slijedi pet Euklidovih postulata:

1. Od jedne tocke k drugoj povuéi duzinu.
2. Proizvoljno produljiti duzinu.
3. Oko proizvoljne tocke nacrtati kruznicu proizvoljnog polumjera.

4. Svi pravi kutovi®’ su jednaki.

24U postklasicnom razdoblju dodane su im jos dvije knjige, ali bez stvarnog mate-
matickog znacaja.

25Euklid pravi kut definira ovako: Ako pravac upada na drugi pravac ¢ineéi susjedne
kutove jednaki, svaki od ta dva kuta je pravi.
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5. Ako pravac sijece dva pravca tako da je zbroj unutrasnjih kuteva s iste
strane manji od dva prava kuta, onda se ta dva pravca (ako se dovoljno
produze) na toj strani sijeku.

Uoc¢imo da prva tri Euklidova postulata de facto definiraju sto je dopustivo
u konstrukcijama ravnalom i Sestarom. Medu Euklidovim postulatima se
istice peti, poznat kao postulat o paralelama. Naime, uocljivo je da je
bitno kompliciraniji od ostalih postulata i aksioma, a uz to se jedini odnosi
i na neogranic¢eno, potencijalno nedostupno, podru¢je ravnine. To, a tako i
¢injenica da se taj postulat koristi tek u dokazu EEI29, ve¢ je u Euklidovo
doba izazvala pozornost i mnogi su se matematicari od tada pa sve do 19. sto-
ljeca pitali je li peti Euklidov postulat mozda ipak teorem, dokaziv temeljem
ostalih postulata i aksioma. Tek ¢e se u 19. stolje¢u, s otkri¢cem neeuklidskih
geometrija (o ¢emu ¢emo kasnije vise reéi), pokazati da se stvarno radi o pos-
tulatu, koji se doduse moze zamijeniti raznim ekvivalentnim formulacijama,
ali zamjena njegovom negacijom dovodi do potpuno drugacijih geometrija.
Primijetimo takoder da ovaj postulat u svojoj izvornoj formulaciji ne tvrdi da
paralele postoje, odnosno on je ekvivalentan postojanju najvise (a ne to¢no)
jedne paralele s danim pravcem kroz danu tocku. Stoga je taj izvorni oblik
postulata o paralelama konzistentan ne samo s uobicajenom euklidskom ge-
ometrijom, vec i sa sfernom, ¢iji ¢e temelji biti postavljeni u postklasicnom
razdoblju helenizma.
Zatim dolazi pet Euklidovih aksioma:

1. Dvije stvari koje su jednakd®™| tre¢oj su i medusobno jednake.
2. Ako jednakom dodamo jednako, dobit ¢emo jednako.

3. Ako jednakom oduzmemo jednako, dobit ¢emo jednako.

4. Ono §to se podudara je jednako.

5. Cjelina je veca od dijela.

Pregled sadrzaja EE po knjigama je sljede¢i (u zagradama su navedeni
brojevi definicija plus brojevi propozicija u pojedinoj knjizi):

1. EEL elementarna planimetrija (23+48);
2. EEIL: geometrijska algebra (2+14);

3. EEIIL: planimetrija kruznice i kruga (11437);

26pPodsjetnik: Misli se na jednakost po mjeri, a ne na sukladnost!
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Slika 4.16: Konstrukcija jednakostrani¢nog trokuta u EEI1

4. EEIV: pravilni mnogokuti (7416);

5. EEV: teorija omjera i razmjera (18423);

6. EEVTI: slicnost i geometrijski omjeri (4+33);

7. EEVIL: djeljivost u N (22+39);

8. EEVIIL: proporcije s prirodnim brojevima (0427),

9. EEIX: parni i neparni, prosti i slozeni brojevi (0+36);
10. EEX: kvadratne iracionalnosti (164115);
11. EEXI: elementarna stereometrija (28+39)
12. EEXII: primjena ekshaustije u geometriji (0+18)
13. EEXIII: pravilni poliedri (0418)

Sad ¢emo predstaviti neke odabrane definicije i propozicije iz tih knjiga,
no naravno podsje¢amo da smo se s nekima ve¢ susreli u prethodnom dijelu
gradiva. Prva propozicija u EE, EEI1, glasi ,, Konstrukcija jednakostrani¢nog
trokuta zadane duljine stranice”. U dokazu, Euklid (koriste¢i prvi aksiom,
prvi i treéi postulat i 15. i 20. definiciju) argumentira da je konstrukcija
sa slike [4.16| stvarno daje jednakostranicni trokut. U propozicijama EEI9 i
EEI10 Euklid daje standardne konstrukeije bisekcije (raspolavljanja) kuta i
duzine, u EEI11 i EEI12 opisuje konstrukcije okomice na pravac kroz zadanu
tocku (na odnosno izvan pravca), a u EEI31 je dana konstrukcija paralele
kroz zadanu tocku izvan pravca. Prva propozicija koja zahtijeva koristenje
postulata o paralelama je, kako smo ve¢ spomenuli, EEI29: | Ako pravac
sijecce dva paralelna pravca, onda on s njima tvori jednake izmjeniccne ku-
tove, vanjski kut odgovara unutrassnjem s iste strane i dva unutrasnja kuta
s iste strane su’’| jednaka dvama pravim kutovima”. Potkraj prve knjige

2"Misli se: zbrojena.
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Slika 4.17: Konstrukcija paralelograma zadanog kuta jednakog zadanom tro-
kutu (EEI42).

nalazimo propozicije temeljem kojih (u kombinaciji s EEIT14) slijedi da se
svaki uglati lik u ravnini moze kvadrirati ravnalom i Sestarom. Pogledajmo
te propozicije malo detaljnije.

Propozicija 1 ((EEI42/|) Konstrukcija paralelograma zadanog kuta jedna-

kog zadanom trokutu.

U ovoj propoziciji dokazuje se korektnost sljedec¢e konstrukcije. Neka je
zadan trokut AABC te ravninski kut « (slika [£.17). Odredimo poloviste D
stranice BC' trokuta i nanesimo kut o kao kut ZCDE. Kroz A povucimo
paralelu s BC, neka ona krak DE sijece u tocki F. U C' povucimo paralelu
s DF, neka ona AF sijece u G. Tada je CDFG paralelogram iste visine kao
trokut AABC i upola krace osnovice, dakle taj paralelogram je jednak (po
povrsini) danom trokutu. Primijetimo da ako je v pravi kut, ova propozicija
omogucuje pretvaranje (ravnalom i Sestarom) svakog trokuta u pravokutnik
iste povrsine.

Na tu propoziciju se nadostavlja EEI43, u kojoj se dokazuje jednakost
(povrsina) sivih paralelograma na slici , ako je HI dijagonala paralelo-
grama JIGH. Slijedi:

Propozicija 2 ((EEI44) Konstrukcija paralelograma jednakog zadanom tro-
kutu ako mu je zadan kut i jedna stranica.

Odgovarajuc¢a konstrukcija je sljedec¢a. Prvo se pomoéu EEI42 dani trokut
pretvori u paralelogram C'DFG zadanog kuta. Sve njegove stranice produ-
ljimo u pravce (slika . Nanesimo zadanu duljinu stranice na pravac F'G
kao F'H. Povucimo pravac HD, neka je njegovo sjeciste s pravcem C'G tocka
I. Kroz nju povucemo paralelu s CD; a kroz H paralelu s DF', neka se one


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI42.html
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI44.html
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Slika 4.18:  Konstrukcija paralelograma zadanog kuta jednakog zadanom
trokutu i zadane duljine stranice (EEI44).

sijeku u J. Ako je E presjek CD s HJ, a K presjek DF' s I.J, onda je prema
EEI43 paralelogram JK DFE trazeni paralelogram.
Nakon toga imamo:

Propozicija 3 ((EEI45|) Konstrukcija paralelograma zadanog kuta jedna-
kog zadanom mnogokutu.

Naime, oc¢ito se svaki mnogokut moze rastaviti na trokute, recimo njih n.
Prvi od tih trokuta pretvorimo u paralelogram koriste¢i EEI42, te odaberemo
jednu njegovu stranicu kao zadanu duljinu a. Sve ostale trokute pretvaramo
u paralelograme s istim kutem kao prvi i jednom stranicom a koriste¢i EEI44.
Sad imamo n paralelograma koji imaju zajednicki jedan kut i jednu stranicu,
pa se mogu spojiti u jedan veéi paralelogram zadanog kuta.

Uoc¢imo dakle da sad znamo: Svaki mnogokut se moze pretvoriti u pra-
vokutnik. Propozicija koja omogucuje kvadraturu nalazi se u sljedec¢oj knjizi,
EEIL EEII sadrzi vise zanimljivih propozicija. Primjerice, EEII4 je geometrijsko-
algebarski ekvivalent moderne formule za kvadrat binoma (slika [£.19), a
EEII5 je geometrijsko-algebarski ekvivalent moderne formule za razliku kva-
drata (slika [4.20). Kao EEII11 nalazimo konstrukciju dijeljenja duzine u
omjeru zlatnog reza (slika [4.21} |BF| je duljina koja duljinu |AB| dijeli u
omjeru zlatnog reza).

EEII12 i EEIT13 u biti iskazuju kosinusov poucak bez (tada jos nepoznate)
trigonometrije — tamo gdje bismo danas pisali umnozak jedne stranice s kosi-
nusom kuta, Euklid koristi povrsinu pravokutnika odredenog tom stranicom
i njenom projekcijom na drugu, tom kutu susjednu stranicu. Naposlijetku
imamo:

Propozicija 4 (EEII14|) Kvadratura proizvoljnog mnogokuta.


http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI45.html
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookII/propII14.html
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Slika 4.19: Kvadrat binoma: (z + y)? = 22 + 2zy + y? (EEII4).

b
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=

Slika 4.21: Dijeljenje duzine u omjeru zlatnog reza (EEII11).



4.3. HELENISTICKO RAZDOBLJE GRCKE MATEMATIKE 55

Slika 4.22: Kvadratura pravokutnika (EEII14).

Prvo se kako je opisano u EEI44 mnogokut pretvori u pravokutnik ABC'D
(slika. Zatim se konstruira kvadrat jednak tom pravokutniku: Produlji
se dulja stranica pravokutnika (DC') na jednu stranu i na to produljenje se
Sestarom prenese kraca stranica (dakle, |CB| = |CX|). Zatim se nacrta polu-
kruznica nad DX . Produljimo BC do sjecista F' s tom polukruznicom. Tada
je C'F stranica kvadrata jednakog pravokutniku AB C’D dakle i polaznom
mnogokutu.

Iz EEIII isticemo dvije propozicije. Prva je EEIII1 u kojoj se konstruira
srediste zadane kruznice. Euklid polazi od proizvoljne tetive kruznice, kons-
truira njezinu simetralu koja sijece kruznicu u dvije tocke (krajevima jednog
promjera) te je srediste kruznice poloviste tog promjera. Druga zanimljiva
propozicija je EEIII17 u kojoj Euklid daje konstrukciju tangenti na danu
kruznicu (sredista M) iz tocke P izvan nje (slika . Prvo se povuce pra-
vac M P, on sijece kruznicu u tocki ). Zatim se nacrta kruznica sredista M i
polumjera | M P|. U @ se povuce okomica na M P, koja u prethodnom koraku
nacrtanu kruznicu sijece u 57 i S. Te dvije tocke spojimo s M, sjecista tih
spojnica s polaznom kruznicom su diralista trazenih tangenti.

U EEIV nalazimo standardne konstrukcije pravilnih mnogokuta kakve
i danas znamo (s tim da je Euklidova ’konstrukcija pravilnog peterokuta
upisanog u kruznicu, EEIV11, kompliciranija je od danas uobicajene, koju
je osmislio H. W. Richmond, 1893.). No, ovdje se istice sljedeéa propozicija,
koja je predstavljala vrhunac u konstrukcijama pravilnih mnogokuta sve do
Gaufla, koji je 1796. otkrio konstrukciju pravilnog 17-erokuta.

Propozicija 5 (EEIV16|) Konstrukcija pravilnog 15-erokuta upisanog kruz -

nic.

Sama konstrukcija je izuzetno jednostavna. Prvo se konstruiraju jedna-

28To se lako pokaze pomoéu EEII5 i Pitagorinog poucka, tj. EEI47.


https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookIV/propIV11.html
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookIV/propIV16.html
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Slika 4.23: Konstrukcija tangenti na kruznicu iz tocke izvan kruznice
(EEIIIL7).

kostranican trokut i pravilni peterokut upisani u danu kruznicu, ali tako da
im je jedan vrh zajednicki (crveno i plavo na slici[£.24)). Tada je spojnica jed-
nog od druga dva vrha trokuta s njemu najblizim vrhom peterokuta stranica
pravilnog 15-erokuta (ljubicasto na slici . Naime, ako ucrtamo odgova-
rajuce polumjere na obje strane (crtkano na slici , dobijemo dva jednaka
kuta koji su u zbroju oc¢igledno razlika sredisnjih kutova pravilnog trokuta i
peterokuta, tj. zbroj ta dva kuta je @ — % = 2~%, dakle je sredisnji kut
koji odgovara opisanoj ljubic¢astoj stranici tocno sredisnji kut % pravilnog
15-erokuta.

Sadrzaj EEV ve¢ smo opisali kod Eudoksa, pa prelazimo na EEVI. Iz
nje isticemo 1. definiciju: Dva uglata lika zovemo sliénima ako su im odgo-
varajuéi unutrasnji kutovi jednaki i odgovarajuce stranice razmjerne. Pro-
pozicija EEVI2 je u biti Talesov poucak o proporcionalnosti: Ako se povuce
paralela s jednom stranicom trokuta, onda ona stranice trokuta sijece pro-
porcionalno; i, ako su dvije stranice trokuta podijeljene proporcionalno, spoj-
nica tocaka podjele je paralelna trecoj stranici trokuta. Ta se propozicija
koristi za konstrukciju podjele duzine na bilo koji odredeni broj jednakih di-
jelova (EEVI9) te za konstrukciju duzine duljine = takve dajea:b=c: x
(tzv. ¢etvrta proporcionala triju duzina, EEVI12). U EEVI13 je dana kons-
trukcija srednje proporcionale, tj. duljine z takve da je a : x = x : b ako su
zadane duljine a, b, ¢ (to je u biti konstrukcija iz EEII14). René Descartes
je u 17. st. uocio da se navedene propozicije mogu koristiti za mnozenje, di-
jeljenje i korjenovanje duljina (tako da rezultat oper bude duljina). Drugim
rije¢ima: Nakon Descartesa je poznato da se iz zadanih duljina a i b mogu
ravnalom i Sestarom konstruirati duljine a + b, a — b, ab, a/b i \/a. O tome
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Slika 4.24: Konstrukcija pravilnog 15-erokuta (EEIV16).

vise kasnije.

Medu, vjerojatno pitagorejskim, sadrzajima iz teorije brojeva u EEVII,
EEVIII, EEIX, isticemo sljedec¢e. U 11., 12. i 13. definiciji u EEVII Euklid
definira: Prost broj je broj koji se moze izmjeriti samo jedinicom. Dva
broja su relativno prosta ako je jedinica jedina njihova zajednicka mjera.
Slozen broj je broj koji se moze izmjeriti@ drugim brojem. U EEVII2
opisan je Euklidov algoritam za odredivanje najveé¢e zajednicke mjere dva
broja. Kao korolar Euklid iskazuje: Ako neki broj mjeri dva broja, onda
mjeri i njihov zajednicki djelitelj. U EEVII34 je opisano odredivanje najma-
njeg zajednickog visekratnika dva broja. Kao EEIX14 nalazimo i parcijalni
osnovni teorem aritmetike:ﬂ Najmanji zajednicki visekratnik nekih prostih
brojeva nije djeljiv ni s kojim drugim prostim brojem osim njih.

Posebno je poznat Euklidov teorem : Prostih brojeva ima vise
nego u bilo kojem zadanom skupu (nabrojanih) prostih brojeva. Euklidov
dokaz je u biti isti kao moderni. Ako imamo neke proste brojeve (Euklid
ih uzima tri), uzmemo njihov najmanji zajednicki visekratnik, dodamo mu
1. Tako smo dobili prost ili slozen broj. Ako je prost, o¢ito je veéi od svih
prostih brojeva od kojih smo krenuli, dakle imamo novi. Ako je slozen, onda
ima neki djelitelj, ali taj ne moze biti nikoji od polaznih prostih brojeva jer
bi onda taj morao mjeriti i jedinicu, dakle smo opet nasli novi prosti broj.

29Podsjeéamo na veé kod pitagorejaca opisan smisao izraza ’izmjeriti’, koji danas obi¢no
zamijenjujemo s 'podijeliti’.
30U punoj opéenitosti taj teorem dokazat ée tek GauB.
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Ugrubo receno, EEX se bavi preoblikovanjem kvadratnih iracional-
nostitj. veli¢ina tipa v/ Vab £ \/EZ U ovoj knjizi definicije ne nalazimo
samo na pocetku, nego i uz mnoge kasnije propozicije. Sadrzaj ove knjige
je jako tesko izloziti, a o smislu mnogih propozicija postoje i razilazenja.
Ipak, vrijedi istaknuti dio sadrzaja vezan za sumjerljivost i nesumjerlji-
vost. Tako u prve cetiri definicije EEX Euklid definira: Dvije su veli¢ine
sumjerljive ako posjeduju zajednicku mjeru, inac¢e su nesumjerljive; dvije du-
ljine su kvadratno sumjerljive ako su kvadrati nad njima sumjerljivi; ako
je zadana duljina, sve duljine koje su s njom sumjerljive ili kvadratno su-
mjerljive zovu se racionalne, a ostale iracionalne; ako je zadan kvadrat, sve
njemu sumjerljive povrsine zovu se racionalne, a ostale iracionalne. Kako vi-
dimo, Euklid je ovdje razlikovao racionalne duljine (to bi bile one ¢iji omjer
prema jedini¢noj duljini bismo danas izrazili razlomkom ili drugim korijenom
razlomka) i racionalne povrsine (to bi bile one ¢iji omjer prema jediniénoj
povrsini bismo danas izrazili razlomkom, dakle tu se pojam racionalnosti
podudara s modernim smislom). U EEX2 Euklid karakterizira nesumjer-
ljive veli¢ine (usporedite s dijelom o pitagorejskom otkri¢u nesumjerljivih
velicina): Ako dvije veli¢ine nisu sumjerljive, onda u Euklidovom algoritmu
nijedan dobiveni ostatak ne dijeli manju (tj. onu s kojom se u doti¢nom ko-
raku dijeli). Kao tipi¢niji primjer propozicija (s dodatnim definicijama) iz
EEX navodimo rezultat dokazan u EEX21 i EEX36: Ako su dvije duljine
samo kvadratno sumjerljive, one odreduju iracionalni pravokutnik, a stra-
nica njemu jednakog kvadrata je iracionalna duljina koja se zove medijalnom
u odnosu na polazne dvije. Njihov zbroj je takoder iracionalan i zove se bi-
nomijal. Moderno iskazano: Ako za a,b € Q /a i Vb nisu racionalni brojevi,

onda je v/ vab = vab medijalan broj, a v/a 4+ v/b binomijal.

U EEXT izlazu se temelji stereometrije. Sfera je u 14. definiciji definirana
kao rotaciona ploha polukruznice oko njezina promjera. Medu propozicijama
nalazimo sve stanardne temeljne stereometrijske rezultate, primjerice doka-
zano je da je presjek dvije ravnine pravac, da su dva pravca okomita na
istu ravninu paralelni, da su dvije ravnine okomite na isti pravac paralelne,
... Dokazano je i da je svaki prostorni kut sadrzan u ravninskim kutovima
¢iji zbroj je manji od cetiri prava kuta, te da se paralelepipedi iste visine
(tj. njihovi volumeni) odnose kao njihove osnovice.

U EEXII se na geometriju primjenjuje metoda ekshaustije. Istaknimo

primjerice propoziciju [EEXII2| Krugovi se odnose kao kvadrati nad nji-

31Podsjeéamo da EEX1 sadrzi Eudoksovu lemu o ekshaustiji. Ta se propozicija dalje ne
koristi u ovoj knjizi, nego tek u EEXII.

32Podsje¢amo, korijeni nisu smatrani brojevima. No, 2 kojeg danas biljezimo kao va b
ekvivalentno je definiran tzv. dvostrukim razmjerom a : x = x : b.
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hovim promjerima. Ve¢ smo spomenuli da je ona bar sadrzajno vjerojatno
bila poznata jos Hipokratu s Hiosa, te da je ona ekvivalentna postojanju
konstante proporcionalnosti izmedu povrsine kruga i povrsine kvadrata nad
njegovim promjerom (a stoga i polumjerom). Ovdje navodimo skraéeni do-
kaz EEXII2 kako ga je dao Euklid, koriste¢i modernu notaciju: Neka su K;
i Ky krugovi s promjerima d; odnosno dy. Pretpostavimo da kvadrati nad
promjerima nisu u omjeru jednakom omjeru krugova (tj. njihovih povrsina):
P(K,) : P(Ky) # d? : d3. Tada je omjer d? : d3 jednak omjeru povrsine kruga
K i neke povrsine P koja je ili manja ili vec¢a od povrsine kruga Ks. Ako je
manja, onda je razlika P(K;) — P neka (pozitivna) povrsina. Sad Euklid u
krug Ky upisuje redom kvadrat, pravilni osmerokut, pravilni Sesnaesterokut
i t.d., gledajuéi razliku povrsina upisanog lika i kruga (uniju kruznih od-
sjecaka). Koriste¢i Eudoksovu lemu zaklju¢uje da ée nakon dovoljno mnogo
koraka ta razlika povrsina biti manja od P(K,) — P. To znadi da je odgo-
varajuc¢i upisani mnogokut povrsine veé¢e od P. Pravilni mnogokut s istim
brojem stranica upisuje u krug K;. Tada su ta dva pravilna mnogokuta
slicna pa im se (prema prethodno dokazanoj propoziciji EEXII1) povrsine
Py i P, odnose kao kvadrati nad dijagonalama (tj. promjerima krugova). No,
Pl:szd%:d%:P(Kl):P,pajeP(Kl):PlzP:Pg. NO, Kljeveéiod
u njega upisanog mnogokuta, dakle je P > P5 i istovremeno bi moralo biti
P < Py, §to je nemoguce. Analogno se isklju¢i moguénost da je P > P(K5),
pa preostajue P(K;) : P(Ky) = d? : d3. [ ]

Dalje u EEXII imamo dokazano primjerice da se piramide istih visina od-
nose kao njihove baze, da se trostrana prizma moze podijeliti na tri trostrane
piramide istih volumena, da je stozac (po volumenu) treé¢ina valjka iste baze
i visine te da se valjci odnosno stosci jednakih baza odnose (po volumenu)
kao njihove visine. Posljednja propozicija je : Kugle se medusobno
odnose kao trostruki omjeri njihovih dijametara. Dakle, Euklid je dokazao
da postoji i proporcionalnost volumena kugle s volumenom kocke ¢iji brid
je jednak promjeru (odnosno polumjeru) kugle. Naime, trostruki omjer od
A : B je u EEV definiran kao omjer A: D akoje A: B=B:C=C:D
za neki C' (usporedite sa srednjim geometrijskim proporcionalama izmedu A
i D!). Suvremenom algebrom lako vidimo da je A : D trostruki omjer od
A: B ako je A’D = B3.

Naposlijetku, EEXIII sadrzi konstrukciju bridova svih Platonovih tijela
upisanih u istu sferu, te dokaz da nema drugih pravilnih poliedara. Ovdje
navodimo konstrukciju (pojednostavljenu u odnosu na onu danu u EEXIII)
bridova pravilnogﬁgl tetraedra, kocke, pravilnog okraedra, pravilnog dodeka-

33Naglasavamo 'pravilnog’ jer je tetraedar poliedar s éetiri strane, oktaedar tijelo s osam
strana i t.d.


http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookXI/propXII18.html
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Slika 4.25: Konstrukcija bridova pet pravilnih poliedara upisanih u istu sferu
(EEXITII).

edra i pravilnog ikozaedra. Neka je dan promjer sfere AB (slika . Ucr-
tajmo polukruznicu nad tim polumjerom, odredimo srediste C' te ucrtamo
polumjer C'E okomit na promjer AB. Tada je EA, alternativio EB (sivo
na slici) brid pravilnog oktaedra upisanog u sferu promjera AB. Za bridove
kocke i pravilnog tetraedra potrebno je AB podijeliti na tri jednaka dijela
(tockama D i D'). Iz jedne od njih, recimo D, povuce se okomica na AB i
odredi sjeciste F' te okomice s polukruznicom. Tada je FA (zeleno na slici)
brid kocke, a F'B (crveno na slici) brid pravilnog tetraedra upisanog u sferu
promjera AB. Za konstrukciju brida pravilnog ikozaedra potrebno je prvo
konstruirati okomicu na AB u jednom od krajeva, recimo u A, te na nju na-
nijeti duljinu promjera da dobijemo tocku G. Tu tocku spojimo sa sredistem
C, ta spojnica sije¢e polukruznicu u toéci H. Tada je HA, odnosno, §to je
ekvivalentno, K B (plavo na slici) uz K osno simetriénu tocki H s obzirom na
CE, brid pravilnog ikozaedra upisanog u sferu promjera AB. Naposlijetku,
za pravilni dodekadar potrebno je tockom L u omjeru zlatnog reza podijeliti
brid kocke (F'B) te je BL (ljubi¢asto na slici) brid pravilnog dodekaedra
upisanog u sferu promjera AB.

Prvi znacajni matematicar nakon Euklida bio je Eratosten iz Kirene
(ca. 275.-195. pr. Kr.). Osim matematikom i filozofijom, bavio se i poezijom,
geografijom, astronomijom i teorijom glazbe. Oko 240. g. pr. Kr. postao je


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Eratosthenes/
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sito za proste brojeve pripisao mu je neopitagorejac Nikomah iz Geraze
pocetkom 2. st. A. D. Uz to, Eratostenu se pripisuju dva druga znacajna
matematicka rezultata.

Prvi od njih je iz podruc¢ja matematicke geografije, a radi se o metodi
odredivanja opsega Zemlje. U to doba je kuglasti oblik Zemlje bio veé opce
poznat u gréckim znanstvenim krugovima. Eratosten je svoju metodu opisao
u jednom danas izgubljenom djelu, koje je citiralo vise kasnoantickih autora.
Eratosten je znao da na dan ljetnog solsticija u Syeni (danasnji Aswan u
Egiptu) Sunceve zrake upadaju direktno u jedan bunar, dakle okomito na
Syenu. Pretpostavio je da zbog velike udaljenosti Sunca od Zemlje mozemo
uzeti da Sunceve zrake na Zemlju upadaju medusobno paraleno te je koristeci
u zemlju zataknut Stap izmjerio kut pod kojim na isti dan Sunceve zrake upa-
daju u Aleksandriju. Njegovo je mjerenje dalo da je taj kut % punog kuta.
Zmajuéi da je Syene 5000 stadija juzno od Aleksandrije, koriste¢i proporci-
onalnost sredisnjeg kuta u krugu s pripadnim lukom kruznice zakljucio je da
je

.. 1
5000 stadij : opseg = — : 1,
50
tj. da je opseg zemlje 250000 stadija. Koliko je to zapravo to¢no, danas
je tesko redi, jer se u Eratostenovo doba koristilo vise tipova jedinice duljine
stadij, pa ovisno o tome koji stadij uzmemo greska u odnosu na danas poznatu
vrijednost prosjecnog opsega Zemlje iznosi izmedu 1% i 16 %.

Drugi znameniti matematicki doprinos Eratostena bio je njegov mehani-
zam za odredivanje srednjih geometrijskih proporcionala, tj. rjeSavanje pro-
blema duplikacije kocke. Taj mehanizam, poznat pod imenom mezolabij,
pripisan mu je temeljem jednog krivotvorenog Eratostenovog pisma za koje
je utvrdeno da ipak neki njegovi dijelovi potjecu iz Eratostenovih spisa. Me-
zolabij se sastojao od dvije paralelne jednako duge precke AB i C'D (slika
izmedu kojih su postavljena tri sukladna jednakokrac¢na pravokutna
trokuta AEF, GHI i JBD. Prva dva mogu slobodno kliziti izmedu precki,
dok je posljednji, JBD, uévrséen. Neka je K poloviste BD. Ako se trokuti
dovedu u polozaj u kojem su A, presjek M vertikalne katete prvog i hipote-
nuze drugog trokuta, presjek L vertikalne katete drugog i hipotenuze treceg
trokuta te K na istom pravcu, onda ocito vrijedi

\DK|: |IL]| = |IL| : |[FM| = |[FM]| : (2|DK])

pa je |IL]| stranica kocke dvostrukog volumena od kocke brida duljine |DK].
Eratostenov suvremenik bio je znameniti Apolonije iz Perge (ca. 262.—
190. pr. Kr.). Bio je matematicar i astronom, a poznat je i pod nadimkom


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Apollonius/
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Slika 4.26: Eratostenov mezolabij

,veliki geometar”. Jedno vrijeme je boravio (studirao i predavao) u Alek-
sandriji. Najvazniji mu je doprinos prva potpuna teorija konika. Podsjetimo
se: Konike je prvi razmatrao Menehmo, pokusavajuéi rijesiti problem udvos-
trucenja kocke. Za razliku od Menehma, Apolonije je razmatrao presjeke ne
samo uspravnih, ve¢ i kosih stozaca, i to proizvoljnom ravninom (kod Me-
nehma je ravnina bila uvijek okomita na jednu izvodnicu stosca te je razlika
medu konikama potjecala od razlike kuta pri vrhu stosca, dakle su mu za
razli¢ite konike trebali razlic¢iti stosci). Apolonije je tako dobio sva tri tipa
konika presijecanjem samo jednog stoSca, a on im je i dao imena elipsa, pa-
rabola i hiperbola. Apolonijevo glavno djelo nosi naslov Konike. Sastojalo
se od osam knjiga, od kojih su ¢etiri sacuvane na gré¢kom jeziku, tri u arap-
skom prijevodu, a zadnja je izgubljena. Apolonije je u tim knjigama starije
rezultate (Menehmove, Aristejeve, Euklidove) nadopunio vlastitim. U prvoj
se knjizi opisuje generiranje konika i njihova osnovna svojstva, u drugoj osi,
tangente i asimptote, u tre¢oj fokusi, pol i polara, u ¢etvrtoj presjeci dvije
konike, u petoj normale i sredista zakrivljenosti, u Sestoj slicnost konika,
u sedmoj svojstva konjugiranih promjera. Sve tvrdnje dokazao je pomocu
geometrijske algebre, sto mnoge dokaze ¢ini tesko razumljivima za suvreme-
nog citatelja. Naravno, problem je bio u tome sto u to doba jos nije bilo
analiticke geometrije. Ipak, mnogi Apolonijevi dokazi mogu se interpretirati
kao koristenje specijalnih kosokutnih koordinatnih sustava (biranih relativno
prema konici). Ovdje ¢emo opisati samo nacin na koji je Apolonije razlikovao
tri tipa konika, kako je opisao u prvoj knjizi Konika [0].

Apolonije kreé¢e od dvostrukog kosog stosca s vrhom A presjecenog nekom
ravninom, koja osnovicu sije¢e u DE. Neka je BC' L. DE promjer osnovice
(slika [£.27)). Dalje, neka je P probodiste izvodnice AB s ravninom i M =
DE N BC. U nastavku Apolonije izvodi karakteristike triju tipova konika s
obzirom na na ’promjer’ PM. Za proizvoljnu tetivu konike QQ’ paralelnu
s DE Apolonije prvo dokazuje da ju PM raspolavlja (poloviste oznac¢imo s
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Slika 4.27: Apolonijeva karakterizacija konika

V). Nadalje, kroz P u ravnini presjeka povlaci paralelu s DE' i na njoj bira
tocku L tako da zadovoljava odredeni razmjer (razli¢it za parabolu odnosno
elipsu i hiperbolu, vidi nize). Nadalje, Apolonije povlaéi paralelu s BC' kroz
V' (slike i , njena sjecisSta sa stoScem neka su H i K. Tada H,
Q, K i Q' leze na kruznici paralelnoj osnovici kojoj je HK promjer, a Q@)
tetiva okomita na promjer koja ga sijece u V. Stoga je po Talesovom teoremu
AHQK pravokutan i visina na hipotenuzu mu je QV pa vrijedi

QV[® = [HV]- |[VK|. (4.1)

Za slucaj parabole (slika [4.28)), tj. ako je PM paralelno s AC, L se bira tako

da zadovoljava razmjer
PL|: |[PA| = |BCP : (|BA| - |ACY). (4.2)
U tom je slucaju APHV slican AABC pa je
|HV | : |PV| = |BC| : |AC|. (4.3)
Nadalje, pravci PM i AC' su paralelni i sijeku krakove kuta ZABC, pa vrijedi

VK] : |PA| = |BC| : |BA|. (4.4)
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Slika 4.28: Apolonijeva karakterizacija parabole

Sad imamo redom:

QVI®: (IPV]- [PAl) {41]= (|HV| - [VK]) : (|PV]-|PA]) o 4344
=|BC*: (|AB| - |AC|) H4.2]= |PL| : |[PA| = (|PL| - |[PV]) : (|PA] - |PV]),
dakle za svaku tocku () na paraboli vrijedi

[QV[* =|PL[-|PV],

odnosno kvadrat nad QV jednak je pravokutniku odredenom s PL i P_V
sto je dalo povod nazivu mapafon (u slobodnom prijevodu ’biti poravnan’).

Slucaj elipse i hiperbole dobivamo kad PM nije paralelno s AC, tj. kad
PM sijece stozac u jos jednoj tocci P’ (na izvodnici AC, slika . U tom
slucaju se L bira tako da ona zadovoljava razmjer

IPL|: |PP'| = (IBF| - |[FCI) : | AF[* (45)
U ovom je slucaju APHV slican AABF pa je
|HV| . |PV| = |BF|: |AF]. (4.6)
Takoder, trokuti AP'KV i AACF su sli¢ni, pa vrijedi
VK| : |P'V|=|FC|:|FA (4.7)

34Uoc¢imo da ako bismo postavili pravokutni Kartezijev sustav s ishodistem u P, y-osi
na pravcu PL i z-osi na pravcu PM, onda ova jednakost postaje y? = a .
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Slika 4.29: Apolonijeva karakterizacija elipse i hiperbole

Sad imamo redom:

QV*: (|PV]-|P'V]) 41 = (JHV|-[VK]): (|PV]-[P'V]) 40447
= (|BF|-|FC|): |FAP? 4.2 = |PL| : |PP'| = (APLP' ~ AVRP') =
= |RV[:[P'V[=(|RV]-|PV]): (|P'V]-|PV]),

dakle za svaku tocku @) na elipsi odnosno hiperboli vrijedi
QVI* = |RV|-|PV],

odnosno kvadrat nad QV je manji odnosno veéi od pravokutnika odredenog
s PL i PV, &to je dalo povod nazivima é\Aewpis (u slobodnom prijevodu
‘ono s manjkom’) i dmepfoli (u slobodnom prijevodu ’ono s viskom’).

Po Apoloniju nosi ime i znameniti Apolonijev problem. Iskazao ga
je u danas izgubljenom tekstu O dodirima, a glasi: Za dane tri kruznice u
ravnini treba konstruirati kruznice koje ih sve tri diraju. Pritom kruznice
mogu biti i tocke (dakle, dozvoljen je polumjer 0) ili pravci (dakle, dozvoljen
je i beskonacni polumjer). Buduéi da svaka od tri zadane kruznice moze biti
tocka, 'prava’ kruznica ili pravac, dobivamo ’ 10 mogucih slucajeva ‘ Najjed-
nostavnija dva slucaja su kad su sve tri zadane kruznice polumjera 0 ili sve tri
beskona¢nog polumjera. U prvom od njih rjesenje je kruznica kroz tri tocke,
dakle kruznica opisana trokutu, a u drugom je rjesenje kruznica koja dira tri
pravca, dakle kruznica upisana trokutu. Ta dva sluc¢aja znao je rijeSiti jos



https://www.cut-the-knot.org/pythagoras/Apollonius.shtml
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Euklid. Za slucaj triju ,,pravih” kruznica rjesenja se ¢esto nazivaju Apoloni-
jevim kruznicama, no taj naziv ima i druga znacenja (vidi nize). Apolonijevo
rjeSenje pokusao je rekonstruirati krajem 16. st. F. Viete, koristeé¢i konstruk-
cije ravnalom i Sestarom (objavljeno 1600.), a njegov suvremenik i prijatelj
A. van Roomen prvi je 1596. predlozio novo rjesenje, koji je sredista kruznica
koje rjesavaju problem nasao presijecaju¢i po dvije hiperbole.

Kao sto smo upravo rekli, pojam kruznice, Apolonijeve nije jednoznacan.
Uz navedeno znacenje kao rjesenja Apolonijevog problema, pojavljuju se jos
tri. Jedno se odnosi na Apolonijevu definiciju kruznice: Ako su dane dvije
tocke A i B u ravnini, onda je geometrijsko mjesto svih tocaka 7" u toj ravnini
za koje je omjer k = |AP| : | BP| konstantan kruznica sa sredistem na pravcu
AB. Ako promatramo familiju svih kruznica odredenih gornjom definicijom
za fiksne A i1 B, ali razli¢ite omjere k, te uz nju drugu familiju svih kruznica
koje prolaze kroz A i B, moze se dokazati da su te dvije familije medusobno
ortogonalne i naziv Apolonijeve kruznice ponekad se odnosi upravo na te dvije
familije kruznica. Posljednje, ¢etvrto znacenje naziva Apolonijeva kruznica
odnosi se na kruznicu koja izvana dodiruje sve tri pripisane kruznice trokuta.

Posljednji znacajni matematicar klasicnog helenizma, po misljenju mno-
gih ujedno i najveéi primijenjeni matematicar prije Newtona, bio je Arhi-
med iz Sirakuze (ca. 287.-212. pr. Kr.). Poznate su mnoge anegdote o

njemu i vezano za njih navodni citati: ,Heureka!”,  Ne dirajte moje kru-
gove!” Dajte mi oslonac i dovoljno dugacku polugu i pomaknut ¢u Zem-
ljul”, ... Jedno je vrijeme boravio u Aleksandriji i tamo upoznao Eratostena,

s kojim se kasnije nastavio dopisivati. Za vrijeme rimske opsade Sirakuze
konstruirao je obrambena sredstva, ali je i ubijen kad su Rimljani zauzeli
Sirakuzu. Mnoga Arhimedova djela sacuvana su bilo u gréckom originalu,
bilo u arapskom prijevodu: O mjerenju kruga, O kugli i valjku, O spiralama,
O kvadraturt parabole, O ravnotezi ravninskih likova, O plovecim tijelima, O
konoidama i sferoidama, Metoda mehanickih teorema, Stomahion, Pjeséanik
te Arhimedov problem goveda.

Jeste 1i ¢uli za Arhimedov ? Radi se o 1906. otkrivenom Ar-
himedovom tekstu ,,skrivenom” ispod srednjevjekovnog crkvenog teksta. Tu
nalazimo njegov tekst Metoda mehanickih teorema, iz kojeg saznajemo da
je Arhimed prvo svoje teoreme naslucivao fizikalno-eksperimentalnim pristu-
pom, a zatim ih matematicki (metodom ekshaustije) dokazivao, te Stoma-
hion, opis matematicke slagalice slicne tangramu kod koje je zadatak sloziti
kvadrat na razli¢ite nacine.

U Pjescéaniku, Arhimed je opisao imenovanje velikih prirodnih brojeva, s
ciljem da moze imenovati broj cestica pijeska u svemiru. Osnovna jedinica mu
je mirijada, 10%, i brojevi do nje su u Arhimedovo doba doba imali standarne
nazive. Brojeve do mirijade mirijada (10®) naziva brojevima prvog reda, a


https://en.wikipedia.org/wiki/Apollonian_circles#/media/File:Apollonian_circles.svg
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Archimedes/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Archimedes/
http://www.archimedespalimpsest.org/
http://pi.math.cornell.edu/~mec/GeometricDissections/1.2%20Archimedes%20Stomachion.html
http://pi.math.cornell.edu/~mec/GeometricDissections/1.2%20Archimedes%20Stomachion.html
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108 je jedinica drugog reda. Mirijada mirijada tih jedinica je jedinica treéeg
reda i t.d. Tako je imenovao sve brojeve ,prve periode”, tj. brojeve do
(10%)19%) " Taj je pak broj jedinica druge periode i Arhimed je analogno

8
nastavio imenovati brojeve sve do ((108)(108))(10 . 10810% .

Arhimedov problem goveda iskazan je pjesmicom pronadenom u jednom
grckom rukopisu tek 1773., a koja se pripisuje Arhimedu. Trazi se broj
goveda, koja su raspodijeljena u cetiri stada raznih boja: bijela, crna, Sarena
i zuta. U svakom stadu je mnogo bikova i krava:[ﬂ

e Bijelih bikova je bilo koliko % + % crnih i zutih zajedno.

Crnih bikova je bilo koliko % + % Sarenih i zutih zajedno.

Sarenih bikova je bilo koliko % + % bijelih i zZutih zajedno.

Bijelih krava je bilo koliko % + }L cijelog crnog stada.

Crnih krava je bilo koliko i + % cijelog Sarenog stada.

Sarenih krava je bilo koliko % + % cijelog zutog stada.
e Zutih krava je bilo koliko % + % cijelog bijelog stada.

Dodatno se zahtijeva da ukupni broj bijelih i crnih bikova bude kvadratni broj
te da je ukupni broj zutih i Ssarenih bikova trokutni broj. Ovaj se problem
svodi na Pellovu jednadzbu 22 — 472949412 = 1, s najmanjim rjesenjem reda,
veli¢ine 10°.

U djelu O ravnotezi ravninskih likova Arhimed je dao svoj princip poluge:
Poluga na ¢ijim krajevima su pozicionirane mase m; i ms je u ravnotezi ako
uporiste postavljeno tako da je mir; = mors, gdje je r; udaljenost mase m;
od uporista. Koristeéi taj princip dokazao je, medu ostalim, da je teziste
paralelograma u sjecistu njegovih dijagonala i da je teziste trokuta u sjecistu
njegovih tezisnica.

Posebno poznati su Arhimedovi dokazi metodom ekshaustije, koju je on
u potpunosti usavrsio. Njegovi su dokazi izuzetno precizni, Stovise preciz-
niji od ekvivalentnih kasnijih Newtonovih i Leibnizovih. Pritom se Arhimed
eksplicitno poziva na Eudoksa, a njegovu definiciju omjera je preoblikovao u
lemu koja je postala poznata kao Arhimedov aksiom, kako smo veé¢ opisali.
Medu rezultatima koje je dokazao metodom ekshaustije isticu se Arhimedov
teorem o krugu, odredivanje volumena kugle, kvadratura Arhimedove spirale
i kvadratura segmenta parabole.

35Za usporedbu, danas se broj svih ¢estica u svemiru procjenjuje u rasponu 1078-10%2,
36Uocimo koristenje egipatskog zapisa razlomaka.


https://archive.lib.msu.edu/crcmath/math/math/a/a307.htm
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u/2

u/2

Slika 4.30: Arhimedov teorem o krugu

Teorem 8 (Arhimedov teorem o krugu, iz O kruznici ¢ krugu) Sva-
ki krug ima istu povrsinu kao pravokutni trokut, ¢ija jedna kateta ima duljinu
kao polumjer kruga, a druga kao opseg.

Kako je Arhimed naslutio taj teorem? NajceSce se smatra da je koristio
razmisljanje ilustrirano slikom [£.30, Uoc¢imo da ovaj teorem povlaci da je
omjer povrSine kruga i kvadrata nad njegovim polumjerom jednak omjeru
opsega i promjera kruga, tj. da zapravo tek od Arhimeda ima smisla govoriti
o broju m kao omjeru vezanom i za opseg i za povrsinu kruga. Oznaku 7 u
danasnjem smislu koristio je prvi 1706. Englez William Jones, a popularizirao
ju je od 1736. nadalje L. Euler.

Slijedi modernizirani Arhimedov dokaz teorema o krugu. Sli¢no kao i kod
Euklidovog dokaza propozicije EEXII2, dokaz se svodi na ,,princip iskljuc¢enja
treceg”: Arhimed prvo dokazuje da povrSina kruga nije veéa od povrsine
navedenog trokuta, pa da nije manja, te preostaje da su jednake. Neka je K
oznaka za krug i T oznaka za pravokutni trokut, ¢ija jedna kateta ima duljinu
kao polumjer kruga, a druga kao opseg. Pretpostavimo prvo da je P(K) >
P(T), dakle P(K) — P(T) > 0. U tom slucaju u krug se upisuju pravilni n-
terokuti P, i o¢ito za svaki n imamo da je zbroj povrsina kruznih odsjecaka
izmedu n-terokuta i kruznice 06, = P(K) — P(P,) > 0. Moze se dokazati
(npr., to je dio EEX2) da za sve n vrijedii dg, < %”, dakle se pri udvostrucenju
broja stranica upisanog mnogokuta povrsina odsjecaka smanjuje vise od dva
puta. Sad se Arhimed ograni¢ava na n-ove koji su potencije od 2, tj. gleda
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upisane pravilne 2-terokute Py, Ps, Pig, ...Eudoksova lema o ekshaustiji
(EEX1) primijenjena na P(K) — P(T) i dyx-ove povlaéi da za dovoljno velik
k imamo 0 < dor < P(K) — P(T) pa je

P(Py) > P(T).
S druge strane, za svaki upisani pravilni n-terokut njegova povrsina je

PPy =n O T ABL T py T P,

2 2 2
gdje je a, duljina stranice pravilnog n-terokuta, r i o su polumjer odnosno
opseg kruga K, O njegovo srediste, a N noziste okomice iz O na jednu stra-
nicu pravilnog n-terokuta. Stoga za sve k vrijedi P(Py) — P(T') < 0, §to je
kontradikcija s gore dokazanom nejednakosti.

Dokaz da je i druga nejednakost povrsina, P(K) < P(T), nemoguca je
analogan, s tim da se koriste opisani pravilni n-terokuti i gledaju viskovi A,
povrsina tih opisanih n-terokuta u odnosu na povrsinu kruga. Dokaz ovog
dijela prepustamo c¢itatelju, uz napomenu da se u njemu koristi (naravno,
dokaziva) tvrdnja Ay, < %. [ |

U svojem djelu O kugli i valjku Arhimed je dokazao da je volumen kugle
jednak % volumena valjka istog polumjera i visine (odnosno 4 volumena stosca
istog polumjera i visine jednake polumjeru) te da je oplosje kugle 4 puta
vec¢e od povrsine kruga istog polumjera, odnosno oplosje kugle % je oplosja
opisanog joj valjka. Uoc¢imo da su tvrdnje teorema ekvivalentne modernim
formulama: Ako s r oznacimo polumjer kugle, volumen valjka istog polumjera
i visine kao kugla je r?m - 2r = 2r37, pa je 2 od toga totno $rim, tj. volumen
kugle. Povrsina kruga istog polumjera kao kugla je r?m, a 47?7 je naravno
odgovarajuce oplosje kugle. Odnos volumena kugle, valjka i stoca Arhimed
je otkrio koristec¢i svoj princip poluge, kako je ilustrirano slikom a dokaz
obje tvrdnje je proveden metodom ekshaustije.

U O spiralama, Arhimed je opisao po njemu nazvanu spiralu: Arhi-
medova spirala je putanja tocke koja se jednoliko giba po polupravcu koji
jednoliko rotira oko polazne tocke 7] Arhimed je dokazao karakterizaciju tan-
gente u proizvoljnoj toc¢ci Arhimedove spirale, koja omoguéuje konstrukciju
iste te je nakon kruznice (EE) i konika (Apolonije) ovo bila prva krivulja za
koju je bilo poznato kako konstruirati tangentu na nju?

37To je ekvivalentno modernoj jednadzbi u polarnim koordinatama: r = ag. Polarne
koordinate su uvedene su tek krajem 17. st. (I. Newton, Jacob Bernoulli).

387a zadanu Arhimedovu spiralu s ishodistem O, neka je P tocka na spirali i T sjeciste
tangente na spiralu u P s okomicom na OP koja prolazi kroz O. Duzina OT zove se
suptangenta. Omjer njene duljine s i razmaka r = |OP| je za svaku P jednak r : a.


https://www.youtube.com/watch?v=Ztq7WjgaNvw
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2d q 1d

Slika 4.31: Arhimedovo otkri¢e odnosa volumena kugle, valjka i stosca (desna
slika je snimljena tijekom izlozbe Volim matematiku u Zagrebu 2015.)

Slika 4.32: Povrsina jednog okreta Arhimedove spirale (lijeva slika je snim-
ljena tijekom izlozbe Volim matematiku u Zagrebu 2015.)

Pokusom vjerojatno slicnim onome prikazanom na slici lijevo, Ar-
himed je uocio da vrijedi: Isjecak Arhimedove spirale izmedu dva radij-
vektora jednak je razlici kubova njihovih duljina podijeljenoj sa 6a. Po-
sebno, povrsina jednog okreta Arhimedove spirale je trecina povrsine opi-
sanog kruga. Dokaz je proveo metodom ekshaustije, dijeleci isjecak spirale
na isjecke s jednakim sredisnjim kutovima (slika desno). Primijetio je
da tako dobiveni r-ovi ¢ine aritmeticki niz. Zatim je gledao tim isjec¢cima
upisane i opisane kruzne isjecke i dobio figuru manje i figuru vec¢e povrsine.
Naposlijetku se pozvao na Eudoksovu lemu, mi bismo rekli izracunao je limes,
i tako dokazao tvrdnju.

Medu Arhimedovim rezultatima dokazanim metodom ekshaustije isticemo
jos njegovu kvadraturu segmenta parabole, koja je za razliku od kvadrature
segmenta (odsjecka) kruga provediva ravnalom i Sestarom. Arhimed je do-
kazao da je povrsina segmenta parabole jednaka % povrsine trokuta kojemu
je jedna stranica tetiva tog segmenta, a tre¢i vrh je tocka parabole u kojoj
je tangenta paralelna s tom tetivom (trokut AABC na slici . Ukla-


chrome-extension://efaidnbmnnnibpcajpcglclefindmkaj/viewer.html?pdfurl=https%3A%2F%2Fwww.math.mcgill.ca%2Frags%2FJAC%2FNYB%2Fexhaustion2.pdf&clen=89673&chunk=true
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B

Slika 4.33: Arhimedova kvadratura segmenta parabole

njanjem trokuta AABC dobiju se dva nova odsjecka u koje se analogno
mogu upisati trokuti AACE i ABCD i tako u beskonac¢nost. Arhimed
je dokazao da je T = P(AABC) totno 4 puta veéa od zbroja povrsina
AACE i ABCD. Stoga se u svakom koraku uklanjanjem trokuta povrsina
ostatka segmenta smanjuje totno 4 puta, Sto je naravno vise od 2 puta.
Eudoksova lema sad povlaci da ¢e ostatak povrSine segmenta nakon ukla-
njanja dovoljno mnogo trokuta na opisani nacin postati po volji mali, od-
nosno da ¢e zbroj povrsina svih uklonjenih trokuta nakon dovoljno broja
koraka po volji dobro aproksimirati povrsinu segmenta, dakle je povrsina seg-
menta zbroj svih beskona¢no mnogo takvih povrsina. No, prema EEIX35"je

1
T+iT+3T+.. + 3T =T = Lo aT- (1 — 57)- Opet po Eudoksovoj
4

lemi, M% postaje proizvoljno mali s porastom n, dakle je povrsina segmenta
parabole %T. Kako vidimo, Arhimed je ovdje po prvi put u povijesti eks-
plicitno izra¢unao sumu jednog (geometrijskog) reda, tj. dokazao je ono $to

danas zapisujemo kao
O
4) 3

n=0

Od ostalih Arhimedovih rezultata istaknut ¢emo jos tri. Prvi je posebno
poznat. Naime, Arhimed je iterativnom metodom@ pokazao da je opseg
kruga je u odnosu na trostruki promjer istog kruga veci za dio koji je manji

od % i veéi od % promjera. Drugim rijec¢ima, dokazao je ono Sto danas

39 Ako se bilo koji broj brojeva nalazi u produljenoj proporciji, onda se razlika drugog
i prvog broja prema prvom odnosi kao razlika zadnjeg i prvog prema zbroju svih osim
zadnjeg. Suvremenije re¢eno: Ako aq, asg, ..., @y, G,41 Cine geometrijski niz, onda je
(ag —a1) a1 = (aps1 —a1): (a1 +az+ ...+ ap).

490vo nije dokaz metodom ekshaustije!
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zapisujemo kao

223 22

W <7< 7,
tj. mogli bismo re¢i da je dobio aproksimaciju broja 7 to¢nu na to¢nu na dvije
decimale (3.14). Arhimed je ¢ak znao da bi nastavkom svoje metode mogao
dobiti i to¢niju procjenu. Njegova je metoda sljedeca (do doba otkri¢a rac¢una
s redovima, tj. do 17. st., sve procjene iznosa 7 su se temeljile na Arhimedovoj]

metodi):
1. Krugu upisemo i opisemo pravilni Sesterokut (n = 0).

2. Neka je o, opseg upisanog, a O,, opseg opisanog 6-2"-erokuta (u svakom
koraku se udvostrucuje broj stranica).

3. Dakle, ako bi polumjer kruga bio 1, pocetne su vrijednosti oy = 6,

Oo = 4V/3.

4. Za opseg o kruga i za svaki n vrijedi: op < 01 < ... <0, < ... <0<
. <0, <...<0; <O0g.

5. Arhimed je otkrio rekurzivnu vezu medu opsezima u dva uzastopna
koraka: Svaki sljedeéi opseg opisanog mnogokuta je harmonijska sre-
dina opsega upisanog i opisanog mmnogokuta iz prethodnog koraka,
Oni1 = %. Takoder, svaki sljede¢i opseg upisanog mnogokuta
je geometrijska sredina opsega opisanog mnogokuta iz istog koraka i

opsega prethodnog upisanog mnogokuta, 0,11 = v/0,0p11.

6. Arhimed je u n = 4 koraka dosao do opsega upisanog i opisanog 96-
erokuta (o4 1 O4) i tako dobio navedenu procjenu.

Zasigurno ste culi i za ’Arhimedova tijela| tj. polupravilne poliedre.
Njih je Arhimedu pripisao Papus. Papus je naveo da je Arhimed napisao
tekst u kojem je opisao svih 13 tipova tih polupravilnih tijela. Taj tekst nije
sacuvan i Arhimedova su tijela kasnije zaboravljena, sve do renesanse kad
ih je ponovno otkrio Kepler, nabrojao ih i primijetio da definiciju takoder
zadovoljavaju i pravilne prizme i .

Poznata je i Arhimedova ,mehanicka” trisekcija kuta. Kao i Hipokra-
tova, ova metoda je doduSe egzaktna, ali zahtijeva ravnalo s jednom oz-
nakom duljine na njemu. Neka je zadan kut o = ZABC (slika [4.34).
Produlji se duzina AB i nacrta polukruznica proizvoljinog polumjera oko
B. Na ravnalu se ozna¢i njen polumjer kao DE. Nade se pozicija rav-
nala u kojoj E lezi na pravcu AB, D lezi na polukruznici, tako da pritom
pravac (ravnalo) DE prolazi kroz C. Tada je ZAED = «/3. Dokaz da



http://mathworld.wolfram.com/ArchimedeanSolid.html
http://mathworld.wolfram.com/Antiprism.html
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Slika 4.34: Arhimedova trisekcija kuta

je konstrukcija egzaktna je lagan: Po opisanome je |DE| polumjer polu-
kruznice, dakle je |DE| = |BD| = |BC| = |BA|. Stoga je ABED jednako-
kracan, odnosno kut ZAED = /ZDBE. No, i ABDC je jednakokracan,
a pa je LZBCD = /ZBDC, sto je vanjski kut trokuta ABFED, odnosno
/ZBCD =2/AED. Naposlijetku, « = ZBCD+ ZAED (vanjski kut trokuta
ABCE) pajea=2/AED + ZAED = 3/AED, sto je i trebalo dokazati.
Poslije pada Sirakuze (212. pr. Kr.), Rimljani su nastavili s osvajanjem
grékih teritorija. Tako su do 146. pr. Kr. osvojili gotovo cijelo gréko kopno
i pri tom mnogo toga unistili. Ostatak antike do pada Zapadnog Rimskog
Carstva naziva se postklasiénim helenizmom. Godine 31. pr. Kr. Rim-
ljani su zauzeli Aleksandriju i pritom je u pozaru unisten velik dio biblioteke
u museion-u. Tijekom postklasicnog helenizma znanstveni rad je u odnosu
na prethodna razdoblja bitno reduciran, medu ostalim i jer Rimljani nisu bas
cijenili znanost. Novi matematicki rezultati u ovom periodu bili su gotovo
iskljucivo rjesenja pojedinacnih problema ili upotpunjavanje djela ranijih ma-
tematicara. Jedina znacajna iznimka je matematicka astronomija, za potrebe
koje se u ovom razdoblju razvila trigonometrija i sferna geometrija.
Trigonometrija kao geometrijska poddisciplina u kojoj se kutovi pro-
ucavaju kroz za njih vezane omjere duljina (iz ¢ega su se s vremenom ra-
zvile suvremene trigonometrijske funkcije) svoje korijene vuce jos iz babilon-
skog doba, a i klasicnog helenizma, kad su primjerice pri promatranju sjena
Stapova uoceni odredeni karakteristicni omjeri. No, u pravom smislu ona
je zasnovana tek u 2. st. pr. Kr., kad su za potrebe astronomije prvi puta
tabelirani kutovi s jednom vrstom za njih karakteristi¢nih duljina unutar da-
nog kruga. No, to nisu bile tablice sinusa ni kosinusa ni tangensa kutova
u jedini¢noj kruznici, kako bi to mogao pomisliti suvremeni citatelj. Ocem
trigonometrija smatra se astronom i matematicar Hiparh iz Niceje (oko
190.-120. pr. Kr.), no prije njegovog doprinosa potrebno je kao neposrednog
prethodnika spomenuti jos jednog od znanstvenika iz klasicnog helenizma.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hipparchus/
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Aristarh sa Samosa (ca. 310.-230. pr. Kr.) je bio matematicar i astronom.
Prvi je, u danas izgubljenom djelu, predlozio heliocentricki model svemira,
sto u Pjeséaniku spominje Arhimed. U povijesti matematike istice se uspo-
redbom udaljenosti Zemlje do Sunca i do Mjeseca te usporedbom velicina
Zemlje i Mjeseca. U svojim je (matematicki korektnim, ali zbog krivih
pocetnih pretpostavki i gresaka mjerenja u konaé¢nici netoénim) izrac¢unima
koristio odredene omjere duljina koji odgovaraju danas uobic¢ajenim trigono-
metrijskim funkcijama odredenih kutova.

No, sustavno razmatranje odredenog tipa omjera za razli¢ite kutove prvi
je proveo Hiparh iz Niceje. U povijesti astronomije poznat je po tome
Sto je izracunao trajanje godine s to¢nos¢u do na 6 minuta, odredio kut
izmedu ekliptike i ekvatora, otkrio precesiju ekvinocija i izracunao koordi-
nate mnogih zvijezda. U matematici je zapaméen kao autor prve trigonome-
trijske tablice, po prvim rezultatima iz sferne geometrije i po prvoj analizi
stereografske projekcije‘, no njegova su djela izgubljena te njihov sadrzaj
saznajemo 1z sekundardnih izvora. Hiparhova prva trigonometrijska tablica
bila je tablica sredisnjih kutova u kruznici i pripadnih tetiva. Tablice tetiva
ostat ¢e karakteristika trigonometrije sve do kraja antike. Mi ¢emo tetivu
koja odgovara sredisnjem kutu a oznacavati s tet a. Pogledamo i sliku [4.35]
vidimo da je veza starogrékog trigonometrijskog omjera 'tetiva’ (tet) s danas
uobicajenim trigonometrijskim omjerima dana formulom

e’
tet @ = 27 sin 5

tj. (do na polumjer) tetive su dvostruki sinusi polukuta. Naravno, iznosi
tetiva (kao i sinusa) opcenito nisu prirodni brojevi, nego razlomci i, ¢esce,
iracionalni brojevi. Stoga su se u tablicama navodile aproksimativne raci-
onalne vrijednosti tetiva pa je ovdje vazno spomenuti nesto o starogrckom
zapisu razlomaka. Oni se i dalje strogo matematicki nisu smatrali broje-
vima, ali su naravno bili nuzni u raznim prakti¢nim, ovdje astronomskim,
proracunima. U Hiparhovo doba standardni brojevni sustav bio je alfabet-
ski i on se koristio za zapisivanje svih prirodnih brojeva. Dok su u starije
doba za zapis razlomaka koristeni jedini¢ni razlomci (oc¢igledno naslijedeni
iz Egipta) te bi se primjerice % pisala jednostavno kao ¢” (dakle, nazivnik s
dva apostrofa), u ovom razdoblju pojavljuju se dva nova stila zapisa razlo-
maka. Jedan je koristio brojnik i nazivnik (Heron i Diofant su koristili takav

zapis), s tim da se jednostavno pisao nazivnik iznad brojnika, npr. Hf je
nas % U astronomiji se pak za zapisivanje razlomaka koristio alfabetski

brojevni sustav u kombinaciji s babilonskim seksagezimalnim (pri ¢emu se
seksagezimalno zapisivao samo razlomljeni dio broja). Primjerice, Hiparho-


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Aristarchus/
https://plus.maths.org/content/sun-moon-and-trigonometry
https://plus.maths.org/content/sun-moon-and-trigonometry
https://plus.maths.org/content/sun-moon-and-trigonometry
http://www.imaginary-exhibition.com/mpe2013/MPE2013/module-stereographic-projection.html
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Slika 4.35: Tetive i sredisnji kutovi

vih 7°30" bilo je pisano kao ¢ X. Pritom je postojao, kao i u Mezopotamiji
od ca. 3. st. pr. Kr., poseban simbol za nedostajuc¢u potenciju od 60, tj. zna-
menka koja odgovara danasnjoj nuli kad se nalazi 'usred’ broja. Hiparhova
tablica tetiva sadrzavala je kutove u koracima od po 7°30’ u rasponu od 0
do 180° (sto mislite, zasto ne do 360°7). Pripadne duljine tetiva takoder su
pisane na isti na¢in. Primjerice, za kut od 60° (£) Hiparh je naveo iznos
tetive 57°18' (v¢ 7). Buduéi da se za sredignji kut od 60° polumjer i tetiva
podudaraju, vidimo da je polumjer kruga u kojem je Hiparh gledao sredisnje
kutove i tetive bio 57 + % = 57.3. Pomnija analiza tablice (jer naravno da
svako zaokruzivanje nosi gresku) pokazuje da je zapravo gledao krug opsega
360, sto naravno odgovara jednostavnoj podjeli punog kuta na stupnjeve.

U sljede¢em razdoblju u trigonometriji su se istakla jo§ dva znamenita
znanstvenika. Prvi je bio Menelaj Aleksandrijski (ca. 70.-130. A.D.).,
koji je takoder izradio tablicu tetiva (u Sest knjiga), no ona nije sacuvana.
Najpoznatije djelo mu je Sphaerica, sacuvana u arapskom prijevodu, u kojem
se bavi sfernom geometrijom i sfernom trigonometrijom. Sphaerica je naj-
starije djelo u kojem je definiran sferni trokut: To je trokut koji je omeden
lukovima triju velikih kruznica na danoj sferi. U ovoj se knjizi nalazi i zna-
meniti Menelajev teorem za ravninske i sferne trokute: Zadan je trokut ABC
i pravac koji sijece pravce AB, BC, C'A redom u tockama D, E, F. Tada je

|AD| - |BE|-|CF| = |BD|-|CE|-|AF|
ako je trokut ravninski, odnosno
sin AAD - sin BAE - sin CAF = sin BAD - sin CAE - ¢in AAF

ako je trokut sferni ]

41K od sfernih trukuta se duljine njihovih stranica poistovjeéuju s mjerama odgovarajuéih
sredisnjih kutova.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Menelaus/
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Konaé¢nu sintezu trigonometrijskog znanja antickog doba postigao je zna-
meniti Klaudije Ptolemej (ca. 85.-165.), najutjecajniji anticki astronom i
geograf. Djelovao je u Aleksandriji, a bavio se i matematikom, astrologijom,
glazbom 1 filozofijom. Jedino Ptolemejevo ¢isto matematicko djelo sadrzi
pokusaj dokaza Euklidovog postulata o paralelama (tako navodi Proklo).
Najznacajnije Ptolemejevo djelo je Matematike sintaksis (,,Matematicka ko-
lekcija”), kasnije nazvano Megale sintaksis (,Velika kolekcija”), koje nije
sac¢uvano u originalu, nego samo u arapskom prijevodu te je poznatije pod
imenom tog prijevoda: Almagest (,Najveéi”). U tom je djelu Ptolemej dao
matematicku teoriju kretanja nebeskih tijela. Zbog izuzetno dobrog pokla-
panja s dostupnim eksperimentalnim podacima ovo je djelo sve do renesanse
bilo osnova zapadne astronomije. U njemu nalazimo mnoge doprinose sfer-
noj geometriji i trigonometriji. Ptolemejeva tablica tetiva vrijedna je malo
vece paznje, jer njezina konstrukcija sadrzi mnoge vazne trigonometrijske
reultate. Kao i Hiparh, Ptolemej kre¢e od kruznice podijeljene na 360 di-
jelova (’stupnjeva’), no takoder dijeli i njezin promjer i to na 120 dijelova
(uoc¢imo dakle da mu je jedinica duljine za opseg i promjer razlicita, jer je
zasigurno znao da opseg kruznice nije 3 puta njezin promjer, Stovise Ptole-
mej je omjer opsega i promjera (7) procijenio s 3%, dakle s greskom reda
veli¢ine samo 107°). Stoga ¢emo za mjerenje duljine luka na kruznici jedi-
nicu oznaciti s °, dok ¢emo za jedinicu za mjerenje duljine ravnih crta pisati
(u literaturi uobic¢ajenu) oznaku ? za 535 duljine promjera [5]. Primjerice,
tet 60° = 607 (kutu od 60° odgovara tetiva duljina polumjera, dakle pola
promjera, kruznice).

Nakon sto je dokazao neke geometrijske teoreme, iskoristio ih je za jednos-
tavno izracunavanje nekih tetiva. Pritom je, naravno, u viSe navrata morao
racunati druge korijene, no nije zabiljezeno koju je metodu koristio (s ob-
zirom da je vjerojatno zivio nakon Herona iz Aleksandrije, moguce je da je
koristio Heronovu, tj. babilonsku metodu). Koristeéi jedan svoj te Pitagorin
teorem prvo je dobio da je duljina stranice pravilnog deseterokuta jednaka
37P4 55 (mi bismo rekli: (37+ % + %) . ﬁ) = % ~ 0,3 promjera) pa
je to tetiva koja odgovara kutu 36°. Znajuéi da je u pravokutnom trokutu
kojemu je jedna kateta polumjer, a druga stranica pravilnog deseterokuta
upisanog u kruznicu, hipotenuza jednaka stranici pravilnog peterokuta upi-
sanog u istu kruznicu, koristec¢i Pitagorin poucak Ptolemej je izracunao tetivu
za 72°. Nadalje, lagano se izracunaju tetive za kutove 60°, 90° i 120° (zada-
tak za citatelja: izracunajte posljednje dvije i zapisSite na Ptolemejev nacin,
koristeéi jedinicu ?). Iz tih pet tetiva izra¢unao je i tetivu od 144° koristeci
svoju zanimljivu kombinaciju Pitagorinog i Talesovog poucka u kontekstu


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Ptolemy/
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€t(180° — «)

Slika 4.36: (tet )? 4 (tet(180° — «v))? = d*.

racuna tetiva (vidi sliku [4.36)):

(tet a)? + (tet(180° — a))* = d°.

Za nastavak je dokazao jednu lemu, koju danas poznajemo pod imenom
Ptolemejev teorem: U tetivhom cetverokutu je umnozak duljina dijago-
nala jednak zbroju umnozaka dva para nasuprotnih stranica.@ Kao korolar
te leme dokazao je (koristeéi dijagram poput onog na slici [4.37) ,tetivnu”
varijantu adicijskog teorema za sinus, koju mozempo zapisati ovako:

tet(a — ) - d = teta - tet(180° — ) — tet 5 - tet(180° — a).

Koristedi taj i jos nekolicinu sli¢nih rezultata (vidi npr. [5]) dobio je tablicu
tetiva u rasponu sredisnjih kutova (tj. lukova) od 30" do 180°, u koracima od
po pola stupnja (to¢nost je, kad se prera¢una u decimalni sustav, uglavnom
na 5 do 6 decimala).

Osim spomenutih matematicara koji su doprinijeli nastanku trigonome-
trije, vrijedi spomenuti jos tri matematicara postklasicnog helenizma: He-
rona, Diofanta i Papusa. Heron iz Aleksandrije (vj. 1. st. A.D.) bio je
matematicar, fizicar, izumitelj i inzenjer. On odudara od ostalih starogrckih
matematicara jer je bio orijentiran na prakti¢nu matematiku. Napisao je tri
matematicka djela: Metrica (o mjerenju, sadrzi— naravno ne simbolicki za-
pisanu — Heronovu formulu za povrsinu trokuta, zasigurno poznatu veé
ranije, i Heronovu metodu za korjenovanje na primjeru v/720, pri ¢emu

42Naravno, ove umnoske duljina Ptolemej je tipi¢no anticki naveo kao povrsine odgova-
rajuc¢ih pravokutnika.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Heron/
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Slika 4.37: Adicijski teorem za tetive

je ocito da je znao da se poveCanjem broja iteracija povecava toc¢nost), Ge-
ometrica (o povrsinama) i Stereometrica (o volumenima). Tijekom vremena
su tim djelima dodavani mnogi sadrzaji pa nije sigurno koji dijelovi stvarno
potjecu od Herona. Poznat je i Heronov problem najkraceg puta, koji
je jedan od najstarijih poznatih problema optimizacije: Za zadane tocke A
i B s iste strane nekog pravca trazi se tocka C' na tom pravcu za koju je
|AC| + |C'B| najmanja moguca. Heron ga je rijesio koristeéi osnu simetriju.

Diofant Aleksandrijski (vjerojatno 3. st. AD) najznacajniji je mate-
maticar postklasicnog razdoblja i posljednji veliki europski matematicar prije
Fibonaccija. Jedna od rijetkih pouzdanih informacija o njegovom zivotu je ta
da je autor matematickog djela Aritmetika. Cini se da je zivio 84 godine — na
to upucuje zadatak kojeg oko 500. g. u Grckoj antologiji daje Metrodor:

Bog mu [Diofantu/ je dozvolio da bude djecak Sestinu svog Zivota; kad je
dodana dvanaestina, obrazi mu stekose bradu; On za njega zapali svjetlo
braka nakon sedmine, a u petoj godini nakon Zenidbe darova mu sina. No
ah! Kasno @ jadno dijete, kad dostiZe mjeru polovine oceva Zivota, uze ga
ledent grob. Nakon sto je cetiri godine trazio uljehu u znanosti brojeva,
dostignu kraj svog Zivota.

Po Diofantu danas nose ime diofantske jednadibe.ﬁ Diofantova Aritme-
tika sastoji se od 150 algebarskih@ zadataka u 13 ,knjiga”, bez pratece opce
teorije. Sest od tih 13 knjiga je sacuvano na grckom i Cetiri na arapskom

43U posljednjih se dvjestotinjak godina naziv diofantske jednadzbe uvrijezio za algebar-
ske jednadzbe s viSe nepoznanica s cjelobrojnim koeficijentima kojima se traze cjelobrojna
rjeSenja.

44Uoc¢imo da je ovo jedino starogréko matematicko djelo u kojem se razmatraju jed-
nadzbe kao takve, ali isklju¢ivo u kontekstu teorije brojeva.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Diophantus/

4.3. HELENISTICKO RAZDOBLJE GRCKE MATEMATIKE 79

jeziku. Mnogi zadaci u Aritmetici su neodredene jednadzbe, tj. jednadzbe
s nejedinstvenim rjeSenjima. Diofant razmatra samo rjesenja koja se mogu
zapisati kao pozitivni razlomci. Neki od Diofantovih zadataka jos ni danas
nisu rijeseni, a kopije i prijevodi Aritmetike imale su velik utjecaj na mnoge
kasnije matematicare. Tipican primjer diofantske jednadzbe je trazenje pita-
gorejskih trojki. Diofant je osmislio i vlastitu algebarsku notaciju. Zbrajanje
je oznacavao nadopisivanjem, a za oduzimanje koristio vertikalno prekrizeni
simbol A (koji se odnosi na sve ¢lanove iza njega). Ostali simboli njegove
notacije su:

moderno | Diofant
0]

xo =1 M
x ¢
AT
KT
ATA
AKT
KYK
—1 Cm

-2 ATI

S Tt e W N

ZT
x
xT
x
X
x
X

Tako bi, primjerice, danasnji izraz 3z% + 12 Diofant zapisao kao ATfy]\% LB,
a danasnji izraz ® — 522 + 8z — 1 kao KTQCUAATej\Ofa.

Posljednji veliki anticki gréki matematicar bio je Papus iz Aleksandrije
(ca. 290.-350.). Glavno Papusovo djelo je Kolekcija, koje je jedan od glavnih
izvora danasnjih znanja o antickoj matematici. To je vrsta enciklopedije
starogrcke matematike, a sadrzi i Papusove vlastite rezultate, od kojih je
najpoznatiji Papusov teorem: Dana su dva pravca i na njima po tri tocke:
A, B, C odnosno A’, B, C'. Neka je tocka 1 sjeciste AB’ i A'B, tocka 2
sjeciste AC" i A'C' te tocka 3 sjeciste BC' i B'C'. Tada su tocke 1, 21 3
kolinearne (slika [£.38]).

Papus je uveo pojam fokusa i direktrise konike. Iskazao je i dokazao
teorem kojeg je kasnije, u 18. st., za definiciju konika iskoristio J. R. Boskovi¢:
Neka je dan pravac AB i tocka C' u ravnini. Neka je iz tocke D u istoj ravnini
povucen pravac C'D i okomica DE na AB ineka je zadan omjer |CD| : |DE|.
Tada je D na konici, i to na paraboli ako je taj omjer jednak 1, na hiperboli
ako je ve¢i od 1 odnosno na elipsi ako je manji od 1. Drugim rijecima: Konika
je geometrijsko mjesto tocaka u ravnini kojima je omjer udaljenosti do ¢vrste
tocke (fokusa) i ¢vrstog pravca (direktrise) konstantan.

Za kraj pregleda anticke matematike recimo par rijeCi o matematici u
Rimskom Carstvu. Rimljani nisu cijenili matematiku, samo su koristili nje-
zine prakticne rezultate u gradevini, mjeriteljstvu, ra¢unanju kamata i udjela


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Pappus/
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Slika 4.38: Papusov teorem

1 5 10 50 100 500 106
I VA X VL C,O DP CEES
V. Xl D @D

Slika 4.39: Rimske brojke u doba republike (srednji red) i carstva (donji red)

u nasljedstvima. Samostalnih rimskih matematickih doprinosa nije bilo, a
mnogi gréki tekstovi preneseni su, odnosno prevedeni na latinski iskrivljeno i
bez razumijevanja. U Skolama se ucilo racunanje na prste, u glavi i pomocu
(rimskog) abakusa. Najpoznatija matematicka ,ostavstina“starih Rim-
ljana su rimske brojke, no danasnja verzija je tek malo starija od zapadne
verzije indoarapskih brojki (u anticko doba 1000 se nije pisao kao M, nego
kako se vidi na slici . Rimski je sustav primarno dekadski, ali sa tzv.
sekundarnom bazom 5, slicno kao akrofonski grcki brojevni sustav. Sup-
traktivan je, tj. aditivan, osim Sto se u slucaju da se ispred simbola vece
vrijednosti nade simbol manje vrijednosti, ta manja oduzima od vece: IV
= IIII. Rimljani su kod podjele jedinica mase i novca koristili duodecimalne
razlomke. Jedan aﬁ se dijelio na 12 unci (uncia). Znak za uncu bila je

tocka, a za 1 slovo S (semis). Ostali razlomci izmedu 1/12 i 1 zapisivali

2
su se aditivno koristenjem navedenih, a svaki je imao i svoj poseban naziv,
npr. 2/3 je bes, zapisan kao S--. Kao i kod Grka ranije, koristeni su i egipatski

razlomeci.

45 Jedinica novca i mase. Jedinica duljine bila je pes, stopa, i dijelila se na 12 polices,
palaca, ili na 16 digiti, prstiju.


https://en.wikipedia.org/wiki/Roman_abacus

Poglavlje 5

Starokineska i staroindijska
matematika

5.1 Kineska matematika prije 13. stoljeca

Podsjetimo se malo opce povijesti Kine. Najstarije kulture oko rijeka Huang
He i Jangce pojavile su se u razdoblju 3000.-1500. pr. Kr. Iza ca. 2000. g. pr. Kr. tu
se razvilo kinesko pismo, a otprilike iza 1500. pr. Kr. brojevi su se prikazivali
koristeéi (nepozicijski) dekadski brojevni sustav. Ve¢ rano Kinezi su imali
razvijenu astronomiju. Najstariji pouzdaniji podaci o kineskoj opc¢oj i znans-
tvenoj povijesti sacuvani su iz doba dinastije Dzou (Cou) 11.-5. st. pr. Kr.
U to doba zabiljezen Halleyev komet, izradeni su kalendari, a vjeru i filozo-
fiju oblikovali su Konfucije (konfucijanizam) i Lao Ce (taoizam). Znameniti
Kineski zid sagraden je u doba prvog kineskog cara Cin Si Huangdija potkraj
3. st. pr. Kr. Iz tog ranog razdoblja nema sa¢uvanih matematickih tekstova,
ali iz raznih povijesnih izvora ipak mozemo saznati ponesto o kineskoj ma-
tematici prije 3. st. pr. Kr. Kineska aritmetika je vjerojatno stara otprilike
koliko i egipatska i sumerska, Sto potvrduje izvor iz druge polovice drugog
tisucljeca pr. Kr. na kojem nalazimo brojeve zapisane brojkama dekadskog
sustava. Medu kineskim matematickim specificnostima za vremena vise od
2500 godina prije danasnjeg vrijedi spomenuti dvije. Jedno su magicéni kva-
dratif|kojima su se prvi bavili upravo stari Kinezi, najkasnije u 7. st. pr. Kr.
U to je doba opée poznat tzv. lo Su magicni kvadrat (slika , uz koji je ve-
zana poznata legenda o kornjaci iz 3. tisu¢lje¢a pr. Kr., a u kojem je magi¢na

IKineske nazive transkribirali smo na hrvatsku latinicu koristeéi pomoéno kinesko la-
tini¢no pismo pinyin.

2Magiéni kvadrat je kvadratna tablica brojeva, u pravilu 1 do n2, koji su rasporedeni
tako da su zbrojevi svih redaka, svih stupaca i obje dijagonale jednaki (taj iznos se naziva
magi¢nom konstantom).
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Slika 5.1: Lo $u magicni kvadrat

Slika 5.2: I Cing heksagrami

konstanta 15 (3to je broj dana u svakom od 24 ciklusa starokineske solarne
godine). Danas znamo i da je to (do na simetriju) jedini moguéi magicéni
kvadrat dimenzije 3 x 3. No, ve¢i magicni kvadrati se u Kini spominju tek u
13. st., prije ¢ega su veé bili poznati u Indiji i u Arapa.

Druga matematicka ideja koja se prvi put pojavljuje u staroj Kini su
permutacije (zapravo, varijacije s ponavljanjem). Najstariji poznati primjer
permutacija je kineski I Cing (Knjiga promjena), vi. iz 7. st. pr. Kr., u kojem
se (u svrhu proricanja) dva simbola, jang (—) i jin (- —), prvo slazu u 2% = 8
trigrama pa oni u 8% = 64 heksagrama (slika, tj. gledaju se sve varijacije
6-tog razreda od 2 elementa. No, nema naznaka da su u stara vremena Kinezi
sustavno razmatrali permutacije.

Najkasnije od 5. st. pr. Kr. Kinezi su razvili dekadski pozicijski sustav bez
nule, dakle bez apsolutne pozicije. Brojevi su se prikazivali pomoc¢u Stapica,
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Slika 5.3: Tustracija Pitagorinog poucka u ,, Aritmetici dzou-gnomona”

Y

koji su ujedno bili racunsko pomagalo. Iz tog su se razvile kineske Stapicaste
brojke, koje su se koristile sve do 16. st. Kako bi bilo jasno na koju poten-
ciju od 10 se znamenka odnosi, orijentacija znamenki bila je vertikalna za
neparne potencije (10, 1000, ...), a horizontalna za parne potencije (1, 100,
...). Primjerice, = Il — je kineskim stapic¢astim brojkama zapisan broj kojeg
danas pisemo 321 (ili 32100 ili 3210000 ili ...). Od 2. st. pr. Kr. razlikuju
se pozitivni brojevi (dZeng) prikazivani crvenim Stapi¢ima i negativni bro-
jevi (fu) prikazivani crnim Stapi¢ima. No, simbol za znamenku nula (krug)
uveden je tek u 13. st. Napomenimo ovdje da je poznato staro racunsko
pomagalo, kineski abakus (), uveden bitno kasnije od Stapica, a
u opcoj uporabi je tek od 16. st.

U doba dinastije Han (206. pr. Kr.—220. A.D.) doslo je do procvata ma-
tematike i pocela se pridavati vaznost matematickom obrazovanju. Iz tog
doba potjecu najstariji sacuvani kineski matematicki tekstovi. Takoder, u
to doba Kinezi su ostvarili mnoge impresivne napretke u znanosti i tehnolo-
giji: izumili su proizvodnju papira, otkrili su Sunceve pjege, ... U 1. st. je u
Kinu prodro i budizam iz Indije, te su u to doba zasigurno postojali i drugi
kontakti s Indijom. No, u 3. st. carstvo se raspalo, te je doslo do zamiranja
znanosti i tehnike.

Najstariji potpuno sacuvan kineski matematicki tekst je DZoubi suanding
(Aritmetika DZouovog gnomona, koji se datira izmedu 100 pr. i 100. A.D.
Posebno je poznata grafika [5.3| iz njega, koja se lako poopcava na dokaz
Pitagorinog poucka (u Kineza: pravilo gou gu). No, dokazi svakako u to
doba jos nisu bili dio matematike u Kini.

Zanimljivije 1 vaznije kinesko matematicko djelo je PiudzZuang Suansu


http://www.omniglot.com/images/writing/rod_numerals.gif
http://www.omniglot.com/images/writing/rod_numerals.gif
https://en.wikipedia.org/wiki/Suanpan
https://hrcak.srce.hr/clanak/403998
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(Devet poglavlja umijeca racunanja). Radi se o kompilaciji raznih starijih
rukopisa nastaloj najvjerojatnije u prvoj polovici 2. st. nove ere. Sadrzi 246
zadataka rasporedenih u 9 poglavlja i bilo je vrlo utjecajno djelo, koje su
svojim komentarima doradili mnogi kasniji kineski matematicari i koje je
kasnije, skupa s Aritmetikom dZou-gnomona, postalo jedan od tzv. 10 klasika
kineske matematike, tj. sluzbenog popisa obvezne matematicke literature za
obrazovanje u 7. st. (zapravo, bilo ih je 12). Poglavlja u Devet poglavija
umijeca racunangja sadrzajno pokrivaju sljedece teme:

1. ,Mjerenje polja”: Izracunavanje povrsina, uklju¢ivo racuna s razlom-
cima. Tu se povrSina kruga racuna pravilima koja su ekvivalentna
aproksimaciji 7 s 3.

2. ,Proso iriza”: Preracunavanja koli¢ina za razmjenu (trojno pravilo).

3. ,,Raspodjela po proporciji”: Proporcionalnosti vezane za raspodjelu
dobara i novca.

4. ,Koja sirina?”: Izracunavanje nepoznatih duljina, Sirina, visina geome-
trijskih likova i tijela kojima je poznata povrsina odnosno volumen. Tu
je ukljuceno racunanje kvadratnih i kubnih korijena.

5. ,Rasprave o radu”: Odredivanje raznih volumena u konstrukeiji gradevina
i drugih struktura, u svrhu utvrdivanja radnog ucinka.

6. ,Posteni nameti”: Proporcionalnosti u izracunima vezanim (ne samo)
za place i poreze.

7. ,Visak i manjak”: Linearne jednadzbe s jednom nepoznanicom (rjesavanje
metodom regula falsi, tj. temeljem dva pokusaja).

8. ,,Pravokutne tablice”: Rjesavanje sustava linearnih jednadzbi.

9. ,Pravokutni trokuti”: RjeSavanje prakticnih geometrijskih problema
koristeci svojstva pravokutnih trokuta, ukljucivo Pitagorinog poucka.

Medu tim sadrzajima istaknut ¢emo dva, u kojima se pojavljuju specificni
kineski doprinosi matematici koji u isto vrijeme jos nisu poznati drugdje,
a u oba slucaja se radi o prvim bitnim doprinosima povijesti numericke
matematike nakon babilonske metode racunanja korijena. Prvi od njih su
novi iterativni algoritmi za ra¢unanje kvadratnih i kubnih korijena, a drugo
je rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi metodom fang ¢eng koja je gotovo
identi¢na modernoj, matri¢noj Gauflovoj metodi eliminacija.


https://hrcak.srce.hr/clanak/403998
https://hrcak.srce.hr/clanak/403998
https://hrcak.srce.hr/clanak/403998
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Ten_classics/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Ten_classics/
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Opisimo prvo ovo potonje, na konkretnom primjeru, dok ¢emo kinesko
korjenovanje opisati nesto kasnije, na str. Napominjemo da su racuni u
Devet poglavlja opisani koristeéi stapicaste brojke i ,,mehanicki” (kako pomi-
cati Stapice u pojedinom koraku), no postupak je ekvivalentan ovom kojeg
¢emo sad opisati na primjeru jednog zadatka iz. 8. knjige Devet poglavija.

Primjer 18 Iz tri snopa dobrog Zita, dva snopa srednjeg i jednog snopa loseg
zita dobije se prinos 39 douf)| Iz dva snopa dobrog Zita, tri snopa srednjeg i
jednog snopa loseg Zita dobije se prinos 34 dou. Iz jednog snopa dobrog Zita,
dva snopa srednjeg i tri snopa loseg Zita dobije se prinos 26 dou. Koliki je
prinos po jednog snopa dobrog, srednjeg i loSeg Zita?

Postupak je sljedeci. Prvo se ispise pravokutna tablica:

11213
21312
3111
26|34 |39

U prvom koraku se od trostrukog drugog stupca oduzme dvostruki treci, rezul-
tat zapisujemo u drugi stupac:

1103
2152
31111

26124139

Sad se trostruki prvi stupac oduzme od treceg, rezultat zapisemo u prvi stupac:

3

415 |2

8111
39124139

Sad se jos ponisti 4 u prvom stupcu, tako da od peterostrukog prvog stupca
oduzmemo cetverostruki drugi, rezultat piSemo u prvi:

3
2
36|11
99124 |39

Naposljetku ocitavamo rjesenje. Prvo vidimo da je prinos loSeq Zita % = 2%.
Stoga je prinos srednjeg Zita (24 — 1 - 2%) 15 = 4}1 dou ¢ naposlyetku prinos
dobrog Zita je (39 —1-22 —2-4%) : 3 =97 dou,

3Dou je kineska mjera volumena, u to doba iznosila je otprilike danasnjih 2 L.
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Kako je vidljivo iz primjera, postupak je jednak modernoj matri¢noj Ga-
uBovoj metodi eliminacija, do na to da je u odnosu na suvremeni nacin za-
mijenjena uloga stupaca i redaka (i da se izbjegava racun s razlomcima).

U doba dinastije Han zivio je i multidisciplinarni znanstvenik DzZang
Heng (78.-139.), koji je poducavao da je Zemlja kuglastog oblika i konstru-
irao prvi seizmograf. On je takoder modificirao tada (empirijski) poznato
pravilo u kojem se omjer povrsine kvadrata i povrSine upisanog mu kruga
uzimao kao 4 : 3f] te zakljucio da se kvadrat povrsine kvadrata i kvadrat
povrsine tom kvadratu upisanog kruga odnose kao 8 : 5. Ako to usporedimo
s egzaktnim omjerom, a taj je (2r)* : (r?m)? = 16 : 72, vidimo da DZang Hen-
gova uputa odgovara procjeni 7 kao v/10. Za tu Dzang Hengovu aproksima-
ciju saznajemo iz komentara Devet poglavija, koje je napisao prvi znacajniji
poimence poznati kineski matematicar Liu Hui (3. st.). On je pak opisao
postupak analogan Arhimedovom iterativnom postupku, za kojeg zasigurno
nije znao, uocio da se takvim postupkom moze po volji dobro aproksimi-
rati konstanta koju danas zovemo 7, ali je za prakti¢ne racune zagovarao
aproksimaciju % = 3,14. Napomenimo ovdje da je ve¢ u Devet poglavlja
bio poznat to¢an odnos povrsine i opsega kruga (povrsina kruga je Cetvrtina
umnoska opsega i promjera). U svojim komentarima Devet poglavlja Liu Hui
je objasnio i opravdao postupke koji se u njima nalaze. Dio njegovih komen-
tara kasnije je odvojen u zasebni Matematicki prirucnik o jednom otoku u
moru, gdje se bavi odredivanjem udaljenosti i veli¢ina nedostupnih objekata.
Primjer zadatka iz tog prirucnika je sljedeci:

Primjer 19 Duvastapa visine 3 dzand’)| zabijeni su u zemlju i razmaknuti
1000 bu. Jedan Stap je blizi udaljenom otoku nego drugi. Ako promatrac
stogi 123 bu iza prvoga, vidi vrh otoka u liniji s vrhom tog stapa, a ako stoji
127bu iza drugoga, vidi vrh otoka u linigi s vrhom tog drugog stapa. Koliko
je visok otok 1 koliko je daleko od blizeqg mu Stapa?

Kao rjesenge je navedeno: Neka je brojnik jednak visini stapa pomnozZenoj
s razmakom Stapova, neka je nazivnik razlika odmaka od stapova. Doda li se
kvocijentu visina Stapa dobije se visina otoka. Za udaljenost bliZeg stapa do
otoka nazivnik je isti, ali brojnik je razmak Stapova pomnoZen s odmakom od
prvog, a kvocijentu se ne pribraja nista.

lako ovdje nije objasnjeno, iz ostalih zadataka se vidi da je Liu Hui ovakve
zadatke rjesavao izjednacavanjem povrsina pravokutnika s obiju strana dija-
gonale u vedem pravokutniku. Pogledajmo skicu [5.4. Na njoj su povrsine

4Suvremeno iskazano, empirijsko pravilo je tvrdilo da za krug polumjera r i promjera
d vrijedi d? : (r?m) =4 :7 = 4: 3, tj. ovo odgovara aproksimaciji 7 s 3.

°1 dzang je 10 kineskih stopa (¢i), odnosno u to doba otprilike 2.3 m. Uz to je koristena
i jedinica bu, a 1 bu je 6 ¢i.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Liu_Hui.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Haidao_Suanjing
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Slika 5.4: Liu Huijeva metoda odredivanja visine nedostupnih objekata.

plavog i crvenog pravokutnika jednake. Ako je h = |AB| wvisina otoka i
d = |AP| razmak od otoka do jednog od Stapova, onda ako izjednacimo nave-
dene povrsine za prvi Stap dobijemo 3 dzZangx d = 123bu-(h—3 dzang), a ako
isto ucinimo za drugi $tap dobijemo 3 dZang x (1000 bu + d) = 127bu - (h —
3 dzang). Oduzmemo li te jednakosti dobivamo navedeno pravilo za visinu
otoka (ispadnu 753 dZang = 1255 bu).

Vratimo se ovdje na tren dvama prvim sac¢uvanim djelima starokineske
matematike. Veé¢ u Aritmetici DZouovog gnomona nalazimo postupak za
racunanje drugih korijena, koji je u Devet poglavlja poopéen na racunanje
tre¢ih korijena. Te postupke je komentirao i geometrijski objasnio Liu Hui.
Ovdje ¢emo opisati samo starokineski iterativni postupak za odredivanje cje-
lobrojnog dijela drugog korijena zadanog broja. Za razliku od babilonske
(Heronove) metode, ovdje se znamenke odreduju redom, od prve nadalje.

Primjer 20 Izacunajmo [v/55225]. Ocito je to troznamenkasti broj (abc),

1.
55225 = (100a + 10b + ¢)*.

Stoga je
55225 = 10000a” + 100(20a + b)b + (20(10a + b) + ¢) c,
iz ¢ega isprobavanjem vidimo da je a = 2. Stoga je
15225 = 100(40 4 b)b + (20(20 + b) + ¢) c,
odakle opet isprobavanjem vidimo da je b = 3. Preostaje
2325 = (460 + ¢) c,
pa je ¢ =5, odnosno |/55225] = /55225 = 235.
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Kao sto smo rekli, nakon 3. st. n. e., doslo je do zastoja u razvoju kineske
znanosti. Do novog procvata kineske matematike doslo je u razdoblju 618.—
906., u doba dinastije Tang. U to je doba u Kini dominirao budizam, no
nesto kasnije, u razdoblju vlasti sjeverne pa juzne dinastije Sung (960.-1278.)
konfucijanizam je postao obavezan. U to je doba izumljen tisak s pomi¢nim
slovima i uvedeni su drzavni ispiti za sluzbenike. Nakon §to su u 13. st. Kinu
osvojili Mongoli doslo je do znacajnijih kontakata sa zapadom (Marko Polo
je 1275. stigao u Peking) te daljnji razvoj ne¢emo specijalno pratiti.

U razdoblju 7.-13. stoljeca Kinezi su znacajno unaprijedili dvije mate-
maticke discipline: teoriju brojeva i numericku matematiku. U tom su raz-
doblju stare metode korjenovanjal| poopéene na iterativne metode rjesavanja
op¢ih kubnih jednadzbi. Vrhunac tog razvoja postigao je znameniti kineski
matematicar Cin Diusao (1202.-1261.), koji je u svom glavnom djeluSusu
dziudzang (Devet knjiga o matematici, 1247.) opisao rjesavanje polinomijal-
nih jednadzbi proizvoljnog stupnja metodom koju naziva tjen juan, a koja je
u biti Hornerov algoritam.

Cin Piugao je u svojih Devet knjiga o matematici opisao i opéi slucaj
kineskog teorema o ostacima, no kineski interes za teoriju brojeva bitno
je stariji. Najstariju poznata pojava kineskog teorema o ostacima nalazimo
kod matematicara Sun Dzija (3., 4. ili 5. st.). U svom glavnom djelu Sun-
dzi suandzing (Sun Dzijev matematicki prirucnik) nalazimo sljeded¢i zadatak:
»,Tu je nepoznati broj stvari. Ako se prebroje po tri, ostatak je 2. Ako se
prebroje po pet, ostatak je 3. Ako se prebroje po sedam, ostatak je 2. Nadi
broj stvari.” Rjesenje koje daje Sun Dzi je sljedece: ,,Odgovor: 23. Metoda:
Ako brojimo po tri i imamo ostatak 2, zapisemo 140. Ako brojimo po pet i
ostatak je 3, zapisemo 63. Ako brojimo po sedam i ostatak je 2, zapiSemo
301 Zbrojimo i dobijemo 233f| pa oduzmemo 210 da dobijemo odgovor”.
Sun Dzi daje i jos jedan primjer s kongruencijama modulo 3, 51 7, ali s
ostacima 1 u sve tri, u iz kojeg postaje jasno da je u zadnjem koraku odu-
zet najveéi mogudi visekratnik od 105, odnosno da trazi najmanje rjesenje
modulo 105 =3-5-T7.

Vezano za teoriju brojeva spomenimo jos i da se u jednom aritmetickom
priru¢niku iz 5. st. ([7]) pojavljuje tip zadatka koji je bio popularan u raznim
kulturama i vremenima, a koji je poznat pod imenom zadatak 100 ptica.
Zadatak glasi: ,,Ako jedan pijevac kosta 5 novcica, jedna kokos 3, a tri pili¢a

6Kako smo malocas rekli i ilustrirali primjerom, Kinezi su jos oko prijelaza era znali
numeric¢ki, iterativno, rjesavati jednadzbe oblika 22 = A i 23 = B.

"Uot¢imo da je to toéno kako i danas radimo: Ako je dan sustav kongruencija z = a;(
mod n;), ¢ =1,...,n, gdje sun;-ovi relativno prosti, prvo se za svaku kongruenciju ra¢una
a; pomnozen sa svim n;-ovim osim samog 1;.

®Dakle, racunamo Y 7 a; - [],; mi-


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Qin_Jiushao/
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zajeno 1, koliko pijevaca, kokosi i pilica se moze kupiti za 100 nov¢cica ako
treba kupiti ukupno 100 ptica?”. Vidimo da se takvi zadaci iz moderne
perspektive gledano sustavi diofantskih jednadzbi. Navedena su tri rjesenja:
Prvo su 4 pijevca za 20 novcic¢a, 18 kokosi za 54 i 78 pilica za 26 novcica.
Drugo su 8 pijevaca za 40, 11 kokosi za 33 i 81 pili¢ za 27 novcica. Trece je
12 pijevaca za 60, 4 kokosi za 12 te 84 pilica za 28 novcica. Kao poopéenje
je navedeno da se treba pribrojiti 4 broju pijevaca, oduzeti 7 od broja kokosi
i dodati 3 broju pili¢a da se dobiju ostali odgovori.

5.2 Indijska matematika prije 13. stoljeca

Podsjetimo se glavnih momenata indijske povijesti navedenog razdoblja. U
3. tisucljecu pr. Kr. razvile su se prve gradske civilizacije oko rijeke Ind
(Mohenda Dara, Harappa). U njima je ubrzo razvijen decimalni sustav
mjera, a i astronomija je bila prilicno razvijena za to doba. Iza 1500. pr. Kr.
na to se podrucje naseljavaju indoarijski doseljenici, a slijedi tzv. razdoblje
veda, koje ovisno o datiranju pocinje negdje izmedu 1500. i 1200. pr. Kr.,
a zavrsava izmedu 800. i 500. pr. Kr. U to doba razvile su se prve drzave,
a u sacuvanim tekstovima iz tog doba uocljiva je i specificni indijski in-
teres za imenovanje velikih brojeva. Oko 600. pr. Kr. nastao je sanskrt,
jezik brahmana. U to doba zapisana su i pravila za oltare, koja predstav-
ljaju najstarije poznate indijske geometrijske matematicke spise. U razdoblju
600.-500. pr. Kr. nastaju indijske religinje budizam, dzainizam i hinduizam.
Prodorom Aleksandra Velikog do Inda (327.-325. pr. Kr.) dolazi do prvog
znacajnijeg kontakta sa zapadnim svijetom, te u sljede¢im stolje¢ima do-
lazi do znacajnijeg helenistickog utjecaja. U razdoblju 320.-544. A. D., pod
vlaséu dinastije Gupta, postignut je vrhunac stare indijske civilizacije. Ti-
jekom 5.-12. st. vladale su razne dinastije u malim drzavama, ali je u to
doba postignut vrhunac indijske matematike te je u potpunosti oformljen
dekadski pozicijski sustav s nulom, kojeg mozemo smatrati najve¢im indij-
skim doprinosom matematici. Glavne karakteristike indijske matematike su,
slicno kineskoj te egipatskoj i babilonskoj matematici, prakticna orijentacija,
te uglavnom iskustveni rezultati bez dokaza.

Prvo znacajnije razdoblje indijske matematike poznato je pod nazivom
doba sulvasutra (ili sulbasutra), otprilike 8.-5. st. pr. Kr. Sulvasutre, u
prijevodu |, Pravila konopa”, su dodatci vedskim tekstovima, a opisuju mje-
renja i konstrukcije vezane za izgradnju hramova i oltara. Vecina sulvasutri
nose nazive po svojim autorima. S matematicke strane, sulvasutre sadrze
rezultate iz elementarne geometrije (ra¢unanje povrsina i volumena, Pita-
gorin poucak, ...). Primjerice, u Baudhayana-sulvasutri (ca. 800. pr. Kr.)


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/HistTopics/Indian_sulbasutras.html
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Slika 5.5: Brahmanske brojke poc¢etkom nove ere.

nalazimo tekst: ,,Konop rastegnut preko dijagonale kvadrata daje povrsinu
dvostruku povrsini polaznog kvadrata”. Sva pravila u sulvasutrama su dana
bez dokaza. Neke konstrukcije su egzaktne, a neke aproksimativne, no nigdje
se ne istice razlika izmedu njih. Ta ravnopravnost (bolje re¢eno, nerazlikova-
nje) racionalnih i iracionalnih brojeva nastavit ¢e se i u kasnijim stolje¢ima. U
sulvasutrama nalazimo i razli¢ite procjene povrsine kruga (najcescée se uzima
% promjera kao stranica kvadrata iste povrsine kao krug, sto odgovara ne
bas dobroj aproksimaciji m ~ 3, 00444).

Doba procvata indijske matematike datira se 5.-12. st. nase ere. U to
doba Indijci su dali znacajne doprinose matematici, medu ostalim se u to
doba razvio i najvazniji indijski doprinos matematici, dekadski pozicij-
ski sustav s nulom. On se razvio postepeno iz brahmanskih brojki (od
ca. 3. st. pr. Kr., slika . Napomenimo ovdje da iako je od pradavnih
vremena brojevni sustav na podrucju Indije bio dekadski, poc¢etkom nove ere
uz brahmanske brojke u uporabi su bili i alfasilabicki sustavi, u kojima slo-
govi (tocnije, suglasnici s dijakritickim znakovima) predstavljaju znamenke.
Nula kao broj se u Indiji pojavljuje najkasnije u 7. stolje¢u, kako saznajemo iz
spisa jednog od najznacajnijih staroindijskih matematicara Brahmagupte
(ca. 598-670). Brahmagupta nulu definira kao rezultat oduzimanja broja od
sebe. Kod njega se moze naci i opis pravila za ¢etiri osnovne racunske ope-
racije s pozitivnim i negativnim brojevima te nulomﬂ Kao i nula, negativni
brojevi su u Indiji vjerojatno bili poznati nekoliko stoljec¢a ranije, no prvi put
se njihova svojstva u racunskim operacijama analiziraju kod Brahmagupte.
Nula kao znamenka pojavljuje se najkasnije u 9. st., sto potvrduje natpis na

91znimka u ispravnosti pravila kod Brahmagupte je dijeljenje s nulom: kod njega je
0:0 =0, a dozvoljava i razlomke oblika .


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Brahmagupta/
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jednom hramu u Gwalioru juzno od Delhija, datiran 876. Nulu su Indijci
nazvali sunya, praznina. U arapskom prijevodu to je postalo sifr, Sto je u
latinskom prijevodu postalo zephirum ili cifra.

Prvi poimence poznat indijski matematicar bio je Aryabhata I. (Aryab-
hata stariji) (ca. 476.-550.). Njegovo glavno (i jedino sacuvano) djelo je
Aryabhatiya, astronomsko djelo pisano u stihovima, koje sadrzi tada u Indiji
poznate matematicke rezultate (aritmeticke, algebarske te trigonometrijske),
bez dokaza. Iz istog doba, mozda stotinjak godina stariji, je takoder astro-
nomski tekst Surya Siddhanta. Ta dva djela, Aryabhatiya i Surya Siddhanta,
su najstariji poznati tekstovi koji sadrze tablice sinusa (polutetiva, na sans-
krtu jy(v)a) [ a ne starogrekih tetiva. Moze se re¢i da moderna trigonome-
trija potjece iz Indije. Za razliku od Ptolemeja, Indijci su ne samo uocili da
je pogodnije tabeliranje polutetiva od tetiva, nego su koristili i samo samo
jednu mjeru duljine za promjer i opseg: Kruznicu su podijelili na 21600 di-
jelova (,minuta”) i duljina takvog jednog dijela postala je jedinica duljine i
za duzine, a ne samo za lukove kruznice. Drugim rije¢ima, ako razmatramo
sredisnje kutove u kruznici polumjera r, onda je opseg 21600" = 2rx, dakle
rm = 10800". Aryabhata I. kaze: ,,Dodaj 4 k 100, pomnozi s 8 i svemu dodaj
62000. To sto si dobio je priblizna duljina opsega kruga s promjerom 20000 .
U suvremenoj notaciji vidimo da je Aryabhata aproksimirao

20000" - 7 ~ (100 + 4) - 8 + 62000/,

odnosno njegov postupak ekvivalentan je aproksimaciji 7 ~ 3,1416. U Surya
Siddhanta pak se navodi postupak ckvivalentan s 7 ~ 1/10. Aryabhatinoj
aproksimaciji od 7 i navedenoj podjeli opsega na 21600 minuta (zaokruzeno)
odgovara polumjer 3438, koji je postao standard u veéini indijskih trigono-
meterijskih tablica.

Tablica polutetiva u Surya Siddhanta je konstruirana koristec¢i pravilo
koje danas zapisujemo

rsin(ng) = rsin((n — 1)@) + rsin ¢ — i Sin.(kw)

(p =3°45" ., n=1,...,24), dok je Aryabhata samo naveo razlike izmedu dviju
uzastopnih tetiva, rsin(n¢) — rsin((n — 1)¢) [5]. Tijekom sljedeéih stoljeca
otkrivena su i druga pravila ekvivalentna mnogim vaznim trigonometrijskim
formulama, a pojavljuju se i kosinus (kotijya, rcos ) i sinus versus (r(1 —
cosa)). U 10. st. se ve¢ sinusi i kosinusi gledaju u sva ¢cetiri kvadranta.

10Zapravo je jy(v)a [dzj(v)a] izraz za tetivu, ali se tijekom prvog tisu¢ljeéa nase ere
ustalio kao naziv za polutetivu.
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Ipak, indijska trigonometrija nije postala sustavna disciplina, nego se radilo o
rjeSavanju pojedina¢nih problema. Prije nego se osvrnemo na ostale indijske
doprinose, spomenimo kratko etimologiju danasnjeg izraza sinus: Arapi su
sanskrtski izraz jya (dzja) transliterirali u dZiba. No, kako je dobro poznato, u
arapskom pismu biljeze se samo suglasnici. Tako se desilo da je pri prijevodu
jednog arapskog djela Robert iz Chestera 1154. tu rije¢ interpretirao kao
dZaib, znacenja prsa, izrez na haljini, izdignuce. Stoga je to preveo latinskom
rije¢ju sinus (zaobljenost, uvala, prsa).

Vec¢ smo spomenuli najveceg indijskog matematicara 7. st., Brahmaguptu.
Uz definiciju broja nula, on je u povijesti matematike zapaméen i po otkri¢u
Brahmaguptinog teorema (u tetivnom ¢etverokutu s okomitim dijagonalama
visine iz sjeciSta dijagonala na pojedine stranice prepolavljaju njima nasu-
protne) i Brahmaguptine formule (poopcenje Heronove formule na tetivne
etverokute: P = /(s —a)(s —b)(s — ¢)(s — d)). Kod njega susreéemo i
jednu od prvih pojava kvadratne interpolacije (slicna metoda se u gotovo
isto vrijeme pojavljuje i u kineskog astronoma Liu DZou-a). Brahmagupta
je naime opisao pravilo koje odgovara modernoj formuli

2

flatat) = fl)+3 (fla+t) = fla= )+ (fla+t) = 2f(a) + fla—1).

Uz taj doprinos numerickoj matematici, treba istaknuti da su Indijci, kao
i Kinezi, osmislili iterativne postupke za racunanje drugih i tre¢ih korijena.
Vecina je bila slicna ve¢ opisanoj starokineskoj metodi temeljenoj na binom-
noj formuli: ako je N = x? (odnosno N = z3) i imamo prvu procjenu a za x,
onda je r = a+bi N—a? = 2ab+b* (odnosno N —a® = 3a?b+3ab*+1?), pa se
to moze slicno kao i u starokineskoj metodi iskoristiti za odredivanje b. No,
poznata je i jedna specificna staroindijska metoda za racunanje drugog ko-
rijena, koja je de facto Newtonova metoda primijenjena na aproksimativno
rjesavanje jednadzbe 2 = N. Tu metodu nalazimo u znamenitom izvoru
o indijskoj matematici, rukopisu Bakhshali, koji se datira izmedu 300. i
1200., mozda ¢ak i ranije. U biti, radi se o korigiranoj babilonsko-Heronovoj
metodi, no nije poznato kako su stari Indijci dosli do nje. U rukopisu na-
lazimo njezino pravilo izrazeno rije¢ima: ,,U slucaju nekvadratnog broja,
oduzmi najblizi kvadratni broj, podijeli ostatak s dvostrukim tim najblizim
kvadratom; pola kvadrata od toga se podijeli sa zbrojem pribliznog korijena
i razlomka; to se oduzme i dati ¢e ispravljeni korijen”. Ako je N nekvadratni
broj kojeg zelimo korjenovati i ako s x; < N oznaCimo trenutnu aproksima-
ciju, onda trenutno imamo razliku b; = N — x; te pravilo kaze da sljedecu
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aproksimaciju racunamo ovako:

b; <2bxii>2

Qxi 2(.%—1- bi>.

2x;

Tip1 = T; +

Kako vidimo da se radi o korigiranoj Heronovoj metodi? Da nema oduzetog

¢lana, pravilo bi bilo
b, 1 222+4b 1 22+N 1 N

Tiy1 = T4

Izracunajmo drugu aproksimaciju za v/2 metodom iz rukopisa Bakhshali uz
pocetnu aproksimaciju zop = 1. Tada je by =2 — 1 =1 i imamo

2
1 (3) 1
rp=14+-——F222 __ =2 — =19166666....
' 1 2(1+1) 12
[ako bi suvremeni matematicar uzeo toénu vrijednost x; = % za sljedeci

korak, u duhu rukopisa Bakhshali je uzimati po jednu decimalu vise nego
u prethodnom koraku. Dakle, drugi korak bismo proveli s 1 = 1,9. Kako
god bilo (¢ak i s egzaktnim x1), problem je sad da je 3 > N = 2, dok je
pretpostavka metode da je trenutna aproksimacija uvijek manja od toéne vri-
jednosti. Stoga se u takvom slu¢aju zadnja znamenka odabrane nove aprok-
simacije smanjuje za 1 sve dok ne dobijemo aproksimaciju ¢iji kvadrat je
manji od N. U nasem slucaju stoga z; = 1,9 zamjenjujemo s 1 = 1,4 pa je
by =2 — 1,4 = 0,04. Sad mozemo izrac¢unati drugu aproksimaciju:

2
004
0,04 (%)
2.8 004
8 214+ %)

Dok je u prvom koraku greska bila reda veli¢ine 1072, sad je veé reda velicine
1079, odnosno imamo to¢nost V2 na 8 decimala— ova metoda vrlo brzo
konvergira.

Indijci su razvili interes i za teoriju brojeva. U sulvasutrama nalazimo
pitagorejske trojke (5,12, 13), (12,16, 20), (8,15,17), (15,20, 25), (12, 35, 37),
(15,36,39), (23,6,63), (75,10,123). U klasicno doba Indijci su razmatrali
razne diofantske jednadzbe, posebice jednadzbu koju danas nazivamo Pello-
vom. Pellova jednadZba nz?+1 = y? ime nosi po engleskom matematicaru
Johnu Pellu, koji ju je opisao u 17. st., no jos u 7. st. se njome bavio Brah-
magupta, koji je otkrio Brahmaguptin identitet

(a® + nb®)(¢® + nd®) = (ac F nbd)® + n(ad % be)?

2o =14+ = 1,41421356. . ..
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i koristio ga za zakljucivanje o rjeSenjima Pellovih jednadzbi. Brahmagup-
tine metode je dalje razvio najveé¢i matematicar klasi¢nog indijskog razdob-
lja, Bhaskara II. (1114.-1185.). On je otkrio jedan algoritam za racunanje
rjesenja Pellove jednadzbe (tzv. ,,ciklicka metoda”) te je u svom djelu Siddhanta-
Siromani tako dobio rjesenje (z,y) = (226.153.980, 1.766.319.049) jednadzbe
61z% + 1 = y2. Napisao je dva ¢isto matematicka djela: Lilavati (smatra se
da ga je napisao da utjesi kéer oko prorocanstva da se nikad nece udati) i Bi-
jaganita. Iz njih saznajemo da je Bhaskara II. primjerice znao da jednadzba
2?2 = 9 ima dva rjeSenja, detaljno je opisao ra¢un u dekadskom pozicijskom
sistemu, poznavao je adicijski teorem za sinus. Iz Lilavati se vidi i da su mu
bila poznata pravila za racunanje kombinacija i permutacija. Tu nalazimo
zadatke poput ,,Kako nac¢i broj moguéih rasporeda otvorenih i zatvorenih
vrata u zgradi s 8 vrata?” i ,Koliko varijacija boga Sambhu-a se dobije
rasporedivanjem 10 atributa u njegovih 10 ruku?”, iz ¢ijih rjeSenja se vidi da
je razumio da je broj permutacija od n elemenata jednak n!, odnosno vari-
jacija s ponavljanjem dva elementa (uredenih n-torki dvoclanog skupa) 2".
Opcenito, stari Indijci su se najkasnije u 6. st. pr. Kr. bavili i prebrajanjem
razli¢itih rasporeda. Tada je Sushruta u jednom tekstu nabrojio moguce
okuse koji nastaju iz 6 osnovnih (slatko, kiselo, slano, ljuto, gorko, trpko),
a tekst Brhatsamhita iz 6. st. A.D. opisuje kako dobiti mirise mijesanjem 4
od 16 sastojaka u razlicitim omjerima, te se navodi 1820 mogucénosti odabira
4 od 16 sastojaka, Sto zasigurno nije dobiveno direktnim prebrojavanjem.
Stoga mozemo reéi da u staroindijskoj matematici nalazimo temelje kombi-
natorike.

Naposlijetku istaknimo da su za indijsku matematiku karakteristi¢ni i
razvoji racunskih postupaka (ganita— znanost o ra¢unanju). Tako su Indijci
tijekom 1. tisucélje¢a A.D. razvili efikasne algoritme za racunanje u dekadskom
pozicijskom sustavu s nulom. Cini se da je najstariji spis koji ih opisuje veé
spomenuti rukopis Bakhshali, a u svakom slucaju se opis pravila racunanja s
prirodnim brojevima i razlomcima moze naéi kod Mahavire (9. st.), autora
prvog indijskog samo matematici posvecenog teksta. No, prvi koji je potpuno
korektno opisao ta pravila bio je Bhaskara II. (kod njega dijeljenje s nulom
kao rezultat daje beskonacno).


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bhaskara_II/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Mahavira/

Poglavlje 6

Matematika u Arapskom
(Abasidskom) kalifatu

Iz opée kulture dobro je poznato da je u 7. stolje¢u prorok Muhamed ute-
meljio islam. Muslimansko racunanje godina zapoc¢inje s Muhamedovim od-
laskom iz Meke u Medinu 622. godine. Nakon Muhamedove smrti (632.),
njegovi nasljednici (kalifi) zapoceli su |osvajanja|. Do kraja 7. st. osvojili
su podrucje Mezopotamije i Perzije te Egipta, a pocetkom 8. st. i velik dio
Iberskog poluotoka i mnoga druga podrucja. Matematiku tih podruc¢ja u
razdoblju 8.-15. st. obi¢no nazivamo arapskom jer je sluzbeni jezik bio arap-
ski, no sami matematicari su bili razlicitih nacionalnosti (i vjera). Arapski
matematicari su uspjeli objediniti gré¢ku deduktivnu matematicku tradiciju
s prakti¢nije orijentiranom indijskom matematikom. Uz to su Arapi zasluzni
za transfer gréke znanstvene tradicije u Europu (kako smo rekli, Rimljani
nisu imali interesa za znanost te je glavni dio saznanja o antickoj grckoj zna-
nosti u srednjevjekovnu Europu dosao ne kroz ostavstinu Rimljana, ve¢ kroz
konakt s Arapima). Uz to su Arapi zasluzni i za transfer indijskog dekadskog
pozicijskog sustava s nulom u zapadni svijet.

Kalifi su slali svoje izaslanike da na osvojenim podru¢jima sustavno skupe
znanstvena i filozofska djela, a ta su djela isto tako sustavno (i kvalitetno, od
strane znanstvenika) prevodena na arapski jezik. Znanost u Arapa zapocinje
svoj razvoj u tre¢em po redu, Abasidskom kalifatu. Prvi poticatelj znanosti
i prevodenja grckih znanstvenih tekstova na arapski jezik bio je kalif Harun
al-Rasid, koji je vladao 768.-809. S njime je zapocelo tzv. zlatno doba
islama. U Bagdadu je njegov sin, kalif al-Ma’mun (vladao 813.-833.) je
pretvorio Kuéu mudrosti ( Bait al-Hikma) u znanstveni centar koji je poput
ranije museiona ukljuc¢ivao akademiju i knjiznicu. Kucéa mudrosti je ostala
glavni znanstveni centar arapskog svijeta sve do pada Bagdada pri provali
Mongola (1258.). I nakon Haruna al-Rasida i al’Mamuna kalifi su nastavili
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http://christianworldviewpress.com/wp-content/uploads/2014/07/caliph_gif.jpg
https://rowman.com/ISBN/9780941533652/Harun-al-Rashid-and-the-World-of-The-Thousand-and-One-Nights
https://rowman.com/ISBN/9780941533652/Harun-al-Rashid-and-the-World-of-The-Thousand-and-One-Nights
https://www.siasat.com/baghdad-the-house-of-wisdom-bayt-al-hikmah-i-1977648/
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Slika 6.1: Usporedba ranih arapskih znamenki (drugi red) i nagari-znamenki
(treci red).

poticati prevodenje znanstvenih djela, a samo prevodenje se smatralo dijelom
istrazivanja i doprinosa znanstvenom napretku. Tako su do 10. st. na arapski
jezik prevedeni Elementi i jos neka Euklidova djela, zatim Arhimedovi O
sferi i valjku i O mjerenju kruga, gotovo sva Apolonijeva djela, Diofantova
Aritmetika, Menelajeva Sphaerica, Ptolemejev Almagest, ... Na temelju tih
prijevoda su pocevsi od 9. st. arapski znanstvenici poceli stvarati vlastite,
nove, matematicke doprinose. Prije nego vise kazemo o njima, osvrnimo se
prvo na to zasto suvremene brojke koje svakodnevno koristimo ¢esto zovemo
arapskim brojkama.

Sve do 10. st. u arapskom su se kalifatu paralelno koristila tri tipa arit-
metike:

e Racun na prste: brojevi su se pisali rijecima ili pak koriste¢i arapske
alfabetske brojke (abdzad). Ovaj nacin racuna ponajvise su koristili
trgovci i racunovode.

e Seksagesimalni brojevni sustav, pri ¢emu su, analogno kao npr. kod
Ptolemeja, brojevi zapisivani koriste¢i abdzad. Ovaj sustav se primarno
koristio u astronimiji.

e Najkasnije u 8. st. Arapi su saznali za indijski brojevni sustav, tj. de-
kadski pozicijski sustav s nulom, a nakon Al-Hvarizmija taj se sustav
prosirio arapskim svijetom i do 10. st. postao dominantan. No, simboli
znamenki su se mijenjali s vremenom, a i u raznim krajevima kalifata
se koristilo donekle razlicite oblike znamenki. Usporedbu rane verzije
arapskih znamenaka iz 11. st. i Nagari znamenaka sa zapisa iz Gwali-
ora (9. st.) mozete vidjeti na slici Ispocetka su dekadski brojevni
sustav Arapi koristili na prasnjavim plo¢ama koje su omogucavale isto
Sto i danas ploca i kreda, a u 10. st. je Al-Uklidisi pokazao kako de-
kadske brojke i ra¢un s njima prilagoditi za pero i papir, a i po prvi
put u povijesti je opisao koristenje decimalnih razlomaka. S vremenom
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Slika 6.2: Suvremene znamenke dekadskog pozicijskog sustava te njihova
istoénoarapska inacica (u drugom redu), zapadnoarapske gobar-znamenke iz
10. st. te europske znamenke iz 13. st.

su se standardizirala dva skupa dekadskih arapskih znamenki: isto¢na
i zapadna inacica. IstoCna se inacica (2. red na slici koristi i da-
nas u bliskoisto¢nim arapskim zemljama pod nazivom indijske brojke.
Jedna zapadna inacica, gobar (pjes¢ane brojke) iz 10. st. prikazana je
u 3. redu slike[6.2] a u zadnjem redu na toj slici su znamenke kakve su
koristene u zapadnoj Europi u 13. st., gdje su brojke postale poznate
kao arapske jer su preuzete (pocevsi od kraja 10. st.) od Arapa [9].

Prvi veliki matematicar arapskog svijeta bio je Al-Hvarizmi (ca. 780.—
850.). Djelovao je u Kué¢i mudrosti u doba kalifa al-Ma’muna, a ne bez razloga
zovu ga ,ocem algebre”. Za sobom je ostavio vise znacajnih djela iz astrono-
mije i geografije te dva djela iz matematike: Kitab al-dZam va’l-tafrik bi-hisab
al-Hind (,,Aritmetika” ), o ra¢unanju u indijskom dekadskom pozicijskom sus-
tavu, te Al-kitab al-mukhtasar fi hisab al-dZabr va’l-mukabalah (,,Algebra”),
kojim je utemeljio algebru. Oba djela su napisana oko 825. godine.

Al-Hvarizmijeva ,, Aritmetika” je prvi arapski opis indijskog dekadskog po-
zicijskog sustava s nulom. Arapski original je izgubljen, a najstarija sacuvana
arapska djela na istu temu su stotinjak godina mlada. No, Al-Hvarizmijeva
,Aritmetika” je od 12. st. nadalje prevodena na latinski. Nijedan direktni
prijevod nije sacuvan, no poznata su cetiri teksta iz 12. i 13. st. koji su barem
dijelom prijevodi originala: Dizit Algorizmi (dva rukopisa), Liber Ysagoga-
rum Alchorismi, Liber Alchorismi te Liber Pulueris. Ti su tekstovi kasnije
¢esto prepisivani, nadopunjavani i komentirani te objavljivani pod slicnim
nazivima. Tako je u zapadnoj Europi naziv za prakti¢no rac¢unanje u dekad-
skom pozicijskom sustavu u razdoblju 13.-15. st. najcesc¢e bio algorism. Kao
Sto vidimo, latinizirana verzija Al-Hvarizmijevog imena dala je modernu rijec¢
algoritam.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Al-Khwarizmi/
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No, Al-Hvarizmi je jo§ poznatiji i vazniji po tome §to s njegovim dje-
lom Al-kitab al-mukhtasar fi hisab al-dzZabr wa’l-mukabalah zapocinje razvoj
algebre. To je djelo bilo toliko utjecajno da je iz dijela njegova naziva (al-
dzabr) cijela matematicka disciplina dobila ime algebra. Al-Hvarizmi svoju
,Algebru” zapocinje predgovorom, u kom navodi da ju je napisao da bi se
stanovnistvo znalo nositi sa svakodnevnim matematickim problemima veza-
nim za nasljedivanje, trgovinu, podjele imovine ...Zatim opisuje prirodne
brojeve i indoarapski dekadski pozicijski sustav. Slijedi opis, prvi u povijesti,
jednadzbi kao takvih. Al-Hvarizmi jednadzbe smatra sastavljenim od kons-
tanti (,jednostavnih brojeva”, dirham), stvari (3ajff] nas z, tj. nepoznanica)
te bogatog (mal, nas 22, tj. kvadrat nepoznanice). Za razliku od Grka, je-
dinica je kod njega broj. Prije nego ukratko opisemo njegov Al-Hvarizmijev
pristup, potrebno je istaknuti da on jo$ nije imao modernu (ni ikakvu) alge-
barsku simboliku, nego je jednadzbe i njihovo rjesavanje opisao rijecima.

Dok bismo mi danas jednadzbe kakve je opisao Al-Hvarizmi dijelili na
linearne i kvadratne, to kod Al-Hvarizmija nije bio slucaj. On je jednadzbe
podijelio na Sest ,,sredenih“ tipova koje bismo danas zapisali ovako (za kva-
dratne jednadzbe zahtijevao je da se pri sredivanju normiraju): z? = bz,
> =c br=c 2*+bx=c, 2> +c=bx, 2 = bx+c. Razlog te klasifikacije
bio je taj da Al-Hvarizmi jos nije razmatrao rjeSenja jednadzbi koja ne bi bila
pozitivna, jer ih je interpretirao geometrijski kao duljine, po ¢emu je jasno
vidljiv starogrcki utjecaj na Al-Hvarizmija. Takoder Al-Hvarizmi zahtijeva
i da koeficijenti u jednadzbama u njihovom ,sredenom” obliku moraju biti
pozitivni. Za prva tri tipa jednadzbi samo je dao kratke primjere za koje je
oc¢ito da je od citatelja ocekivao da sam shvati postupak. Zanimljivija su pre-
ostala tri tipa jednadzbi. Za njih rjesavanje takoder opisuje na primjerima,
ali vrlo detaljnim. Postupci rjesavanja su dani ¢isto racunski, no opravdao
ih je (opet je vidljiv gréki utjecaj) geometrijski.

Primjer 21 Kao prototip jednadzbe tipa x* + bx = ¢ Al-Hvarizmi navodi
,Mal i deset $aja ¢ine 39 dirhama”, tj. x*+10x = 39. Postupak za rjesavanje
je sljedeci:

1. Uzmi pola broja Saja i dobijes 5 (dakle, racuna g)

2. To kvadriras i dobijes 25 (dakle, racuna %)

3. Pribroji to broju dirhama i dobijes 39 + 25 = 64 (dakle, racuna ¢+ %)

4. Korjenujes dobiveno, dobijes 8 (dakle, racuna /c + %)

1U srednjevjekovnim latinskim prijevodima to ée postati res, alternativno radiz (kori-
jen).


https://en.wikipedia.org/wiki/The_Compendious_Book_on_Calculation_by_Completion_and_Balancing
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Slika 6.3: Al-Hvarizmijevo opravdanje postupka rjeSavanja jednadzbe z? +
10x = 39.

5. Od toga oduzmi pola broja 3aja i dobijes 8 — 5 = 3. To je Saj (dakle,

riesenje je v/ c + % — g)

Primjer 22 Kao prototip jednadzbe tipa x> +c = bz, Al-Hvarizmi daje ,Mal
i 21 dirham &ine 10 Saja”, tj. 22421 = 10x. Postupak rjesavanja opisan je na
slican nacin kao u prethodnom primjeru, ekvivalentno modernoj formuli g —

2 . . . , . . .
bz — c¢. No, ovdje na kraju naglasava mogucnost da se umjesto oduzimanja

od pola broja korijena, 1/% — ¢ moZze i pribrojiti polovici broja korijena (g +
\/% —¢) te zakljucuje: ,Kad naide$ na zadatak koji vodi na ovaj slucay,

pokusaj ga rijesiti zbrajanjem, a ako to ne uspije, uspjet ce s oduzimanjem.
U ovom slucaju funkcionira i zbrajangje i oduzimange, za razliku od ostala tri
sluc¢aja u kojima se treba prepoloviti broj korijena. Znaj i da u zadatku koji
vodi na ovaj slucaj pomnozis pola broja korijena sa sobom, ako je umnozak
mangi od broja dirhama pribrojenih kvadratu, slucaj je nemogué. Ako je pak
jednak broju dirhama, onda je korijen jednak polovici broja korijena.”

Iz prethodnog primjera vidimo jednu vaznu stvar: Al-Hvarizmi je prva
osoba u povijesti koja je uocila da kvadratne jednadzbe mogu imati dva
rjesenja. No, to je uo¢io samo za jednadzbe tipa 2? + ¢ = bz, jer kod ostalih
tipova kvadratnih jednadzbi nikad nemamo dva pozitivna rjesenja. Napos-
lijetku je na slican nacin opisao i rjesavanje jednadzbi tipa 22 = bx + c
koriste¢i primjer 2?2 = 3x + 4. Slijedi geometrijsko opravdanje sva tri pos-
tupka. Za x2+10x = 39 se poziva na EEII4 (vidi sliku , za 2 +21 = 10z
se poziva na EEII5 (vidi sliku , a i posljednji tip slicno opravdava, ras-
tavljajuéi kvadrat povrsine z* na prikladne dijelove (izostavljamo pripadnu
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Slika 6.4: Al-Hvarizmijevo opravdanje postupka rjeSavanja jednadzbe 2 +
21 = 10x.

sliku). Nakon opravdanja svojih postupaka, Al-Hvarizmi je sazeo postupke,
njihove sli¢nosti i razlike, a istaknuo je i vaznost da se u prvom koraku nor-
mira koeficijent uz kvadrat nepoznanice (on to naziva svodenjem na ,jedan
kvadrat”) da bi opisani postupci bili korektni.

U nastavku svoje ,,Algebre”, Al-Hvarizmi je opisao mnozenje binoma s
binomima i monomima te mnozenje i dijeljenje algebarskih izraza koji sadrze
korijene. Slijedi 18 primjera kojima ilustrira da se sve kvadratne i linearne
jednadzbe mogu svesti na jedan od opisanih Sest tipova. To se provodi os-
novnim dvjema tehnikama: al-dZabr (nadopunjavanje, mi bismo rekli: pre-
bacivanje negativnih ¢lanova na drugu stranu jednakosti) i al-mukabala (iz-
jednacavanje, mi bismo rekli: oduzimanje pozitivnog ¢lana jedne strane jed-
nadzbe od ¢lana s istom potencijom nepoznanice na drugoj strani). Ilus-
trirajmo te tehnike koriste¢i modernu notaciju, ali izvorni Al-Hvarizmijev
primjer.

Primjer 23 Dana je jednadzba (10 —x)?+x? = 58. Prvo se kvadrira binom:
100 + 22 — 20z + 22 = 58, tj. jednadzba poprima oblik 2z* — 20z + 100 = 58.
Operacija al-dZabr daje 100+ 22% = 58 +20z. To se svodi na ,jedan kvadrat”
dijeljenjem s 2: 50+x? = 29+10z. Naposlijetku, al-mukabala svodi jednadzbu
na standardizirani sredeni oblik 21 + x? = 10x.

Knjiga zavrsava primjerima ,za utvrdivanje gradiva” (neki ukljucuju iz-
raze s razlomljenim ¢lanovima i nepoznanicom u nazivniku) te dodatkom u
kojem obraduje razne primjene matematike (nasljedivanje, gradevina, ... ).

Prvi znacajniji nastavlja¢ Al-Hvarizmijeva djela bio je Aba Kamil Suja
(ca. 850.-930.). O njegovom se zivotu ne zna niSta osim pribliznih godina
rodenja i smrti te da je vjerojatno potjecao iz Egipta. Bavio se algebrom,


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Abu_Kamil/

101

teorijom brojeva i geometrijom. Njegova ,Knjiga o algebri” postala je jedna
od osnova za Fibonaccijeva djela te je stoga Abu Kamil bitan za Sirenje
algebre u Europi. Abu Kamil je znao ra¢unati i s potencijama nepoznanica
veéim od kvadrata. Iako i on algebru izlaze rijeCima, iz njegovih formulacija
poput ,mal mal Saj” za petu potenciju nepoznanice vidljivo je da je poceo
razumijevati identitet ™ 2™ = ™", Smatra ga se i jednim od prethodnika
matematicke indukcije jer je u svojoj knjizi o algebri ,,dokazao” identitet
kojeg bismo danas zapisali kao

(2n+1)-zn:z':3zn:¢2.
=1

=1

Pritom on krece od slucaja n = 1, njega koristi da dokaze slucaj n = 2, njega
dalje koristi da dokaze slucaj n = 3 i tako do n = 10. Tu doduse staje, ali
jasno kaze da se moze tako dalje nastaviti. Bio je prvi arapski matematicar
koji je znao rjesavati neke diofantske jednadzbe, a u njegovoj ,, Knjizi ptica”,
koja se bavi linearnim diofantskim sustavima jednadzbi, nalazimo i varijantu
zadatka 100 ptica.

Tabit ibn Kurra (836.-901.) je djelovao u Kuéi mudrosti i osim mate-
matikom se bavio i medicinom, filozofijom i astronomijom. Dao je novi dokaz
Pitagorinog poucka, opisao je magi¢ne kvadrate, a najpoznatiji je po svojim
rezultatima iz teorije brojeva. Iz fascinacije savrSsenim brojevima proizasao
je njegovi interes za prijateljske brojeve. Prvi put se spominju, konkretno
najmanji takav par 220 i 284, kod postklasi¢nog helenistickog filozofa Jam-
bliha (3./4. st. A.D.), koji ih pripisuje pitagorejcima (vjerojatnije je ipak da
su se prvi put razmatrali tek u doba helenizma). Tabit njihovo otkri¢e pri-
pisuje Pitagori, spominje da su se njima bavili Euklid i Nikomah iz Geraze,
te dokazuje znameniti Tabitov teorem o prijateljskim brojevima: Ako su za
neki prirodan broj n > 1 brojevip = 3-2""1—1,¢=3-2"—1ir =9.22""1 -1
prosti, onda su brojevi 2" p g i 2" r prijateljski. Za n = 2 se dobije anticki par
220 1 284, a za n = 4 je vjerojatno (buduéi da dokaz daje bas na primjeru
n = 4)Tabit dobio par 17296 i 18416, kojeg je u 17. st. iznova otkrio de
Fermat. Osim ta dva para do danas je poznat samo jos jedan slucaj koji se
dobije iz Tabitovog teorema i to za n = 7. Taj par je otkrio Descartes. Prvu
generalniju metodu za nalazenje prijateljskih brojeva otkrio je u 18. st. Euler.
Do danas je poznato 1 229 541 583/ parova prijateljskih brojeva, a ne zna se
ima li ih beskona¢no mnogo. Brojevi oblika 3 - 2" —1 = (1011...1), danas
se zovu Tabitovim brojevima.

Jos znamenitiji bio je Abu Kamilov i Tabitov suvremenik lal-Batani
(poznat i pod latiniziranim imenog Albategnius, ca. 850.-929.), roden kao
i Tabit u Harranu blizu danasnje Urfe u Turskoj gdje je jos od 717. dje-


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Thabit/
https://hrcak.srce.hr/310394
https://sech.me/ap/index.html
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Al-Battani/
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lovalo prvo sveuciliste na svijetu. Al-Batani je jedan od najveéih blisko-
istocnih astronoma ne samo tog doba, zvan ,,arapskim Ptolemejom”. Njegovo
glavno djelo, Kitab al-z1j (,,Knjiga o astronomskim tablicama”), je po¢etkom
12. st. prevedeno na latinski i bitno je utjecao na renesansne europske as-
tronome ukljuc¢ivo Brahea, Keplera,, Galilea i Kopernika, a sadrzi i mnoge
matematicke rezultate. Od astronomskih rezultata ovdje isticemo da je ka-
talogizirao 489 zvijezda, izracunao trajanje godina na 365 dana 5 h 46 min
24 s (8to odstupa samo 2 min 22 s od tocne vrijednosti), precesiju ekvino-
cija i nagib ekliptike. Al-Batani pritom bitno unaprijedio trigonometriju.
Izveo je razna trigonometrijska pravila (,formule”) za pravokutne trokute,
primjeric] bsina = asin(90° — ), bsina = asin(90° — ). Vlastitim me-
todama tabelirao vrijednosti svih Sest standardnih trigonometrijskih omjera:
sinus, kosinus, tangens (kojeg je prvi tabelirao jos Al-Hvarizmi), te njihove
reciprocne vrijednosti kosekans, sekans i kotangens.

U 10. st. je djelovao perzijski astronom i matematicar Abu al-Wafa
Buzdzani (940.-998.). Komentirao je djela svojih arapskih i grékih pret-
hodnika, novom metodom je izradio vrlo precizne trigonometrijske tablice
(nisu sac¢uvane, ali ¢ini se da je on prvi trigonometrijske omjere gledao u
kruznici polumjera 1), a za povijest matematike zanimljiv je i po dvije knjige.
Prva je ,,Knjiga o aritmetici potrebnoj pisarima i trgovcima”, pisana koristeci
princip racunananja na prste jer je taj jos uvijek bio u uporabi u trgovini
u Arapa, a koja je, ¢ini se, jedino arapsko srednjevjekovno matematicko
djelo u kojem se pojavljuju negativni brojevi. Druga je ,Knjiga o geome-
trijskim konstrukcijama potrebnim obrtniku”, u kojoj nalazimo opise raznih
geometrijskih konstrukcija: okomica, parabola, pravilnih mnogokuta (do 10
stranica) opisanih i upisanih kruznicama ili drugim mnogokutima, priblizne
trisekcije kutova, konstrukcije s fiksiranim Sestarom, rastave raznih likova na
manje, ...Poznat je i njegov izracun udaljenosti Bagdada do Meke, koristeci
sfernu geometriju i trigonometriju.

Abu al-Vafin suvremenik, koji je kao i on djelovao u Bagdadu, bio je zna-
meniti perzijski matematicar i inzinjer al-Karadzi (953.—ca. 1029.). Prema
veéini izvora on je prva osoba koja je algebru potpuno oslobodila geome-
trije. Al-Karadz1 je u svom djelu Al-Fakhri definirao monome (osim z°; ali
ukljucivo negativnih eksponenata, preciznije, 2" za eksponente n = +1,..., £6)
i jasno izrekao pravilo kako ih mnoziti (z™a™ = x™*™, osim za eksponente
0), zatim je razmatrao ,slozene veli¢ine” (polinome) i opisao kako ih zbra-
jati, oduzimati i mnoziti (te dijeliti s monomom). U nekim argumentima je
koristio rani oblik matematicke indukcije, slicno kao ranije Abu Kamil, s tim
da kod al-Karadzija susre¢emo i indukciju unatrag (od n = 10 do n = 1),

2 Arapski matematicari i astronomi su od Indijaca preuzeli ideju polutetiva, tj. sinusa.


https://www.researchgate.net/publication/260877427_Al-Battani_Contributions_in_Astronomy_and_Mathematics
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Abul-Wafa/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Abul-Wafa/
https://pdf.sciencedirectassets.com/272588/1-s2.0-S0315086084X80020/1-s2.0-S0315086084800087/main.pdf?X-Amz-Security-Token=IQoJb3JpZ2luX2VjEH0aCXVzLWVhc3QtMSJIMEYCIQCb%2Fwd503K0bPGTs8KWKaekrmQo4pORvVwQ3WXl6aPJDQIhAP%2BSmx7%2BPY3ffttjg5X2cmgg8kBC1BqZlQ9uEqjIAtM%2FKvoDCCYQBBoMMDU5MDAzNTQ2ODY1IgyJac0jHZ8jlwvw1vAq1wNrKyBxmrDOrKE0VmZoJiZ4TKJBPpcHOvGJcDI3H94nG0DNrhNCQGlWClAC4itHxecus4THEU%2Bur5XoEofFQIxw8b7sy34Ltnz8PfzLQc9QNQu7eBdVUD2taMVzAaFKcZfadpvkgt6DBl5g3erXgqBQaJoavPN5NpzauxDf2BWvwnBdSveUaXV%2Fm787EgWu80LNodr%2FsLgJZe4sOqFVsfdNDBUTn2QHWrjRqYwV%2FG22kf48PfDxQoCD%2B%2BHnTp8VOxbykxPG4tmWwxawcZxL1JMNH51VRtntGBT7%2FTUtR0lfvgTb%2BPzaupll8vrpdJJCGPfu7gqKyk8ux5JWmU6bGZcKbqdUE8%2FLRr9dzvZXwtyH12phYyjid0Q3BA%2BM7X6w0ulv52EsvbAeBsRaXx%2BI%2Fjj0s1bISYss0dYfGLC%2Bghtfrr%2FKeNdQFtLcOOCfpx1kIeDoA%2BOPuqGJe3sVpFkX522pL9QOAW0LtQr8%2B1MGqvzdAOxVGGvG8DPtG70yweU2pUjPk80MJycqLpRThhLzehs%2FO0LndTiEFSce3w1%2Fv8xiy%2FXgmRiKU45LuixQZhZkBqzBI1PWTXjcpJjjIAtHMFnOfNv99u7H5MWuB%2BVuVSRpZ0DC%2BQVWAXkwj%2BjOkgY6pAG0kcihJZDLTYmUpQQvwJWnyMUUTCBDg3MgImms3N7KtUNV6SaBmAUS53stQYQpXaPN9k5xzeiybfDtaHCS5LdL45TtV7VP5vMRQYnOoznT5QxiCwbEOvxzRQsxKBjB9uZec7zGC4u%2F8l9FqnXwAILs187TQFEUHu4%2FAu6kkGjwyzkONjKm6sQS7Slmc%2FjpdLW4Yk7d1x874SbSLlU%2FZAHGnrmfFQ%3D%3D&X-Amz-Algorithm=AWS4-HMAC-SHA256&X-Amz-Date=20220411T054949Z&X-Amz-SignedHeaders=host&X-Amz-Expires=300&X-Amz-Credential=ASIAQ3PHCVTYWADWRE3V%2F20220411%2Fus-east-1%2Fs3%2Faws4_request&X-Amz-Signature=ebac0afec21a5fbad0b9addd1aec05e66bd9a6d7aed6aa903205ddeedca46b33&hash=acd4321db152ddf62ed61fe22c12908ee87b60f1737f79aecc6cc20a4b924c16&host=68042c943591013ac2b2430a89b270f6af2c76d8dfd086a07176afe7c76c2c61&pii=S0315086084800087&tid=spdf-b75e8ad3-b70b-46f7-8d1e-a9285a32d603&sid=449b7e3291fd2241dd2822d4c50d6401f47egxrqb&type=client
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Al-Karaji/
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kojom je dokazao identitet

n n 2
D it = (Z z) .
i=1 i=1

Opisao je i binomni teorem i njegovu vezu s Pascalovim trokutom (do eks-
ponenta 5)EI Bavio se i diofantskim jednadzbama te geometrijom.

Al-Hajtam (poznat i pod latiniziranim imenom Alhazen, oko 965.—
1040.) je jedan od najznamenitijih znanstvenika zlatnog doba islama. Dao
je bitne doprinose matematici, optici, astronomiji, anatomiji, medicini, oftal-
mologiji, fizici, inzenjerstvu opéenito, filozofiji, psihologiji i dr. U srednjevje-
kovnoj Europi bio je poznati i kao Ptolomaeus Secundus (drugi Ptolemej),
a danas se smatra ocem moderne optike. Proveo je mnoge opticke eksperi-
mente i prvi pokazao da vid u oku nastaje uslijed loma zraka svijetla, da je
Mjesecevo svjetlo posljedica refleksije, ... U matematici je znamenit Alha-
zenov problem geometrijske optike: Za dvije tocke A i B u ravnini i
zrcalnu kruznicu k traze se tocke T na k takve da se u njima zraka svjetla
koja izlazi iz A lomi to¢no prema B. Alhazen je rijesio taj problem koristec¢i
Apolonijevu teoriju konika, no to je rjesenje vrlo komplicirano. U 17. st. je
Huygens nasao jednostavnije rjeSenje. Poznata je i Al-Hajtamova generali-
zacija prvog Hipokratovog mjeseca: Ako bilo kojem pravokutnom trokutu
opisemo kruznicu te nacrtamo kruznice kojima su promjeri katete tog tro-
kuta, onda je zbroj povrsina tako nastalih dvaju mjeseca jednak povrsini
polaznog pravokutnog trokuta (slika . Al-Hajtam je takoder pokusao
svodenjem na kontradikciju dokazati i Euklidov postulat o paralelama, Sto
je jedan od prvih pokusaja tom metodom i jos ¢emo ga spominjati (vidi
str. . Bavio se i savrSenim brojevima i navodno da je prije Eulera on
bio prvi koji je dokazao teorem o parnim savrsenim brojevima. Objasnio je i
koristio Wilsonov teorem (broj p > 1 je prost ako i samo ako je 1+ (p—1)!
djeljivo s p), kojeg je otkrio jos indijski matematicar Bhaskara I. u 7. st., a
ime je dobio po engleskom matematicaru Johnu Wilsonu (1741.-1793.) koji
ga je iskazao. Prvi poznati dokaz tog teorema dao je Joseph-Louis Lagrange
1773.

Pregled arapskih doprinosa matematici ne moze biti potpun bez da se
spomene Omar Hajjam (1048.-1131.), perzijski matematicar, astronom, fi-
lozof i pjesnik koji je djelovao u doba seldzuckih osvajanja i prvog krizarskog
rata. Bavio se Euklidovim petim postulatom. Pritom je uocio gresku pret-
hodnika (da su kao pretpostavku, tj. postulat, uzimali nesto Sto nije lakse do-
kazati od izvornog postulata) i umjesto pokusaja dokaza iz ostalih postulata

3U isto doba Pascalov trokut je bio poznat i u Kini.
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Slika 6.5: Alhazenova generalizacija prvog tipa Hipokratovih mjeseca.

i aksioma, krenuo je od pretpostavke da je Euklid svoje Elemente postavio
nepotpuno i temeljeno na Aristotelovim pretpostavkama o pravcima i kuto-
vima. Pokusao je EEI29 (prvu propoziciju u Elementima za dokaz koje treba
postulat o paralelama) zamijeniti s nekoliko pretpostavki i propozicija kojima
bi se izbjeglo koriStenje postulata o paralelama, no pritom je kao pretpos-
tavku (,,postulat”) uzeo ekvivalentno svojstvo da su paralelni pravci posvuda
jednako udaljeni. Hajjam je koristio metodu sli¢nu starijim indijskim meto-
dama za rac¢unanje n-tih korijena i poznavao je Pascalov trokut binomnih
koeficijenata (kojeg je, kako smo rekli, prije njega opisao al-Karadzi).

Ipak, u matematici je najveci trag Hajjam je ostavio svojim djelom Risalah
fil-barahin ’ala masa’il al-dZabr wa’l-mukabala, poznato kratko kao , Alge-
bra”. U njemu je prosirio Al-Hwarizmijevu klasifikaciju i na kubne jed-
nadzbe. Tvrdio je da se njihova rjesenja op¢enito ne mogu dobiti ravnalom
i Sestarom, Sto je dokazano tek u 19. st. Prvi je primijetio da postoje kubne
jednadzbe s vise od jednog rjeSenja, ali je uspio na¢i samo jedan primjer s
dva rjesenja. Kao i Al-Hwarizmi, koriste¢i operacije al-dzabr i al-mukabala
svodio je sve kubne jednadzbe na kanonske forme u kojima su svi koeficijenti
pozitivni (te vodeéi koeficijent normiran, a zanemaruje one koje ne mogu
imati pozitivnih rjesenja). Tako je dobio ukupno 19 tipova jednadzbi, od ko-
jih se njih 5 supstitucijom svode na kvadratne. Stoga se obi¢no navodi samo
14 Hajjamovih tipova kubnih jednadzbi (zbog interpretacije = kao duljine i
principa homogenosti jednadzbi, po kojem se volumeni mogu usporedivati
samo s volumenima, koeficijente pisSemo u odgovaraju¢em obliku, tj. a, b i c
su takoder duljine):
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3. 234 = b3x;

4. 2° = bz + 3

5. 23 4+ ax? = ¢

6. 22+ = az?;

7. 23 = ax? + &

8. 23 + ax? + b’z = ¢

9. 23 + ax? + & = b’x;
10. 23 + b’z + & = az?;
11. 2® = ax? + b2z + ¢3;
12. 23 + az?® = b’z + ¢,
13. 23 + b’z = az® + 3;
14. 22 + 3 = ax? + Vu.

Prvi tip se moze rijesiti egzaktno ili numericki (korjenovanjem), a za ostale
tipove Khayyam je opisao rjesavanje pomocu presjeka konika. Mi ¢emo dati
samo jedan primjer njegovog pristupa.

Primjer 24 Rijesimo jednadzbu
2+ =

na Khayyamov nacin. Neka je p = 3 /V?, tj. jednadzbu promatramo u obliku

23 +b%x = pb®. Uzmimo kruznicu promjera p i parabolu s tjemenom S na toj

kruznici (slika . Pritom je os parabole tangenta na kruZnicu, a razmak
b

Jokusa 1 ravnalice jednak je 5. Neka je X sjeciste kruznice i parabole, Q

projekcija X na promjer kruinice SS' te P tocka na osi parabole sa svojstvom
|SP| = b. Buduéi da X leZi na paraboli, vrijedi |SQJ* = |SP| - |XQ|, tj.
|SQ| : | XQ| =b:15Q|. No, X jeina kruznici pa je ASS'X pravokutan.
Sligedi da je ASQX ~ AXQS', pa vrijedi |SQ| : | XQ| = |XQ| : |QY.
Stoga je

S 2
B - 15,

dakle je x = |SQ| rjesenje jednadzbe x® + b*x = pb?.

b:[5Q[ =
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Slika 6.6: Khayyamovo rjesenje kubne jednadzbe tipa 23 + B%x = B?C.

Dok je u 12. st. veéina znanosti muslimanskog svijeta pocela biti koncen-
trirana u zapadnom dijelu kalifata (Maroko, Iberski poluotok), u 13. st. mon-
golska osvajanja ¢e s jedne strane dokrajciti stoljetnu tradiciju Bagdada, ali
i dovesti do novog centra u Samarkandu. Nasir ad-Din al-Tus1 (1201.—-
1274.) je zivio u sjevernom Iranu u doba mongolskih osvajanja. Nakon §to
je Hulegu-Han osvojio tvrdavu Alamut (u kojoj se dotad al-Tusi nalazio),
al-T1s1 je ostao u njegovoj sluzbi kao znanstveni savjetnik. Osnovao je op-
servatorij u Azerbejdzanu (Maragha), a sudjelovao je i u osvajanju Bagdada.
Napisao je vazna djela o logici, etici, filozofiji, matematici i astronomiji te
mnoge komentare grékih tekstova. Kao i neki drugi arapski matematicari
prije njega, koristio je metode za priblizno ra¢unanje 2. i 3. korijena slicne
indijskim i kineskim. U komentaru Ptolemejeva Almagesta (1247.) uveo je
razne trigonometrijske tehnike za izrac¢unavanje tablica sinusa. Najvazniji
doprinos mu je odvajanje trigonometrije kao zasebne matematicke disci-
pline, tj. al-Tus1 je prvi znanstvenik koji ju nije gledao iskljucivo u sluzbi
astronomije. U svom Traktatu o cetverokutu je dao prvi potpun prikaz rav-
ninske i sferne trigonometrije (1260.).

Al-Kasi1 (oko 1380.-1429.) je bio posljednji znacajni matematicar arap-
skog srednjevjekovnog svijeta. Nakon siromasne mladosti dospio je u Sa-
markand, gdje je postojao znanstveni centar i opservatorij kojeg je osnovao
Timurov unuk Ulug Beg (1394.-1449.). Doba Ulug Bega je poznato kao
znanstveni vrhunac mongolskog doba. Tu je al-Kasi postao predstojnik op-
servatorija i glavni tamosnji astronom i matematicar. Glavno djelo mu je
Kljué¢ aritmetike, koje sadrzi binomnu formulu, racunanje n-tih korijena, nu-
mericko rjesavanje jednadzbi iterativnim postupcima, konstrukcije kupola,


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Al-Tusi_Nasir/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Al-Kashi/
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.... U jednoj raspravi posvecenoj Ulug Begu bavio se indijskim brojevnim
sustavom i ra¢unanjem u njemu (¢ak i s iracionalnostima), a tu je i kasnija
Newtonova metoda i teorija decimalnih razlomaka i racuna s njima (u za-
padnu Europu ¢e decimalne razlomke uvesti tek Stevin 135 godina kasnije).
Osmislio je originalni iterativni numericki postupak/ za izracunavanje trigo-
nometrijskih tablica. Tako je (znamenku po znamenku iz kubne jednadzbe)
odredio sin 1° na 9 seksagezimalnih, tj. 18 decimalnih mjesta. Dvije zanim-
ljivosti za kraj: U Francuskoj se poucak o kosinusima i dan danas naziva
al-Kasijevim teoremom, a 27 je al-Kasl izracunao na 16 decimala (n = 3-2%
(tek 200 godina kasnije ¢e van Ceulen dobiti bolju tocnost).


https://www.jstor.org/stable/30211875?seq=1
https://www.jphogendijk.nl/samarkand/Kashi-Aaboe.pdf




Poglavlje 7

Srednjevjekovna europska
matematika

U 4. st. u Europu su prodrli Huni i Germani, a 375. je podijeljeno Rimsko car-
stvo. Zapadno rimsko carstvo propalo je 476. i obi¢no se ta godina uzima kao
pocetak europskog srednjeg vijeka. Godine 529. bizantski car Justinijan I.
je boreéi se protiv pogana zatvorio atensku neoplatonsku Akademiju i time
prekinuo tisu¢ljetni razvoj grcke matematike. Filozof i politicar Anicius
Manlius Severinus Boethius (ca. 480.-525.) je, na temelju uvoda u te-
orijsku aritmetiku pitagorejskog stila koju je napisao postklasi¢ni helenisticki
filozof i matematicar Nikomah iz Geraze (1./2. st.), napisao De institutione
arithmetica. Ta je knjiga usprkos niske matematicke razine bila najutjecajniji
matematicki tekst tijekom srednjeg vijeka, a koristena je u crkvenim Skolama
sve do 17. st. Boethius je, takoder u pitagorejskoj tradiciji uveo, naziv qu-
adrivium za ,matematicke predmete” aritmetiku, geometriju, astronomiju
i glazbu, koji su se tijekom srednjeg vijeka predavali u (visim) Skolama uz
humanisticki trivium (gramatika, retorika, dijalektika), ¢ineéi tako septem
artes liberales, sedam slobodnih umijeca.

Pocetkom srednjeg vijeka u Europi je doslo do potpunog zamiranja zna-
nosti (i obrazovanja), na §to se odnosi izraz ,,mra¢ni srednji vijek“. Uzroci
su mnogostruki, ali dio razloga bio je s jedne strane u rimskoj ne-znanstvenoj
tradiciji, a s druge u nestabilnim politickim uvjetima. Stoga je za srednje-
vijekovne ucenjake racunanje datuma Uskrsa spadalo u najzahtjevnije ma-
tematicke zadatke. Do doba Karla Velikog obrazovanje je bilo svedeno na
apsolutni minimum: jedino plemstvo i redovnici su uéili ¢itati i pisati (la-
tinski), rijetko ista vise od toga. Nesto racuna je zasigurno bilo takoder
potrebno znati, npr. radi izraCuna poreza, no racunanje u srednjem vijeku je
bilo izuzetno naporno jer se koristio neprakticni rimski brojevni sustav, koji
je sve do 13. st. bio u iskljucivoj upotrebi, te je i on jedan od razloga slabe

109


https://www.enciklopedija.hr/clanak/artes-liberales
https://www.enciklopedija.hr/clanak/artes-liberales

110POGLAVLJE 7. SREDNJEVJEKOVNA EUROPSKA MATEMATIKA

razine znanosti tog doba.

Situacija se malo popravila dolaskom na vlast Karla Velikog (747.-814.,
okrunjen 800. za prvog cara Svetog Rimskog Carstva). On je potaknuo prvu
veliku europsku obrazovnu reformu, koja je ukljucivala osnivanje sSkola u
svim samostanima i biskupijama, dostupnih odabranim djecacima. Uz vje-
ronauk i glazbu, u programe tih skola sluzbeno su usli i trivium te computus,
racunanje. Sve do 12. st. matematicko obrazovanje ostat ¢e ipak samo na
tom niskom nivou, a kao ,,udzbenici” (priruénici) koristeni su Boethiusova De
institutione arithmetica i razni latinski tekstovi o mjeriteljstvu. Prijatelj, sa-
vjetnik i u¢itelj sinova Karla Velikog bio je Alkuin iz Yorka (oko 735.-804.).
Medu ostalim, razvio je karolinske minuskule, temeljni alfabet za danasnje la-
tini¢no pismo, koji je omogucio lakse ¢itanje i pisanje, Sto je naravno utjecalo
i na matematicko obrazovanje. Osnovao je niz crkvenih skola i pisao mate-
maticke tekstove (,udzbenike”, u tipicnom srednjevjekovnom stilu "pitanja i
odgovori’). Pripisuje mu se najstarija latinska zbirka zabavnih matematickih
zadataka Propositiones ad acuendos iuvenes (,,Prijedlozi za inspiriranje mla-
dih“), s elementarnim aritmetickim, logickim i kombinatornim zadacima i
rjesenjima (uglavnom bez postupka). Navodimo dva primjera tih zadataka,
od kojih je prvi varijanta zadatka sto ptica.

Primjer 25 Jedan svinjogojac je rekao: ,,Zelim kupiti 100 svinja za 100
libri. Prasac ko v sta deset libri, krmaca kosta pet libri, a dva prascéica se
mogu kupiti za jednu libru. “ Koliko prasaca, krmaca i prascic¢a taj svinjogojac
moZze kupiti ako potrogi sav novac?

Primjer 26 Tri muskarca, svaki s po jednom sestrom, Zele prijeci rijeku.
Nasli su samo mali camac s kojim samo dvije osobe odjednom mogu prijeci
rijeku. Kako su presli rijeku, tako da nijedna od djevojaka ni u kojem trenu
nije sama s muskarcem koji joj nije brat, ni u ¢amcu ni na obali?

Kao i u Rimu, racunanje se u srednjem vijeku ucilo u glavi, s prstima i
pomocu abakusa (srednjevjekovni europski abakus bio je varijanta rimskog
abakusa). Kad je u 10. st. doslo do prvih intenzivnijih kontakata Europljana
s arapskom tradicijom, prvenstveno na Iberskom poluotoku, postepeno su
upoznavali indoarapske brojke te su se razdvojile dvije ,,skole“ racunanja:
abacisti, koji su zagovarali iskljucivo koristenje rimskih brojki s abakusom
kao pomagalom, te algoristi, koji su se zalagali za koriStenje indoarapskog
dekadskog pozicijskog sustava. Jedan od prvih koji je u Europi koristio in-
doarapske brojke bio je Gerbert iz Aurillaca (oko 946.-1003.). Studirao
je u Kataloniji, gdje je naucio koristiti indoarapske brojke i upoznao se s
arapskom matematikom. Pisao je tekstove o aritmetici i geometriji koji su iz


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Alcuin/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Alcuin_book/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Gerbert/
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danasnje perspektive elementarni, ali su za tadasnje Europljane bili napredni,
a ujedno su prvi srednjevjekovni europski tekstovi s originalnim doprinosima.
Zbog svog znanja racunanja je cak bio optuzivan da je sklopio pakt s vragom,
no ipak je 999. izabran za papu Silvestra II. Opisao je novu verziju abakusa),
prilagodenu indoarapskim brojkama, koja je koristila apices (kamencice s oz-
nakama znamenki 1 do 9).

S dobom Gerberta iz Aurillaca zapoc¢inje razdoblje poznato kao visoki
srednji vijek (ca. 1000.—1300.). Iako se zadrzala dominacija latinskog jezika i
rimskih brojki te vrlo skromna razina obrazovanja, doslo je do jaceg razvoja
kulture. Ovo je doba romanike i gotike, razdvajanja katolicke i pravoslavne
crkve, krizarskih ratova, te mnogih i raznolikih kontakata s arapskim svi-
jetom, ponajvise na Iberskom poluotoku, ali i preko talijanskih trgovaca i
krizara. Al-Andalus, popularnije muslimanska Spanjolska, nastala je kad su
Arapi (Mauri) osvojili Iberski poluotok (711.), a zavrsila predajom emirata
Granade 1492. kraljici Izabeli I. od Castille. Od 929. do 1031. na tom je
podrucju bio samostalni kalifat Cordoba, a Cérdoba je postala vazan znans-
tveni centar s velikom knjiznicom. Pod maurskom vladavinom se poticalo
prevodenje znanstvenih djela raznih izvora, sto je doprinijelo ozivljavanju
grcke i otkri¢u arapske i indijske matematicke tradicije u zapadnoj Europi.
U 11. i 12. st. se po¢inju prevoditi matematicki (i drugi) tekstovi s arapskog
(i hebrejskog) jezika na latinski, dok su prije toga od antickih matematickih
djela u opticaju su bili samo neki dijelovi Euklidovih i Heronovih djela u rim-
skom prijevodu. Medu prevodiocima tog doba isticu se Robert iz Chestera
(12. st.) i Adelard iz Batha (1075.-1160.), oba iz Engleske, te Talijan Ge-
rard iz Cremone (ca. 1114.-1187.). Robert iz Chestera je na latinski preveo
Al-Hvarizmijevu ,,Algebru® (1145.), dok se Adelardu pripisuje prvi prijevod
Al-Hvarizmijeve ,,Aritmetike“. Uz to, Adelard iz Batha preveo je s arapskog
na latinski Euklidove ,,Elemente (taj ¢e prijevod sve do 1533., kad je naden
izvorni tekst, biti temelj svih europskih izdanja EE). Gerard je pak na la-
tinski preveo (ne samo) Ptolemejev Almagest. Kroz nastavak srednjeg vijeka
ti i drugi prijevodi bit ¢e prepisivani, ali i doradivani i preradivani, te su ti
,,prijevodi* arapskih tekstova poprimili razlicite oblike.

U isto doba, u 11. i 12. st., Katolicka crkva pocela je sustavnije poticati
obrazovanje i znanost. Tako su nastala prva sveuéiliétaE] (Bologna, Paris,
Oxford, Montpellier, Cambridge, Padova, Napoli, Toulouse, ...). Za razliku
od danas, nakon obrazovanja u latinskom jeziku, studenti koji su uopcée nas-
tavljali obrazovanje na sveucilistu, obi¢no su se na isto upisivali u dobi od 14

1Zapravo, najstarije jos uvijek aktivno sveuciliste je Al-Karauin u Fesu u Maroku,
izvorno dzamija koju je 857. ili 859. osnovala Fatima al Fihri, u kojoj je uskoro nakon
osnivanja zapocelo i obrazovanje.


https://old.maa.org/press/periodicals/convergence/gerbert-daurillac-and-the-march-of-spain-a-convergence-of-cultures-gerberts-abacus
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ili 15 godina te bi prvo studirali trivium (gramatika, retorika, dijalektika), a
zatim quadrivium. Time se postizao stupanj baccalaureus. Dalje se u to rano
doba moglo studirati medicinu, pravo ili teologiju do stupnja magistra. Ovo
je razdoblje crkvene i obrazovne povijesti poznato pod imenom skolastika,
a izvorno se tim izrazom mislilo sustavno posredovanje znanja kroz preda-
vanja i rasprave. U skolastici se cijenilo logicko zakljuc¢ivanje (ponekad i do
apsurda) temeljeno na aristotelovskoj logici, te je doslo do razvoja logike kao
discipline.

Moze se reé¢i da je postojao toéno jedan veliki srednjeviekovni europski
matematicar: Leonardo iz Pise (poznatiji kao Fibonacci, §to je skraceno
od ¢lan/sin obitelji Bonacci, zivio je otprilike 1170.-1250.). Veé kao djecak
putovao je s ocem, koji je bio carinik u mjestu Bugia (danasnji Alzir, u Fi-
bonaccijevo doba je Bugia bila trgovacka kolonija Pise), u sjevernu Afriku i
kasnije u Egipat, Bizant, Siriju, Grcéku i Siciliju. Tako je imao prilike upoz-
nati matematicke spise Arapa, Indijaca, Pitagorejaca, Euklida i dr. Bududi
da je Leonardo trebao postati trgovac, puno je paznje posveéeno tome da
dobro nau¢i racunati. U razdoblju 1200.-1225. boravio je u Pisi i bavio se
matematikom. Napisao je pet matematickih tekstova:

Liber Abaci (dva izdanja: 1202. 1 1228.).

Practica Geometriae (1220./21.).

Flos (1225.).

Pismo carskom filozofu Teodoru (oko 1225.).

Liber Quadratorum (1225.).

Najznacajniji od njih je Liber Abaci (,,Knjiga o racunanju*), koja je, uz razne
verzije prijevoda Al-Hvarizmijeve ,,Aritmetike“, najzasluznija za Sirenje de-
kadskog pozicijskog sustava s indoarapskim znamenkama u Europi. U tom
djelu, nakon sto je prvo opisao rimske brojke i racunanje s prstima, Leonardo
opisuje koristenje indoarapskog dekadskog pozicijskog sustava s nulom. Na-
kon opisa rac¢una s prirodnim brojevima u tom sustavu, opisao je razlomke
i racunanje s njima (¢ini se da je upravo Leonardo prva osoba u povijesti
koja je koristila razlomacku crtu). Slijede zadaci iz trgovacke racunice i za-
bavne matematike, ukljuc¢ivo zadataka tipa zadatka sto ptica.indexzadatak
sto ptica i znamenitog zadatka sa zeCevima c¢ije rjeSenje su Fibonaccijevi
brojevi.E] Mnogi Fibonaccijevi zadaci su algebarski, odnosno svode se na jed-
nadbe i sustave jednadzbi. Pritom Leonardo nepoznanicu naziva res (stvar,

’Ime im je u 19. stolje¢u dao Edouard Lucas (1841.-1891.). Zanimljivo je da se
pojavljuju u mnogim neocekivanim, ¢ak i prirodnim, kontekstima, a povezani su i sa
zlatnim rezom.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fibonacci/
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prijevod arapske rijeci $aj) ili pak radiz (korijen). Kvadrat nepoznanice na-
ziva quadratus ili census, a kub, Cetvrta i peta potencija nepoznanice su
cubus, census de censu, cubus cubi. Za konstante koristi izraze numerus, de-
narius, dragma. Ne samo po odabiru izraza za nepoznanicu, u Liber Abaci
jasno je vidljiv utjecaj arapske matematike na Fibonaccija (npr. klasifikacija
i rjesavanje kvadratnih jednadzbi). Medu zadacima nalazimo i nekoliko za-
dataka o pronadenom novcaniku, od kojih isticemo jedan iz kojeg vidimo da
je Leonardo razumio i negativne brojeve.

Primjer 27 Cetiri covjeka su nasli novéanik. Prvi skupa s novéanikom ima
dvostruko koliko drugi i treci zajedno, drugi skupa s novéanikom ima trostruko
koliko treci i cetvrti, treci skupa s novéanikom ima cetverostruko koliko cetvrti
i prvi. Slicno, cetvrti skupa s novéanikom ima peterostruko koliko prvi 1
drugi. Kaze Fibonacci: ,,Ovaj zadatak nije rjesiv osim ako dozvolimo da je
prui u dugu, a tad u najmanjim brojevima drugi ima 4, treéi 1, cetvrti 4, u
novcaniku je 11, a dug prvoga je 1.“

Godine 1220. Fibonacci je napisao Practica Geometriae, kompilaciju ge-
ometrijskih rezultata u kojoj razmatra kako euklidsku geometriju, tako i
arapsku trigonometriju. Pritom potrebna algebarska pravila u arapskoj tra-
diciji izlaze bez pozivanja na geometriju. U Liber quadratorum (1225.), Le-
onardo je opisao metode za nalazenje pitagorejskih trojki i dao prvi dokaz
identiteta

(a® + b%)(* + d*) = (ac — bd)? + (bc + ad)?,

tj. umnozak dva zbroja kvadratnih brojeva je zbroj kvadratnih brojeva (sto
je bila jos Diofantova tvrdnja). Otprilike iste godine u pismu carskom filozofu
Teodoru, koji je djelovao na dvoru Svetog Rimskog cara, naveo je nekoliko
matematickih zadataka.

Fibonaccijev Flos vezan je za zanimljiv povijesni dogadaj. Car Svetog
Rimskog Carstva Friedrich II. je 1225. godine je s dvorom dosao u Rim te
odgodio odlazak u (Sesti) krizarski rat da bi organizirao natjecanje, bolje
reCi izazov, iz matematike: Friedrichov dvorski filozof Ivan iz Palerma je
Fibonacciju kao izazov zadao sljedece zadatke, ¢ija rjesenja Fibonacci daje u
Flosu:

1. Nadéi razlomak z takav da su z? 4 5 kvadrati razlomaka (Fibonacci je

fa0 7 — A
lako nasao r = 33).

2. Rijesiti jednadzbu 22 + 222 + 102 = 20. Taj je zadatak Ivan iz Pa-
lerma preuzeo iz Hajjamove Algebre. Fibonacci je dokazao da navedena
jednazba nema rjesenja u cijelim ni racionalnim brojevima niti medu


https://www.fq.math.ca/Scanned/29-2/horadam1.pdf
https://www.fq.math.ca/Scanned/29-2/horadam1.pdf
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euklidskim kvadratnim iracionalnostima, a zatim je naveo aproksima-
tivno rjesenje (1;22,07,42,33,04,40)g (tocno na devet decimala), no
nije poznato kako je ga je dobio.

3. Tri covjeka posjeduju hrpicu novcea, a udjeli su im %, % i %. S vremenom,
svaki je uzimao ponesto novca, sve dok nista nije preostalo. Prvi je
vratio % od koliko je uzeo, drugi % od onog Sto je uzeo i treci % iznosa
kojeg je uzeo. Ako se tako skupljen novac podijeli na tri jednaka dijela
i svakom da po jedan, ispada da svaki posjeduje koliko mu po pravu
i pripada. Koliko je novca bilo u pocetnoj hrpi i koliko je tko uzeo?
(Fibonacci je postavio odgovarajuéi diofantski linearni sustav i odabrao

rjesenje u kojem je na pocetku u hrpi 47 novcanih jedinica.)

O Fibonaccijevom zivotu iza 1228. se gotovo nista ne zna, osim da mu je
Republika Pisa dodijelila stipendiju kao nagradu za savjetovanje u matema-
tici vezano za racunovodstvo i slicna pitanja.

Nijemac Jordanus Nemorarius (ca. 1225.-1260.) je napisao vise mate-
matickih djela, od kojih je najzanimljivije De numeris datis, prvo naprednije
europsko algebarsko djelo nakon Diofanta. Nemorarius je u tom djelu kao
prvi u povijesti koristio slova kao oznake nepoznanica, no njegova djela ostala
su bez veéeg neposrednog utjecaja.

Englez Thomas Bradwardine (ca. 1295.-1349.) je djelovao u Oxfordu,
a kasnije je bio kancelar crkve St. Paul’s u Londonu i kapelan kralja Edwarda
IIT. Godine 1348. postao je nadbiskup Canterburyja, ali je kralj Edward
ponistio to imenovanje. Bradwardine je godinu kasnije ponovno izabran,
ovaj put izgleda bez protivljenja kralja, no ubrzo je umro od kuge. Bavio
se logikom, matematikom, teologijom i filozofijom. Prvi je pisao o zvjez-
dastim mnogokutima. Bavio se i izoperimetrickim likovima, proporcijama,
... Razlikovao je dva tipa beskonacnosti: kateticnu (odgovara nasem pojmu
transfinitnog, tj. onom $to veé otpocetka nedostaje ogranicenost) i sinka-
teticnu (odgovara nasem pojmu infinitnog, tj. onom §to iz kona¢nog nastaje
neogranic¢enim rastom).

Uz Fibonaccija, najznacajniji europski srednjevjekovni matematicar bio
je u kasnom srednjem vijeku Nicole d’Oresme (ca. 1330.-1382). Bio je bi-
skup francuskog grada Lisieux i financijski savjetnik francuskog kralja Karla
V. Koliko je poznato, bio je prvi koji je dozvolio razlomke kao eksponente.
Specijalno, poznavao je pravilo 2%2? = 2% i za razlomljene eksponente. No,
najvazniji njegov doprinos je razvoj ideja koje ¢e tristotinjak godina kas-
nije rezultirati razvojem analiticke geometrije i ideje grafa funkcije. Kod
d’Oresmea nalazimo rano poimanje funkcije i njezina grafa. Za njega su sve
mjerljive veli¢ine, osim brojeva (koje dozivljava na starogréki nacin), kon-
tinuirane te se mogu prikazivati duljinama, povrSinama i volumenima. U


https://personal.math.vt.edu/brown/doc/fibo_number.pdf
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Jordanus/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bradwardine/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Oresme/
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Slika 7.1: D’Oresmeov prikaz latituda u ovisnosti o longitudama.

Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum i Questiones super ge-
ometriam Euclidis opisao je kako ilustrirati odnos protezanja (eztensio) i
iznosa (intensio) kvalitete (kvalitete su za d’Oresmea razne fizikalne pojave,
npr. brzina, koje mogu imati razli¢ite intenzitete i koje se nalaze u odnosu
s protezanjem, primjerice vremenom). Intenzitete je nanosio vertikalno kao
duljine (latitudo) nad vodoravnom crtom, na kojoj su protezanja prikazana
isto kao duljine (longitudo). Tako je dobio dijagrame poput onih prikazanih
na slici To naravno jos nisu bile funkcije ni njihovi grafovi, ali se danas
lako naziru iz njegova prikaza. D’Oresme pritom nije zahtijevao okomitost
latituda u odnosu na longitude, a spominje i moguénost trodimenzionalne
interpretacije. D’Oresme je dokazao i tzv. mertonski teorem, nazvan po
oxfordskom Merton College, ¢iji znanstvenici su ga izrekli 1330ih godina: U
slucaju ,,uniformno diformne” brzine (gibanja s konstantnom akceleracijom)
prijedeni put je jednak kao za ,uniformnu” (konstantnu) brzinu, ako je to
ona u srednjem trenutku. D’Oresme je to pokazao usporedbom povrsine
pravokutnika i trapeza (srednja i lijeva ilustracija na slici te se vidi da
je put znao interpretirati kao povrsinu. To je jedan od najranijih primjera
matematicke fizike.

Poznat je i po prvom dokazu divergencije nekog reda, konkretno: harmo-
nijskog,

T I E i B
2 \3 4 56 7 8) T 22 2

n
n 2n>’

Pokazao je i konvergenciju reda

na slici [T.2]

koristeci dijagram kakav je prikazan
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Slika 7.2: Ilustracija dokaza da je > ot = 2.

n 2"



Poglavlje 8

Matematika u doba renesanse

Razdoblje 15. i 16. stolje¢a u Europi je poznato kao razdoblje renesanse, koje
je donijelo ponovno ,ozivljavanje” antike, ali i mnoge napretke u umjetnosti,
znanosti, tehnici, ...Jedan od vaznih razloga porasta razine obrazovanja,
a time i razvoja znanosti i tehnologije, bilo je otkrice tiska (J. Gutenberg,
ca. 1440.). Kao prvi renesansni matematicar obi¢no se istice Johann Miiller
Regiomontanus (1436.-1476.). Roden je u njemackom gradu Konigsbergu,
po njemu je nazvan Regiomontanus. Od 1468. je bio dvorski astronom kra-
lja Matijasa Korvina. Njegovi najznacajniji doprinosi su u trigonometriji
i astronomiji: Na temelju arapskog izvora (Dzabir ibn Aflah poznat i kao
Geber Hispalensis, ca. 1100.—1160., iz Seville) postavio je temelje moderne
trigonometrije. U svom De triangulis omnimodis (napisano 1464., objavljeno
posthumno 1533.), koje je prva sistematska obrada ravninske i sferne trigo-
nometrije u povijesti, je prepisao dijelove iz Geberove Islah al-MadZisti (bez
da ga navede kao autora). Godine 1472. zabiljezio je pojavu kometa, a nje-
govi iznimno toc¢ni zapisi omogucili su da se taj komet 210 godina kasnije
identificira kao Halleyev. Kopiju Regiomontanusovih astronomskih tablica
na svoje cetvrto putovanje ponio je Kolumbo i koristio predvidanje pomrcine
mjeseca za 29. veljace 1504. da bi zaplasio neprijateljski nastrojeno pleme ja-
majkanskih Indijanaca. Regiomontanus je pisao i o reformi kalendara te ga je
papa Siksto IV godine 1475. pozvao u Rim upravo da bi reformirao kalendar.
Papa ga je imenovao i za biskupa grada Regensburga, ali je Regiomonta-
nus umro prije nego je preuzeo duznost (prema nekim izvorima otrovali su
ga sinovi konkurentskog znanstvenika, a prema drugima je umro od kuge).
Kao i i mnogi suvremenici, nepoznanicu je oznacavao rije¢ju res, a kvadrat
nepoznanice sa census. Godine 1471. postavio je svoj znameniti problem
optimizacije. Taj Regiomontanusov problem glasi: ,Slika visi na zidu.
Ako je poznata visina vrha i dna slike iznad razine oka promatraca, na kojoj
udaljenosti treba biti promatrac¢ da ju najbolje vidi, tj. da je kut pod kojim
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Slika 8.1: Geometrijsko rjesenje Regiomontanusovog problema.

ju gleda najveci?” Najstarije poznato rjesenje je geometrijsko: Povuce se ho-
rizontala na visini oka te kruznica kojoj je to tangenta, a koja prolazi kroz
vrh i dno slike. Diraliste je optimalna pozicija oka (slika .

Pocetkom renesanse dolazi i do ubrzanog razvoja matematicke simbolike.
Kao sto je vidljivo iz prethodnog dijela gradiva, velik problem matematike u
starih naroda, pa cak i Arapa i u europskom srednjem vijeku, bio je nedos-
tatak sustavne notacije. Problemi, rjesenja i dokazi izlagani su rijecima, bez
standardiziranog nazivlja i simbolike. Bila je to jedna od najve¢ih zapreka
brzog daljeg razvoja matematike. Tijekom srednjeg vijeka postepeno su se
uvele indoarapske brojke, te im se do renesanse ustalio i oblik. Fibonacci je
uveo razlomacku crtu, a bio je i jedan od prvih koji su za nepoznanice ko-
ristili odredene standardizirane rijeci (res, radiz; census; cubus). Tu je tzv.
res-census-terminologiju koristio, kako smo malocas rekli, i Regiomontanus.

Tijekom kasnog srednjeg vijeka za zbrajanje se vrlo ¢esto koristio latinski
veznik et (povremeno i rije¢ plus). Kod d’Oresmea (ili nekog njegovog prepi-
siva¢a) mogu se naci simboli koji podsje¢aju na +, vjerojatno pokrate za et.
Svakako se znak + pojavio tijekom 15. stoljeca, a tako i —, za kojeg toc¢no
porijeklo simbola nije poznato. Tijekom 15. st. za zbrajanje i oduzimanje
koristeni su i drugi simboli (Cesto P i M). Simboli + i — su se u tisku prvi
put pojavili 1489., u knjizi o aritmetici za trgovce ¢eskog Nijemca Johannesa
Widmanna (ca. 1462.-1498.). Ipak, smatra se da je Widmann te simbole,
i to upravo kao oznake za operacije, vidio i preuzeo od nekog drugog autora.
Ovisno o autoru, prva osoba koja je znakove + i — koristila u algebarskim


https://www.maa.org/press/periodicals/convergence/historical-activities-for-calculus-module-3-optimization-regiomontanus-hanging-picture-problem
https://en.wikipedia.org/wiki/Johannes_Widmann#/media/File:Johannes_Widmann-Mercantile_Arithmetic_1489.jpg
https://en.wikipedia.org/wiki/Johannes_Widmann#/media/File:Johannes_Widmann-Mercantile_Arithmetic_1489.jpg
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izrazima je Giel Vander Hoecke u knjizi objavljenoj u Antwerpenu 1514.,
ili pak Heinrich Schreiber (Heinrich Grammateus) 1518. Sigurno je
da su se tijekom 16. st. simboli + i — ustalili u upotrebi.

Nicolas Chuquet (ca. 1445.-1487.) je bio najznacajniji francuski ma-
tematicar u 15. st. Za zivot je zaradivao kao prepisivac, a bio je autor prve
knjige o algebri na francuskom jeziku (Triparty en la science des nombres,
1484.). Ipak, ta je knjiga u to doba imala mali utjecaj jer je Stampana tek
1880. Kod Chuqueta prvi put susre¢emo izraze milijun, bilijun i trilijun. Bio
je prvi matematicar koji je koristio zapis eksponenta nepoznanice kao su-
perskripta i pritom je prvi koristio 0 kao eksponent i negativne eksponente.
Njegovih 123 je nas 1223, njegov 12° je nas 12, a njegov 12! je nas 12z71).
Tako je za ono §to danas zapisujemo kao v/4x2 + 4x + 2x + 1 Chuquet pisao

R*4*p4'p2'pl
(najcesca renesansna oznaka drugog korijena bila je R (lat. radiz), ¢esto s
prekrizenom ,nogicom”).

Vezano za intenzivnu likovnoumjetnicku aktivnost u renesansi, pocele su
se razvijati i njene veze s matematikom, posebice teorija perspektive. Do
renesanse ne postoji dokaz da je ikoji umjetnik razumio ili razradio mate-
maticke zakone perspektivnog crtanja i slikanja. Oko 1420. Filippo Bru-
nelleschi (1377.-1446.) izrice glavno pravilo linearne perspektive: Svi pravci
danog smjera u nekoj ravnini (koja nije ravnina slike) ,, konvergiraju” istoj iz-
bjeznoj tocki. Brunelleschi je razvio i precizna pravila za odredivanje velic¢ine
objekta na slici ovisno o njegovoj udaljenosti od slike, ali nikad nije zapisao
objasnjenje pravila linearne perspektive. Prvi je ta pravila objasnio Leone
Alberti (1404.-1472.), u svoja dva djela De pictura (na latinskom, 1435., vise
razine) i Della pittura (na talijanskom, 1436., popularnije pisano). Medu tali-
janskim umjetnicima ipak se svojim matematickim doprinosima istice jedan:
Pierro della Francesca (1412.-1492.). U svoje djelo De prospectiva pin-
gendi| (oko 1470.) o perspektivi je ukljucio i dijelove o aritmetici i algebri te
dug dio o geometriji, ukljucivo originalnih doprinosa. U tom djelu detaljno
opisuje i Arhimedova tijela, uklju¢ivo i njihovih perspektivno pravilnih slika.

Na osnovi della Francescinih djela je fra Luca Pacioli (1445.-1517.) na-
pisao svoj prikaz pravila perspektive u sklopu djela De divina proportione (,,O
bozanskom omjeru”, 1509.). To je djelo napisao u Milanu, kamo je na poziv
vojvode Ludovica Sforze oko 1496. dosao poducavati matematiku na njegovu
dvoru. Tamo je upoznao Leonarda da Vincija (1452.-1519.) i s njime se
sprijateljio, te je upravo da Vinci ilustirao navedenu knjigu. Da Vinci je i sam
imao mnogo interesa za geometriju i dao vlastite prikaze i objasnjenja pers-
pektivnih pravila i konstrukcija, a bavio se i inverznim problemom perspek-
tive (kako za danu sliku odrediti gdje se nalazi oko promatraca ako je prikaz
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perspektivno korektan). Sam Pacioli je svoje znanje matematike usavrsio u
sluzbi bogatog venecijanskog trgovca, a 1470-ih godina studirao je teologiju
i postao franjevac. Mnogo je putovao i poducavao matematiku na raznim
sveucilistima, medu inim i u Zadru, koji je u to doba bio dio Mletacke re-
publike. Bio je autor prvog znacajnog algebarskog djelo u renesansi: Summa
de arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita (poznato jednos-
tavno kao Summa, 1494.). Radi se o izuzetno utjecajnom djelu, ne samo jer
sadrzi pregled matematike tog vremena, nego i jer je pisano na narodnom
talijanskom jeziku i bilo je tiskano. Dio Summe je posveéen rjesavanju onih
jednadzbi 4. stupnja koje se mogu rijesiti supstitucijom. Pacioli je koristio
res-census-terminologiju, za + koristi p., za — koristi m., a za va koristi R..

Medu renesansnim umjetnicima se, uz della Francescu, svojim mate-
matickim doprinosima istice Albrecht Diirer (1471.-1528.). Bio je Nijemac
madarskog porijekla, unuk zlatara, tre¢e od 18 djece u obitelji, a ve¢ s 13 go-
dina se istaknuo kao slikar. Na putu u Italiju 1494. saznao je za Paciolijeva
djela i vaznost matematike u slikarstvu te po povratku u Niirnberg poceo
proucavati matematicka djela. Od oko 1500. nadalje se u Diirerovim djelima
moze otkriti matematicki utjecaj. Znameniti su Diirerovi bakrorezi koji pri-
kazuju vezu slike i originala po perspektivnim pravilima. Kako bi produbio
znanje matematike, 1505.—1507. ponovno je putovao po Italiji te po povratku
skupljao materijal za pisanje djela o primjeni matematike u umjetnosti, no
to djelo nikad nije zavrsio. Najpoznatija Diirerova ,matematick” slika sva-
kako je Melencolia I (1514.), u kojoj vidimo zanimljiv poliedar, ali i jedan od
prvih magicnih kvadrata u Europi (u kojem su u donjem redu brojevi 151 14
postavljeni tako da se ocita godina nastanka). Diirer je 1525. objavio svoje
znamenito djelo Underweysung der Messung mit dem Zirckel und Richtsc-
heyt, koje sadrzi detaljan prikaz teorije sjena i perspektive, a ujedno se radi
o prvoj matematickoj knjizi na njemackom jeziku koja donosi nove rezultate.

Talijanski matematicari 16. stolje¢a bavili su se problemom rjesivosti u
mdikalz’maﬂ kubnih jednadzbi bez kvadratnog ¢lana (reducirane kubne jed-
nadzbe), tj. jednadzbi koje u skladu s Khayyamovom klasifikacijom imaju
jedan od oblika

2 +bxr=c,
2 =bx+ec,

2 +c=bz,

pri ¢emu su radi principa homogenosti (duljine se mogu zbrajati samo s du-

I Algebarska jednadzba je rjesiva u radikalima ako se njezina rjesenja mogu izracunati iz
njenih koeficijenata koristeéi kona¢no mnogo operacija zbrajanja, oduzimanja, mnozenja,
dijeljenja i korjenovanja.
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ljinama, povrsine s povrsinama, volumeni s volumenima) koeficijenti oblika
b=A%>01ic= B>> 0. To su ujedno i jedini tipovi kubnih jednadzbi
za koje je potrebno nadi rjesenje, jer se supstitucijom y = x4trecina koefici-
jenta uz kvadratni ¢lan svaka normirana kubna jednadzba svodi na jedan od
navedenih tipova.

Primjer 28 Primjerice, jednadzba
2® +32* = 122 + 18
nakon supstitucije x =y — 1 postaje
y® = 15y + 4.

Prvi matematicar koji je znao u radikalima rijesiti neki od navedenih triju
tipova reduciranih kubnih jednadzbi bio je Scipione del Ferro (ca. 1463.—
1526.), profesor matematike u Bologni. On je oko 1515. nasao je algebarsku
metodu za rjesavanje kubnih jednadzbi tipa z3 + bz = c. Svoje je rezultate
¢uvao tajnim jer se u to doba u Italiji moglo dobro zaraditi rjesavajuci jed-
nadzbe onima koji su ih trebali. Pred smrt je svoju metodu priop¢io svom
studentu Antoniu Maria del Fioreu, a njegove je biljeske naslijedio zet mu
Hanninal Nave. Ubrzo nakon del Ferrove smrti se proculo da je rijesen prvi
tip reducirane kubne jednadzbe.

U isto doba problem rjesivosti kubne jednadzbe zanimao je i samouokog
matematicara iz Bresciae, Niccolo Fontana Tartaglia (ca. 1500.-1557.).
Tartaglia mu je zapravo bio nadimak znacenja ,,mucavac”, a dobio ga je zbog
govorne mane koja je bila posljedica ozljede u djetinjstvu: Kad su Francuzi
1512. osvojili njegovu rodnu Bresciu, jedan mu je vojnik macem rasjekao
celjust. Majka mu je uspjela spasiti zivot, ali ostala mu je govorna mana i
velik oziljak kojeg je u odrasloj dobi skrivao bujnom bradom. Kad je imao 16
godina trebao je nauciti abecedu, no novaca je bilo samo do slova K; Tartaglia
je ukrao udzbenik i sam naucio dalje ne samo abecedu, ve¢ i latinski i kasnije
matematiku. Taj mu je talent donio mjesta predavaca matematike prvo u
Veroni, a u doba nase pri¢e u Veneciji. Osim po doprinosu rjesenju kubne
jednadzbe, poznat je po uvidu da projektil ima najveéi domet ako se ispali
pod kutom od 45°.

1530-ih godina je Tartaglia otkrio metodu za rjesavanje kubne jednadzbe
oblika 22 + p2? = ¢3 i svoje otkriée nije tajio. Del Ferrov student del Fiore,
uvjeren da samo on zna rijesiti tip 3+ bx = ¢, izazvao je Tartagliu na javno
natjecanje (1535.) na kojem je svaki trebao zadati drugome po 30 zadataka.
Tartaglia je ocekivao taj tip i uspio osmisliti vlastitu, u osnovi ponovno del
Ferrovu metodu, za rjeSenje takvih zadataka. Tako je on rijesio sve del
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Fioreove zadatke, ali del Fiore nije znao rijesiti sve njegove te je izgubio, a
Tartaglia stekao slavu.

Primjer 29 Primjer del Fioreovog zadatka s tog natjecanja s: Nadi broj koji
zbrojen sa svojim kubom daje 6 (dakle, rijesi jednadzbu z° + x = 6).

Za Tartagliainu pobjedu saznao je milanski lije¢nik i matematicar zivopisne
biografije, Girolamo Cardano| (1501.-1576.). Roden u Paviji kao izvan-
bra¢no dijete milanskog pravnika i mlade udovice. Studirao je medicinu i
postao medunarodno poznat lijecnik, cak je 1552. na zahtjev nadbiskupa
Johna Hamiltona iz Edinburgha putovao u Skotsku da ga izlije¢i od astme.
Paralelno sa svojom lije¢nickom praksom bavio se matematikom, ali i kocka-
njem i astrologijom. Osim o matematici, objavio je djela i o astrologiji, fizici,
Sahu, kockanju, utjehi, cudesnim lijekovima, otrovima, zraku, vodi, snovima,
urinu, zubima, kugi, mudrosti, moralu i glazbi. Njegovo djelo o utjesi na-
vodno je izvor za Hamletove komentare o snu i smrti. Stric mu je otrovan,
a i samog Cardana i oca pokusavali su otrovati. Zena mu je umrla 1546.
Imao je dva sina i jednu kéer. Starijem je sinu 1560. odrubljena glava jer
je arsenom u kola¢u otrovao zenu (koju je Cardano opisao kao bezvrijednu i
besramnu, a koja se vlastitom muzu javno rugala da nije otac njihovo troje
djece). Mladi sin je kao i otac bio ovisnik o kocki i okrao je vlastitog oca,
koji ga je istjerao iz Bologne, a navodno da mu je u napadu bijesa i odrezao
uho. Kéer je umrla od sifilisa. Skandali oko Cardana su se tako gomilali te
ga sveuciliste pokusalo izbaciti, no Cardano je tih godina imao jaku zastitu
pape Grgura XIII. Ipak, godine 1570. uhapsen je kao heretik zbog objave
horoskopa Isusa Krista, ali ga inkvizicija nije mucila. Po izlasku iz zatvora
izgubio je posao i dobio zabranu objavljivanja radova. Kraj zivota je proveo
u Rimu, uz malu mirovinu koju mu je osigurao papa. Prema legendi, izra-
dio je horoskop po kojem je trebao umrijeti odredenog dana te se ubio kako
bi odrzao reputaciju toc¢ne izrade horoskopa. Dva najpoznatija Cardanova
djela su Ars Magna (1545.) i Liber de Ludo Aleae (napisano oko 1562., ali
objavljeno tek 1663.).

U doba Tartagliaine pobjede, Cardano se upravo spremao objaviti djelo
Practica arithmeticae. Cardano je pozvao Tartagliau u Milano da ga pokusa
nagovoriti da mu oda svoju metodu rjeSsavanja kubne jednadzbe. Napisao
mu je da ju zeli objaviti u svojoj knjizi, ali Tartaglia je odgovorio da ¢e ju
sam objaviti. Na to je Cardano molio da mu metodu oda ,u povjerenju”,
no i to je Tartaglia isprva odbio. Cardano mu je pak zatim napisao da je o
njemu razgovarao s milanskim guvernerom, te je Tartaglia, zele¢i poboljsati
svoju zaradu, pristao doc¢i u Milano, bilo je to 1539. Cardano ga je ugostio,
ali guvernera nije bilo u gradu. Nakon puno nagovaranja Tartaglia je pristao
odati metodu, uz uvjet da se Cardano zakune da ju nece objaviti prije nego
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ju sam Tartaglia objavi. Ipak, Cardano je zakletvu prekrsio objavom djela
Ars Magna Sest godina kasnije (1545.). Tu je naveo Tartagliau kao autora
metode, a uz nju objavljuje i svoje proSirenje metode te rezultate svog stu-
denta Ferrarija o rjesenju jednadzbe ¢etvrtog stupnja. U Cardanovu obranu
moze se rec¢i da je Tartaglia dugo izbjegavao objaviti svoju metodu, a i da je
njena modifikacija do opceg rjeSenja kubne jednadzbe Cardanov rezultat. Uz
to, Cardano je u meduvremenu saznao da je metodu zapravo ranije otkrio
ve¢ del Ferro. Za Tartagliau ova je objava bila katastrofa, jer je njome izgu-
bio prednost na natjecanjima, koja su mu osiguravala odredenu financijsku
dobit, te je optuzio Cardana za izdaju i izazvao ga na natjecanje. Na to na-
tjecanje (1548.) Cardano je poslao Ferrarija, koji je pobijedio Tartagliau, a
Tartaglia je bio prisiljen otic¢i s natjecanja. Tako je Tartaglia izgubio i prestiz
i dohodak te je zivot zavrsio kako ga je i zapoceo: siromasan.

lako i Cardano jo§ razlikuje razne slucajeve kubnih jednadzbi, zahtije-
vajuéi oblik jednadzbe s pozitivnim koeficijentima i pozitivnim rjesenjem,
njegova (zapravo, del Ferro-Tartaglia-Cardanova metoda) za rjesava-
nje reduciranih kubnih jednadzbi se uz modernu simboliku moze obje-
diniti u jedinstvenu metodu. Ona se moze zapisati i formulom, ali lakse ju je
shvatiti i zapamtiti kao postupak: Neka je dana reducirana kubna jednadzba

22+ bx+c=0.

Prvo uvodimo supstituciju
r=u-+wv,

¢ime dobivamo
3 2 2 3 _
u” + 3u v + 3uv” +v° 4+ b(u +v) + ¢ =0,

tj.
u® 4+ v° + (Buv + b)(u+v) + ¢ = 0.

Da bismo dobili x, ne trebaju nam svi, nego samo neki u i v koji to zadovo-
ljavaju. Stoga dodajemo uvjet

3uv+b=0,
te od jednadzbe preostaje
u? +v° 4+ ¢ = 0.
Uvijet je moguée zapisati i kao 27u3v® = —b3, pa smo dobili sustav

ud 403 = —C,
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b3
3,3
uv = —2—7,
koji se supstitucijom svodi na kvadratnu jednadzbu za u> (odnosno v?). Dis-
kriminanta te kvadratne jednadzbe zove se diskriminantom kubne jednadzbe.
Danas znamo: ako je diskriminanta kubne jednadzbe 0, sva rjesenja su realna
(i jedno je bar dvostruko), ako je pozitivna, samo jedno rjesenje je realno, a
ako je negativna u i v su kompleksni, no kubna jednadzba ima tri razli¢ita
realna rjeSsenja. Napomenimo ovdje i da je Cardano svoje postupke opravdao
geometrijski, ,,svodenjem na potpun kub”.

Primjer 30 U Ars Magna, Cardano je medu ostalim primjerima dao rjesenje
jednadzbe
x> =15z + 4,

za koju je unaprijed znao da ima jedno realno pozitivno rjesenje x = 4. U
modernoj notaciji Cardanov postupak je sljedeci: Kao gore postavljamo sustav

15\°
wWHod=4, udd= <§> = 125.

On se svodi na kvadratnu jednadzbu

u® — 4u® + 125 =0,
t.

(u® —2)* + 121 = 0,
pa je

=24+ v—121.

Ovo je prva pojava kompleksnih brojeva u povijesti! Iako nije smatrao da
kvadratni korijen negativnog broja ima smisla, buduéi da je znao da polazna
jednadzba ima rjesenje x = 4, Cardano je \/—121 prihvatio kao medukorak i
zakljucio da je u® = 2+ /=121, v® = 4 —u® = 2 — /=121 i stoga

x:u—i-vz{’/2—1—\/—1214-{)’/2—\/—121.

Par desetljeca kasnije, R. Bombelli je pokazao da je to stvarno jednako 4.

Recimo i par rijeci o Cardanovom studentu Ferrariju, autoru rjesenja jed-
nadzbi 4. stupnja u radikalima. Lodovico Ferrari (1522.-1565.) je nakon
Sto mu je otac poginuo, zivio kod strica, ¢iji sin je pobjegao od kuce i za-
poslio se kao sluga kod Cardana, no ubrzo je shvatio da mu je kod kuce bilo
bolje te je bez obavijesti napustio Cardana i vratio se kué¢i. Kad je Cardano


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Ferrari/

125

kontaktirao njegova oca, on je Cardanu umjesto sina poslao tad 14-godisnjeg
Lodovica. Lodovico je znao ¢itati i pisati pa ga je Cardano zaposlio kao
tajnika, a ubrzo je uocio i njegov matematicki talent, te ga je poducio i ma-
tematici. Ferrari je brzo napredovao i metodu za kubnu jednadzbu dopunio
do metode za rjesavanje jednadzbe cetvrtog stupnja. Nakon natjecanja s
Tartagliom, Ferrari je trazio bolje placen posao. Obogatio se u sluzbi milan-
skog upravitelja, don Ferranda di Gonzage, ali ga je sklonost uzicima kostala
zdravlja. Otisao je zivjeti sa sestrom, udovicom, u Bolognu, gdje je dobio i
profesuru matematike na sveucilistu, no godinu kasnije je umro. Smatra se
da ga je otrovala sestra, koja je odbila tugovati na pogrebu i dva tjedna nakon
sto je naslijedila njegovo bogatstvo ponovno se udala (no, kad je sve svoje
vlasnistvo prepisala muzu, on ju je odmah ostavio te je umrla u siromastvu).
Opisimo njegov postupak na primjeru.

Primjer 31 Rijesimo
xt + 42’ — 172* — 242 4 36 = 0.
Ferrarijevom metodom:
e Supstitucija x = y — 1 (x je y minus % koeficijenta uz x3) eliminira

kvadratni ¢lan, a ostatak jednadzbe pisemo tako da lijevo ostanu c¢lanovi
2. i 4. stupnja: y* — 23y? = —18y — 40.

232

e Svodimo lijevu stranu na potpun kvadrat: Pribrojimo = ¢ dobijemo
2
(v*—2) = —18y.

e Uvodimo dodatnu nepoznanicu t pribrajanjem t* +2t(y* —23/2) (dakle,
t? + 2t (x* + A), gdje je lijeva strana prethodne jednadzbe (y* + A)?):

o (12— 4t)" =26y — 18y + 2 — 23t + 2,

e Biramo jedan t za koji je diskriminanta desne strane s obzirom na x
jednaka 0, npr. t = 3.

e Onda preostaje (y> —11)° = y2 — 18y + 81 = (y — 9)2.

o y2 — 11 = +(y —9), dakle y1234 = —5;—1;2,4 odnosno x1234 =
—6;-2:1,3.

Malocas spomenuti Rafael Bombelli (1526.-1572.) je bio arhitekt iz
Bologne. Smatrajuci da su sukobi oko rezultata vezanih za rjeSenje algebar-
skih jednadzbi posljedica nedovoljno pazljiva izlaganja sadrzaja, koje je uz
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to ¢esto bilo nepristupacno nematematicarima, Bombelli je odlucio napisati
opdi i lakse razumljiv prikaz tada poznate algebre. U planu je bilo pet dije-
lova (knjiga), no Bombelli je umro kratko nakon $to su 1572. objavljene prve
tri knjige njegove Algebre. Nezavrseni rukopis posljednje dvije knjige naden
je i objavljen 1929.

Bombellijeva Algebra je potpun prikaz tada poznate algebre, ukljucujuéi
pravila aritmetike s pozitivnim i negativnim brojevima, dokaz da je problem
trisekcije kuta ekvivalentan rjesavanju kubne jednadzbe, te prvu detaljnu
diskusiju kompleksnih brojeva. Dakle, Bombelli je prva osoba koja je
prihvatila kompleksne brojeve kao smislene. Medu ostalim, Bombelli je prvi
pokazao da je Cardanovo rjesenje (vidi primjer T = /2+V/-121 +
/2 — /=121 jednako 4. To je pokazao tako §to je prvo uocio da ako taj

izraz uopée ima smisla, onda mora biti v/2 4 /=121 = a & by/—1. Uzmimo
V2+v=121 = a+ bv/—1.
Kubiranjem dobivamo

2 ++/—121 = a(a® — 3b*) + b(3a® — b*)v/—1,

odnosno
2 =a(a® —3b*), 11 =b(3a* —b%).

Bombelli je onda uocio da su ti uvjeti zadovoljeni za a = 21 b = 1. Stoga
je vV24+V—121 = 2+ /-1 =2+ +/-1+2— /-1 = 4. Bombelli je
i opisao pravila racunanja s kompleksnim brojevima. Imaginarne brojeve
je zapisivao kao kvadratne korijene negativnih brojeva te je dao pravila za
njihovo zbrajanje, oduzimanje i mnozenje, npr. ,plus od minusa puta plus
od minusa je minus” (+v/—n - +v/—n = —n).

Bombelli je takoder dokazao da ireducibilni slu¢aj kubne jednadzbe (kad
je njena diskriminanta negativna) ima tri realna rjesenja. Kod Bombellija se
moze naci i geometrijska definicija realnih brojeva: Ako se odabere jedini¢na
duljina, onda se brojevi mogu predstaviti kao duljine.

Vrijedi spomenuti i da je Bombelli koristio vlastitu sustavnu lalgebarsku
notaciju: Za zbrajanje i oduzimanje kao i mnogi suvremenici koristi p. i
m. Jednakost je izrazavao s eguale ¢ (tal. jednako je). I korjenovanje je
oznacavao tada popularnom oznakom R (s prekrizenom 'nogicom’; ako se
istice 2. ili 3. korijen, onda Rq odnosno Rc). Kao nase zagrade koristio je |
i |. Monome je zapisivao poput razlomaka, iznad - je eksponent monoma,

a ispod je koeficijent. Primjerice, nas 4 + /24 — 2022 bi kod Bombellija
0 2

izgledao ovako: 4p.R.| - m. - |
2 20


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Diagrams/Bombelli.gif
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Diagrams/Bombelli.gif
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U doba ovog zanimljivog algebarskog razvoja, doslo je i do intenzivnog
razvoja primjene matematike u fizici i astronomiji. Dok se u 15. st. astrono-
mija jos temeljila na Ptolemejevom Almagestu, Kopernik je u svom djelu De
Revolutionibus Orbium Coelestium predlozio heliocentricki model Sunceva
sustava. No, buduc¢i da je jos u antickoj tradiciji pretpostavio kruzne puta-
nje planeta, njegov model se nije tako dobro kao Ptolemejev slagao s poda-
cima dobivenim mjerenjem, te je ideja isprva naisla na otpor. Prvi koji je
argumentirao mogucnost kretanja planeta oko Sunca bio je Galileo Galilei
(1564.-1642.). No, za matematiku je Galileo vazniji po tri druga doprinosa.
Prvo, kod njega prvi puta eksplicitno susre¢emo beskonac¢ne skupove i
njihova svojstva. Galileo je naime kroz korespondenciju (mi bismo rekli bi-
jekciju)

1 23 4 5...

1 4 9 16 25

uocio da prirodnih brojeva ima jednako mnogo kao njihovih kvadrata (iako
naizgled tih kvadrata ima manje), te ga tako mozemo smatrati prethodni-
kom teorije skupova. Nadalje, u otprilike isto doba kad je Cardano napisao
svoju Liber de Ludo Aleae, Galileo je takoder pokusavao racionalno objasniti
neka vjerojatnosna pitanja. Mozemo dakle re¢i da temelji moderne teorije
vjerojatnosti sezu u sredinu 16. st., kad su Cardano i Galileo bili prvi
koji su pitanjima sluc¢ajnosti pristupili racionalno (u starijim vremenima se
rezultat slucajnog pokusa, primjerice bacanja kocke, isklju¢ivo smatrao re-
zultatom djelovanja neke izvanzemaljske sile: Boga, bozanstva, duhova, .. .).
Namjena Cardanove knjizice bila je da pomogne profesionalnim kockarima.
lako i Cardano jos uvijek sre¢u u igri shvaca kao uplitanje ,,princeva autori-
teta”, pokusao je racionalno opisati Sanse za dobitak. Tako primjerice kaze
da uloge treba stavljati u onom omjeru u kojem su brojevi povoljnih i ne-
povoljnih slucajeva, iskazano u terminima onog Sto danas zovemo koefici-
jentom za kladenje. lako knjizica sadrzi i mnoge greske, Cardano je prvi
opisao zasto pri bacanju dvije kocke nisu svi zbrojevi jednako vjerojatni. S
druge strane, Galileo je prvi objasnio zasto pri bacanju triju kockica nisu
svi zbrojevi jednako vjerojatni. lako stoga utemeljenje teorije vjerojatnosti
kronoloski mozemo pripisati Galileu i Cardanu, ono se ipak pripisuje tek
de Fermatu i Pascalu, jer navedeni Cardanovi i Galileovi rezultati nisu bili
objavljeni sve do 1662. odnosno 1714. Treéi vazan Galileov doprinos mate-
matici je Sto je postavio temelje rac¢una pogreske. Naime, Galileo je bio
svijestan da svako mjerenje nosi gresku, odnosno da nijedan rezultat mjerenja
nije savrseno tocan. U svom znamenitom djelu Dialogo opra i due Massimi
Sistemi del Mondo Tolemaico e Copernicano (1632.) stoga tvrdi da ¢emo
dobiti pouzdanije podatke ako provedemo Sto vise mjerenja, a da pritom


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Galileo/
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vrijedi:

e Samo je jedna tocna vrijednost fizikalne veli¢ine (npr. udaljenost sredista
Zemlje do neke zvijezde).

e Mjerenja nose gresku uslijed nesavrSenosti promatraca i mjernog ins-
trumenta.

e Greske se rasporeduju simetri¢no s obzirom na 0 (jednako je vjerojatno
izmjeriti rezultat koji za € nadmasuje tocnu vrijednost koliko i rezultat
koji je za € manji od nje).

e Manje greske su vjerojatnije od velikih.

Modernim nac¢inom receno, Galileo je pretpostavio da je funkcija ovisnosti
vjerojatnosti greske o njenom iznosu € parna pozitivna funkcija koja je pa-
dajuéa za pozitivne (i naravno rastuca za negativne) greske e. Ipak, Galileo
jos nije dao prijedlog kako iz rezultata mjerenja (podataka) dobiti procjenu
stvarne vrijednosti.

Medu trima znamenitim renesansnim astronomima, najvise matematickih
doprinosa ostavio nam je Nijemac Johannes Kepler (1571.-1630.). Zna-
menit je Keplerov prvi model Suncevog sustava (objavljen u Mysterium co-
smographicum, 1596.) kojim je razmake medu susjednim planetima Sunceva
sustava (tad ih je bilo poznato Sest) pokusao objasniti koriste¢i Platonova
tijela. Godine 1599. Kepler je postao asistent danskog astronoma Tycho
Brahea (1546.-1601.), koji je tad bio ,carski matematicar” u Pragu (tada
glavnom gradu Svetog rimskog carstva). Brahe je bio poznat po tome §to je
raspolagao za to doba najto¢nijim mjernim podacima o kretanjima nebeskih
tijela, a njegove podatke je nakon Braheove smrti naslijedio Kepler. Ko-
risteéi Braheove podatke, Kepler je (1609. odnosno 1619.) formulirao svoja
tri znamenita zakona gibanja planeta:

1. Planeti se oko Sunca kre¢u po elipsama, u ¢ijem jednom zaristu je
Sunce.

2. Radij-vektori planeta (spojnice planeta sa Suncem) u jednakim vre-
menskim razmacima prelaze jednake povrsine.

3. Kvadrat godine (vremena obilaska) planeta je razmjeran kubu velike
osi pripadne orbite.

Kepler se bavio i poliedrima. Prvi im je pristupio sustavno i ponovno je
otkrio Arhimedova tijela. Otkrio je novu klasu poliedara (antiprizme) i neke
nove poliedre (rompski dodekaedar i rompski triakontaedar). Kepler je prvi


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Kepler.html
https://www.independent.co.uk/news/science/rhodri-marsdens-interesting-objects-keplers-model-of-the-universe-9279045.html
http://www.georgehart.com/virtual-polyhedra/kepler.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Rhombic_dodecahedron
https://en.wikipedia.org/wiki/Rhombic_triacontahedron

Slika 8.2: Keplerova hipoteza o najguséem pakiranju kugli.

matematicar koji se bavio i zvjezdastim poliedrima. Vazan je i u povijesti
matematicke kristalografije. Naime, 1611. je postavio Keplerovu hipotezu
da se jednake kugle najguscée slazu ako se slazu na jedan od dva nacina danas
poznata pod nazivima kubiéno i heksagonsko gusto pakiranje (slika , sto
je potpuno dokazano tek nedavno (kona¢ni dokaz je prihvacen tek 2017.).
Naposlijetku, treba reéi i da je Kepler jedan od vaznih prethodnika otkrica
infinitezimalnog racuna. Dobro je iz opée kulture poznato da je renesansa po-
novno otkrila antiku, a to vrijedi i za metodu ekshaustije. Kepler je u svom
djelu Nova stereometria doliorum vinariourum (1615.) opisao odredivanje
volumena preko 90 rotacijskih tijela. Njegov racun je manje precizan od
infinitezimalno tanke valjkaste slojeve. Posebno je poznat i jedan problem
optimizacije kojeg je opisao Kepler, punukan problemom s kojim se susreo
pri kupnji bac¢ve vina za svoju drugu svadbu. Naime, trgovac je cijenu bacve
doduse korektno uzimao razmjernu volumenu, no kao mjeru volumena uzi-
mao je duljinu mokrog dijela Stapa ako bi bacvu polegao na pod i kroz otvor
na sredini na gornjem dijelu u bac¢vu ugurao Stap sve dok na nasuprotnoj
strani (dnu) ne dotakne rub poklopca (osnovice), vidi sliku [8.3] Kepler je
primijetio da je to loSa mjera volumena jer duljina mokrog dijela Stapa moze
biti ista kod niske bacve velikog promjera i kod uske ba¢ve malog promjera,
a u prvoj Ce ocito biti vise vina nego u drugoj. Keplerov problem bacve
glasi: Ako ba¢vu vina aproksimativno smatramo valjkom, za koji odnos pro-
mjera i visine (duljine) baéve ¢e ,,mjerenje volumena” stapom poznate fiksne
duljine rezultirati maksimalnim volumenom? Kepler je rjeSenje h : r = /2
dobio usporedivanjem razlic¢itih vrijednosti V', no pritom je uocio da vrijedi:
Ako su mjere bacve bliske ,,optimumu”, male promjene mjera bacve rezulti-
raju u puno manjim promjenama volumena nego kod mjera koje su dalje od
optimalnih. Drugim rije¢ima, Kepler je uocio da se ekstremi (derivabilnih)
funkcija pojavljuju u stacionarnim tockama.

Suvremenik Galilea i Keplera bio je i flamanski matematicar i fizicar Si-
mon Stevin (1548.-1620.). Stevin je objavio nekoliko znacajnih fizikalnih


https://www.maa.org/press/periodicals/convergence/kepler-the-volume-of-a-wine-barrel-the-wine-barrel-incident
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Stevin/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Stevin/
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Slika 8.3: Keplerov problem bacve.

djela. Osobito je vazno njegovo djelo De Beghinselen der Weegconst iz 1586.
u kojem se bavi paralelogramom sila, sto mozemo smatrati pocetkom vek-
torskog racuna, zatim pitanjima ravnoteze i tlakom. Stevin tim i jo§ nekim
djelima ostvario je prvi napredak na podrucju statike i hidrostatike nakon
Arhimeda. Za matematiku je osobito znacajna njegova knjizica
(,Desetina”) iz 1585., u kojoj daje prvo europsko izlaganje teorije decimalnih
razlomaka (ve¢ smo rekli da ih je ranije u arapskom svijetu opisao Al-Kasi)
i decimalnog mjernog sustava. Na§ 27,847 kod Stevina izgleda ovako: 27 (0)
8D 4@ 7 (@. No, trebat ¢e jos ca. 200 godina dok decimalni brojevi budu
u Siroj uporabi.

U isto ovo doba, tijekom 16. st., pojavljuju se i jos neki danas koristeni
matematicki simboli. Danasnji znak za kvadratni korijen je vjerojatno po-
krata od rukom pisanog slova r, a prvi put se pojavio 1525. u prvoj njemackoj
knjizi o algebri poljskog Nijemca Christoffa Rudolffa (1499.-
1545.). Naziv knjige, rije¢ die Coss, prilagodena je njemacka varijanta tali-
janske rijeci cosa, koja pak odgovara latinskom res, $to je tad jos uvijek bila
uobicajena ’oznaka’ nepoznanice. Rudolffova knjiga je bila vrlo popularna te
su se po njoj njemacki renesansni algebraicari nazivali kosistima.

Razvoju matematicke simbolike bitno je doprinijeo znameniti francuski
matematicar Frangois Viete (poznat i pod latiniziranom verzijom svog pre-
zimena Vieta, 1540.-1603.). On je bio prvi utjecajni matematicar koji je



https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/a/ae/Stevin-Thiende-page13.jpg/598px-Stevin-Thiende-page13.jpg
https://www.maa.org/press/periodicals/convergence/mathematical-treasures-rudolffs-arithmetic-and-algebra
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Rudolff/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Viete/
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predlozio koristenje slova za oznacavanje konstanti (koeﬁcijenata)E] i nepoz-
nanica u algebarskim izrazima (koristio je suglasnike za konstante, a sa-
moglasnike za nepoznanice). Za zbrajanje i oduzimanje je koristio tad veé
uobicajene simbole + i —, mnozenje je oznacavao rijéju in, dijeljenje raz-
lomackom crtom, a jednakostlatinskom rije¢ju aequibitur. Tu svoju sustavnu
notaciju predstavio je u djelu In artem analyticem isagoge (1591.). To je
djelo postalo vrlo rasireno i utjecajno te nakon Vietea algebra postaje disci-
plina koja se bavi algebarskim jednadzbama oslonjena na simbolicke oznake.
On je takoder prvi koji je dao primjere jednadzbi koje imaju onoliko rjesenja
koliki im je stupanj, te je time nagovijestio osnovni teorem algebre. Viete je u
navedenom djelu opisao neke veé prije poznate, kao i neke svoje nove metode
za rjeSavanje jednadzbi do stupnja 4 te iskazao vezu izmedu koeficijenata i
rjesenja jednadzbe (Vieteove formule):

P’ 4ar+b=0:2109 =011 + 12 = —a.

P4 ar’+br4c=0: 110973 = —C, T1To+T1T3+ToTs = b, 11 +To+ T3 = —a.

No, cak i Viéte je jos uvijek zahtijevao princip homogenosti u jednadzbama.
Viete je po struci bio pravnik i zastupnik u parlamentu, a matematikom
se bavio u slobodno vrijeme. U njegovo doba Spanjolski agenti komunicirali
su koristedi sifre s oko 500 znakova. Spanjolski kralj Filip II., poznati borac
protiv reformacije, zagovornik inkvizicije i pokreta¢ armade protiv Engleske,
je 1590. postavio zahtjev za francuskim prijestoljem na osnovi rodbinskih
veza. Francuski kralj Henrik IV., protestant, odbio je te zahtjeve te je doslo
do rata. Francuzi su presreli jednu Spanjolsku poruku te ju je kralj dao
Vieteu da ju desifrira. Viete je 15. ozujka 1590. kralju predao desifriranu
poruku, a poslije je desifrirao i jos neke druge poruke. Spanjolci su da im je
Sifra 'razbijena’ shvatili tek jedno dvije godine kasnije. Filip II. je tad tuzio
Francusku papi da se koristi crnom magijom, trazilo se da se Vieteu sudi kao
¢arobnjaku i nekromantu u paktu s vragom. No, tadasnji papa (vj. Klement
VIII.) u to nije povjerovao, a ¢ini se da ga je cijela situacija zabavljala. Ipak,
pokrenuta je istraga koja do danas nikad nije sluzbeno zakljucena.

Uz Vietea je vezana joS jedna matematicko-politicka anegdota. Godine
1593. flamanski matematicar Adrian van Roomen postavio je s
jednadzbom stupnja 45. Tadasnji nizozemski ambasador u Francuskoj je
kralju Henriku IV. komentirao je da su francuski matematicari preslabi da
ijedan od njih rijesi Roomenov problem, ali je kralj taj zadatak dao Vieteu,

2Sam izraz ,koeficijent” je uveo upravo Viete.


http://fermatslasttheorem.blogspot.com/2007/02/van-roomens-problem-solution-explained.html
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koji ga je brzo rijesio uocivsi da je u pozadini jednadzbe
¥ — 452" + 9452 — 12300230 + 111150237 — 74045923 +
37645652 — 1494504023 4+ 469557800227 — 1176791002%7 +

23603065222 — 37865880022 + 48384180022 — 488484125217 +
38494237527 — 232676280z'° + 1053060752 — 345120742 + 7811375z° —

7 /5 15 45
113850027 + 95634a° — 37952° + 450 = A| - — 4/ — — 4/ — — 4/ —.
x4+ X x” + 4ox 1 16 3 6

trigonometrijska relacija, koja je izvediva iz
. o
uz r = 2sin &

7[5 |15 [45 o
1 Ve s Ve =i
45 °

Zanimljivu algebrasku notaciju imao je i jedan od dva velika engleska
renesansna matematicara, Thomas Harriot (1560.-1621.), matematicar,
istraziva¢ i astronom. On je za danasnje a, a?, a®, ...pisao a, aa, aaa,

Uveo je moderne znakove nejednakosti < i >: Signum majoritatis ut
a > b significet a majorem quam b, Signum minoritatis ut a < b significet a
minorem quam b.

Suvremeni znak jednakosti takoder je engleskog porijekla. U Englesku
je znakove + i — u upotrebu uveo velski lijecnik i matematicar Robert
Recorde (1510.-1558.), a on je prva osoba koja je (1557.) koristila znak
=. Recorde je bio na raznim funkcijama u doba kralja Edwarda VI. Umro
je u zatvoru u koji je dospio zbog duga vezanog za politicka nadmetanja, a
vjerojatno i tezih zlo¢ina. Znak = se nije ponovno pojavio u tisku do 1618.,
a uporaba tog znaka se prosirila tek tijekom 17. stoljeca (tijekm 16. 1 17. st.
mnogi su autori za jednakost koristili ||, a neki [, |, ae, oe, ...) [3].

Vidimo dakle da su se od modernih simbola tijekom renesanse pojavili
simboli +, —, /., <, > 1 =. No, tijekom renesanse mnozenje se cesto
oznacavalo s M (ili jednostavno nadopisivanjem), a dijeljenje s D (ili raz-
lomackom crtom), a znakovi X i - te : i + pojavili su se tek u 17. st.

Jedna od popularnijih renesansnih notacija za dijeljenje potjece od Mic-
haela Stifela, koji za suvremeno 24 : 8 pisao 8)24 (a mnozenje oznacavao
nadopisivanjem). Stifel je za nas A pise 14, nas A% pise 1AA, nas A® pise
1AAA, .... Michael Stifel (1487.-1567.) je bio njemacki redovnik, jedan
od ranih Lutherovih sljedbenika. Neko vrijeme je cak zivio kod Luthera, koji
mu je nasao mjesto pastora. To je mjesto Stifel izgubio nakon krivog predska-
zivanja kraja svijeta za 18. listopada 1533., nakon kojeg je ¢ak morao bjezati



http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/PictDisplay/Harriot.html
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Recorde/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Recorde/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Stifel/
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iz gradica jer su u iS¢ekivanju kraja svijeta mjeStani rasprodali svoje imanje
te je po nastavku postojanja svijeta Stifel bio u opasnosti za zivot. U kasni-
jem razdoblju je stjecajem okolnosti vise puta morao mijenjati mjesto sluzbe,
a u to doba se poceo i ozbiljnije baviti matematikom. Kod Stifela susre¢emo
spominjanje iracionalnosti kao brojeva, iako mu se razmatranje temelji na
EEX. Stifel kaze da iracionalni broj ne moze biti racionalan, ali moze biti
izmedu dva racionalna, te time nagovjesc¢uje svojstvo gustoce skupa racional-
nih brojeva u skupu realnih brojeva. Prihvac¢ao je samo pozitivne brojeve, a
negativne smatrao besmislenim, fiktivnim (ali ih ipak proglasava manjima od
nule, te kaze da se dobiju oduzimanjem brojeva od nule i da je nula izmedu
pozitivnih i negativnih brojeva). Tako je Stifel jedan od prvih matematicara
koji pocinju razvoj prema preciziranju pojma skupa realnih brojeva. Naj-
znacajnije Stifelovo djelo je Arithmetica integra (1544.). U tom se djelu po
prvi put u Europi pojavljuje i Pascalov trokut, a koriste se i znakovi 4+, —,
\/> 1o posebno je znacajno jer je postalo temelj otkri¢a logaritama.

Da bismo opisali kako je do tog otkri¢a doslo, moramo se vratiti stoti-
njak godina unatrag. Dobro je poznato da su tijekom rane i visoke renesanse
Europljani razvili moreplovstvo i oplovili ¢itav svijet. Tadasnja navigacija
ovisila je o koristenju astronomskih instrumenata i izracuna pozicija i smje-
rova koriste¢i trigonometriju, tj. trigonometrijske tablice i formule. Pritom
je nerijetko trebalo mmnoziti i dijeliti viSeznamenkaste brojeve, sto je takoder
bio tezak zadatak za moreplovce zbog nedostatka ikakvih kalkulatora boljih
od abakusa. Stoga se pocela traziti metoda kojom bi se mnozenje i dijeljenje
brojeva svelo na zbrajanje i oduzimanje, po principu: Ako zelim izracunati
x -y, odnosno z : y, onda zelimo neku tablicu u kojoj bi se za x oc¢itao neki
broj X, a za y neki broj Y, pa se izracuna X + Y, odnosno X — Y, pa se taj
zbroj odnosno razlika nade u istoj tablici i iz nje onda ocita trazeni rezultat.

Prva takva metoda u Siroj upotrebi bila je poznata pod nazivom prost-
haphaeresis. Ona je izvedena iz ideje njemackog matematicara i astronoma
Paula Witticha (ca. 1546.-1586.), koji je oko 1580. vise mjeseci boravio
u u Uraniborgu, opservatoriju danskog astronoma Tycho Brahea na otoku
Hvenu (danas pripada Svedskoj). Wittichova ideja je bila da se koriste poz-
nate formule tipa

cos(a — ) — cos(a + f3)
2

sina - sin § =
u svrhu svodenja mnozenja na zbrajanje i oduzimanje.

Primjer 32 Recimo da Zelimo izracunati

0,99027 - 0,17365
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koristeéi metodu prosthaphaeresis. Prvo iz trigonometrijskih tablica (recimo
nekih s toénoséu na pet decimala) nademo da je 0,99027 = sin 82° 10,17365 =
sin 10°. Sad izracunamo: o — = T72°, o+ 5 = 92°. Opet iz tablica oc¢itamo
cos 72° = 0,309017, cos 92° = —0,034899. Oduzmemo i podijelimo s 2:

0,309017 — (—0,034899)

0,99027 - 0,17365 = >

= 0,17463.

No, lako je uociti da metoda prosthaphaeresis nije bas prikladna ni za
pojednostavljivanje dijeljenja ni potenciranja, te su matematicari nastavili
traziti bolju metodu za svodenje mnozenja i dijeljenja na zbrajanje i oduzi-
manje. Zaceci te metode, tj. otkri¢a logaritama, mogu se naéi jos u 14. st.,
kad je d’Oresme poznavao pravilo a™a"™ = a™*™ za pozitivne racionalne eks-
ponente m i n. To je u 15. st. Chuquet prosirio na slucajeve kad su kao eks-
ponenti dozvoljeni i 0 i negativni (cijeli) brojevi. Michael Stifel je pak uocio
i u Arithmetica integra istaknuo: Zbrajanje u aritmetickom nizu odgovara
mnozZenju u geometriyskom nizu, a isto tako oduzimange u prvom odgovara
dijeljenju u drugom. Stifel tu razmatra aritmeticki niz prirodnih brojeva te
geometrijski s kvocijentom 2E|

0123 4
1 2 4 8 16

Tu je primijetio da se primjerice 8-16 moze racunati tako da zbrojimo 3+4 =7
i u drugom redu oc¢itamo rezultat. No, ako bismo tako htjeli pomnoziti pri-
mjerice 7 s 20, zbog velikih razmaka u drugom redu (tj. brzog rasta geome-
trijskog niza s kvocijentom 2), tesko bi bilo procijeniti koje brojeve bi trebalo
uzeti u prvom redu (tesko bi bilo procijeniti ono sto danas zovemo log, 7 i
log, 20). Uocimo ipak da je ovdje jasna temeljna ideja: Za x i y koje zelimo
pomnoziti ili podijeliti (,,brojevi geometrijskog niza” s kvocijentom ¢) zelimo
naéi odgovarajuce eksponente (,,brojevi aritmetickog niza”’, tj. ono sto danas
zovemo logaritmima od z i y po bazi ¢), koje onda zbrojimo odnosno oduz-
memo pa nademo taj rezultat u aritmetickom nizu i konacni rezultat ocitamo
iz geometrijskog niza. Ukratko, htjelo se posti¢i ono sto danas zapisujemo
formulama

x
log,(7vy) = log, z +log,y, log, " = log, = — log, y.

Da bi se smanjili razmaci i time procjene meduvrijednosti ucinile pouzda-
nijima, o¢ito nam treba kvocijent geometrijskog niza blizi 1. To je shvatio

3Mi bismo danas rekli: U prvom redu su logaritmi po bazi 2 brojeva u drugom redu
tablice.
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i iskoristio John Napier, Laird of Merchiston (1550.-1617.). Napier bio
je Skotski plemic i fanaticni protestant te je napisao tekst kojim je htio po-
kazati da je papa Antikrist, a zbog sklonosti nosenja dugih halja i no¢nih
Setnji po dvorcu smatrali su ga nekromantom. Matematikom se bavio samo
iz hobija. Osim po otkri¢u logaritama, koje ¢emo sad ukratko opisati, poz-
nat je i po tome Sto je raniju Fibonaccijevu resetkastu metodu za mnozenje
ucinio prakti¢nijom (Napierove kosti), a uveo je i decimalnu tocku (znajuci
za Stevinove decimalne razlomke).

Napier je 20 godina zivota potroSio na konstrukciju prve tablice logari-
tama u povijesti. Objavio ju je 1614., a (posthumno) 1619. je pod nazivom
Mirifici Logarithmorum Canonis Constructio objavljena i pripadna teorija.
Kao sto vidimo, on je odmah logaritme nazvao logaritmima. Izraz logaritam
izveo je iz grckih rijeci logos i arithmos. Ovaj kolegij je preskromnog op-
sega da detaljno opiSemo njegovu konstrukciju, pa ¢emo samo opisati njezine
glavne ideje. Tu jo$ jednom moramo istaknuti sto je bio cilj konstrukcije
tablice logaritama: olakSati mnozenje i dijeljenje brojeva koje nalazimo u
trigonometrijskim tablicama (sinusa, kosinusa, ...). U Napierovo doba se
sinus jos uvijek gledao kao duljina polutetive u krugovima razlic¢itih polu-
mjera, a ono Sto bismo mi zvali to¢noséu na vise decimala se, uz naravno
razne tehnike izracuna tablica, postizalo uzimanjem kruga veéeg polumjera.
Najtocnije tadasnje tablice su uzimale polumjer 107, dakle je u njima, pri-
mjerice, sin 30° iznosio 5.000.000, a sin 90° je bio 10.000.000 = 107. Trazila
se dakle metoda kojom ¢emo za sinuse koje Zzelimo mnoziti odnosno dijeliti
dobiti tablicu njihovih logaritama koje onda mozemo zbrojiti odnosno odu-
zeti. Napier je iz Stifelove ideje i ideje uzimanja kvocijenta geometrijskog
niza bliskog 1 (uzet ¢e ¢ = 1 — 1077 = 0,9999999) uz nekoliko medukoraka
izracunao tablicu koja je sadrzavala 1380 brojeva u rasponu 4.998.609,4034 i
10.000.000 (dakle, 1380 sinusa kutova u rasponu od 29,99° do 90°). No, (ne
jedini) problem je s tom tablicom bio taj da se nije radilo o jednom geome-
trijskom nizu s jedinstvenim kvocijentom, ve¢ o umnosku dva geometrijska
niza. Tu je Napier pokazao svoju genijalnost i ,,okrenuo stvar”: Umjesto da
trazi cjelobrojne logaritme (eksponente u geometrijskom nizu) za decimalne
sinuse, Napier je odluc¢io uzeti cjelobrojne sinuse i traziti odgovarajuce eks-
ponente (logaritme).

U tu svrhu osmislio je sljedece objasnjenje sto bi to bio logaritam: Dvije
Gestice a i g gibaju se pravocrtno i kreéu u istom trenutku. Cestica a se
giba jednoliko, konstatnom brzinom 107, a ¢estica g ima poéetnu brzinu 107
i u svakom trenutku ¢ joj je brzina v; razmjerna trenutnoj udaljenosti z; do
cilja S (slika . Napier definira: Udaljenost y; koju je do trenutka t presla
Cestica a je logaritam od ,sinusa” x; (mi ¢emo pisati y = NapLogx).

Ocigledno je ovako dobro definirana veza izmedu y i . Kako bismo danas


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Napier/
https://nrich.maths.org/1132
https://hal.inria.fr/inria-00543934/document
http://www.maa.org/publications/periodicals/convergence/logarithms-the-early-history-of-a-familiar-function-john-napier-introduces-logarithms
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Yt |

Ty

T TS| = 107 S

9

Slika 8.4: Napierova definicija logaritma: 1, je logaritam od z;.

opisali ovisnost y o z, tj. funkciju koju smo oznacili s NapLog? Prvo primije-
timo da je o¢ito NapLogl0” = 0 (u po¢etnom trenutku a je na poziciji 0, a g
jo$ mora prije¢i udaljenost 107), odnosno umjesto danas uobicajene nultocke
1, Napierov logaritam ima nultocku 107, dakle on o¢ito nije logaritam u suvre-
menom smislu. Takoder je ocigledno Napierov logaritam padajuca funkcija
(sto je g dalje od cilja, a je bliza polazistu). Napier jo$ nije na raspolaganju
imao diferencijalni ra¢un (ni funkcije exp i In), ali mi ih mozemo iskoristiti
za otkrivanje formule Napierovog logaritma. Neka je v; brzina cCestice g u
trenutku ¢, kad jos treba prijeé¢i put x;, dakle kad je presla put 107 — x;. Po
definiciji brzine je v = d(%?t*x) = —2. S druge strane, po Napierovoj pretpos-
tavci o gibanju ¢estice g znamo da je v, = kx, za svaki t, o = 107 i vy = 107.
Dakle, imamo diferencijalnu jednadzbu —z = kx, koju lako rijesimo sepa-
racijom varijabli i dobijemo njeno opée rjesenje x; = Cexp(—kt). Zbog
pocetnog uvijeta zo = 107 dobijemo C' = 107, dakle z; = 107 exp(—kt). De-
riviramo li to po ¢, dobit ¢emo v; = —107k exp(—kt). Zbog pocetnog uvjeta
vp = 107 sad slijedi & = 1. Vidimo dakle da je x; = 107 exp(—t). S druge je
strane, zbog jednolikog gibanja ¢estice a, § = 107 za svaki ¢ i yy = 0, odnosno
y; = 107t. Napierovo logaritam od z; je y;, dakle NapLog(107e™") = 107¢. Iz
x = 107 exp(—t) vidimo da je t = In 1%7, dakle zaklju¢ujemo

7
NapLogz = 10" In %

Kako je Napier, nemajué¢i na raspolaganju ovaj rezultat, postupio? Prvo
je dokazao da (za jednake vremenske razmake, tj. zat = 0, 1, 2, ...) pozicije
y¢ (Napierovi logaritmi pozicija x;) ¢ine aritmeticki niz s pocetnim ¢lanom 0 i
diferencijom 107, a udaljenosti x; ¢ine geometrijski niz s pocetnim ¢lanom 107
i kvocijentom 0,9999999. Zatim je izveo odredena svojstva svog logaritma te
je, medu ostalim koristeci linearnu interpolaciju, izracunao tablicu logaritama
sinusa (z-eva) u rasponu od 5.000.000 do 10.000.000. Za z-eve u rasponu od
0 do 5.000.000 je zatim iskoristio svojstvo

7

10
NapLogzx = NapLog(2z) + NapLogT.
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Napier je to svojstvo, kao i svojstva

NapLog (107ab) = NapLog (10°a) + NapLog (107b),

NapLog (107%) = NapLog (107a) — NapLog (107b)

te
NapLog (107
NapLog (10”v/a) = ap og (10%)

izveo iz ve¢ spomenute, tj. ranije dokazane, ¢injenice da je y,, = NapLogx, =
107n (aritmeticki niz) i z,, = 107-(1—107")" (geometrijski niz), no mi te cetiri
formule za Napierove logaritme mozemo lakse dokazati iz izvedene formule
Napierovog logaritma (zadatak za citateljal).

Za Napierovu konstrukciju tablice logaritama saznao je Henry Briggs
(1561.-1631.), profesor geometrije u Oxfordu. Briggs je 1615. otputovao u
Edinburgh da se susretne s Napierom, te se tom prilikom Napier slozio s
Briggsovim prijedlogom da bi puno zgodniji bili logaritmi kojima je nultocka
1, jer time dobivamo uobi¢ajena svojstva logaritama s obzirom na - i:. Uz to
su se slozili i da bi bilo zgodno da 10 puta veéi broj ima za 1 veci logaritam.
Drugim rije¢ima, suglasili su se da bi ono sto danas zovemo dekadskim loga-
ritmom i oznacavamo s log bio prikladniji logaritam od izvornog Napierovog
logaritma. Briggs je nakon Napierove smrti nastavio rad na logaritmima i
1624. objavio svoju tablicu Arithmetica Logarithmica dekadskih logaritama,
koji su zbog toga ponekad poznati i kao Briggsovi logaritmi. Tablice dekad-
skih logaritama su sve do prije nekih 30 godina bile vazno racunsko pomagalo,
pa ¢emo kratko opisati kako se koriste. Uporaba logaritamskih tablica temelji
se na pojmovima mantisa i karakteristika, a koje je uveo Briggs. Naime, svaki
decimalni broj mozemo zapisati notaciju koju danas nazivamo znanstvenom
notacijom: = = m - 10%, gdje je 1 < m < 10 i k cijeli broj. Buduéi da je
log(m-10%) = k+1logm, dovoljno je znati samo logaritme mantisa. Tako npr.
iz tablice dekadskih logaritama mozemo ocitati log 1,73 = 0,23805, a onda je
je log 0,173 = 0,23805 — 1 = —0,76195 i log 173 = 2 4 0,23805 = 2,23805.

Zakraj ovog pregleda renesansnih (i ranih postrenesansnih) matematickih
rezultata spomenimo da je neovisno o Napieru i u isto doba kao on svoju
tablicu logaritama konstruirao i Joost Biurgi (1552.-1632.), najpoznatiji
Svicarski urar svog doba. Biirgi je od 1604. radio i na carskom dvoru u
Pragu, gdje je tada carski matematicar bio Keplera. Vjerojatno je da ga
je upravo Kepler nagovorio da objavi svoju konstrukciju logaritama, koja je
pak vjerojatno, kao i Napierova, bila inspirirana Stifelovim razmatranjima.
Svoj je rad Biirgi objavio 1620. pod nazivom |Progress Tabulen. Za razliku
od Napiera, on je kao kvocijent geometrijskog niza uzeo 1,0001. Za broj



https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Briggs/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Burgi/
https://hal.inria.fr/inria-00543936/document
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N = 10% - 1,0001%, Biirgi je broj 10L nazvao ,crvenim brojem crnog broja”

. . . . 10 T
N. Suvremene oznake povlace da je Biirgijev logaritam zapravo — DO0T In ;%5



Poglavlje 9

Razvoj matematike u
17. stoljecu

U prethodnom smo poglavlju veé¢ zasli u 17. stoljece, u kojem se matematika
intenzivno dalje nastavila razvijati. U ovom ¢e stolje¢u biti utemeljene ana-
liticka geometrija, teorija vjerojatnosti i infinitezimalni racun, a zanimljivi
novi rezultati bit ¢e ostvareni i na podrucju teorije brojeva i algebre kao i
primijenjene matematike. Najznacajniji matematicari ovog stoljeca bili su
Descartes, de Fermat, Pascal, Newton i Leibniz.

Kao sto smo vidjeli, oko 1620. kao prvo ozbiljnije racunsko pomagalo
osmisljene su logaritamske tablice. Ubrzo zatim (1623.) je engleski mate-
maticar Edmund Gunter (1581.-1626.) razvio pomagalo za mnozenje te-
meljeno na svojstvima logaritama (Gunterov stap), prethodnik logaritmara.
Prvi logaritmar konstruirao je engleski matematicar i anglikanski svecenik
William Oughtred (1574.-1660.), prvo 1630. kruzni, a onda 1632. kom-
binacijom dva Gunterova stapa pravi. Logaritmari ¢e sve do 70ih godina
20. stoljeca ostati glavno racunsko pomagalo u znanosti i tehnici. Uz ot-
kri¢e logaritmara, Oughtred je poznat i po tome sto je u svom djelu Clavis
mathematicae (1631.) uveo simbol x za mnozenje [3].

U isto doba, nakon vise stolje¢a , mrtvila”, dolazi i do ozivljavanja interesa
europskih matematicara za teoriju brojeva. Za to je posebno zasluzan fran-
cuski matematicar Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1587.-1638.).
Poznat je po svojim doprinosima podrucju zabavne matematike; otkrio je
jednu metodu konstrukcije magicnih kvadrata neparnog reda. Napisao je
djelo o diofantskim jednadzbama, koje je rjesavao pomocu veriznih razlo-
maka. No, ozivljavanju interesa za teoriju brojeva najvise je doprinijeo time
Sto je izdao novo izdanje latinskog prijevoda Diofantove Aritmetike s komen-
tarima (1621.). Jednu kopiju tog izdanja posjedovao je nesto kasnije i Fermat.
Ona je postala znamenita po tome da je Fermat na margini iste zapisao iskaz

139


https://humanicus.medium.com/bachets-magic-square-c00c8ae4d56f

140 POGLAVLJE 9. RAZVOJ MATEMATIKE U 17. STOLJECU

velikog Fermatovog teorema:

Nije moguce kub rastaviti na dva kuba ili bikvadrat na dva bik-
vadrata niti opcéenitije neku potenciju ve¢u od druge na dvije po-
tencije s istim eksponentom. Za to imam stvarno ¢udesan dokaz,
no rub je ovdje preuzak, da ga zapisem.

Jedna od kljucnih osoba u francuskoj, a time i europskoj matematici prve
polovice 17. st. bio je redovnik Marin Mersenne (1588.-1648.). Bio je te-
olog, matematicar i teoreticar glazbe. Za matematiku je posebno znacajan
zbog korespondencije sa svim vaznim matematicarima svoga doba, ¢ime je
omogucena razmjena ideja u doba u koje jos nisu postojali matematicki
znanstveni ¢asopisi niti brzi nacini komunikacije. Nakon njegove smrti nadena
je korespondencija s ¢ak 78 znanstvenika (Fermat, Huygens, Pell, Galileo,
Torricelli, ...). U borbi protiv praznovjerja i misticizma, podrzavao je nove
znanstvene ideje i branio Descartesa i Galilea od teoloskih prigovora te se tru-
dio eksponirati alkemiju i astrologiju kao pseudoznanosti. Bavio se i nekim
fizikalnim problemima. Primjerice, predlozio je Huygensu koristenje njihala
za mjerenje vremena, ¢ime je inspirirao njegovo otkri¢e prvog sata s njiha-
lom. Mersenneov glavni matematicki interes su bili prosti i savrseni brojevi,
a zelio je otkriti opéu formulu za proste brojeve pa je poceo razmatrati bro-
jeve oblika M,, = 2™ — 1. Podsjetimo se: Josu pitagorejci znali da ako je M,
prost, onda je 2" 71 M,, savrsen. Lako se pak vidi da ako je n slozen, onda je i
M, slozen. Zan =2,3,5, 7,13, 17, 19 vec¢ su i prije Mersennea bili poznati
prosti brojevi oblika M,,, a znalo se i da M7 nije prost. Mersenne je smatrao
sezan =2, 3,57, 13,17, 19, 31, 67, 127 1 257 dobiju prosti brojevi. Bio
je u krivu za n = 67 i n = 257, a u tom rasponu nedostaju mu n = 61, 89
i 107. Danas se prosti brojevi oblika M,, zovu Mersenneovim brojevima.
Do danas ih je otkriveno 51, dosad najveéi je Msosgo933 (2020.), a ne zna se
ima li ih beskona¢no mnogo.

Jedan od matematicara s kojima je Mersenne komunicirao bio je Pierre
de Fermat (1601.-1665.). On je posebno zasluzan za obnovu interesa za te-
oriju brojeva, ali je i suutemeljitelj teorije vjerojatnostii analiticke geometrije
te neposredni prethodnik otkri¢a deriviranja. Uz iskaz velikog Fermatovog
teorema, za koji se danas smatra da je sam Fermat imao dokaz samo za
eksponente 3 i 4, najpoznatiji de Fermatovi rezultati iz teorije brojeva su:

e Mali Fermatov teorem, kojeg je iskazao u jednom pismu 1640. go-
dine, no prvi oobjavljeni dokaz ovog teorema dao je Euler 1736. Eule-
rova formulacija ovog teorema glasi: Ako p oznac¢ava neparan prost broj,
onda je formula a?~! — 1 uvijek djeljiva s p, osim ako je sam a djeljiv s
.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Mersenne/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fermat/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fermat/
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e Svaki neparan prost broj jednoznacno se moze zapisati kao razlika dva
kvadratna broja.

e Dokazao je Diofantovu tvrdnju da zbroj dva kvadratna broja ne moze
imati ostatak 3 pri dijeljenju s 4.

e Postavio je hipotezu da se prosti brojevi oblika 4n 4+ 1 jednoznaéno
mogu zapisati kao zbrojevi dva kvadratna broja (to je dokazao Euler).

e Otkrio je par prijateljskih brojeva (17296, 18416).

e U jednom od pisama Mersenneu postavio je hipotezu da su brojevi
oblika 22" + 1 prosti. To je provjerio za n = 0, 1, 2, 3, 4. Ipak,
1732. Euler je pokazao da Fermatova hipoteza nije toéna: broj 232 +1 =
4.294.967.297 je djeljiv sa 641, dakle nije prost. Danas se prosti brojevi
koji su oblika 22" + 1 nazivaju Fermatovim brojevima.

Kao i Viete, de Fermat je bio samo hobi-matematicar, a po struci pravnik.
Svoje rezultate nije objavljivao, vec¢ ih je zapisivao na marginama knjiga ili u
pismima prijateljima, posebice Mersenneu. U pismenoj komunikaciji tipican
je de Fermatov stil: u svojim pismima poziva druge da pokazu rezultate koje
je on ve¢ dobio. Pierre Fermat je diplomirao pravo i 1631. postao ¢lan par-
lamenta u Toulouseu, ¢ime je ostvario pravo na titulu de u imenu. Jos u
doba studija poceo se baviti matematickim problemima i iz tog doba potjecu
njegovi prvi rezultati o ekstremima funkcija. Tijekom svog rada u parla-
mentu postepeno je napredovao do visih pozicija te je 1652. dosegao najvisi
moguci polozaj na kaznenom sudu. Ipak, ta napredovanja bila su manje
posljedica posebne ambicioznosti ili zasluga, a vise tada glavnog kriterija:
senioriteta. Imao je niz matematickih prijatelja, a jedan od njih, Pierre de
Carcavi, je 1636. ostvario kontakt sa Mersenneom i zainteresirao Mersennea
za de Fermata. De Fermatova matematicka reputacija brzo je rasla, no zbog
nesklonosti prema sredivanju rezultata nije ih objavljivao. S druge strane,
rast de Fermatova ugleda i kompliciranost problema koje je rijesio poceli su
izazivati prigovore i ljutnju drugih matematicara. Medu tim sukobima naj-
poznatiji je onaj s Descartesom. U razdoblju 1643.-1654. de Fermat nije
komunicirao s ostalim znanstvenicima zbog prevelike koli¢ine posla u parla-
mentu, no i dalje se bavio matematikom, posebice teorijom brojeva. Nastavio
je sa zadavanjem matematickih problema drugim matematicarima, ponajvise
iz teorije brojeva, no kako to podruc¢je mnogi nisu smatrali bitnim nije bilo
velikog odaziva. Na molbu jednog Descartesovog studenta koji je skupljao
Descartesovu korespondenciju, de Fermat je iznova pregledao svoja pisma iz
doba sukoba s Descartesom te se ponovno vratio geometrijskim pitanjima
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vezanim za optiku. Tada je razvio zakon, poznat kao Fermatov, koji je jedan
od temeljnih zakona optike: Svjetlost uvijek ide najkrac¢im putem.

Neovisno o Descartesu, o ¢ijem ¢emo otkri¢u analiticke geometrije vise reéi
malo poslije, de Fermat je takoder razvio osnove analiticke geometrije razvio
je. No, njegov je doprinos postao poznat tek poshumno 1679., iako je vjero-
jatno svoje ideje razvio nekoliko godina prije Descartesa (razlog je, naravno,
u de Fermatovoj nesklonosti objavljivanju rezultata). Godine 1636. opisao
je prvu spiralu razli¢itu od Arhimedove. Fermatova spirala se moze opi-
sati slicno kao Arhimedova, ali je udaljenost r tocke do ishodista razmjerna
ne kutu ¢ zaokreta radij-vektora, ve¢ njegovom drugom korijenu— polarna
jednadzba joj je r = a,/p. Krajem 1630ih godina, kad je analiticka ge-
ometrija ve¢ postala poznata, posebice da se krivulje u ravnini mogu opisati
jednadzbama, de Fermat je izveo i vlastitu metodu odredivanja tangenti i
tocaka ekstrema. Taj doprinos ¢emo opisati nesto kasnije, uz Descartesovu
metodu.

De Fermat je kroz korespondenciju s Pascalom utemeljio i teoriju vjero-
jatnosti. Podsjetimo se: Tako su ljude igre na srecu fascinirale od davnina,
tek u doba renesanse pomalo se prestaje rezultate primjerice bacanja kocke
gledati kao rezultat utjecaja nadnaravnih sila. Prvi pokusaj matematicko-
racionalnog pristupa potje¢e od Cardana, koji je svoju Liber de ludo aleae
napisao oko 1562., no ona je objavljena tek 1662., dakle nakon de Fermatove i
Pascalove smrti. Sli¢cno, Galileov rani racionalni pristup vjerojatnosti postao
je poznat tek po objavi 1718. To je glavni razlog zasto se utemeljiteljima
teorije vjerojatnosti smatraju Pierre de Fermat i Blaise Pascal, a ne Car-
dano i Galileo. Pascal i de Fermat su se godine 1654. dopisivali su se vezano
za odredene kockarske probleme koje je postavio tad poznati pariski kockar
Antoine Gombaud, poznatiji kao (1607.-1684.):

1. Problem kocaka: Isplati li se uz koeficijent 1 : 1 kladiti da ¢e u 24
bacanja para kocaka bar jednom pasti par Sestica?

2. Problem bodova Dva igraca igraju pravednu igru u krugovima. Onaj
koji prvi ostvari 6 pobjeda dobiva sve uloge. Kako podijeliti ulog ako
je igra prekinuta pri stanju 5 : 37

Problem kocaka je naravno lako rjesiv, Sto su ubrzo shvatili i Pascal i

de Fermat: Vjerojatnost da u jednom bacanju ne padne par Sestica je %.

Stoga je vjerojatnost da u 24 bacanja nijednom ne padne par Sestica jednaka

(%)24, dakle je vjerojatnost da u 24 bacanja bar jednom padne par Sestica

1-— (%)2 ~ 49 %. Dakle, odgovor na prvo pitanje je 'ne’.
Problem bodova je puno vazniji i zapravo je upravo on potakao razvoj
vjerojatnosti. Pascal i de Fermat su se kroz pisma suglasili oko njegova
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rjeSenja i generalizirali ga te tako u biti otkrili binomnu raspodjelu. Mi
¢emo odmah opisati rjesenje opceg slucaja. Neka je igra prekinuta u trenutku
kad prvom igracu treba jos a bodova, a drugom jos b bodova do pobjede.
Uzmimo a < b. Igra ¢e najdulje trajati ako bi sad drugi igra¢ zaredom dobio
b— 1 put, a zatim prvi a puta, odnosno da se moze nastaviti, igra bi zavrsila
najkasnije za a + b — 1 krugova. U svakom od tih a + b — 1 krugova moze
nastupiti 2°t*~! jednako vjerojatnih nizova pobjeda. Ako bi u k od njih
pobijedio prvi, a preostalih [ drugi igrac, pravedna podjela uloga je u omjeru
k : 1 (dakle, u izvornom problemu 7 : 1).

Uoc¢imo da je u slu¢aju da je a + b — 1 velik ispisivanje svih 2°t*~! jako
tesko, mozda i u praksi neizvedivo. Stoga su Pascal i de Fermat razmatrali
kako izbjeci ispisivanje svih moguénosti. Pascal je pritom uocio da nisu bitni
redoslijedi pobjeda, nego samo koliko krugova bi koji igra¢ pobijedio. Tako
je shvatio da samo treba efikasan nacin da prebroji binarne nizove (nizove
dva slova, recimo A i B za pobjede prvog odnosno drugog igraca) duljine
n =a+b— 1 u kojima jedno od slova (recimo A) dolazi toéno odnosno bar
20+0=1 puta. u tu svrhu je upotrijebio trokut koji je po njemu dobio ime.

Pascalov trokut je bio poznat jos davno prije Pascala—rekli smo veé
da je binomni teorem za eksponente 2 i 3 je u Indiji i Kini bio poznat veé¢ u
prvim stolje¢ima nase ere, a sama tablica binomnih koeficijenata koju danas
nazivamo Pascalovim trokutom bila je poznata u 11. stolje¢u u Kini, ali i
u arapskom kalifatu (Omar Khayyam odnosno Jia Xian). Nasir Al-TusT je
1265. opisao konstrukciju aritmetickog trokuta u kojem su koeficijenti razvoja
(a +b)™ (i to primjenjuje na racunanje korijena), a u isto doba (1261.) je
kineski matematicar Yang Hui (ca. 1238.-1298.) opisao razna svojstva tog
trokuta. U Europi se Pascalov trokut prvi put pojavio na naslovnici djela
Kaufmanns Rechnung (1527.) njemackog ucenjaka Petrusa Apianusa, a prvi
opis u veé¢ spomenutoj Arithmetica integra (1544.) Michaela Stifela. Le
Traité du triangle arithmétique (1654.). No, do Pascala interpretacija ovog
trokuta bila je vezana za binomni teorem i njegovu primjenu na korjenovanje,
a kombinatorna interpretacija nije eksplicitno prisutna. Tek Pascal je u svom
Le Traité du triangle arithmétique (1654.) detaljno opisao sva bitna svojstva
ovog trokuta, kojeg je zapisivao u pravokutnom obliku (slika .

Tako je Pascal uocio, a de Fermat se s njime slozio, da u problemu bodova
brojeve nizovas k =1, 2, 3, ... pobjeda prvog igraca mozemo direktno ocitati
iz Pascalovog aritmetickog trokuta. Recimo, za izvorni problem u kojem
prvom nedostaje 1 pobjeda, a drugome 3 pobjede za osvajanje uloga, treba
pogledati 4. dijagonalu (mi bismo rekli red) u trokutu: 1, 3, 3, 1. Dakle, u 1
od 8 moguich daljnjih razvoja (143 — 1 = 3 kruga igre) prvi ne bi pobijedio
triput, u 3 slucaja tocno dvaput, u 3 slucaja toéno jednom i u 1 slucaju
nijednom. Buduéi da mu je dovoljna jedna pobjeda za ukupni dobitak, znaci
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Slika 9.1: Pascalov aritmeticki trokut.

da je pravedna podjela uloga (1 +3+3):1=7:1, tj. odgvor na pitanje je
da prvi treba dobiti % uloga, a drugi %.

Tako vidimo da su kroz svoju korespondenciju Pascal i de Fermat uveli
binomnu raspodjelu, tj. uocili da ako se neki sluc¢ajni pokus sa dva jednako
vjerojatna moguca ishoda ponavlja (nezavisno) n puta, vjerojatnost da se
‘uspjeh’ ponovi to¢no k puta je on Z

Kao sto smo rekli, Pascalovo i de Fermatovo utemeljenje kombinatorne
teorije vjerojatnosti nije sredeno djelo, ve¢ se radilo o korespondenciji. Prva
objavljena knjiga o teoriji vjerojatnosti bila je De ratiociniis in ludo aleae
(1656.). Njen autor je bio znameniti nizozemski znanstvenik Christiaan
Huygens (1629.-1695.), najpoznatiji po svom patentu prvog sata s njiha-
lom. On je sistematizirao i prosirio Pascalove i de Fermatove rezultate, te
objavio navedenu knjigu u kojoj po prvi puta susre¢emo ideju ocekivanja,
no Huygensova definicija je jos malo nejasno opisana kao vrijednost igre:
,Ako imamo jednaku Sansu osvojiti 3 ili 7 nov¢ica, igra ,vrijedi” 5 novcica,
dakle je to prikladan ulog.” Sam izraz ocekivanje potjece od jednog dru-
gog nizozemskog matematicara, Fransa van Schootena (1615.-1660.), koji
je Huygensovu knjigu preveo na latinski jezik. Od matematickih doprinosa
Christiaana Huygensa spomenimo ovdje jos da je dokazao mnoge nove rezul-
tate o konikama, a pomocu hiperbole je rijesio Alhazenov problem.

Blaise Pascal (1623.-1662.) je bio sin pravnika Etienna Pascala, koji se
iz hobija bavio i matematikom. Otac je bio odluc¢io da Blaise ne smije uciti
matematiku dok ne navrsi 15 godina, no s 12 godina Blaise se sam poceo ba-
viti geometrijom te ga je otac nasao kako ugljenom na zidu ispisuje dokaz da
je zbroj kutova u trokutu jednak dva prava kuta. To je oca tako impresioni-
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ralo da je dozvolio Blaiseu da proucava Euklidove Elemente. Blaise je u dobi
od 14 godina poceo pratiti oca na sastanke Mersenneovog kruga. Buduéi da
mu je otac bio zaposlen kao sakuplja¢ poreza, Pascal je u razdoblju 1642.—
1645. izumio mehanicki kalkulator, poznat kao |Pascaline. Godina 1646. bila
je prekretnica u Pascalovom zivotu: od te godine intenzivno se posvetio vjeri
i filozofiji. Povod prekretnici bila je oceva ozljeda nakon koje su ga njego-
vala dva brata iz jednog vjerskog pokreta koji su ostavili dubok dojam na
Pascala. U isto doba Pascal se poceo baviti i fizikom. Tako je 1647. dokazao
postojanje vakuuma. Nakon toga susreo se s Descartesom, koji nije vjerovao
u postojanje vakuuma i koji je poslije susreta u pismu Huygensu napisao da
Pascal ,,. .. ima previse vakuuma u glavi’. Pascal je 1653. objavio djelo o rav-
notezi u tekué¢inama u kojemu se moze nac¢i Pascalov zakon tlaka, na osnovi
kojega je SI jedinica za tlak dobila ime paskal (Pa). U doba dopisivanja s de
Fermatom Pascalovo zdravlje pocelo je pokazivati prve znakove slabljenja. U
listopadu iste godine zamalo je izgubio zivot u nezgodi, kad su se uplasili konji
koji su vukli njegovu kociju te je koc¢ija ostala visjeti na mostu nad Seinom.
Slabljenje zdravlja i opisana nezgoda ostavile su i psiholoske posljedice te se
on jos vise okrec¢e vjeri. Usmjerio se na jansenizam, izvorno katolicki pokret
koji je 1656. proglasen heretickim zbog neprihvacanja potpune slobode volje.
U ovom razdoblju Pascal je pisao filozofska djela, od kojih je najznamenitije
Pensées (Misli), skup osobnih razmisljanja o ljudskoj patnji. U tom djelu
zapisana je poznata Pascalova vaga: ,,Ako Bog ne postoji, ne gubi se nista
ako se vjeruje u njega, ali ako postoji, ako se ne vjeruje u njega, izgubit ¢e se
sve.” Od mladih dana bolezljiv i u jakim bolovima (bio je sklon migrenama),
u to je doba postajao sve bolesniji. Umro je 1662. u Parizu, s 39 godina,
nakon metastaziranja raka iz zeluca u mozak.

Osim po utemeljenju teorije vjerojatnosti, Pascal je dao jos dva velika
doprinosa matematici. Jedan od njih je poznat pod nazivom Pascalov ka-
rakteristi¢ni trokut. Pascal je 1659. razmatrao luk kruznice i opisao tro-
kut kojeg ¢e kasnije Leibniz nazvati triangulum characteristicum i iskoristiti
u svom utemeljenju infinitezimalnog racuna. Za danu toc¢ku na kruznici (ili
opcenitijoj krivulji), Pascalov karakteristi¢ni trokut je pravokutni trokut ko-
jemu je hipotenuza dio tangente oko promatrane tocke, a katete su paralelne
koordinatnim osima (u Pascalovo doba ve¢ je bilo poznato koristenje koordi-
natnog sustava), kao sto je istaknuto sivo na slici . Pritom je taj trokut
slican pravokutnom trokutu kojemu je hipotenuza odsjecak normale od tocke
do osi apscisa, a katete su takoder paralelne koordinatnim osima.

Posljednji, ali zapravo prvi, veliki Pascalov rezultat je teorem kojeg je
dokazao u dobi od 16 godina (FEssai pour les coniques, 1640.). Radi se o
znamenitom Pascalovom teoremu o misticnom heksagramu. Pascalov
cilj je bio pojednostavniti svojstva konika, ali je tako dobio i jedan od prvih
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Slika 9.2: Pascalov karakteristi¢ni trokut

Slika 9.3: Pascalov teorem o misticnom heksagramu

teorema projektivne geometrije, koji je poopcéenje Papusovog teoremaﬂ
Ako je u koniku upisan heksagram ABCDEF (slika , onda su sjecista
tri para nasuprotnih stranica AEF s BD, BF s CE i AF sa C'D kolinearna.

Dokazom ovog teorema, Pascal je postao suutemeljitelj projektivne ge-
ometrije. Glavnim utemeljiteljem ipak se smatra francuski matematicar
Girard Desargues. Ideje projektivne geometrije (svaka dva paralelna pravca
se sijeku u beskonacno dalekoj tocki) zasigurno potjecu iz renesansne teorija
perspektive. Te je ideje dalje razvio Girard Desargues| (1591.-1661.), fran-
cuski arhitekt i matematicki autodidakt, ¢lan Mersenneovog kruga. Glavno
djelo mu je Brouillon project d’une atteinte aux evenemens des rencontres
du Cone avec un Plan (1639.), u kojem opisuje geometriju u kojoj se svi
medusobno paralelni pravci sijeku u beskonacéno dalekoj tocki, a sve takve
beskonacno daleke tocke ¢ine beskonacno dalek pravac. Tako, medu ostalim,
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asimptote krivulja postaju zapravo tangente u beskonacno dalekim tockama.
Te je ideje poopcio i na trodimenzionalni sluc¢aj: paralelne ravnine sijeku
se u beskona¢no dalekom pravcu, a svi beskona¢no daleki pravci ¢ine jednu
beskonacno daleku ravninu. Desargues je uocio i projektivnu ekvivalenciju
konika (hiperbola je u projektivnoj geometriji takoder zatvorena, a ima dvije
beskonacno daleke tocke, dok parabola ima jednu; asimptote hiperbole su
tangente u tim beskonacno dalekim tockama, a u beskona¢no dalekoj tocki
parabole tangenta na parabolu je beskonaéno daleki pravac). Inace, najpoz-
natiji je Desarguesov rezultat teorem kojeg sam nikad nije objavio: Desar-
guesov teorem. On glasi: Neka su dani trokuti ABC' i A’B'C’. Ako se
pravei AA’, BB'i CC' sijeku u jednoj tocki] onda su sjecista AB s A'B’, AC
s A/C" i BC' s B'C’ kolinearna. Pritom svako od sjecista moze biti i u be-
skonacnosti. Moguci slucajevi Desarguesovog teorema ilustrirani su slikama
9.41

No, projektivna geometrija se nije bitnije razvijala do 19. stoljeca. Jedan
razlog je sto je Desarguesovo djelo bilo tiskano u malo primjeraka, koji su svi
nestali dok jedan nije otkriven 1950., a dotad je ostalo poznato samo kroz
jednu kopiju u obliku rukopisa. Uz to, radi se o jako sazetom djelu kompli-
ciranom za citanje pa dugo vremena nije imalo bitan utjecaj. Naposlijetku,
a mozda i najvaznije, u isto doba Descartes utemeljio bitno praktic¢niju i
neposredno primjenjiviju analiticku geometriju.

Neposredni prethodnik utemeljenja analiticke geometrije bio je Dubrovéan
Marin Getaldié (1568. — 1626.). Godine 1607. objavio je Variorum proble-
matum collectio, u kojoj zapoceo razvijati primjenju algebru na gemetriju,
Sto je u jasnijem i doradenijem obliku ucinio u svom glavnom, ujedno pos-
ljednjem, matematickom djelu De resolutione et de compositione mathema-
tica, libri quinque (objavljeno posthumno, Rim, 1630.). U prvom od ta dva
djela Getaldi¢ daje 42 geometrijska zadatka s rjesenjima. Dio, 15, od njih
rjesava metodom metodom sinteze (compositione) uz dodatak consectarium
(posljedica, odnosno dodatni zaklju¢ak uz numericki komentar). Ta je me-
toda doduse Cisto geometrijska, ali u consectarium-ima Getaldi¢, na temelju
Vieteovih djela, donosi zakljucke koji iskazuju odredene odnose medu zada-
nim i trazenim geometrijskim veli¢cinama, a koji bi se mogli izraziti i algebar-
ski. No, Getaldi¢ ih nije zapisao u obliku jednadzbi. Dodatnim numerickim
primjerima, kakvih nema u ViZtea, Getaldi¢ ovdje dodatno istice algebarsku
stranu pojedinog zadatka. U De resolutione et de compositione mathematica
je sustavno i detaljno primijenio algebarski nacin razmisljanja, a koji se svodi
na opis geometrijskih odnosa kao algebarskih identitea. Uz to tu razmatra
i neodredene probleme, dakle situacije s nejedinstvenim rjeSenjem i upravo

2Ako za trokute vrijedi to svojstvo, kazemo da je jedan projekcija drugog.
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Slika 9.4: Desarguesov teorem
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taj aspekt ga istice kao neposrednog prethodnika analiticke geometrije. Pri-
mjerice, Getaldi¢ opisuje konstrukciju trokuta za kojeg je poznata duljina
jedne stranice i to da je razlika duljina drugih dviju stranica jednaka polo-
vini duljine zadane stranice. Getaldi¢ uvodi algebarske oznake (B za zadanu
duljinu i A za nepoznatu razliku duljina dijelova na koje visina na zadanu
stranicu dijeli tu stranicu) pa iz podataka algebarski izvodi rezultat da je
umnozak od 44 i B jednak sebi samom, te buduci da to vrijedi za sve A
i B zakljucuje da zadatak ima beskona¢no mnogo rjesenja. Moguce je, ali
niposto pouzdano, da su ova Getaldi¢eva djela utjecala i na oca analiticke
geometrije, Descartesa.

Kao sto smo rekli, u antickoj Grékoj su se zadaci koje danas smatramo al-
gebarskima razmatrali geometrijski. Ipak, neki gréki matematicari su koristili
pojmove poput duljina, Sirina i visina da opisu pozicije (Apolonije, Arhimed).
Kasnije su neki arapski matematicari (Al-Mahant) pokusali neke geometrij-
ske probleme formulirati algebarski. Krajem srednjeg vijeka, d’Oresme je dao
prikaze ovisnosti latitude o longitudi. Kroz renesansu, do pocetka 17. st. je
postalo ocito da su za opis fizikalne prirode bitne i druge krivulje osim
kruznica i pravaca. No, jedna od glavnih prepreka uvodenja koordinatnog
sustava i koristenja jednadzbi za opis krivulja bio je jos uvijek standardni
princip homogenosti u jednadzbama. To je konacno uspio nadi¢i znameniti
matematicar i filozof René Descartes (1596.-1650.), poznat i pod svojim
latiniziranim prezimenom Cartesius.

Descartes je bio iz ugledne obitelji. Bio je bolezljivo dijete, a od osme
godine odgajan je u isusovackoj skoli. Usprkos strogoj disciplini, zbog slabog
zdravlja imao je dozvolu lezati ujutro do 11 sati u krevetu. Taj je obicaj
i kasnije zadrzao. Kad je 1647. posjetio Pascala, rekao mu je da je jedini
nacin za dobro raditi matematiku i sacuvati zdravlje ne ustajati ujutro ranije
nego Sto imas§ potrebu za ustajanjem. Studirao je pravo, a zatim odabrao
vojnicko zanimanje te je 1617. otisao u tridesetogodisnji rat. Prema vlastitim
rije¢ima, svoje prve ideje nove filozofije i analiticke geometrije dobio je u tri
sna u nod¢i 10. studenoga 1619., u doba ratovanja na Dunavu. Iz vojske je
izasao 1620. te idu¢ih pet godina proveo putuju¢i Europom. U Parizu se
nastanio 1626. te se dvije godine kretao u drustvu i bavio konstrukcijama
optickih instrumenata. 1628. godine je upoznao kardinala de Bérullea, koji
je bio toliko impresioniran Descartesom da ga je nagovorio da zivot posveti
otkrivanju istine. Descartes je pristao te se, kako bi mogao voditi mirniji
zivot, preselio u Nizozemsku gdje je zivio dvadeset godina potpuno posvecen
filozofiji i matematici. Tu je napisao i svoje poznato djelo Discours de la
méthode pour bien conduire sa raison et chercher la verité dans les sciences
o univerzalnoj znanosti. 1649. godine ga je Svedska kraljica Kristina pozvala
na svoj dvor da bi ju poducavao matematiku. Descartes je prihvatio, ali
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je ona zahtijevala ranojutarnju poduku te je Descartes, dotad naviknut do
kasna jutra biti u krevetu, bio prisiljen u pet sati ujutro prolaziti hladan
put iz jednog dijela dvorca u drugi. Tako je dobio upalu plu¢a i unutar dva
mjeseca boravka u Stockholmu umro. Descartes ostaje jedan od najveéih
filozofa i znanstvenika u povijesti, iako nije bio Siroko obrazovan jer je bio
nesklon ucenju koje ne daje konkretnu korist. Nikad se nije Zenio i nema
potomaka, iako je imao jednu vanbrac¢nu kéer koja je rano umrla.

Osnove analiticke geometrije izlozio je u prilogu Discours de la méthode
pour bien conduire sa raison et chercher la verité dans les sciences (1637.).
Taj prilog nosi naslov La Géométrie i sastoji se od tri dijela. u tome prilogu
Descartes je uveo danas uobicajene oznake za konstante (pocetak abeced) i
varijable (kraj abecede).

Prema anegdoti, Descartes je inspiraciju za uvodenje koordinatne ravnine
dobio promatraju¢i muhu na stropu i pokusavajuci opisati njezine pozicije.
Descartesova je ideja bila da se svaka tocka u ravnini moze jednoznacno
opisati parom realnih brojeva x i y, koji opisuju udaljenosti te tocke od
dva fiksna, medusobno okomita pravca (koordinatne osi). Uocio je da jed-
nadzbe f(z,y) = 0 mogu biti neodredene, ali se njihova rjesenja mogu opisati
kao koordinate tocaka koje ¢ine neku krivulju. Posebno, linearne jednadzbe
ax-+by+c = 0 predstavljaju pravce, a kvadratne ax?+bry+cy’+dr+ey+f =
0 konike. Tako su, primjerice, kod Descartesa z, 22 i 2° jednostavno brojevi
kojima odgovoaraju jednodimenzionalni objekti (krivulje), odnosno z? vise
ne mora predstavljati povrsinu kvadrata stranice x, ve¢ je to broj kojemu
geometrijski odgovara jednodimenzionalni objekt (parabola). Takoder, sad
se moze konstruirati krivulja koja predstavlja kubnu jednadzbu, a ne samo
rjesenja kubne jednadzbe pomocu krivulja. Time je, ocito, izbjegao ovisnost
o principu homogenosti. Descartes je komentirao i da bi se iste ideje mo-
gle primijeniti u prostoru koristenjem tri koordinate, no tu ideju nije dalje
razradio.

Prvi dio La Géométrie sadrzi osnovne crte analiticke geometrije, opisane
kroz diskusiju Papusovog problema: Neka je zadano po n pravaca i kutova u
ravnini, te duljina a. Udaljenost tocke T' do pravca p; definirajmo kao duljinu
odsjecka pravca koji prolazi kroz T' i s p; tvori kut ¢;. Zadatak je pronaci
geometrijsko mjesto tocaka 7" u ravnini za koje je umnozak udaljenosti do
prvih n/2 pravaca u konstantnom omjeru prema umnosku udaljenosti prema
ostalim pravcima, ako je n paran, odnosno umnozak udaljenosti do prvih
(n+1)/2 pravaca u konstantnom omjeru prema umnosku udaljenosti prema
ostalim pravcima i a, ako je n neparan.

U drugom dijelu La Géométrie se bavi krivuljama, koje je podijelio dijeli
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Slika 9.5: Logaritamska spirala (plavo) vs. Fermatova spirala (crveno)

na geometrijske i mehaniékeﬂ Tu je opisao i kubi¢nu krivulju koja danas
nosi ime po njemu: Kartezijev list 23 + y* = 3axy. Njegov je oblik to¢no
opisao samo u prvom kvadrantu, no pretpostavio je simetriju cetvrtog reda,
dok zapravo postoji samo jedan list i radi se o otvorenoj krivulji. Spomenimo
ovdje da je godinu kasnije, 1638., Descartes otkrio logaritamsku spiralu,
krivulju kod koje je za svaku njenu tocku kut radijvektora s tangentom u toj
tocki konstantan. Nju je kasnije detaljno analizirao Jacob Bernoulli, koji ju
je nazvao spira mirabilis. Na slici [9.5] vidi se usporedba logaritamske spirale
(plavo) s Fermatovom (crveno).

U tre¢em dijelu La Géométrie se Descartes doduse bavi problemima ve-
zanim za krivulje, ali se u biti radi o pregledu tada poznate algebre. Prije
nego kazemo vise o tome, zaklju¢imo dakle da su Descartes i neovisno od
njega, ali u to doba nepoznato, de Fermat utemeljili analiticku geometrijuﬁ
koja je izuzetno brzo postala poznata jer je omogucila niz novih primjena, a
postala je i temelj utemeljenju infinitezimalnog racuna.

Takoder, Descartesov pristup je (to smo ve¢ spomenuli) povezan i s ne-
rjeSivos¢éu tri klasi¢na problema. Naime, posljedica njegove jednodimenzi-
onalne interpretacije veli¢ina je da se mnozenjem duljina dobije duljina, a ne
povrsina, dijeljenjem duljina ne dobijemo samo omjer, nego takoder duljine,
a 1 kvadriranje pravokutnika odgovara drugom korijenu duljine (tj. uocio je
kako EEVI12 i EEVI13 iskoristiti za mnozenje i dijeljenje duljina). Dakle,
Descartes je uocio da se rezultati primjene sve Cetiri osnovne racunske opera-
cije i drugih korijena na duljine mogu konstruirati ravnalom i Sestarom. To

3To odgovara danasnjoj podjeli na algebarske i transcendentne krivulje koju je uveo
Leibniz.

4Ni Descartes ni Fermat nisu koristili negativne koordinate. To ée poopéenje uvesti
nekoliko desetlje¢a kasnije Newton i Leibniz. Newton je takoder, ¢ini se, prvi koji je
koristio polarne koordinate i naziv analiticka geometrija.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history/Curves/Foliumd.html
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znaci i da se svi problemi koji se svode na kvadratne jednadzbe s racionalnim
koeficijentima mogu se rijesiti ravnalom i Sestarom. No, danas znamo da vri-
jedi i obrat: Ako je zadana jedini¢na duljina 1, ravnalom i Sestarom se mogu
konstuirati one i samo one duljine koje se iz 1 mogu izracunati s konacno
mnogo operacija +, —, -, : i /.. Brojevi koji odgovaraju tim konstrukti-
bilnim duljinama zovu se euklidski brojevi i u njih, medu ostalim, spadaju
i Euklidove iracionalnosti iz EEX. Posebno, buduéi da je 7 transcendentan
(sto je 1882. dokazao Ferdinand von Lindemann), slijedi da problem kva-
drature kruga nije rjesiv. S druge strane, moze se dokazati da ako kubni
polinom s cjelobrojnim koeficijentima ima rjesenje u euklidskim brojevima,
onda ima bar jedno racionalno rjeSenje. Stoga ni problem duplikacije kocke
ni trisekcije kuta od 60° nisu rjesivi ravnalom i Sestarom.

Osvrnimo se sad na algebarski doprinos René Descartesa. Kao §to smo
vidjeli, krajem 16. st. prve primjere polinomijalnih jednadzbi stupnja n s n
riesenja dao je Vietel’] S druge strane, Thomas Harriot je u isto doba znao
da ako su a, b i c rjeSenja kubne jednadzbe, ona se moze zapisati u obliku
(x—a)(z—b)(x—c) = 0. No, prva osoba koja je ustvrdila da vrijedi osnovni
teorem algebre, tj. da svaki polinom stupnja n (s kompleksnim ili realnim
koeficijentima) ima to¢no n nultocaka u skupu kompleksnih brojeva, bio je
1629. francuski matematicar Albert Girard (1595.-1632.). On je ustvrdio
da svaka jednadzba stupnja n (s realnim koeficijentima) ima n rjesenja, s tim
da dozvoljava da se ta rjeSenja nalaze u nekom jos veé¢em skupu nego je to
skup kompleksnih brojeva. Tvrdnju o broju rjesenja su tadasnji matematicari
prihvatili kao oc¢itu, pa se posljedi¢no gotovo 200 godina nije pokusavalo doka-
zati da postoji n rjesenja, nego da su rjesenja kompleksni brojevi. Descartes
pak navodi i da se moze zamisliti da svaka jednadzba n-tog stupnja ima n
rjeSenja, ali da ta ,zamisljena rjesenja” ne odgovaraju nikakvoj realnoj vri-
jednostiff] Zahvaljujuéi Descartesu postalo je poznato i Harriotovo otkri¢e da
ako je xy nultocka polinoma p, onda je p(z) = (x — a:o)q(x)lz] Ta Cinjenica
je, naravno, bitan korak u dokazu osnovnog teorema algebre. Zanimljivo
je spomenuti i Descartesovo pravilo, koje je bez dokaza naveo u tre¢em
dijelu La Géométrie: Broj pozitivnih rjesenja jednadzbe jednak je ili za pa-
ran broj manji od broja promjena predznaka koeficijenata (u standardnom
redoslijedu).

5Al-Hvarizmi je znao primjer kvadratne jednadzbe s dva rjesenja.

6Upravo Descartes je prvi koristio naziv imaginaran u kontekstu kompleksnih brojeva.

"Citirano iz La Géométrie: ,Iz gornjega je o¢igledno da je suma jednadzbe koja ima vise
korijena uvijek dijeljiva binomom koji se sastoji od nepoznanice umanjene za vrijednost
jednog od istinitih korijena, ili plus vrijednost jednog od laznih korijena.” Descartes pod
sumom jednadzbe misli na polinom kojeg dobijemo kad sve ¢lanove prebacimo na lijevu
stranu. Istiniti korijeni su pozitivni, a negativne smatra ’laznim’.
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Slika 9.6: Descartesova konstrukcija tangente na cikloidu.

Primjer 33 Jednadzba Ta® — 622 +8x — 9 = 0 prema Descartesovom pravilu
ima il 3 ili 1 pozitivno realno rjesenje. Supstitucija x s —x daje jednadzbu
—72°% — 622 — 8 — 9 = 0, koja po Descartesovom pravilu nema pozitivnih
rjesenja, dakle polazna jednadzba mema negativnih rjesenja. Buducéi da 0
o¢ito nije riesenje, zakljucujemo: Jednadzba Tx® — 6x? + 8x — 9 = 0 ima ili
tocno jedno (pozitivno) realno rjesenje (a ostala cetiri su kompleksna) ili pak
ima tri (pozitivna) realna rjeSenja (i dva kompleksna).

Brzo prihvac¢anje analiticke geometrije i veza tangente s brzinom je vec
za Descartesovog zivota otvorila pitanje: Kako odrediti tangentu na krivulju
¢ija je jednadzba u Kartezijevom koordinatnom sustavu poznata? Buduéi da
je pravac u Kartezijevom koordinatnom sustavu jednoznacno odreden tockom
(ovdje: tockom krivulje u kojoj trazimo tangentu) i koeficijentom smjere, vi-
dimo da se radi o problemu odredivanja koeficijenta smjera tangente, dakle
onog Sto danas nazivamo derivacijom. Vidili smo da je Pascal primjerice
razmatrao karakteristike tangente na kruznicu. Descartes i de Fermat imali
su bitno opcenitije metode odredivanja tangenti, koje ¢emo sad kratko opi-
sati jer se radi o vaznim neposrednim prethodnicima otkri¢a diferencijalnog
racuna.

Descartes je problem odredivanja tangente svodio na problem odredivanja
normale na oskulacijsku kruinicu.ﬂ Tako je primjerice odredio tangentu na
krivulju cikloidu. Podsjetimo se: Cikloida je krivulja koja nastaje kao tra-
jektorija tocke na kruznici, ako se ta kruznica kotrlja po pravcu. Ta je krivulja

80skulacijska kruznica u nekoj tocki ravninske krivulje je kruznica koja prolazi kroz tu
tocku i u toj tocki ima istu tangentu i zakrivljenost kao krivulja.


https://www.maa.org/press/periodicals/convergence/historical-activities-for-calculus-module-2-tangent-lines-then-and-now
https://en.wikipedia.org/wiki/Cycloid
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Slika 9.7: Fermatova konstrukcija tangente na krivulju y = f(z).

u 17. stolje¢u bila predmet interesa mnogih matematiéaraﬂ medu ostalim i
jer ima razna zanimljiva fizikalna svojstva (primjerice, ima svojstvo tauto-
hrone, Sto je Huygens iskoristio u svojoj konstrukciji sata s njihoalom), a
ime joj je dao Galileo. Neka je P tocka cikloide u kojoj trazimo tangentu
(slika . Neka kruznica koja generira cikloidu dodiruje pravac po kojem se
kotrlja u tocki B kad se nalazi u polozaju % u kojem bi oznacena tocka bila
na najvisem polozaju (a A je polazna pozicija tocke na toj kruznici, dakle
je AB pravac po kojem se kotrlja kruznica). Kroz P povuéemo paralelu s
AB i odredimo njezino sjeciste () s kruznicom u polozaju *. Tada je paralela
s QB povucena u P normala na cikloidu u toc¢ki P, njeno sjeciste R s AB
je srediste oskulacijske kruznice, a okomica na PR u P je naravno trazena
tangenta.

De Fermatova metoda je slicnija suvremenom pristupu. Neka je A =
(x, f(x)) tocka u kojoj trazimo tangentu y = kx + [ na krivulju y = f(z)
(slika . Tangenta sijece os apscisa u tocki O. Uoc¢imo da je koeficijent

smjera tangente k = %, dakle cilj nam je odrediti |[OX|. Za mali prirast F

su AOX A i AOY B priblizno sli¢ni jer je f(x+ E) = k(x + E) +1 (tangenta
je pravac koji najbolje aproksimira krivulju oko dane tocke), dakle

OX]: (I0X] + E) = f(z) : f(x+ E),

odnosno

[
OX] ~ f@+E)—f(z) "
E

9Primjerice, Pascal je odredio volumen i oplogje odgovarajuéeg rotacijskog tijela.


https://www.cantorsparadise.com/geometrical-beauty-the-properties-of-the-tautochrone-curve-1ca9272aaf79
https://www.cantorsparadise.com/geometrical-beauty-the-properties-of-the-tautochrone-curve-1ca9272aaf79
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Fermat nakon izra¢unavanja desne strane uzima E = 0 i tako dobiva |OX].
Primjerice, ako trazimo tangentu na krivulju ¥y = 23 u nekoj njezinoj tocci
(z,2%), imamo |OX|: (|JOX|+ E) =~ 23 : (x + E)?, dakle

|OX| - (2° + 32%F + 32E% + E*) = |0X| - 2* + E2?,

|OX| - (32°E + 3zE* + E*) ~ Ex?,
E 3 3
0X| ~ - = - ,
322E + 3xE? + E3 322+ 3xE + E?

pa uz E = 0 dobijemo |OX| = fracr33z? = %33, odnosno koeficijent smjera

tangente je k = f—i = 322, §to je naravno tocno (to je f'(x)).

3
Fermat je svoju metodu dopunio i za odredivanje ekstrema. To ¢emo
samo opisati na primjeru.

Primjer 34 Potrebno je zadanu duzinu duljine a podijeliti na dva dijela
maksimalnog umnoska duljina. Dakle, trazimo x tako da je 0 < x < a i
- (a — x) maksimalno. De Fermat izjednacuje f(x) i f(z + E) [ odnosno

rla—z)=(r+ E)(a—z—E)

, Sto daje
Fa —2zFE — E* = 0.

Buduéi da je EE malen, ali nije 0, podigelimo s E. Nakon toga ga kao u zad-
njem koraku odredivanja koeficijenta smjera tangente zanemarimo i dobijemo
r=a/2.

Fermat doduse nije objavio ove svoje metode, ali tadasnji su matematicari
znali za njih te su se mnogi nadostavili. Ubrzo, samo par desetlje¢a nakon
Descartesa i de Fermata, Newton i Leibniz ¢e utemeljiti infinitezimalni ra¢un.
No, spomenimo jo§ nekoliko vaznih prethodnika tog otkri¢a. Dok su de Fer-
mat, Pascal i Descartes vazni kao prethodnici otkri¢a deriviranja, glavni pret-
hodnici otkri¢a integriranja sredinom 17. stoljec¢a su Cavalieri, Torricelli i de
Roberval.

Talijanski matematicar Bonaventura Francesco Cavalieri (1598.-1647.)
je bio Galileov student. Nastavio je razvijati Keplerove metode racunanja
povrsina i volumena. Svoju metodu nedjeljivih velicina objavio je 1635. pod
naslovom Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione pro-
mota. Cavalieri ravninske figure smatra sastavljenim od paralelnih duzina,

10(0¢ito je i on bio svijestan karakteristike ekstrema koju je uocio Kepler, a to je da se
radi o stacionarnim toCkama, a to su sad tocke u kojima je koeficijent smjera tangente
jednak 0.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cavalieri/
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Slika 9.8: Cavalierijev princip

a prostorne od paralelnih likova, odnosno Cavalierijeve nedjeljive velic¢ine su
beskona¢no tanke. Stoga je Cavalierijev princip u izvornoj formulaciji
ovako iskazan: Ravninske (prostorne) figure, tj. njihove povrsine (volumeni),
stoje u istom omjeru kao ukupnost njihovih nedjeljivih veli¢ina (slika [9.8)).
Koristedi taj pfincip, Cavalieri je uspio odrediti povrsine, koje bismo danas

zapisali kao x"dz. Medu ostalim, tako je jednostavnije dobio Arhimedov

0
rezultat o volumenu kugle.

Kao i Cavalieri, talijanski znanstvenik Evangelista Torricelli (1608.—
1647.) bio je Galileov student. Vazan je i u povijesti fizike, a za nasu temu je
bitan jer je kombinirao izvornu metodu ekshaustije s Cavalijerijevom meto-
dom nedjeljivih veli¢ina. Dobio je mnoge rezultate, od kojih je najznameni-
tija Torricellijeva truba, koja je primjer neograni¢enog tijela ogranicenog
(kona¢nog) volumena. Radi se o rotacijskom tijelu koje nastaje rotacijom
hiperbole xy = 1 (1 < 2 < o0) oko z-osi. Toricelli je pokazao da je njen
volumen jednak 7 (mi bismo pisali floo %"’” = 7, pa se radi o prvom primjeru
konvergentnog nepravog integrala u povijesti). Poznati filozof i Torricelli-
jev suvremenik Thomas Hobbes to je otkri¢e komentirao 1672.: Da bi se to

smatralo razumnim, ne treba biti geometar ni logicar, nego lud.

Torricelli je takoder pokazao da je povrsina ispod jednog luka cikloide
tocno tri put veca od povrsine kruga koji ju generira. Taj rezultat je dobio
i Torricellijev suvremenik, francuski znanstvenik Gilles Personne de Ro-
berval (1602.-1675.). On je najznacajniji po toma da je precizirao Cavalieri-
jevu metodu: Prema Robervalu, povrsina mora biti sastavljena od povrsina,
a ne duljina (i analogno za volumene). Tako popravljenom metodom, dije-
ljenjem na tanke pravokutnike, odredio je povrsine ispod y = 2" (n € N),

tj. ono sto danas oznacavamo s / 2" dx.
0

Ovih nekoliko rezultata koji jasno vode prema deriviranju i integriranju
nisu jedini iz ovog doba. No, u usporedbi s modernim pristupom vidimo
da u svim sluc¢ajevima nedostaju dvije bitne karakteristike infinitezimal-
nog racuna: veza izmedu odredivanja tangente i povrsine (brzine i puta,


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Torricelli/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Roberval/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Roberval/
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Slika 9.9: Wallisovo odredivanje povrsine ispod y = z2.

tj. izmedu deriviranja i integriranje), te efikasne racunske metode. Pod utje-
cajem Cavalierijevih i Torricellijevih rezultata prvi korak u smjeru svodenja
ovakvih izvoda na ra¢un ucinio je John Wallis, a osim Torricellija je jos i
[saac Barrow uocio vezu izmedu problema puta i brzine.

John Wallis (1616.-1703.) je bio najutjecajniji engleski matematicar
prije Newtona. Bio je profesor geometrije u Oxfordu. U doba engleskog
gradanskog rata angazirao se na strani parlamenta i bio poznat po svom
znanju kriptografije. Bio jeijedan od ranih povjesni¢ara matematike, a bavio
se 1 logikom i engleskom gramatikom. Iz grupe matematicara s kojima se
nalazio nastao je Royal Society. U svom djelu De sectionibus conicis (1655.)
uveo je simbol co. Najznacajnije Wallisovo djelo je Arithmetica infinitorum
(1656.),|E ¢iji naslov sugerira glavni Wallisov doprinos: preciznije i efikasnije
racunske metode za povrsine i volumene.

Primjer 35 Kako je Wallis odredio povrsinu ispod vy = x* izmedu 0 i a?
Rastavio ju je na n uskih pravokutnika sirine & (slika . TrazZenu povrsinu
usporedio je s povrsinom povrsinom pravokutnika [0,a] x [0,d?], koja je na-
ravno jednaka a3, ali ju isto gleda rastavljenu na n pravokutnika povrsine

ol a®. Stoga je omjer tih povrsina jednak:

a a a a a TL(l2
s s (=) e (2 _
402+ 2. a% + ..—i—%-aZ
— — 6 -4+ — 4+
n2—+n24+...4+n? n3 3 2n  6n?

U ovom djelu se moze naéi i Wallisov produkt T=1'35°3'5'5°"%7°"%°"%g" e


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Wallis/
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Slika 9.10: [ z"dx + [ 2'/"dz = 1.

pa je zakljucio da je taj omjer za velike n sve blizi +, odnosno da je trazena

37
povrsina %a3.

Veca novost kod Wallisa je da je iz tako dobivenih povrsina ispod y = x™
dobio povrsine ispod y = /™. Naime, uoéio je (slika } da je povrsina
ispod y = 2'/" komplementarna (u odnosu na kvadrat [0, 1] x [0, 1]) povrsini
ispod y = 2™, odnosno dobio je zakljucak kojeg danas biljezimo ovako:

! n
/0 Vade = n+1

Neposredni prethodnik Newtonu je bio Isaac Barrow| (1630.-1677.).
Kao djecak je navodno bio tako naporan, da se njegovog oca moglo ¢uti u mo-
litvi, da ako Bog uzme k sebi koje od njegove djece, najlakse bi mu bilo ostati
bez Isaaca. Studirao je (bez specijalizacije, kako je tada bilo uobi¢ajeno) na
Trinity College u Cambridgeu. Po zavrSetku studija ostao je raditi kao fel-
low s istaknutim znanjem grckog, teologije i prirodnih znanosti. U razdoblju
1655.-1659. putovao je Mediteranom, a tijekom puta u Tursku prezivio je i
aktivno sudjelovao u obrani broda od gusarskog napada. Boravio je u Smirni
pa u Konstantinopolu, baveci se prvenstveno pravoslavnom teologijom. Po
povratku u Englesku postao je profesor grckog jezika u Cambridgeu, a od
1662. je vodio katedru za prirodne znanosti. Medu ostalima, student mu
je bio i Newton. Barrowova predavanja iz matematike i optike kasnije su i
objavljena. Kad je 1669. napustio poziciju na sveucilistu, postao je kraljevski
kapelan u Londonu. Godine 1677. obolio je od vruéice i pokusao se sam, kao
ranije u Konstantinopolu, izlijeciti postom i opijumom, ali je umro.

Barrow je tangentu smatrao grani¢nim slucajem sekante, kad se njezina
sjecista s krivuljom medusobno priblizavaju. Jos vaznije je da je Barrow (a
tako i malo ranije Torricelli) primijetio: Brzina se moze odrediti iz puta, kao i


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Barrow/
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Slika 9.11: Barrowljeva metoda odredivanja tangente.

obrnuto. Takoder, put se moze dobiti kao povrsina ispod grafa brzine u ovis-
nosti o vremenu, a brzina kao koeficijent smjera tangente na graf ovisnosti
puta o vremenu. Vidimo da je time najavio osnovni teorem infinitezimal-
nog racuna. Svoju metodu odredivanja tangente i geometrijski opis upravo
navedene inverznosti objavio je 1670. u sklopu Lectiones Geometricae.

Barrowljeva metoda odredivanja tangente je slicna Fermatovoj, a
temelji se na koristenju trokuta slicnog Pascalovom karakteristicnom trokutu,
a koji je poznat kao Barrowljev diferencijalni trokut. Neka je f(z,y) = 0
jednadzba krivulje i P = (z,y) tocka na njoj . Da bismo dobili tangentu
u P, treba nam jos jedna tocka T' na tangenti, npr. sjeciste tangente s z-
osi. Neka je e malo smanjenje = i a odgovarajué¢a promjena y (slika m,
na toj slici je APQR Barrowljev diferencijalni trokut). Buduéi da je e mali,
ANTMP je priblizno slican AQRP, pa vrijedi

ITM|:y~e:a.

Ta priblizna jednakost je to tocnija sto je e manji.

Ako je P = (x,y), onda je Q = (x — e,y — a) takoder tocka na krivulji,
pa vrijedi i f(z,y) = f(x — e,y — a) = 0. To iskoristava da dobije jednakost
koja povezuje z, y, e i a. U toj jednakosti se ¢lanovi s potencijama od e i a
veéim od 1 i njihovim medusobnim umnoscima zanemare, te se odredi e : a
iz cega se |T'M| dobije kao y - <.

Primjer 36 Zadana je jednadiba Kartezijevog lista x° + y> = kxy. Ona
vrijedi kako za tocku (x,y), tako i za tocku (x — e,y — a), tj. vrijedi i

(z =)’ + (y —a)’ = k(z —e)(y — a),
odnosno

3

23 — 3x?e + 3ze? — € + 4 — 3y’a + 3ya® — a® = kxy — key — kax + kea.
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Buduéi da je x® + y* = kxy, preostaje
—3z%e + 3z — &* — 3ya + 3ya® — a® = —key — kax + kea.

Zanemarimo clanove s potencijama od e i a vecim od 1 1 njthovim medusobnim
umnoscima, pa ostane

3z%e + 3ya = kax + key,

12 cega se dobije
e:a=(kr—3y?) : (32° — ky).

Stoga je

e kry— 3y?
[ TM|=y— = IR
a 3r? — ky

odnosno T = (:L‘ - ’?;%—__35,0) Sad tmamo dvije tocke tangente te se moze
odrediti njezina jednadzba.

Cesto se kaze: ,Newton i Leibniz otkrili su deriviranje i integriranje”?
Sto se time zeli reéi, da su definirali derivaciju preko limesa, a integral preko
Darbouxovih suma? Da su bili prvi koji su znali izracunati ono $to mi zovemo
derivacijom i integralom? Ni jedno ni drugo. Do preciznih definicija deriva-
cije i integrala trebat ¢e proé¢i skoro 200 godina nakon Newtona i Leibniza.
Kao sto smo dosad vidjeli, svakako nisu bili prvi, jer su mnogi njihovi prethod-
nici znali odrediti koeficijent smjera tangente ili pak povrsinu ispod krivulje.
Jesu li mozda Newton i Leibniz bili precizniji u svom pristupu? Ni to. Razlog
zasto se Newtonu i Leibnizu pripisuje utemeljenje infinitezimalnog racuna
je sto su njih dvojica, nezavisno jedan od drugog, iz mnostva pojedinacnih
metoda i rezultata dobili jedinstvenu racunsku metodu za rjesavanje opisa-
nih tipova problema, te jer su oni prvi jasno iskazali medusobnu inverznost
deriviranja i integriranja (osnovni teorem infinitezimalnog racuna). Newto-
novi i Leibnizovi rezultati su matematicki ekvivalentni, ali su pristupi bitno
razliciti: Newton pristupa fizikalno, a Leibniz apstraktnije. Opisat ¢emo
glavne crte oba pristupa.

[saac Newton (1642.-1727.) je roden nakon smrti svog oca. Kad je imao
tri godine, njegova majka se preudala. Kad je po drugi put ostala udovica,
majka je htjela da Isaac postane farmer, ali je on taj posao mrzio i njegov
ucitelj ju je uspio uvjeriti da mu dopusti skolovanje. Studirao je na Trinity
College u Cambridgeu i tijekom studija je otkrio interes za matematiku. Na-
kon diplome 1665. ostao je na Trinity College, ali je taj zbog epidemije kuge
zatvoren te se Isaac povukao na obiteljsko imanje u Woolsthorpe. U dvije
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godine koje je tamo boravio razvio je svoje revolucionarne nove ideje infini-
tezimalnog racuna, optike i gravitacije. Kasnije je naslijedio Barrowljevu
poziciju na Trinity Colleg. Tijekom 1670-ih se upleo u mnoge sukobe s
drugim znanstvenicima. Prvi slom Zivaca dozivio je 1678., godinu kasnije
mu je umrla majka, poslije je zivio sve povucenije. Najvaznije Newtonovo
djelo je Philosophiae naturalis principia mathematica ( Principia, 1687.), koje
medu ostalim sadrzi i Newtonov zakon gravitacije. U to je doba postao sve
viSe politicki aktivan, posebno jer je katolicki kralj James II. na sve pozicije
postavljao katolike neovisno o sposobnostima. Nakon drugog sloma zivaca
1693. potpuno se povukao iz znanosti i ostatak zivota bavio politikom. Posti-
gao je mnoge visoke pozicije i obogatio se. Od 1703. je bio predsjednik Royal
Society, a 1705. je postao prvi znanstvenik s titulom viteza (sir). Zadnje
godine njegova zivota obiljezene su sukobom s Leibnizom oko prvenstva u
otkri¢u infinitezimalnog racuna.

Prvi Newtonovi tekstovi o infinitezimalnom racunu su De Analysi per
Aequationes Numero Terminorum Infinitas (1669., objavljen 1711.), De Met-
hodis Serierum et Fluzionum (1671., objavljen 1736.) i Tractatus De Qu-
adratura Curvarum (1691.-1693., objavljen 1704.). Uocljiv je veliki razmak
izmedu termina nastanka i objave tih djela, Sto je, navodno, prvenstveno
bilo uzrokovano time sto londonske tiskare u to doba nisu bile sklone tiskati
znanstvena djela zbog neisplativosti. Newtonova varijanta infinitezimalnog
racuna poznata je pod nazivom metoda fluksija. Naime, Newton je pro-
matrao veli¢ine ovisne o vremenu (fluense) z, y, ..., a njihove brzine nazvao
je fluksijama. 1690-ih godina Newton je fluksije poc¢eo oznacavatis z, v, ...,
a fluksije fluksija (akceleracije fluensa) s &, g, . ..

Ako gledamo ¢esticu koja se giba u koordinatnoj ravnini, njena pozicija je
opisana dvama fluensima: apscisom z i ordinatom y. Oba fluensa su funkcije
vremena: © = z(t), y = y(t). Drugim rije¢ima, Newtonov pristup krivuljama
u ravnini ekvivalentan je modernim parametarskim jednadzbama krivulje.
Ako se u nekom trenutku ¢estica nalazi na poziciji (x(t),y(t)), onda su njena
horizontalna i vertikalna komponenta brzine fluksije 4(t) i ¢(¢), odnosno vek-
tor brzine je na pravcu s koeficijentom smjera % Budu¢i da je vektor br-
zine uvijek tangencijalan na krivulju po kojoj se cestica krece, zakljucujemo
da je kod Newtona koeficijent smjera tangente na krivulju kvocijent dviju
konacnih, a ne infinitezimalnih veli¢ina (kvocijent fluksija ¢ i ).

U De Methodis Serierum et Fluxionum Newton je iskazao temeljni zada-
tak infinitezimalnog racuna: Iz odnosa fluensa odrediti odnos njihovih fluksija
te obrnuto, odnosno kako bismo mi danas rekli: deriviranje i integriranje.

U konkretnim rac¢unima Newton koristi male priraste oz fluensa x, gdje s
o oznacava ,,beskonacno mali” prirast vremena. Metoda je vrlo sli¢na ranijem
de Fermatovom i Barrowljevom pristupu, ali ,,racunskija”. Objasnit ¢emo je
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na primjeru ,,deriviranja na Newtonov nacin”.

Primjer 37 Zadana je odnos fluensa, tj. implicitna jednadzba krivulje:
23— ax? +azy —y° = 0.
Prvo u nju supstituiramo x + ox za x 1 analogno y + oy za y:
23 + 302 + 3i20%x + %0 — ax? — 2aiox — ai’o® + axy+

tatoy + ajox + aiyo® — y* — 3yoy* — 39*0*y — 20> = 0.

Buduéi da (z,y) mora zadovoljavati polaznu jednadzbu, preostaje:
3tox? + 3i%0%x + #°0° — 2atox — ai’o® + atoy + ayor+

+aiyo® — 3yoy® — 3y*0’y — 2o = 0.

Buduéi da o nije 0 (radi se o malom prirastu), podijelimo s o:

32%% —2axi+ayr+aiy—3y*y+3roi 4+ 0%i® — aoi® +aoiy —3yoy? —o*y® = 0.
Naposlijetku zanemarimo o, jer je on ujedno i jako blizu 0. Tako dobijemo
3i0? — 2aix + ayx + aiy — 3yy* = 0.

Iz ovog lako odredimo koeficijent smjera tangente na nasu krivulju, u njezinoj

tocci (z,y):

k:g:3x2—2ax+ay
- .

3y? — ax

Za inverzni problem, dakle za ono Sto danas nazivamo integriranjem,
Newton krec¢e od odnosa fluksija, tj. neke diferencijalne jednadeeE Dakle,
ono Sto danas nazivamo integriranjem od svog samog pocetka povezano je
s rjesavanjem diferencijalnih jednadbi. Ako u takvoj jednadzbi imamo
tocno dvije fluksije (& i ¢), prvi je korak odrediti njihov kvocijent (tj. ve¢
spomenuti koeficijent smjera tangente na krivulju). Primjerice, ako je 9> =

9 + 42y?, onda je
y 1 1
S =4/ -= 2,
P2 Vit

12Newton je primijetio da u jednadzbi koja sadrzi fluksije, svi ¢lanovi moraju biti istog
stupnja: & + gz — ax? = 0 se mora interpretirati kao &z 4+ 2yr — ax?22 =0 uz 2 = 1.
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Tipicna karakteristika Newtonovog racuna fluksija je koristenje redova, po-
sebno za integriranje. Za upravo navedeni primijer, Newton koristi binomni

red
1 1 2 4 6 8 10
Z—l+x2:§+x — " 422 —ba® + 1dx " + ...

sto daje £ =1+ 2% — 2% + 225 — 52% + 142'% + ... odnosno

%::E2—:U4+2x6—5338+14x10+....
Znajuéi da ako je fluksija 2™, onda je odgovaraju¢i fluens z"*!/(n + 1) (5to
je znao jos Wallis), na kraju zaklju¢uje (mi bismo rekli: integrirao je ¢lan po
¢lan)

Y Lg 15, 27 5,4 14

i_—(a:+)3x P2t ot — o T
Kao sto vidimo, Newton jos nije obra¢ao pozornost na podrucje konvergencije
reda potencija, ali je jedan od prvih matematicara koji su ih uopc¢e razmatrali.

Newton u predgovoru svoje The method of fluzions and infinite series with

its application to the geometry of curve-lines kaze i: ,Racunanje s brojevima
i varijablama je slicno, pa je stoga prirodno, prikaz brojeva kao decimal-
nih razlomaka analogno primijeniti na varijable.” Iskazuje i ¢udjenje, da to
jos nikome osim njemackom matematicaru Nicolausu Mercatoru (Niklaus
Kauffman, 1620.—1687.) nije palo na pamet. Mercator je naime 1668. obja-
vio tekst Logarithmotechnia u kojem za odredivanje povrsine ispod istostrane

hiperbole (tj. [ 1d—J:t) koristi (rije¢ima opisan) Mercatorov red

A

m(l+z)=2— = +2 2 4
n(l+z)=ux st3 T

kojeg je dobio iz geometrijskog reda #t =1—t+t* =3+ .... Zbog toga
se N. Mercatora smatra utemeljiteljem teorije redova potencija. Pritom
je Mercator naveo i da bi se to moglo zvati ,prirodnim” logaritmom od
1+t (no jos uvijek se u to doba logaritmi ne gledaju kao inverzne funkcije
eksponencijalnih funkcija, tj. kao funkcije definirane putem baze, tako da ne
mozemo jo§ govoriti o tome da je Mercator razmatrao logaritam s bazom e).

Newton je otkrio vise razvoja u redove potencija, od kojih je najpoznatiji
binomni red, kojeg je opisao u jednom pismu H. Oldenburgu 1676.,|E a razvio
je 1 metodu za invertiranje redova potencija (odredivanje reda potencija koji

predstavlja inverznu funkciju od danog reda potencija).

13Newton je koristio za suvremenog ¢itatelja neobiénu notaciju: (P4 PQ)™/™ = P™/™ 4

DAQ + " BQ 4 152 CQ + M DQ + .., gdje A, B, C, D, ... predstavljaju uvijek

redom neposredno prethodeé ¢lan: A = P™/™ B = TAQ = %PT”'/"Q7 e
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Njemacki filozof i matematicar Gottfried Wilhelm Leibniz (1646.—
1716.) je kao mladié¢ je 1672. posjetio Paris i ondje upoznao Huygensa, koji
ga je poducio u matematici i fizici. Medu ostalim, dao mu je neke Pascalove
spise za proucavanje. U to je doba Leibniz osmislio poboljsanje Pascaline,
Sto spominjemo i zato jer je Leibniz u povijesti matematike zapamdéen kao
prethodnik rac¢unarstva. Naime, 1703. je opisao racun, kojeg je osmislio
dvadesetak godina ranije, u prvom pravom pozicijskom ne-dekadskom bro-
jevnom sustavu u povijesti, u binarnom brojevnom sustavu (pri cemu
je otkrice tog sustava pripisao starim Kinezima vezano uz ve¢ spomenuti I-
Ching). Takoder, njegov je glavni cilj bio razviti univerzalni simbolicki jezik
(Lingua characteristica universalis), kojemu bi svrha bila lakse sporazumi-
jevanje neovisno o materinjem jeziku, te vezano za to Calculus ratiocinator
racunica razuma), u kojoj bismo manipulacijom simbola uz odredena pra-
vila dobili i provjeravali tvrdnje. Prema Leibnizu, to bi omoguéilo kons-
trukciju strojeva koji bi izvodili korektne logicke zakljucke. Tako je s jedne
strane prvi imao ideju umjetnog, simbolickog jezika logike i uocio analogiju
logickog zakljuc¢ivanja i racunice, zbog Cega ga se smatra utemeljiteljem ma-
tematicke logike. Zbog navedenog je veliku pozornost pridavao simbolici pa
nije iznenaduju¢e da mnogi moderni matematicki simboli potjecu od njega:
[...da, dmm - za mnozenje, : za dijeljenje, ...

Godinu dana nakon Parisa posjetio je London i postao ¢lan Royal Society.
Po povratku u Paris bavio se proucavanjem Pascalovih i Descartesovih teks-
tova i tamo do 1676. razvio svoje prve ideje infinitezimalnog racuna, od kojih
je prve objavio 1680-ih godina. U isto doba, tocnije 1683., Leibniz postaje
i jedan od dvojice prvih matematicara koji su racunali determinante. Na-
ime, jo§ Cardano je znao rjesavati 2 X 2-sustave linearnih jednadzbi koristeci
Cramerovo pravilo, ali bez ispisivanja matrica: Znao je da je rjeSenje sustava

ar +by = f
cx+dy=g
dano s
oo dd=bg _ag—fc

ad — by’ v ad — by’

Godine 1683. su Leibniz i neovisno o njemu japanski matematicar Takakazu
Shinsuke Seki (1642.-1708.) uveli brojeve, koji se danas zovu determinan-
tama, a u istu svrhu, tj. kao pomo¢ za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi.
Leibniz je te godine u pismu L’Hopitalu opisao uvjet da neki sustav ima ne-
trivijalno rjesenje, a dokazao je i razne rezultate o sustavima koji se danas

14Oznagavanje parcijalnih derivacija uveo je 1786. Legendre.
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formuliraju pomoéu determinanti (Cramerovo pravilo, Laplaceov razvoj), no
to se nalazi u njegovim neobjavljenim radovima. S druge strane, Seki je
opisao starije kineske metode rjesavanja sustava i kao pomo¢ rac¢una brojeva
koje bismo danas zvali determinantama do velicine 5 x 5.

vojvode od Braunschweig-Liineburg. Na tom namjestenju provodio je i razne
geoloske projekte, ali se i dalje bavio matematikom i dinamikom. Kasnije je u
sluzbi vojvode putovao Europom i tako upoznao mnoge velike znanstvenike.
U posljednjem dijelu zivota ponajvise se bavio filozofijom, a okupirao ga je i
sukob s Newtonom. No, poznat je i njegov pokusaj opovrgavanja tvrdnje iz
osnovnog teorema algebre: tvrdio je da se z* 4+ a* ne moze faktorizirati na
dva kvadratna polinoma jer je mislio da v/7 nije kompleksan broj.

Dok su Newtonovi rezultati u izvornom obliku danas tesko ¢itljivi, Leib-
nizov stil postao je temelj moderne analize. Poticaj bavljenju tom temom
bio je zadatak kojeg mu je 1672. postavio Huygens: Koliko iznosi suma reda
reciprocnih trokutastih brojeva

LT PR R
376 10 15 7

Leibniz je uoc¢io da su svi sumandi Voblika ﬁ = % — niﬂ pa su parcijalne
sume tog reda jednake 2 — n%l Sto je n vedi, to je to blize 2, odnosno

Leibniz je zaklju¢io da je suma reda 2. Uz to je primijetio da vrijedi: Ako
je svaki pribrojnik d,, razlika dva uzastopna ¢lana nekog niza (a,), onda je
>or  di = a; — ay41, odnosno diferenciranje je inverzno sumiranju. Iz tog ée
nesto kasnije dokazati inverznost deriviranja i integriranja, tj. osnovni teorem
infinitezimalnog racuna. Godinu kasnije, 1673., je otkrio i Leibnizov red

T 1 1 1

;- lT3ty gt
Taj red je skupa s po njemu nazvanom kriteriju konvergencije reda objavio
1682. Leibnizov je red bio ve¢ 1671. poznat skotskom matematicaru James
Gregory-ju (1638.-1675.), koji je naveo i neke razvoje u redove potencija
(prvih 5-6 ¢lanova redova za tangens, arkustangens, sekans, logaritam se-
kansa, binomni red). Gregory je koristio i varijantu kriterija usporedivanja.
Red za arkustangens

T

tgr=0——+ —— —+...
arctgr = x 3+5 7—1—

se danas naziva Gregory-Madhavin redom jer ga je joS ranije otkrio i
za racun 7 na 11 decimala koristio indijski matematicar Madhava (1350.—
1425.). Ovakvi redovi kasnije su nazvani Taylorovim redovima jer je Gregory
umro mlad (od mozdanog udara) i relativno nepoznat.
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U O Vow

Slika 9.12: Leibnizov pristup infinitezimalnom racunu.

Leibnizov infinitezimalni ra¢un se temelji na analitickoj geometriji i ge-
neralizaciji Pascalovog karakteristicnog trokuta. Neka je zadana krivulja
y = f(x) i tocka P na njoj (slika [9.12)). Tada je karakteristicni trokut oko
te tocke (APQR s katetama dx i dy kojem je hipotenuza dio tangente na
krivulju u tocki P) slican APV W kojeg tvore normala, os apscisa i okomica
iz P na nju. Stoga vrijedi odz = ydy . ,Sumacija” daje [odx = [ydy. Iz
poznavanja veze o iy dobiva se veza x i y, tj. rjeSava se problem integriranja.

a?

Primjer 38 Neka je 0 = . Tada je a*dx = y*dy. Dobije se L = a2 kao
y 3
jednadzbu krivulje zadanog svojstva.

Leibniz je isprva kao oznaku integriranja koristio omn.: vidljiv je utjecaj
Cavalierija, koji je kvadrature nazivao omnes lineae figurae. U to doba
je Leibniz za diferenciju dviju susjednih ordinata (kasniji dy) koristio I.
Tako primjerice 1675. formulu parcijalne integracije pise u obliku omn. zl =
zomn. [ —omn.omn. [. No, upravo te godine se odlucio za simbol [ kao prik-
ladniji za integriranje, jer je ono za njega bilo oblik sumacije. Primijetio je i
da aku su [-ovi i z-evi duljine, onda je [ povrsina, a [zl volumen. Ubrzo
je uveo i simbol diferencijala, d, isprva u nazivniku (%), onda u modernom
obliku dy. Koriste¢i tu simboliku je 1677. dokazao formule za diferenciranje
(ne deriviranje!) produkata i kvocijenata funkcija.

Iako Newtonov i Leibnizov koncept infinitezimalnog ra¢una sadrzajno vrlo
slicni, vidljive su i bitne razlike. Mozda najbitnija je poimanje koeficijenta
smjera tangente: kod Newtona on je kvocijent dviju konac¢nih veli¢ina (fluk-
sija y i @), a kod Leibniza dviju infinitezimalnih (diferencijala dy i dz).

Newtonov stil brzo se prosirio britanskim oto¢jem, a Leibnizov kontinen-
talnom Europom, te su jos za njihova zivota mnogi matematicari dobili nove
rezultate. Prakti¢ne primjene su se posebno brzo razvile, ali je dugo ostao
problem rigoroznog utemeljenja: Prirasti (o kod Newtona, dx kod Leibniza)
su cas razli¢iti od 0 (kad dijelimo s njima), a ¢as jednaki 0 (kad brisemo
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¢lanove koji ih sadrze iz jednadzbi). Kako nesto moze istovremeno biti jed-
nako i razlicito od 0?7 Najpoznatiji kriticar bio je irski biskup i filozof George
Berkeley (1684.-1753)., koji je 1734. postavio pitanje: Sto su fluksije? Br-
zine nestajucih prirasta? A Sto su ti nestajuci prirasti? Niti su konacne
velicine nit beskonacno male, a nisu niti nista. Bismo li ih smjeli nazvati
duhovima umrlih veli¢ina? Trebat ¢e jos 200 godina dok Bolzano, Cauchy i
Weierstrafl u potpunosti razrijese ovaj problem, tj. dok infinitezimalni ra¢un
dobije i korektnu matematicku podlogu.

Zanimljivo je, posebno jer se radi o jednom od najznamenitijih sukoba
velikih znanstvenika u povijesti, ukratko opisati tijek sukoba Newtona i Le-
ibniza oko prvenstva u otkri¢u infinitezimalnog racuna. Neosporno je da su
Newtonovi rezultati desetak godina stariji od Leibnizovih, a moguce je i da
je Leibniz pri svojim posjetima Londonu (1673. i 1676.) vidio Newtonove
rukopise, no bar 1673. ih sigurno jo$ nije bio u stanju razumiti. Leibnizovi
prvi rezultati poticu iz 1675., a godinu kasnije Newton mu je poslao pismo
koje je dugo putovalo. Leibniz je u odgovoru pohvalio Newtonove zasluge u
teoriji redova, no Newton je smatrao da je Leibniz odugovlacio i napisao mu
drugo pismo iz kojeg je jasno da ne zeli odati detalje svojih rezultata. Medu
ostalim to pismo sadrzi znameniti anagram 6a 2c¢ d ae 13e 2f 7i 31 9n 40 4q
2r 4s 9t 12v x. znacenja Data Aequatione quotcumque, fluentes quantitates
involuvente fluziones invenire, et vice versa, tj. Newtonov opis osnovnog za-
datka infinitezimalnog racuna. To je pismo putovalo jos dulje, a Leibniz je u
odgovoru opisao osnovne crte svoje metode, na Sto mu je Newton odgovario
da u tom nema nista novog. To je sve potaklo Leibniza da sto prije obja-
vit svoje rezultate, Sto je i ucinio 1684., dok je objava Newtonovih rezultata
dio njegove Principia-e (1687.). Svada se intenzivirala 1710., kad je skotski
matematicar i ¢lan Royal Society John Keill u ¢asopisu Transactions of the
Royal Society of London optuzio Leibniza za plagijat. Godinu kasnije Leibniz
je zatrazio ispriku od Royal Society te je imenovana komisija za utvrdivanje
prvenstva. Bez da se Leibniza pitalo za misljenje, komisija je 1713. utvrdila
da je prvenstvo Newtonovo (vrijedi istaknuti da je u to doba Newton bio
predsjednik Royal Society da je on sam napisao konaé¢ni izvjestaj komisije).
Leibniz je za to saznao od Johanna Bernoullija, te objavio anonimni tekst
u kom spominje Newtonovu pogresku koje nema u njegovim rezultatima, na
sto je Keill objavio odgovor, nakon ¢ega se Leibniz povukao iz rasprave uz
izgovor da nece davati odgovore idiotu. Iako je 1716. Leibniz umro, sukob se
nastavio jos dugo, pa ¢ak i do danas.

Upravo spomenuti §vicarski matematicar Johannom Bernoullijem (1667.—
1748.) bio je dobar Leibnizov prijatelj i prva je osoba koja je, u jednom pismu
Leibnizu 1694., u matematickom smislu koristila izraz funkcija. Johann Ber-
noulli u tom pismu kaze: ,,Ovdje funkcijom nazivamo varijablu neke velic¢ine,


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Johann/
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koja je na bilo kakav nacin sastavljena od te velicine i konstanti.” Johann
Bernoulli je zasluzan i za naziv ,integriranje”: Dok je Leibniz isprva pred-
lagao naziv calculus summatoris (i simbol [), Johann je predlozio calculus
integralis (1 simbol I). Na koncu su se slozili oko kompromisa: simbol [ i
naziv calculus integralis.

Skupa sa starijim bratom Jacobom, Johann je prvi nastavio Leibnizove
rezultate. Oba brata su posebno mnogo novih rezultata dobili vezano za
diferencijalne jednadzbe[”] Oba su bitno doprinijeli i girenju ideja infinite-
zimalnog racuna. Johann je, kao i Leibniz i Huygens, 1691. uspio odrediti
jednadzbu lancanice[T

Johann je tijekom boravka u Parizu poducio markiza Guillaume Francgois
Antoine Marquis de L’Hopital (1661.-1704.) tehnikama infinitezimalnog
racuna, a L’Hopital je 1696. objavio prvi udzbenik diferencijalnog racuna, ¢iji
veci dio sadrzaja se pripisuje Johannu, uklju¢ivo poznatog L’Hopitalovog
pravila, no L’Hopital je samo u predgovoru zahvalio Bernoullijima.

Johann Bernoulli je 1696. postavio problem brahistohrone: Potrebno
je medu svim krivuljama koje prolaze kroz dvije tocke koje nisu na istoj visini
niti jedna tocno iznad druge odrediti onu krivulju po kojoj ¢e se materijalna
tocka koja klizi bez trenja, samo pod utjecajem sile teze, najbrze spustiti od
viSe do nize tocke. Da je rjeSenje cikloida pokazali su kako Johann, tako i
Jacob, Newton, Leibniz i L’Hopital. Zanimljiva je usporedba Johannovog i
Jacobovog rjesenja. Johannovo je elegantnije (uocio je analogiju s
lomom svjetlosti te koriste¢i Fermatov princip i Snellusov zakon loma dobio

diferencijalnu jednadzbu dx = kldy i pokazao da je njezino rjeSenje
\/1—-k2a2y

cikloida). Jacobovo rjesenje je kompliciranije, ali je imalo puno veéi utjecaj
na razvoj matematike. Jacob je naime uocio da je ovo potpuno novi tip
problema: Dotad su se rjesavali zadaci u kojima se traze tocke ekstrema na
zadanoj krivulji, a ovdje se trazi ,ekstremalna krivulja”. Stoga je njegovo
rjeSenje utemeljilo varijacijski racun, u kom se trazi krivulja y za koju je
neki I(y) = fab F(z,y,y)dz minimalan ili maksimalan.

Stariji brat Johanna Bernoullija, Jacob Bernoulli (1655.-1705.) je osim
po analizi logaritamske spirale i upravo spomenutim doprinosima u analizi

5Bernoullijevu diferencijalnu jednadzbu y' + p(z)y = q(x)y™ za n # 0,1 je proucavao
Jacob.

6 Hiperbolne funkcije prvi je uveo Vincenzo Riccati (1707.-1775.) ca. 1760, a prvi
sustavno proucavao Lambert.

17U sluéaju problema brahistohrone, minimizira se

[\,


https://www.youtube.com/watch?v=Cld0p3a43fU
http://www.mecheng.iisc.ernet.in/~suresh/me256/GalileoBP.pdf
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Jacob/
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posebno poznat po svom djelu Ars Conjectandi, objavljenom posthumno
1713., koje se smatra prvim bitnim, sredenim tekstom o vjerojatnosti (i kom-
binatorici). Stovise, mnogi autori smatraju da je upravo ovim djelom ute-
meljena teorija vjerojatnosti. To nije samo zato jer se radi o vrlo opseznom
djelu, nego i jer sadrzi mnoge novosti. Sastoji se od cetiri dijela. Prvi dio
prenosi Huygensovu De ratiociniis in aleae ludo, ali uz Jacobove komentare
i dopune, uklju¢ivo preciziranja pojma ocekivanja i eskplicitnog uvodenja
binomne distribucije. Drugi dio opisuje kombinatorne principe bitne za vje-
rojatnost. Posebno, tu su klasi¢ni rezultati o permutacijama i kombinacijama
te prvi potpun dokaz binomnog teorema za prirodne eksponente. U tre¢em
dijelu se prvi i drugi dio primjenjuju na 24 konkretna zadatka vezana uz igre
na srecu.

Primjer 39 Pruvi zadatak u trecem dijelu glasi: Netko je u urnu stavio dvije
kuglice, jednu crnu i jednu bijelu, te je ponudio nagradu onome od triju igraca
A, B, C koji prvi izvuce bijelu kuglicu. Ako nijedan od igraca ne izvuce bijelu
kuglicu, onda nitko ne dobiva nagradu. Prvo izvlaci A, pa vrati kuglicu u
urnu. Onda drugi izvlaci B i ucini isto. Naposligetku kao treci izvlaci C.
Kolike su nadd™| triju igraca?

Najvazniji dio je cetvrti, koji je ostao nezavrsen. On se bavi pitanjima
primjene vjerojatnosti na ,,civilna, moralna i ekonomska” pitanja. Ovdje je
postavljeno pitanje veze vijerojatnosti a priori i a posteriori: Ako imamo
dovoljno mnogo rezultata nekog slucajnog pokusa, mozemo li iz njih pro-
cijeniti teorijsku vjerojatnost? Ovaj dio zavrsava teoremom kojeg je Jacob
Bernoulli nazvao ,zlatnim teoremom” i na kojeg je bio jako ponosan: ,,Neka
se broj povoljnih slucajeva prema broju nepovoljnih slucajeva odnosi toéno

ili priblizno kao £, dakle prema broju svih mogucih slucajeva kao —— =

r+5
r+1 i r—11[1

(ako se stavi r + s = t), gdje je posljednji omjer izmedu granica = i ™
Sad se mogu, kako je dokazano, izvesti toliko opazanja da proizvoljno mnogo
(npr. ¢) puta bude vjerojatnije da je omjer povoljnih prema svim provedenim
opazanjima unutar tih granica, nego da je izvan njih, dakle da niti je veci od
rtl ’";1.”@ Ovo je, naravno, prvi zakon velikih brojeva,

==, niti je manji od =

[

8Pod nadom, ogigledno, misli na vjerojatnost osvajanja nagrade.

¥Dana je vjerojatnost p uspjeha i vjerojatnost ¢ = 1 — p neuspjeha u pojedinom
slucajnom, Bernoullijevom, pokusu. Uotavamo da jep —e < p < p+e zae = % Pri-
mijetimo da buduéi da se pocetni razlomci uvijek mogu prosiriti i tako povecati t, ovdje
zapravo imamo proizvoljni € > 0.

20Za svaki ¢ > 0 postoji broj n izvodenja tog sluéajnog pokusa (svaki nezavnisno u
odnosu na ostale) da vjerojatnost da relativna frekvencija f uspjeha zadovoljava p — e <

% < p+ € iznosi

c
1+c*
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poznat pod nazivom Bernoullijev slabi zakon velikih brojeva. Danas govo-
rimo o konvergenciji po vjerojatnosti relativnih frekvnecija prema teorijskoj
vjerojatnosti: Ako sluc¢ajni pokus provodimo neogranic¢en broj puta, uvijek u
istim uvjetima, te tako da je svako izvodenje nezavisno od ostalih, relativne
frekvencije uspjeha ¢e sve manje varirati i s vjerojatnoséu 1 teziti prema
p. No, naziv ,zakon velikih brojeva uveo je tek Siméon-Denis Poisson
(1781.~1840.) u svom djelu Recherches sur la probabilité des judgements en
matiére criminelle et matiére civile (1837.).

Kao motivaciju za dokaz Bernoullijevog zakona velikih brojeva, Jacob
je uzeo sljedeéi zadatak: Stvarni sastav urne je 3000 bijelih i 2000 crnih
pokusa, ali to nije poznato osobi koja ¢e iz urne izvlaciti kuglice jednu po
jednu, s vra¢anjem. Pitanje je, moze li ta osoba to uciniti neki broj puta
tako da 10, 100, 1000, ...puta bude vjerojatnije (i naposlijetku 'moralno
sigurno’) da omjer frekvencija izvucenih bijelih i crnih kuglica bude jednak
stvarnom (3 : 2), nego da taj omjer bude neki drugi. Drugim rije¢ima, Jacob
Bernoulli je motivirao svoj teorem statistickim pitanjem odredivanja teorijske
vjerojatnosti (vjerojatnosti a priori) iz poznavanja empirijske vjerojatnosti
(vjerojatnosti a posteriori). Koristeéi svoj ,zlatni teorem”, Bernoulli je na
kraju cetvrtog dijela Ars Conjectandi pokazao da ako zelimo 1000 puta veéu
vjerojatnost da omjer apsolutnih frekvencija bijelih i crnih kuglica bude 3 : 2
nego neki drugi, minimalni broj izvlacenja je 25500.



Poglavlje 10

Razvoj matematike u
18. stoljec¢u

Nakon vjerojatnosne digresije, vratimo se na matematicku analizu. Kao §to
su brac¢a Bernoulli bili vazni neposredni nastavljaci Leibnizovog stila infinite-
zimalnog racuna u kontinentalnoj Europi, tako su se i na britanskom otocju
neki matematicari istakli kao nastavljaci s Newtonovim pristupom. Medu
njima se isticu Taylor i Maclaurin, koje danas obi¢no asociramo s redovima
potencija.

Engleski matematicar, jedan od ¢lanova komisije za utvrdivanje prvenstva
u sukobu Newtona i Leibniza, Brook Taylor| (1685.-1731.) danas je naj-
poznatiji po Taylorovim redovima, no kako smo vidjeli, neki Taylorovi redovi
bili su poznati ve¢ i prije njega. No, Taylor je 1715. objavio tekst Methodus
incrementorum directa et inversa, u kojem je dobio opéi oblik Taylorovog
reda dane funkcije iz Newton-Gregoryjeve interpolacijske forrnuleﬂ kad ,,pri-
rast nestaje” (Ax — 0). Taylorove redove je tako nazvao skotski matematicar
Colin Maclaurin/ (1698.-1746.). On je 1742. je objavio knjigu Treatise of
fluzions (s cak 763 stranice!), koja je prvi sustavni prikaz Newtonovog racuna
fluksija. Sedam godina kasnije je prevedena na francuski i tako doprinijela
sirenju Newtonovih ideja u kontinentalnoj Europi. Djelo sadrzi i mnoge pri-
mjene, posebno na fiziku. Maclaurin se nadao tim djelom barem dijelom
odgovoriti na Berkeleyevu kritiku. Stoga je, primjerice, osnovni teorem infi-
nitezimalnog racuna dokazao oslanjaju¢i se na algebarske nejednakosti. Po
njemu danas nazivamo specijalni slucaj Taylorovih redova za razvoj oko 0,
a to su Maclaurinovi redovi, jer ih je u tom djelu koristio koristio za

'Formulu su otkrlili, nezavisno jedan od drugoga, Gregory i Newton oko 1670. Radi se o
vaznoj i poznatoj formuli iz numericke matematike za nalazenje formule krivulje y = f(x)
tako da ona prolazi kroz tocke (a,yo), (a + Az,y1), (a + 2Az,y2), ..., (a + nAz,y,)
koristeci tzv. konacne razlike.
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odredivanje ekstrema i tocaka infleksije.

Zasigurno najve¢i matematicar 18. stoljeca bio je Svicarski matematicar
Leonhard Euler| (1707.-1783.). Doprinijeo je gotovo svim tada postojeéim
matematickim disciplinama, a utemeljio i neke nove. Neki autori smatraju
da je njegova Introductio in analysin infinitorum (1748.) za matematicku
analizu ono §to su Elementi za geometriju ili Al-Kitab al-muhtasar fi hi-
sab al-gabr wa-l-muqabala za algebru. Roden je u Baselu, gdje je studirao
filozofiju i pravo. Tu ga je Johann Bernoulli ohrabrio da se posveti mate-
matici. Karijeru je proveo u St. Petersburgu i Berlinu: Godine 1727. mu je
Johannov sin Daniel prvo nasao zaposlenje na Akademiji znanosti u St. Pe-
tersburgu, gdje je po Danielovom povratku u Basel 1733. preuzeo katedru
matematike. Tako je imao dovoljno novaca da se ozeni. Imao je 13 djece,
ali samo pet je prezivjelo djetinjstvo. Ve¢ brzo nakon zenidbe poceo je imati
zdravstvene probleme. Od 1738. je na desno oko bio prakticki slijep. Kad
je 1740. politicka situacija postala nemirna, preselio je Berlin, kamo ga je
pozvao car Friedrich Veliki. Tu je Euler napisao gotovo 400 tekstova na
princesse d’Allemagne sur divers sujets de pyhsique et de philosophie. No,
s vremenom je postao sve nezadovoljniji, posebno zbog careva mijesanja u
vodstvo akademije. Nakon stupanja na vlast Katarine Velike, vratio se u
St. Petersburg 1766. No, 1771. dom mu je izgorio u pozaru, a Euler je us-
pio spasiti samo sebe i svoje matematicke rukopise. Ubrzo zatim, potpuno
je oslijepio, no to ga nije sprijecilo u daljnjem radu. Njegovo znamenito
pamcenje i dvojica njegovih sinova pomogli su u tome da je velik dio nje-
govog ukupnog opusa od preko 800 radova za zivota nastao upravo u doba
potpune sljepoce. Na sam dan smrti joS je poduccavao matematici svoga
unuka i bavio se proracunima kretanja dvaju balona. Prije nego se posve-
timo Eulerovim doprinosima u infinitezimalnom ra¢unu, osvrnimo se prvo na
njegove doprinose drugim disciplinama.

Euler je utemeljitelj matematicke discipline topologije ] malo preciznije
njene poddiscipline teorije grafova. U doba Eulerovog zivota, jedan po-
pularni zadatak bio je problem mostova u gradu Koénigsbergu (danas
Kaliningrad, Rusija); Moze li se grad Konigsberg obiéi tako da se svaki od
njegovih sedam mostova (vidi sliku lijevo) prijede totno po jednom, te
da se na kraju vratimo na polaziste? Euler je uocio da rjesenje nema veze s

2Na prvi pogled, topologija je sliéna geometriji. No, dok su u geometriji objekti ek-
vivalentni (,sukladni”) ako postoji izometrija koja jedan prevodi u drugi, u topologiji se
ekvivalencija definira preko postojanja homeomorfizma (neprekidnog preslikavanja s ne-
prekidnim inverzom), dakle u topologiji se objekti razlikuju ne prema veli¢ini i obliku,
nego prema (ne)povezanosti i broju rupa. Primjerice, kocka, kugla i zdjela su topolosgki
ekvivalentni oblici.
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Slika 10.1: Problem mostova u gradu Konigsbergu

duljinama i kutovima, nego samo povezanoscu te je to razlog da ga nazivamo
ocem topologije. Svoje rjesenje objavio je 1736. pod naslovom Solutio pro-
blematis ad geometriam situs pertinentis, iz kojeg se vidi da je bio svijestan
da se radi o novom tipu geometrije, geometria situs (geometrija polozaja).
Euler je tu objasnio da ako dijelove Konigsberga zamnislimo kao tocke (danas
bismo rekli vrhove grafa), a mostove kao linije koje ih povezuju (danas bismo
rekli bridove grafa), imamo situaciju kao na slici desno. Euler je ne
samo pokazao da je konkretni zadatak nerjesiv, nego je dao i opéi postupak
za ovakve zadatke:

1. Ako su vise od dva vrha neparnog stupnja (tj. u njih ulazi/izlazi nepa-
ran broj linija), problem je nerjesiv (samo ovaj slu¢aj rigorozno doka-
780).

2. Ako su toc¢no dva vrha neparnog stupnja moguca je ,otvorena” Setnja.
3. Ako su svi vrhovi parnog stupnja, zadatak je rjesiv.

Osim ovog rezultata, jos je jedan nazigled ¢isto geometrijski Eulerov re-
zultat temelj teorije grafova. Naime, 1750. je Euler u pismu C. Goldbachtﬂ
ustvrdio da ako je V' broj vrhova nekog poliedra, B njegov broj bridova, a S
broj stana, onda je

V-B+S=2.

Danas znamo da je ta Eulerova poliedarska formula to¢na za sve poli-
edre bez rupa. Sam Euler nije uocio uvjet da poliedar treba biti bez rupa,
a 1752. je dao nepotpuni dokaz. Prvi potpuni dokaz, ali ¢isto geometrijski,

3Christian Goldbach (1690.~1764.), pruski matemati¢ar, najpoznatiji je po Goldbacho-
voj hipotezi iz teorije brojeva (svaki parni prirodni broj veéi od 2 je zbroj dvaju prostih
brojeva).
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dao je Legendre 1794. Danas pak tu formulu obi¢no iskazujemo u termi-
nima teorije grafova, pa se radi o formuli koja vrijedi za planarne grafove,
Sto je, ¢ini se, prvi uoc¢io Cauchy 1811. Formulu je poopcio 1813. Svicarski
matematicar Simon Antoine Jean Lhuilier (1750.-1840.): Za poliedre s
n rupa je vrijedi V — B+ S = 2 — 2n = x. Danas se broj x zove Eule-
rovom karakteristikom plohe (da ne ulazimo u formalne definicije, za svrhe
ovog kolegija mozemo ju poistovjetiti s ,napuhanim” poliedrom). Ona je
prvi poznati primjer topoloske invarijante (svojstva koje se ne mijenja
pri homeomorfizmima). Zanimljivo je spomenuti da je stotinjak godina prije
Eulera Descartes otkrio jednu Eulerovoj formuli ekvivalentnu formulu. No,
nije ju objavio, a njegov rezultat je postao poznat tek u 19. st., pa je to raz-
log zasto Eulera smatramo utemeljiteljem teorije grafova odnosno topologije.
Descartesova poliedarska formula je teorem koji kaze: Ako ¢etiri prava
kuta (tj., puni kut) pomnozimo s brojem prostornih kutova (tj. vrhova) po-
liedra i od toga oduzmemo 8 pravih kutova (tj. dva puna kuta), preostat ¢e
zbroj svih ravninskih kutova u poliedru:

S Vv
360°V — 720° = > ) oy

i=1 j=1

Ta je formula ekvivalentna Eulerovoj poliedarskoj formuli jer je u svakom V-
terokutu (strani poliedra) zbroj kutova jednak (V;—2)-180°, a ZiS=1 V; =2B,
jer svaki brid povezuje dva vrha.

Primjer 40 Za trostranu prizmuje S =5,V =6, B=9 pajeV —-B+S =
6 —9+5 = 2. § druge strane prizma je omedena s 2 trokuta (zbrojevi
kutoa 180°) i & cetverokuta (360°), pa imamo 360°E — 720° = 360° - 4 =
2-180° + 3 - 360°.

Veé smo spomenuli da je Euler provjerio neke od Fermatovih hipoteza iz
teorije brojeva. Medu ostalim, dao je dokaz velikog Fermatovog teorema za
eksponent 3. No, to nije jedini njegov doprinos toj disciplini. Euler je prvi
uocio da se teorija brojeva moze proucavati pomoc¢u metoda matematicke
analize i time je postao osnivac analiticke teorije brojeva. Medu ostalim,
otkrio je poznatu relaciju, tzv. Eulerov produkt

| 1\
g 1— —
Se-T(-5)
n=1
za s > 1. Dokazao je i divergenciju reda reciprocnih prostih brojeva, uveo

je Eulerovu ¢-funkciju (za prirodan broj n je ¢(n) broj brojeva iz skupa
{1,...,n} koji su relativno prosti s n) i poop¢io mali Fermatov teorem na
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Eulerov teorem: Za prirodan broj a relativno prost s n je a®™ — 1 djeljivo
s n. NaSao je i 58 novih parova prijateljskih brojeva (prije njega bila su
poznata samo tri). Dokazao je i da su parni savrseni brojevi iskljucivo oblika
2"=1(2" — 1) ako je 2" — 1 prost (obrat pitagorejskog teorema o savrsenim
brojevima). Izrekao je (1783.), ali nije znao dokazati, zakon kvadratnog
reciprociteta, koji je postao jedan od najpoznatijih problema teorije brojeva
tog doba, a o njemu ¢emo malo viSe reci kasnije.

Euler se bavio i algebrom, konkretno dokazom osnovnog teorema algebre.
Utvrdio je (1742.) da je netocan Leibnizov ,kontraprimjer”, tj. tvrdnja da se
2%+ a* ne moze faktorizirati na dva kvadratna polinoma. Dokazao je osnovni
teorem za polinome s realnim koeficijentima stupnjeva do 6. Naravno, s time
su povezani i kompleksni brojevi. Euler je (1777.) uveo simbol i za imagi-
narnu jedinicu, a dokazao je i znamenitu Eulerovu formulu za kompleksne
brojeve

e’ =cost+isint, teR.

Taj je pak dokaz vezan za Eulerov rad na redovima potencija te time dola-
zimo do matematicke discipline u kojoj su Eulerovi doprinosi posebno vazni,
matematicke analize.

U djelu Introductio in analysin infinitorum (1748.) Euler je izveo red po-
tencija za eksponencijalnu funkcijuﬁ Opisat ¢emo ukratko Eulerov pristup.
Neka je a > 1. Tada postoji konstanta k (ovisna samo o a) takva da je

a’=1+kw

za w ,toliko malen, da taman da nije 0”. Ako to potenciramo na j, dobit
¢emo

a* = (14 kw)’.
Na to mozemo primijeniti Newtonov binomni redﬂ da dobijemo

i —1) VRVt

jo _ J 2 2 3,3
a —1—|—1kw+ 5 k w® + 3] Erw? 4 ...
Progirimo 1i svaki m-ti élan s 7™~ dobijemo
' . . (i —2
a]w:1+«zkw+ (.7 : )j2k2w2+ (] )(] )j3k3w3—|—
1 21y 3177
Supstituiramo r = jw:
k | oG- -2
P N SO INC [C B

17Ty 3| 2

4Euler je ujedno prvi matematicar koji je logaritamske funkcije sustavno gledao kao
inverze eksponencijalnih, tj. logaritme kao funkcije definirane putem baze.

14y =3, wxm.

- m
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Sad Euler zakljucuje da ako je j , beskona¢no velik”, mozemo uzeti Jj;l =

j];? = ... = 1. Uz to, primjecuje da se svaki £ moze napisati kao umnozak
takvog velikog 7 1 malog w, pa zakljucuje da je
T k ? 2 k3 3
a :1—1—13:—1—595 —i—gx + ...
Razvoj je najjednostavniji k = 1, a odgovarajuéi a Euler je oznacio s e. Taj
razvoj za e®, odnosno red

LA
e= - +=4+=+...
12" 3

je Euler iskoristio za izracunavanje e na 23 decimale, a (1744.) je dokazao
i da je e iracionalan broj i dao njegov razvoj u verizni razlomak. Stoga ga
njemu u ¢ast nazivamo Eulerovim brojem.

Dalje je Euler faktorizirao cos? z + sin® x = 1 kao

(cosx +isinz) - (cosx —isinz) =1
(u to doba je jo§ pisao v/—1 za imaginarnu jedinicu). To je generalizirao na
(cosy £ isiny)(cosz isinz) = cos(y + 2) £ isin(y + 2),
iz. ¢ega je (de facto) indukcijom dobio de Moivreovu formulu
(cos z £ isin z)" = cos(nz) £ isin(nz).
Iz toga zakljucuje da vrijedi:

cos s — (cos z 4 isin z) —;— (cos z —isin z) 7 (10.1)
(cosz +isin z)" — (cosz — isin z)"

21

sinnz =

(10.2)

Nakon §to je iz toga dalje izveo redove potencija za sinus i kosinus te jos neke
zakljucke vezane za trigonometrijske funkcije, Euler uoc¢ava da u formule [10.1]
i moze supstituirati v = nz, gdje je z ,,beskona¢no mali” (pa je cos z = 0,
sin z = z), a n beskona¢no velik. Tako dobiva
cosp — (L+ip)" + (1 —ip) |

2
(L+ip)" = (—i)"

2i '

sinv =
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No, n je beskonacno velik, pa je (kao gore)
e = (1)
n

Slijedi ' ' . '
eZ’U _I_ e*’L’U . e’L’U _ e*l’l}
cosv = ———, sinv=———
2 27

iz cega slijedi Eulerova formula. Spomenimo ovdje da je ekvivalentna for-
mula In(cos ¢ +isin q) = ig bila 1712. poznata engleskom matematicaru Ro-
geru Cotesu (1682.—1716.), koji je poznat i po tome §to je, ¢ini se, bio
prvi znac¢ajni matematicar koji je (u 1722. posthumno objavljenom ¢clanku)
za nalazenje najverojatnijeg stvarnog iznosa mjerene veli¢ine (usp. temeljne
postavke racuna pogreske kod Galilea) predlozio sljede¢u metodu: Ako mase
my, Ma, ..., M, razmjestimo na udaljenosti xy, x», ..., x, od oslonca poluge
(koju zamisljamo kao x-o0s), onda je pozicija T tog oslonca kad je poluga u
ravnotezi najvjerojatnija vrijednost od x:

D i MU
D iy M
Mase m; je Cotes uzeo kao obrnuto proporcionalne greskama pojedinih mje-

renja. Ako bismo pretpostavili da su one sve jednake, dobijemo aritmeticku
sredinu kao procjenu stvarnog iznosa:

Z?:l Li

n

T =

T =

U svakom slucaju je najkasnije 1770-ih godina aritmeticka sredina bila uobicajena
procjena stvarne vrijednosti.

Vratimo se Euleru. Euler je prvi matematicar koji je pojam funkcije
postavio kao temeljni matematicki pojam, a analizu opisao je kao disciplinu
koja se bavi funkcijama. Uveo je i oznaku f(z) (1734.), a 1755. je pokusao
dati definiciju funkcije. FEulerova ,definicija” funkcije u slobodnom prije-
vodu glasi: Funkcija neke varijabline velic¢ine je analiticki izraz, koji je na
neki nac¢in slozen iz te varijabilne velic¢ine i brojeva ili konstantnih veli¢ina.
Pod analitickim izrazima Euler je podrazumijevao formule kojima zadajemo
funkcije, pri ¢emu je dozvoljavao beskona¢ne sume i produkte te verizne raz-
lomke. Euler je funkcije podijelio na algebarske i transcendentne te predlozio
da se transcendentne proucavaju preko razvoja u redove potencija (pri ¢emu
nije uvijek pazio na podruéje konvergencije). Takoder, Euler je prvi koris-
tio pojam neprekidne funkcije, no to je za njega znacilo da je odgovarajuci
analiticki izraz samo jedan (da funkcija nije zadana po dijelovima razli¢itim
formulama).
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Znamenito je i Eulerovo rjesenje Baselskog problema. Baselski problem
je zadatak kojeg je 1650. zadao talijanski matematicar Pietro Mengoli
(1625.-1686.): Koliko iznosi

1+ ! + ! + = +...+ = +...7

iTott Tt
Zadatak je postao Sire poznat kad ga je 1689. opisao Jacob Bernoulli. Oba
brata Bernoulli su ga bezuspjesno pokusali rijesiti. Euler je 1735. pokazao

da vrijedi
2 “+00
T 1
6 D n?
n=1

Kako je to dobio? Opisat ¢emo glavne korake njegova rjeSenja. Znajuci
razvoj u red potencija za sinus,

3 b

smx:x—ajtg—...,

supstitucija y/z i dijeljenje s \/x daje

sin\/§_1 x+x2

N7 6 5!

Rjesenja jednadzbe
siny/z
N
su x = (nm)?, s prirodnim brojem n. S druge strane, Euler je, naravno, znao
da ako je a nultocka polinoma, onda polinom sadrzi faktor (z — a), pa to
znaci da ako je slobodni ¢lan polinoma p(x) stupnja jednak 1, i ako su ay,
..., a, nultocke polinoma, taj polinom se moze faktorizirati kao

o= (1-2) (- 2) (1)

Stoga je, prema prvoj Vieteovoj formuli, kod polinoma sa slobodnim ¢lanom
1 zbroj recipro¢nih vrijednosti nultocaka polinoma p(z) jednak suprotnom
koeficijentu uz z. Sad je Euler, bez pravog matematickog opravdanja, gornji
red potencija interpretirao kao polinom beskonac¢nog stupnja i zakljucio

= 1 1
Zn27r2 6

n=1

0
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Od mnogih Eulerovih doprinosa matematickoj analizi kao posljednji iz-
dvajamo njegov pokusaj razrjesenja prirode infinitezimalnih veli¢ina, tj. dife-
rencijala dz. Euler u Institutiones calculi differentialis )1755.) kaze: ,,Onima,
koji pitaju sto je infinitezimalno mala veli¢ina u matematici, odgovaramo:
Ona je u biti jednaka nuli.” Argument mu je bio sljede¢i: = -0 = 0 za sve
x, dakle % moze poprimiti proizvoljne iznose. Ako pretpostavimo dz = 0
ocigledno dobijemo adx = 0 za svaki konacni a. No, diferencijali razlicitih
varijabli kod Eulera su razli¢ite nule. Stoga je i—i =1, ali g—z moze poprimiti
razlicite iznose. iz toga slijedi objasnjenje brisanja visih potencija diferenci-
jala iz izraza: Bududi da je

dz + (dz)?

=1+dzx=1
dr + dx ,

slijedi
dz + (dz)? = dz.

To je dalje iskoristio za dokazivanje pravila diferenciranja.

Primjer 41 FEulerov dokaz pravila za diferenciranje kvocijenta krece od

1 1 1 1 d dq? 1 d
_ 1 __(1__q+i_m)____q
q q

q+dg 1+% ¢ @

Stoga je

+d 1 d dg dp dpd dp — pd
d(p)_u_lj_<p+dp)( q> p_ _» pdg dp dpdg p _ gdp—pdg

q g+dg ¢ qg ¢

¢ 9 ¢ 9 ¢ q ¢
Slicno izvodi i pravila za diferenciranje raznih funkcija.
Primjer 42 Neka je y = sinx. Buduéi da vrijedi
sin(a 4+ b) = sinacosb + sinbcos a,
slijeds
dy = sin(z + dz) — sinz = sin x cos(dz) + sin(dz) cos x — sin z.

Zbog dz = 0 je cos(dz) = 1 i sin(dx) = dz[f] preostaje dy = cos z d.

50ko svake tocke (c, f(c)) najbolja nekonstantna aproksimacija funkcije f je dana tan-
gentom, tj. s prva dva ¢lana Taylorovog razvoja oko c.
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Ono §to je ovdje posebno uocljivo je da je u Eulerovo doba diferencijalni
racun stvarno bio diferencijalni, a da jos nemamo derivacije. Napomenimo
za kraj da se Euler bavio i diferencijalnim racunom za funkcije vise varijabli,
diferencijalnim jednadzbama te varijacijskim rac¢unom.

Mnoge analiticke interese Euler je dijelio sa suvremenikom, francuskim
matematicarem Jean le Rond d’Alembertom (1717.-1783.). D’Alembert
je prvi ili barem jedan od prvih koji su primijetili: Za opravdanje infinite-
zimalnog racuna bitne su grani¢ne vrijednosti, odnosno on je pitanje mate-
maticki rigoroznog utemeljenja infinitezimalnog racuna usmjerio na limese.
Takoder, on je prvi medu poznatim matematicarima koji promatra deriva-
ciju, koju definira kao grani¢nu vrijednost odgovarajuceg diferencijalnog kvo-
cijenta. Nazalost, nikad nije uspio zadovoljavajuce objasniti pojam granicne
vrijednosti. Izrazio je sumnju u koristenje nekonvergentnih redova, a razvio
je 1 po njemu nazvani kriterij konvergencije reda.

D’Alembert je bio vanbracno dijete artiljerijskog oficira i bivse ¢asne sestre
koja je od pape dobila dozvolu razrjesenja zaredenja. Imala je niz ljubavnih
afera i sudjelovala je u mnostvu politickih intriga. Kad se rodio, majka ga
je ostavila na stepenicama pariske crkve St. Jean Le Rond. Stoga je krsten
kao Jean Le Rond, te smjesten u dom za sirocad. Otac ga je ubrzo potrazio
i pobrinuo se da se za njega brine zena jednog staklara, Madame Rousseau,
koju je d’Alembert uvijek dozivljavao kao svoju majku jer ga prava majka
nikad nije priznala kao sina, a kod gospode Rousseau je zivio sve do sred-
njih godina. Otac mu je umro kad je Jean imao 9 godina, no ostavio mu
je dovoljno novca da se moze obrazovati. Upisan je u jansenisticku skolu.
Ubrzo je promijenio ime u Jean d’Alembert. U toj se skoli zainteresirao za
matematiku i fiziku. Kad je 1735. zavrsio skolu, odluécio se za pravnicku ka-
rijeru, no u slobodno se vrijeme nastavio baviti matematikom. Kad je 1738.
postao advokat, predomislio se i sljedece godine upisao studij medicine, no ni
s tim studijem nije bio zadovoljan. Cini se da je jedino §to ga je stvarno za-
nimalo bila matematika i u njoj je neobi¢no brzo napredovao, osobito uzevsi
u obzir da je bio uglavnom samouk. D’Alembert je posebno poznat po svo-
jim doprinosima infinitezimalnom ra¢unu i matematickoj fizici. Smatra ga
se utemeljiteljem teorije parcijalnih diferencijalnih jednadzbi i njihovih pri-
mjena u fizici. Zivot je proveo u Parizu i postigao velik matematicki ugled,
ali je ¢esto bio upetljan u razne sukobe jer je bio sklon svadama sa svima
u svojoj okolini, a najpoznatiji su njegovi sukobi s Clairautom[, Danielom
Bernoullijem i Eulerom (s kojim je isprva bio u dobrim odnosima). Bio je i
suizdavac i koautor Diderotove FEncyclopédie. U drugom dijelu zivota vise se

"Alexis Claude Clairaut, 1713.-1765., francuski matematic¢ar, pokusavao je potvrditi
Newtonovo i Huygensovo uvjerenje da je Zemlja spljoStena na polovima.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/DAlembert/
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bavio knjizevnoséu i filozofijom. Nakon vise godina slabog zdravlja, umro je
od bolesti mjehura. Kao poznati nevjernik pokopan je u neoznacenom grobu.

Spomenuli smo da je Euler izveo formulu koju nazivamo de Moivreovom
formulom za potenciranje kompleksnih brojeva. Ime je dobila po Abrahamu
de Moivreu, koji ju je zapisao 1698., no znao ju je ve¢ 1676. Newton. No, iako
je de Moivre veéini najpoznatiji po toj formuli, on je iznimno vazna figura u
povijesti teorije vjerojatnosti. Abraham de Moivre (1667.—-1754.) je bio
roden u Francuskoj, zbog vjere morao iseliti u Englesku. U Londonu je zivio
od ,instrukcija’. U Engleskoj je pak bio diskriminiran zbog nacionalnosti
i nikad nije uspio dobiti mjesto profesora, iako su mu prijatelji bili Halley
i Newton. Poznata je i anegdota o njegovoj smrti, da je potkraj zivota
primijetio da svaki dan spava po 15 minuta dulje te da je predvidio da ¢e
umrijeti kad prvi put prespava puna 24 sata, a tako je i bilo.

U Miscellanea Analytica (1730.) je koristio formulu

nl ~ K (g)"

(za velike n). Uz K = /27 ta je formula poznata kao Stirlingova. U izdanju
Doctrine of chance 1738. de Moivre ju kao takvu koristi i otkric¢e te konstante
pripisuje Skotskom matematicaru Jamesu Stirlingu (1692.-1770.). Stirlin-
govu je formulu de Moivre iskoristio da bi izveo prvu formulaciju centralnog
grani¢nog teorema, sadrzanu u njegovom glavnom djelu The Doctrine of
Chances (latinska verzija objavljena je 1711., a engleska izdanja 1718., 1738.
te 1756.). Ono sadrzi mnoge zanimljive zadatke i primjene te nekoliko vaznih
vjerojatnosnih definicija (primjerice, statisticka nezavisnost dogadaja). To
djelo, kako smo rekli, sadrzi centralni granic¢ni teorem i time prvu pojavu
normalne razdiobe. De Moivreov centralni grani¢ni teorem odnosi se na
slucaj p = %, a na druge vjerojatnosti uspjeha u pojedinom pokusu ga je
1812. prosirio Laplace. De Moivre je promatrao niz n (nezavisnih) slu¢ajnih
pokusa, u svakome je uspjeh jednako vjerojatan (p je konstantan i kod de
Moivrea %) Buduéi da je egzaktni racun vjerojatnosti da uspjeh ostvarimo
izmedu k i [ puta koristenjem binomne razdiobe za velike n vrlo mukotr-
pan, de Moivre je trazio kako to procijeniti. Prvo je uocio karakteristika
grafa binomne distribucije za razlicite manje n. Tako je primijetio da ako
ishodiste pomaknemo za 7 ulijevo, tj. ako umjesto tocaka (k;, (Z)) crtamo
tocke (k: -5, (Z)), sve binomne distribucije postaju parne funkcije. Da bi
ujednacio ukupne vrijednosti, iznose vjerojatnosti skalirao je s 2", odnosno
crtao tocke (k -5, 2%(2)) Naposlijetku, uocio je da ako apscise i ordinate
skaliramo s \/iﬁ odnosno +/n, $to je vedi n, to ¢e grafovi binomnih distribucija
sve vige sli¢iti na jednu zvonoliku krivulju (slika [10.2).


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/De_Moivre/
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Slika 10.2: Normalna razdioba kao limes binomnih

1733. je de Moivre pokazao da vrijedi

1 n
(20 (-
5+d 2 21

n d/v/n
Z " 1 ~ —4 / e 24t
k 2 V2T Jo ’

lk—n/2|<d

odnosno dokazao specijalni slucaj centralnog grani¢nog teorema.

Medu raznim zanimljivim zadacima koje je de Moivre rijesio u svojoj
The Doctrine of Chances (u izdanju 1756.) isticemo problem kockareve
propasti. Problem glasi: Dva kockara igraju kockarsku igru u kojoj u sva-
kom krugu ulazu isti iznos. Neka je p konstantna vjerojatnost u pojedinom
krugu igre uloge osvoji prvi igra¢. Ako znamo koliko je tko imao novca na
pocetku, koja je vjerojatnost da ¢e drugi igra¢ ostati bez novca (propasti)?
Za slucaj kad oba igraca igru zapoc¢inju s jednakim iznosima novca, ovim
problemom su se bavili i svoja rjeSenja dali jos Pascal, Fermat i Huygens.
Rjesenje opéeg slucaja, ali bez opisa postupka, dao je Jacob Bernoulli. De
Moivreovo rjesenje opceg slucaja nije samo prvo s detaljima, nego je i iz-
nimno originalno. De Moivre je zamislio da igraci imaju novce slozene u
tornjeve i da po jedan novcié¢ predstavlja po jedan ulog. Prvi igra¢ ima a
novcica, a drugi igra¢ ima b novci¢a. Ako u nekom krugu pobijedi prvi, na
njegov toranj se prebacuje najgornji novéi¢ od drugog i obrnuto. Zatim je de
Moivre novéi¢ima dodijelio ,,nominalne vrijednosti”: Najdonji nov¢i¢ prvog

2
igraca ima nominalnu vrijednost % (s ¢ = 1 — p), sljededi na njemu (%)
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i t.d. do najgornjeg novcica nominalne vrijednosti (%) (u kasnijem tijeku

i
igre najgornji novéi¢ ima nominalnu vrijednost (%) za neki ¢ izmedu 0 i

a+1

a + b). Najgornji novéi¢ drugog igraca ima nominalnu vrijednost (%) ,
a+2

novcic ispod njega (1%) i t.d. do najdonjeg novéic¢a drugog igraca koji ima

a+b
nominalnu vrijednost (%) . Buduéi da se u svakom krugu ulazu najgornji

novc¢ic¢i, nominalni ulog drugog je u svakom krugu put ulog prvog. Stoga
je ocekivana nominalna vrijednost dobitka/gubitka u svakom krugu

i+1 i
q q
p p

za sve 1. Ako s P oznac¢imo vjerojatnost propasti drugog igraca, Q =1 — P
je vjerojatnost propasti prvog. kupni nominalno ocekivani dobici /gubici za
oba moraju biti jednaki jer su jednaki u svakom krugu, dakle je

P§<%>““=<I—P>i<z%>’?

i=1
Slijedi

)" py PP —q!

P= o pa+b _ qa+b'

-
1- (g)
Medu vjerojatnosnicarima 18. stoljeca istice se i spomenuti Eulerov pri-
jatelj Daniel Bernoulli (1700.-1782.), ne¢ak Jacoba i sin Johanna Bernoul-
lija, Eulerov prijatelj. Najpoznatiji je po doprinosima matematickoj fizici, ali
je ujedno prvi uveo tehnike diferencijalnog racuna u teoriju vjerojatnosti, a
svoja je otkri¢a primjenjivao i na pitanja osiguranja. Utemeljio je i primjenu
teorije vjerojatnosti na kineticku teoriju plinova. Najpoznatiji mu je dopri-
nos analiza jednog znamenitog vjerojatnosnog paradoksa, kojeg je objavio u
izvjestajima St. Petersburgske Akademije znanosti 1738. Znameniti St. Pe-
tersburski paradoks glasi: Igra¢ baca novci¢. Kockarnica ¢e mu isplatiti
1 novéi¢ ako u prvom bacanju padne glava, 2 ako glava prvi put padne u
drugom bacanju, 4 ako glava prvi put padne u treéem bacanju itd. 2"~ ! ako
se glava prvi put pojavi u n-tom bacanju. Koliko iznosi pravedni ulog igraca
na pocetku igre? Paradoks se sastoji u sljedec¢oj analizi: Lako je uociti da
je vjerojatnost dobitka u iznosu 27! je 27". Stoga ocekivana isplata igracu
iznosi

27 1427724270224 =) S =00
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Cini se dakle da koliko god na pocetku igraé ulozi, u konaénici ée profitirati (a
kockarnica bankrotirati). No, vjerojatnosti dobitka unutar prvih pet bacanja
su: p1 = 50% za dobitak u prvom bacanju; ps = 75% za dobitak unutar prva
dva bacanja; p3 = 87,5% za dobitak unutar prva tri bacanja; ps = 93,8%;
ps = 96,9%. Vidimo: vrlo je vjerojatno (96,875 %) da bi igra¢ dobio unutar
prvih 5 bacanja, i to (najvise) 16 kn, dakle se ulog od otprilike 16 kn se ¢ini
pravednim. Gdje je to do teorijskih co? Daniel Bernoulli je 1738. dao jedno
rjesenje, koristeéi ideju ocekivane koristi (ako igra¢ ima puno novca, mali
dobitak mu ne znac¢i puno, ali ako ima malo novca, onda mu je vrijedan i
mali dobitak). Daniel je zatim koristeé¢i diferencijalni ra¢un izveo jednadzbu
za izracunavanje prikladnog uloga ovisno o pocetnom kapitalu (za pocetni
kapital 10 prikladan ulog ispada ca. 3, a za pocetni kapital 1000 prikladan
ulog ispada ca. 6).

Spomenuli smo, sad ve¢ davno, da je postulat o paralelama, tj. Euk-
lidov peti postulat, ve¢ od svoje pojave izazvao diskusije. Mnogi su tijekom
stolje¢a smatrali da se radi o teoremu kojeg je moguce dokazati iz ostalih
aksioma i postulata. Medu vaznim razlozima za to je bilo da se jedini odnosi
na neograni¢eno podruéje ravnine, da mu je formulacija bitno komplicira-
nija od ostalih i da se ne koristi sve do EEI29. Medu matematicarima prije
renesanse koji su se bavili s tim problemom spomenuli smo Kladija Ptole-
meja, Alhazena i Omara Khayyama, no oni naravno nisu bili jedini. Pocevsi
od 17. stolje¢a ponovno se, malo po malo, aktualiziralo pitanje postulata o
paralelama. Prvo djelo posveéeno iskljucivo toj tematici objavio je 1603. go-
dine talijanski matematicar Pietro Antonio Cataldi (1548.-1626.). Kao
i mnogi matematicari prije i poslije njega, Cataldi je pokusao dokazati peti
postulati i pritom pocinio tipi¢nu gresku: Pretpostavio je da vrijedi odredeno
,0Cito” svojstvo, koje je ali u stvarnosti ekvivalentno postulatu o paralelama,
pa je stoga dokaz logicki nevaljan. Najznamenitiji od matematicara koji su
se u 17. stolje¢u bavili problemom postulata o paralelama je ve¢ spomenuti
John Wallis, koji je pocinio gresku istog tipa, ali je za razliku od mnogih
drugih i sam uocio da je pretpostavio nesto sto treba dokazati. Ta njegova
pretpostavka je jedna od poznatijih ekvivalentnih formulacija postulata o pa-
ralelama, te ju se ponekad naziva Wallisovim aksiomom (1693.): Za svaki
lik postoji njemu slican lik proizvoljne veli¢ine ff] Tijekom 18. stoljeca slijedilo
je vise pokusaja dokaza, a svi su imali isti taj tip greske.

Medu svim tim pokusajima isticu se dva: Talijana |Girolama Sacc-
herija (1667.-1733.) i Svicarca Johanna Heinricha Lamberta (1728.—
1777.). Oboma je zajednicko da su postulat o paralelama pokusali dokazazi
svodenjem na kontradikciju te su u dijelu koji se odnosi na slucaj kad postu-

8Veli¢inu ovdje treba interpretirati kao povrsinu.
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A B 4 =

Slika 10.3: Saccherijev ¢etverokut (lijevo) i Lambertov ¢etverokut (desno)

lat ne vrijedi dobili niz teorema iz hiperbolicke geometrije. Nazalost, obojica
su onda pocinili isti tip greske kao prethodnici, tj. pretpostavili neko ,,0¢ito”
svojstvo i dobili prividnu kontradikeciju.

Saccheri je u svom djelu Fuclides ab Omni Naevo Vindicatus (1733.) kri-
tizira pokusaje Wallisa i Nasir al-Din al-Tusija te daje svoj ,, dokaz” u kojem
koristi cetverokut kojeg su u svojim pokusSajima koristili Khayyam i al-Tusi.
Saccheri(-Khayyam-al-Tusij)ev ¢etverokut je ¢etvrokut ABCD s dvije
jednako duge nasuprotne stranice AD i BC okomite na treéu (AB), vidi
sliku lijevo. Pretpostavimo da postulat o paralelama ne vrijedi. U Sac-
cherijevom cetverokutu je po SKS-teoremu o sukladnosti trokuta AABC =
ABAD, dakle je |AC| = |BD|, iz ¢ega po SSS-teoremu o sukladnosti slijedi
AADC = ABCD (SSS) pa je ZBCD = ZADC = a. [| Sad su moguéa tri
slucaja: Ako je o tup, ako je a pravi i ako je « siljast. U prva dva slucaja
dade se (korektno) izvesti postulat o paralelama, dakle kontradikcija s pret-
postavkom. U trec¢em slucaju Saccheri je dobio niz svojstava hiperbolicne
geometrije, ali je do prividne kontradikcije dosao jer je dokazao da tad pos-
toji beskonacno mnogo pravaca koji ne sijeku zadani pravac, Sto je smatrao
nespojivim s prirodom pravca.

Lambert je u povijesti matematike posebno poznat po prvom dokazu ira-
cionalnosti broja 7w (1768.). Lambert je dokazao da ako je x # 0 racionalan,
onda ni e ni tgxr ne mogu biti racionalni. Budud¢i da je tg§ = 1, 7 pa
onda ni m ne moze biti racionalan. Pritom je postavio i hipotezu da su =
i e transcendentni brojevi, sto je dokazano tek vise od 100 godina kasnije
(trancendentnost broja 7 je dokazao F. von Lindemann 1882., a za broj e
transcendentnost je dokazao Charles Hermite 1873.). Takoder, Lambert je
prvi koji je sustavno proucavao hiperbolne funkcije. Vezano za postulat o pa-
ralelama, Lambertov pristup (Theorie der Parallellinien, 1766.) je analogan
Saccherijevom. I on je krenuo od jednog cetverokuta kojeg je ranije u svom

9SKS-teorem je dokazan kao EEI4, a SSS-teorem kao EEIS8, dakle bez koristenja pos-
tulata o paralelama: Ti teoremi vrijede i u neeuklidskim geometrijama.
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pokusaju razmatrao jedan arapski matematicar, u ovom slucaju Al-Hajtam.
Lambert(-Alhazen)ov Cetverokut je cetverokut s tri prava kuta (slika
. Opet se dobiju tri slucaja i u tre¢em, koji odgovara hiperboli¢noj
geometriji, je dobio niz zanimljivih rezultata, medu kojima je najpoznatiji
taj da bi u takvoj geometriji trokuti manje povrSine imali veé¢i zbroj ku-
tova (i $to manji trokut, to bi zbroj kutova bi blizi 180°). Tocnije: dobio
je proporcionalnost povrsine trokuta s @ — (o + 3 + ). Primijetio je da
prvi (kod njega drugi) slucaj funkcionira u sfernoj geometriji (gdje su zbro-
jevi kutova u trokutima veéi od 180°) u kojoj je visak povrSine razmjeran
zbroju kutova (T. Harriot je 1603. dokazao da je povrsina sfernog trokuta
R*(a+[+7v—180°)). Stoga je Lambert imao je ideju da bi tre¢i slucaj mogla
biti geometrija na sferi imaginarnog polumjera. No, na kraju je i Lambert
dobio prividnu kontradikciju.

Nisu ovo bili jedini takvi pokusaji. U svakom slucaju, sredinom 18. sto-
ljec¢a statust postulata o paralelama je bio da su svi pokusaji dokaza imali isti
tip greske, koji je bio pretpostavljanje neke ekvivalentne tvrdnje kao ocite. Tu
je situaciju 1767. D’Alembert nazvao ,,skandalom elementarne geometrije”.
Takoder, u to doba jos se euklidska geometrija (ukljucivo sferne) smatrala
jedinom smislenom i da se radi o teoremu, no pojavljuju se i prve sumnje.
Prvi koji je iskazao da se mozda stvarno radi o nedokazivom aksiomu bio je
njemacki matematicar Georg Kliigel (1738.-1812.).Nakon §to je u svojoj
doktorskoj disertaciji 1763. analizirao tridesetak razlicitih pokusSaja dokaza,
zakljucio je da ga mozda ljudi smatraju istinitim samo zbog toga na sto ih
njihova osjetila upucuju na njegovu istinitost. Time je zapoc¢eo novu fazu u
povijesti postulata o paralelama, u kojoj se pocelo razmatrati kakva to bila
geometrija u kojoj postulat o paralelama ne vrijedi?

Jedan od znanstvenika koji su smatrali da se postulat o paralelama ne
moze dokazati, nego da se radi o pravom aksiomu, bio je i nas|Josip Ruder
Boskovi¢ (1711.-1787.). Boskovi¢ je imao mnogo velikih doprinosa matema-
tici, prvenstveno primijenjenoj. Prvi matematicki doprinosi bili su mu vezani
za sfernu trigonometriju i njenu primjenu u astronomiji. U kasnijem razdob-
lju u metode sferne trigonometrije ukljucio je i diferencijalni racun. Najpoz-
natiji Boskovi¢ev rezultat iz matematicke fizike je rjesenje problema tijela
najvece atrakcije, koje je objavio 1743. Problem se sastojao u odredivanju
rotacionog tijela koje najve¢om privlacnom silom djeluje na tocku na svo-
joj osi. Nakon uvodne analize problema, Boskovi¢ je problem rijesio na dva
nacina, geometrijski i analiticki. Boskovi¢ je razvio i metodu za izravnava-
nje gresaka, tj. tehniku kojom se iz mjernih podataka izracunava procjena
krivulje koja opisuje ovisnost medu mjerenim velicinama, uzimajuéi u ob-
zir da svako mjerenje sadrzava gresku nepoznatog iznosa. Svoju je metodu
primijenio na rezultate mjerenja duljina dvaju meridijanskih lukova, koje


https://www.enciklopedija.hr/natuknica.aspx?id=8948
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je proveo s Englezom Christopherom Maireom. Svoju metodu je prvi put
opisao 1755. Boskovi¢eva je ideja bila da se procjena stvarne ovisnosti (mi
bismo rekli y = f(z)) iz rezultata mjerenja (dakle, iz parova (z;,y;)) dobiva
temeljem zahtjeva da zbroj svih odstupanja (mjerenjem dobivenih rezultata
od procjene) bude najmanji moguéi:

Z|f(x,-)—yi] — min.

Time je prvi puta uvedena statisticka metoda za izravnavanje gresaka koja
se moze generalizirati na razne prakticne situacije. Boskovi¢evu je metodu
1789. analiticki opisao francuski matematicar Pierre-Simon Laplace, a sama
je metoda neposredni prethodnik metode najmanjih kvadrata. Posebno
je znacajna Boskovi¢eva teorija konika koju je izlozio u Sectionum Conica-
rum FElementa, tre¢em svesku svog matematickog udzbenika FElementorum
Universae Matheseos (1754.). Tu je krenuo od definicije konika kao ravnin-
skih krivulja za koje je omjer udaljenosti bilo koje njihove tocke do zadane
¢vrste tocke (zarista) i do zadanog ¢vrstog pravca (ravnalice) konstantan
(usp. Papos). Navedeni omjer (danasnji numericki ekscentricitet) nazvao je
odredbenim omjerom (ratio determinans) konike. Na temelju te definicije
izveo je (sinteticko geometrijski) prvu potpunu teoriju konika kao ravnin-
skih krivulja, bez reference na njihov prostorni aspekt (ali je i dokazao da
su krivulje koje opisuje stvarno presjeci stosca). Zanimljiva su i Boskoviéeva
razmatranja o osnovama matematike. Konkretno, razmatrao je ideje kon-
tinuuma i beskonacnosti. U De continuitatis lege (1754.) je nagovijestio
suvremenu definiciju kontinuuma realnih brojeva, koju je stotinjak godina
kasnije dao njemacki matematicar Richard Dedekind. U Boskovi¢evo se doba
ve¢ podrazumijevala korespondencija izmedu realnih brojeva i tocaka pravca,
ali se ona nije izricito iskazivala, niti se jasno izricalo da realni brojevi ¢ine
kontinuum, neprekidan skup bez rupa. Boskovi¢ pak navodi da kad na-
brajamo prirodne brojeve izostavljamo brojeve koji se nalaze izmedu njih i
ispunjuju cijeli prazan prostor izmedu dva najbliza broja. Zatim Boskovié¢
istice gustocu: izmedu svakog odabranog razlomka ili pak iracionalnog broja
(kojeg Boskovié naziva neizrazivim brojem) i bilo kojeg cijelog broja mozemo
na¢i neki drugi razlomak ili iracionalni broj. Pri svojim razmatranjima be-
skonac¢no malih i beskona¢no velikih veli¢ina naisao je na prividne paradokse
neizmjerno velikog, iz ¢ega je zakljucio da su neizmjerno velike nemoguce.

Primjer 43 (Boskoviéev paradoks, 1741.) Promotrimo kut CBA sa si-
metralom BD. Ako jedan od tako dobivenih dijelova ravnine ima beskonacnu
povrsinu, isto vrijedi © za drugi.
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B Cec

Slika 10.4: Tlustracija uz Boskovi¢ev paradoks

Kroz C' na jednom kraku povucimo paralelu s drugim krakom i neka ona
simetralu sijece w D. Na C'D nademo E koja je od D dvaput vise udaljena
nego C' od D. Povlacimo paralele cde s CDE i tako dijelimo kut CBE na
pruge. Zbog odabira E je AdBe dvaput veée povrsine nego AcBd. Stoga je
cetverokut dDFEe dvaput vece povrsine nego cCDd. To vrijedi za sve cde,
dakle dio ravnine unutar kuta CBD ima upola manju povrsinu nego unutar
DBE, koji je manji od onog unutar DBA koji je jednak CBD ¢!

Danas je taj paradoks lako razrjesiv. Kako cemo wvidjeti na kraju kolegija,
karakteristika beskonacnih skupova je da su u bijekciji s nekim svojim pravim
podskupovima (usp. Galileo).



Poglavlje 11

Razvoj matematike u
19. stoljecu

Na prijelazu 18. u 19. stolje¢e naposlijetku ¢e i kompleksni brojevi postati Sire
prihvaceni, zahvaljujuéi otkri¢u njihove geometrijske interpretacije, tj. kom-
pleksne ravnine. Prvi korak u tom smjeru napravio je jos u 17. st. vec
spominjani John Wallis. Njegova razmatranja iz 1685. doduse jos nisu bila
sasvim savrSena, ali je dosao do vazne nove ideje da se geometrijska inter-
pretacija imaginarnih brojeva oc¢ituje u vertikalnom pomaku. No, trebalo
je vise od sto godina do preciziranja geometrijske interpretacije kompleks-
nih brojeva. Norveski geodet i kartograf Caspar Wessel (1745.-1818.) je
1799. prvi opisao kompleksnu ravninu. Kompleksni broj a + b¢ gledao je kao
radij-vektor tocke (a,b), opisan duljinom r (dakle, apsolutnom vrijednoséu)
i ,kutem smjera” (argumentom) 6 te je kompleksne brojeve biljezio u obliku
r/Z0. Opisao je i kako zbrajati odnosno mnoziti usmjerene duzine (komplek-
sne brojeve). Tako je zakljucio da mnozenje s i predstavlja rotaciju za pravi
kut oko ishodista, iz ¢ega je zakljucio da je imaginarna os okomita na re-
alnu. No, njegov je tekst postao poznat tek 1895. Zato danas kompleksnu
ravninu zovemo po Gaufiu i Argandu: Carl Friedrich Gaufl (1777.-1855.)
i Svicarac Jean-Robert Argand (1768.-1822.) su nezavisno jedan od dru-
gog pocetkom 19. st. opisali kompleksnu ravninu. Argand je ujedno prvi koji
je koristio pojam modula kompleksnog broja.

Argand i GauB} su ujedno nezavisno jedan od drugog dali dokaze osnov-
nog teorema algebre. Gaufl je bio prvi matematicar koji je primijetio
gresku svih prethodnika (da su se koncentrirali na dokaz da su nultocke po-
linoma kompleksni brojevi, umjesto na to da ih ima koliki je stupanj poli-
noma) i dao prvi potpuni dokaz u sklopu svog doktorata 1799. Taj dokaz je
topoloski i imao je neke nedostatke, te je Gaufl popravio dokaz i 1816. dao
dva potpuno rigorozna dokaza. U meduvremenu je (1813.) dokaz (temeljen
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Slika 11.1: Dva ekvivalentna uzla

na ranijoj d’Alembertovoj ideji) dao i Argand, no iako je Cauchy 1820. u
svom Cours d’analyse cijelo jedno poglavlje posvetio Argandovom dokazu
osnovnog teorema algebre, on Arganda uopce nije spomenuo i Argandov je
dokaz postao poznat tek krajem 19. st. Argand je ujedno prvi koji je osnovni
teorem algebre formulirao i za polinome s kompleksnim koeficijentima, a da
to vrijedi je 1849. dokazao Gauf.

Znameniti matematicar Gauf3 je poznat i po mnogim drugim velikim do-
prinosima matematici, kako teorijskoj, tako i primijenjenoj. O njemu su
poznate razne anegdote, primjerice kako je kao dijete brzo izracunao zbroj
142+ ...4100. S 19 godina nasao je konstrukciju ravnalom i Sestarom
pravilnog 17-erokuta. Poznat je i njegov Theorema egregrium iz diferenci-
jalne geometrije (1828.)E] prema kojem je Gauflova zakrivljenost plohe, iako
definirana s obzirom na prostor, zapravo intrinzicko svojstvo plohe. Bavio
se i topologijom, tocnije mozemo rec¢i da je utemeljio topolosku teoriju uz-
lova. U matematickom smislu, uzao je zatvorena krivulja u prostoru koja
nema samopresjeka. Dva uzla su (topoloski) ekvivalentna ako se bez reza-
nja (ili lijepljenja) mogu prevesti jedan u drugi (vidi sliku [I1.1)). GauB je
1794. skicirao i tabelirao neke uzlove, a 1833. je (vezano za rad na elektro-
dinamickim problemima) dokazao prvi poznati rezultat teorije uzlova (nasao
je jednu topologku invarijantu uzlova).

GauBov student Johann Benedict Listing (1802.-1882.) je nastavio
rad na topoloskim problemima i prvi koristio izraz topologija (1836. u jed-
nom pismu, 1847. u ¢lanku). Ipak, do kraja 19. st. uobicajeni termin za
topologiju ostat ¢e analysis situs, naslijeden iz naslova spomenutog Eulero-
vog ¢lanka kojim je utemeljio ovu disciplini. Listing je takoder 1861. opisao
prvu topoloski zanimljivu plohu, poznatu Mobiusovu traku (slika ?77). To
je ploha koja ima jednu stranu i jedan rub te nije orijentabilna, a ime je
dobila po Augustu Ferdinandu Mo6biusu (1790.-1868.), koji ju je otkrio
1858., ali je njegov opis objavljen tek 1865. Stoga mozemo rec¢i da su Gauf,
Listing i Mobius utemeljitelji geometrijske topologije.

Mobius je takoder jedan od utemeljitelja klasicne algebre vektora. Spo-

I Diferencijalnu geometriju, kao i nacrtnu, utemeljio je krajem 18. st. francuski mate-
maticar Gaspard Monge (1746.-1818.).
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Slika 11.2: Model Mobiusove trake

Slika 11.3: moebius

menuli smo da je krajem 16. st. S. Stevin prvi opisao paralelogram sila. U
isto doba ga je razmatrao i Leonardo da Vinci, a 1636. ga je precizirao, objas-
nio i poopéio G. P. de Roberval. Otkri¢em analiticke geometrije, algebra je
postala povezana s geometrijom, no o prvoj eksplicitnoj pojavi geometrij-
skih vektora mozemo govoriti tek u 19. stolje¢u, nakon Sto se matematika
dovoljno apstraktizirala da se mogao zamisliti racun i s drugim objektima, a
ne samo brojevima. Spomenuto Wesselovo otkri¢e kompleksne ravnine je bilo
formulirano preko radij-vektora, no kao sto smo rekli ono nije bilo poznato do
puno kasnije. No, Mobius je 1827. opisao baricentricke koordinateﬂ u ravnini
te pritom promatrao usmjerene velicine. Malo nakon toga, 1832., talijanski
matematicar Giusto Bellavitis (1803.-1880.) je objavio djelo u kojem raz-
likuje duzine AB und BA. Uveo je i ,ekvipolentnost” takvih orijentiranih
duzina (dvije orijentirane duzine su ekvivalentne ako su ’jednake’ i paralelne,
tj. ako predstavljaju isti geometrijski vektore) te njihovo zbrajanje. Jos par
godina kasnije, Mobius je 1837. prvi put jasno opisao razlaganje vektora s
obzirom na dvije osi.

Vratimo se natrag GauBu. Cini se da je upravo on bio prvi koji je stvarno
razumio problem postulata o paralelama. Njime se bavio od svoje petnaeste
godine, a najkasnije 1824. postao je uvjeren u njegovu nezavisnost od osta-
lih postulata i aksioma, tj. da nije dokaziv iz njih. Gauf} je pokusao izvesti
posljedice geometrije u kojoj bi kroz zadanu tocku postojala vise od jedne pa-
ralele s danim pravcem, ali nikad nije objavio svoje rezultate, najvjerojatnije
jer kao osoba nije bio sklon sukobima i vjerojatno se bojao da bi takva objava
izazvala ,,buru”. No, u pismu astronomu Olbersu 1817. napisao je: ,,Sve vise
dolazim do uvjerenja, da neophodost nase geometrije nije dokaziva, bar ne
od ljudskog razuma niti za njega. Mozda ¢emo u jednom drugom zivotu

2Baricentricke koordinate opisuju polozaj tocke kao mase koje treba postaviti u vrhove
fiksnog trokuta tako da ta tocka bude centar mase trokuta.
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do¢i do drugih uvida u bit prostora, koji su nam sada nedostupni. Dotad bi
trebalo geometriju po rangu izjednaciti ne s aritmetikom, koja stoji ¢isto a
priori, ve¢ primjerice s mehanikom ...”. Jedan od Gauflovih prijatelja bio
je madarski matematicar Farkas Bolyai (1775.-1856.), koji je i sam imao
nekoliko neuspjesnih pokusaja dokaza petog Euklidovog postulata. Njegov
sin Janos Bolyai (1802.-1860.) je takoder razvio interes za tu temu, ali
mu je otac preporucio da se time ne bavi. Ipak, Janos u pismu ocu 1823.
kaze: ,,Otkrio sam stvari tako divne da sam zaprepasten ...Iz nicega sam
stvorio ¢udan novi svijet”. Te rezultate je objavio 1825. na 24 strane do-
datka ocevoj knjizi, a poznato je da je to Gaufl komentirao pohvalom da je
Jénos genijalan, ali da je i on sam, Gauf, isto ve¢ ranije otkrio. Janos Bolyai
je roden u Transilvaniji, a ve¢ s 13 godina svladao je diferencijalni racun i
analiticku mehaniku. Bio je i uspjesan violinist, te je nastupao i u Becu, gdje
je i studirao te zatim pristupio vojnoj inzenjeriji i u njoj proveo 11 godina.
Ostao je zabiljezen kao najbolji plesac¢ i macevalac u austrijskoj vojsci. Nije
ni pusio ni pio, ¢ak ni kavu, a govorio je ¢ak devet stranih jezika (uklju¢ujuéi
tibetanski). Nakon ¢estih groznica, 1833. je otpusten vojske i povukao se na
obiteljsko imanje, gdje je od 1834. zivio s Rozéaliom Kibédi, s kojom je imao
dvoje djece. No, nikad se nisu vjencali jer je zakon za vjencanje zahtijevao
novcani polog, a Janos je bio prilicno siromasan. Umro je od upale pluca u
dobi od 57 godina, a za sobom je ostavio vise od 20.000 stranica rukopisa,
no osim spomenutog priloga o¢evoj knjizi druge rezultate nije objavio.

U ¢emu se sastojao Janosev ,,¢udan novi svijet”? Vazno je istaknuti da
Janos Bolyai nije dokazao da postoji geometrija u kojoj ne vrijedi postulat
o paralelama, nego je ,,samo” izveo posljedice geometrije u kojoj postoji vise
od jedne paralele, ako takva geometrija postoji. U osnovi, glavna razlika
prema ranijim rezultatima iz pokusaja dokaza petog postulata kroz reductio
ad absurdum je u tome Sto Janos prihvaca da je takva geometrija je moguca,
te je tako dobio prve ,prave” teoreme hiperboli¢ne geometrije.

Neovisno o Gauflu i Bolyaiju, ekvivalentne rezultate je u isto doba dobio
ruski matematicar Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevski (1792.-1856.). Studirao
je matematiku i fiziku u Kazanu, gdje je poslije bio profesor i 1827.-1846.
rektor. Ozenio se tek s 40 godina, s dvadesetak godina mladom Zenom. Imali
su sedmero djece koja su dozivila odraslo doba (ali navodno 18 ukupno!), ali
biografi navode da im je brak bio nesretan. Od 1840. mu je zdravlje pocelo
naglo slaviti te se umirovio 1846. Nakon smrti najstarijeg sina oslijepio je,
a i do kraja zivota je imao ozbiljnih financijskih problema i umro je u si-
romastvu. Lobacevski je uz iste pretpostavke kao Bolyai dobio niz teorema
hiperboli¢ne geometrije i objavio ih 1829. (u lokalnoj kazanskoj publikaciji).
Razradu svoje nove geometrije objavio je i u vise kasnijih radova, od kojih
je najvazniji i najdetaljniji Geometrische Untersuchungen zur Theorie der


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bolyai/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lobachevsky/
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Slika 11.4: Dijagram Lobacevskog

Parallellinien (Berlin, 1840.). Tu je eksplicitno naveo alternativu Euklido-
vom petom postulatu | poznatu kao postulat Lobaéevskog: U ravnini kroz
svaku tocku izvan danog pravca postoje (bar) dvije paralele s tim pravcem.
Opisao je i kako mozemo zamisliti takvu geometriju: ,,Svi pravci koji u rav-
nini izlaze iz jedne tocke mogu se, u odnosu na dani pravac iste ravnine,
podijeliti u dvije klase—one koji ga sijeku i one koji ga ne sijeku. Pravci
koji su na rubu jedne i druge klase pravaca nazvat ¢emo paralelnim danom
praveu.” To je ilustrirao i jednim dijagramom (slika [I1.4)), u kojem je fiksi-
rana tocka A i pravac BC. Okomica iz A na BC neka je AD, a pravac AF
neka je okomit na AD. Unutar kuta ZEAD), neki pravci ¢e sjeci pravac BC,
primjerice je takav pravac AF. Pretpostavimo da AFE nije jedini pravac koji
ne sijece BC', dakle da postoji pravac AG koji takoder ne sijece BC. Onda
imamo dvije klase pravac, one koji sijeku BC' (u toj klasi je AF') i one koji
ga ne sijeku (u toj klasi je AG), pa mora postojati ,,rubni” pravac AH koji
razdvaja te dvije klase.
Protivno Gaulvim ocekivanjima, ni Bolyaijevi rezultati ni rezultati Lobacevskog

nisu privukli ve¢u pozornost, a sam Gauf} se nikad nije javno izjasnio o temi.

3Postulat o paralelama je koristio u formulaciji ,,Za svaku tocku izvan danog pravca
postoji jedinstvena paralela s tim pravcem”, koja je poznata i kao Playfairov aksiom jer
ga je kao ekvivalentan izvornom postulatu dao skotski matematicar John Playfair(1748.-
1819.), no zapravo je tu ekvivalenciju znao jos Proklo. Zapravo, Playfair se i pozvao na
Prokla, a formulirao ga je ovako: Ne mogu se povuéi dva pravca kroz jednu tocku tako da
budu paralelni jednom pravcu, bez da se ta dva pravca podudaraju.
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Slika 11.5: Model pseudosfere 8fotografija snimljena na izlozbi ,, Volim mate-
matiku” u Zagrebu 2015.

Kao zanimljivost spomenimo i da je Janos Bolyai potkraj zivota vjerovao da
Gauf3 izmislio Lobacevskog kako bi smanjio vrijednost njegovih, Bolyaijevih,
rezultata. Danas geometriju tipa Bolyai-Lobacevski zovemo hiperboli¢cnom.
U hiperboli¢noj geometriji kroz svaku tocku izvan pravca imamo beskonacno
mnogo paralela s tim pravcem. Buduéi da ni Bolyai ni Lobac¢evski nisu doka-
zali da postoji geometrija u kojoj vrijede prva cetiri Euklidova postulata, ali
ne vrijedi peti, ostalo je otvoreno pitanje je li postulat o paralelama stvarno
neovisan postulat, a ne teorem. To je potvrdeno prvim modelom hiperboli¢ne
geometrije tek 1868. Taj model je dao talijanski matematicar Eugenio Bel-
trami (1835.-1900.), kao dvodimenzionalne hiperboli¢ne geometrije unutar
euklidskog prostora. On je u prostoru promatrao pseudosferu (slika [11.5)),
rotacionu plohu traktrise oko njezine asimptoteEl Beltramijev model je ge-
ometrija na pseudosferi, ako kao pravce definiramo geodetske linije (najkrace
spojnice tocaka na plohi). Beltramijevim modelom je problem konzistencije
aksioma neeuklidske (hiperboli¢ne) geometrije sveden na problem konzisten-
cije aksioma euklidske geometrije.

Gauf} je poznat i po svojoj velikoj ljubavi za teoriju brojeva, u kojoj
je dao nekoliko iznimnih rezultata. GauBova Disquisitiones Arithmeticae
(1801.) smatra se pocetkom moderne teorije brojeva. Tu nalazimo simbol
= za kongruencije, prvi potpun iskaz i dokaz osnovnog teorema aritme-
tike i zakona kvadratnog reciprociteta te Gauflovu procjenu broja m(x)
prostih brojeva koji nisu veéi od realnog broja z. Zakon kvadratnog recipro-

4Traktrisa je krivulja koju je prvu analizirao Huygens 1692. Ponekad ju se naziva
Lkrivuljom lijenog psa”. Traktrisa je trajektorija tocke koja je s drugom pokretnom tockom
povezana duzinom fiksne duljine, a ta druga tocka se giba duz pravca).
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citeta danas iskazujemo koriste¢i Legendreov simbol (%) koji iznosi 0 ako
p dijeli a, iznosi 1 ako je a = r?*(modp) za neki r, a inace je —1. Simbol
nosi ime po francukskom matematicaru Adrien-Marie Legendreu (1752.-
1833.). Legendre je bio iz bogate obitelji i odli¢no obrazovan u matematici
i fizici. Imao je uspjesnu matematicku karijeru. U doba revolucije bio je
¢lan komisije za standardizaciju mjera (1791.). Zbog ukidanja Akademije
znanost izgubio dobar prihod, a u doba terora se jedno vrijeme morao i skri-
vati. 1795. godine Akademija je ponovno otvorena kao Nacionalni institut
znanosti i umjetnosti i Legendre je postao ¢lan odjela za matematiku. Kad
je 1803. Napoleon reorganizirao Institut, stvorena je geometrijska sekcija i
Legendre je postao njen ¢lan. U sljede¢em razdoblju dozivio je par kritika
od mladoga GauBa koje su ga jako pogodile. Umro je siromasan jer mu je
1824. ukinuta penzija jer je odbio glasovati za vladinog kandidata za Insti-
tut. Bavio se geometrijom, primjenama matematike u fizici i astronomiji,
eliptickim funkcijama, a posebno je poznat po rezultatima iz teorije brojeva.
Prvi je dokazao iracionalnost 72, dao je jednostavniji dokaz iracionalnosti 7
i smatrao je da je 7 transcendentan.

Legendre je zakon kvadratnog reciprociteta objavio u Théorie des Nom-
bres (1785.), no dokaz mu je bio nepotpun. Popravljeni (jos uvijek nesavrsen)
dokaz objavio je 1798. Prvi potpun dokaz dao je, kako smo rekli, Gaufl u
(Disquisitiones Arithmeticae, 1801. Pritom je kritizirao Legendreove dokaze i
inzistirao na svom prvenstvu, sto je Legendrea vrlo povrijedilo. Ipak, Legen-
dre je u svom kasnijem izdanju Théorie des Nombres (1808.) citirao Gaufa.
Sam Gauf3 je nasao ¢ak osam razli¢itih dokaza tog teorema kojeg je nazivao
zlatnim.

Legendre je u izdanju Théorie des Nombres iz 1798. dao procjenu vrijed-
nosti funkcije w(z): Za velike x je

n

(@)~ o = 1.08366
Sto je ekvivalentno sljede¢oj danas uobicajenoj formulaciji teorema o pros-
tim brojevima (dokazan 1896.)

lim T@18T
T—00 €T

GauB je pak u Disquisitiones arithmeticae (1801.) dao svoju procjenu

o T
A e =
2 Int

Ona je, kao i Legendreova, ekvivalentna teoremu o prostim brojevima, a kao
i za zakon kvadratnog reciprociteta i za ovaj je Gauf} istakao svoju prednost
pred Legendreom.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Legendre/
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Gauf} i Legendre imali su ,,sukob” oko jos jedne matematicke teme, ovaj
put ne iz teorije brojeva, nego iz primijenjene matematike. Radi se o metodi
najmanjih kvadrata, koja je poboljsanje ranije metode za procjenu regresijske
krivulje koju su opisali Boskovié¢ i Laplace. Legendre i Gaufl su zakljucili da
je formulu regresijske krivulje y = f(x) za dane tocke (z;,v;), i = 1,...,n
bolje odredivati minimizacijom greske definirane kao zbroj kvadrata, a ne
apsolutnih vrijednosti odstupanja:

E =" (f(@) - y:)* > min

Primjerice, ako trazimo pravac koji u odnosu na dane tocke ima najmanje
ukupno odstupanje, potrebno je minizimirati

n

E(a,b) = Z(ami +b—y;)* — min

i=1

GauB je tu metodu razvio 1801. za izracunavanje putanje planetoida Ceresa
(objavio ju je 1809. u Theoria motus corporum coelestium), no tvrdio je da
ju je koristio od 1795. Legendre je pak, opet manje precizno razradenu nego
GauB, istu metodu objavio 1805., sto je dovelo i do rasprave o prvenstvu.
Kad je regresijska krivulja polinom, zahtjev minimizacije E kao funkcije ko-
eficijenata polinoma vodi na rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi. Gauf
je stoga razvio i 1810. detaljno opisao i efikasnu metodu za rjesavanje sus-
tava linearnih jednadzbi— Gauflovu metodu eliminacija. Dokazao je i
da je aritmeticka sredina tocka minimuma za kvadratna odstupanja (tj. da
ona minimizira e(z) = Y (z — 2;)?) | Takoder, GauB je dao i argumente za
koristenja kriterija najmanjih kvadrata na temelju tri pretpostavke racuna
pogreske:

1. Manje greske su vjerojatnije od vecih.
2. Za svaki realan broj e su greske e i —e jednako vjerojatne.

3. Ako raspolazemo s vise mjerenja iste velicine, aritmeticka sredina re-
zultata je najverojatniji stvarni iznos[f|

>Tocka minimuma za apsolutna odstupanja, tj. tocka minimuma funkcije e(z) = Y |z —
x;| je medijan.

5Tu je pretposavku pokusao kasnije eliminirati. Danas se kao argument za dobivenu
krivulju pogreske koristi centralni grani¢ni teorem, uz pretpostavku da su pojedinacéne
greske posljedica mnostva ,atomarnih” sluc¢ajnih gresaka.
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Slika 11.6: Gaufova krivulja pogreske

Iz navedenih pretpostavki Gaufl je kao krivulju pogreske dobio Gauflovu
krivulju (slika|11.6)) jednadzbe

h _ 1222
¢('T> - ﬁe
Pritom je h pozitivna konstanta koju je Gaufl interpretirao kao preciznost
mjerenja.

Pierre-Simon Laplace (1749.-1827.) je, prema zZelji oca, trebao naéi
zvanje u crkvi, te je u skladu s tim bilo njegovo pocetno skolovanje i upis
studija teologije na sveucilistu u Caenu kad je imao 16 godina. Tokom dvije
godine na sveucilistu otkrio je ljubav prema matematici te je napustio studij
teologije i otiSao u Pariz. Jedan od profesora iz Caena koji je u njemu ot-
krio matematicki talent dao mu je pismo preporuke za d’Alemberta. On je
brzo uocio Laplaceove sposobnosti te mu je pomogao i u usmjeravanju ma-
tematickog rada i u nalazenju radnog mjesta. Tako je ubrzo Laplace dobio
mjesto profesora matematike na vojnoj skoli. Prvi Laplaceovi matematicki
radovi bili su iz podrucja diferencijalnih i diferencijskih jednadzbi, te pri-
mjena u mehanici i fizikalnoj astronomiji. Tokom 1770-ih reputacija mu je
stalno rasla, a Laplace je usavrsavao svoje matematicke tehnike i sve se vise
usmjeravao prema dva podrucja na kojima ¢e dati svoje najvaznije rezultate:
teoriji vjerojatnosti i nebeskoj mehanici. Godine 1780., Laplace je poceo
suradivati sa znamenitim kemicarem Lavoisierom[], te se tako poceo baviti i
teorijom topline. Zajedno su utvrdili kemijsku ekvivalenciju disanja i izga-
ranja drvenog ugljena. Kako mu je ugled rastao, tako su Laplaceu rasle i

" Antoine Lavoisier, (1743.-1794.), otac moderne kemije, prepoznao je i imenovao kisik
i vodik, dao prvu verziju zakona sa¢uvanja masa i odbacio flogistonsku teoriju.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Laplace/
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ambicije te je ve¢ 1771. pokusao biti izabran u Francusku Akademiju zna-
nosti. Te je godine prednost dana Vandermondeu, a idué¢e Cousinu kojeg je
Laplace smatrao bitno slabijim matematicarem od sebe te ga je to prilicno
naljutilo. 1773. godine Laplace je izabran za pridruzenog clana Akademije,
punopravan ¢lan postaje 1785. U doba pred Francusku revoluciju, Laplace je
radio kao ispitiva¢ pri Kraljevskom artiljerijskom odredu. Tu je 1785. godine
ispitao i propustio Sesnaestogodisnjeg Napoleona Bonapartea. 1787. godine
dovrsio je dokaz stabilnosti Sunceva sustava. Za vrijeme Revolucije, Laplace
je 1790. bio ¢lan komisije za standardizaciju mjera koja je radila na uvodenju
metrickog i decimalnog sustava. To je bila jedina komisija Akademije koja
je smjela nastaviti rad i nakon sto je strahovlada 1793. ukinula Akademiju.
Ipak, ubrzo zatim su iz komisije izbaceni kako Laplace, tako i neki njeni
drugi ¢lanovi (medu inim Lavoisier i Coulomb). Naime, strahovlada je zahti-
jevala da clanovi komisije budu zasluzni po ,,svojim republikanskim vrlinama
i mrznji prema kraljevima”. Tako je uspio izbjec¢i sudbinu giljotine, za razliku
od Lavoisiera i mnogih drugih kolega, ovo doba je bilo tesko za Laplacea. Kad
je skupa s Lagrangeom trebao konstruirati kalendar po zelji revolucionarne
vlade, iako je znao da su njihove ideje suprotne astronomskim podacima,
odlucio je ne suprotstavljati se politickoj dogmi. Slicno se konformisticki
slozio s podjelom pravoga kuta na sto dijelova. Tokom 1795. Laplace je
predavao (ne samo) teoriju vjerojatnosti na novoosnovanoj uciteljskoj skoli
Ecole Normale. Kao osobna karakteristika Laplacea osobito je uocljiv njegov
politicki oportunizam, tako da je paralelno sa svojom znanstvenom karijerom
uspio u burnim francuskim vremenima prijelaza 18. u 19. stoljece odrzati se
i na mnogim visokim pozicijama. Najpoznatije Laplaceovo djelo je Traité de
Mécanique Céleste (1799-1825). Tu se primjerice nalazi znamenita Laplace-
ova diferencijalna jednadzba (koja je bila poznata i prije njega) za potencijal
v U U U

0x? * oy? * 0z
Radi se u biti o upotpunjenju Newtonova djela Philosophiae naturalis prin-
cipia mathematica. U Mécanique Céleste Laplace obraduje opca pravila rav-
noteze i kretanja krutih tijela, tekucina i plinova, zakon univerzalne gravi-
tacije, kretanja centara gravitacije pojedinih tijela Sunceva sustava, nebesku
mehaniku, nastanak plime i oseke, itd. U matematici u Mécanique Céleste
vidi se i jak utjecaj dva velika Laplaceova suvremenika: Lagrangea i Legen-
drea. Tako jako znacajno djelo, Mécanique Céleste je teska za ¢itanje, a mnogi
su detalji neobjasnjeni. Tu se prvi put pojavljuje formulacija , Lako se vidi”
koja je kasnije postala popularna u matematickim tekstovima. Laplace ju je
koristio na vise mjesta gdje je bio uvjeren u tocnost svojih rezultata, ali ih
nije znao —ili htio— obrazloziti. Kako je Napoleonova mo¢ rasla, Laplace se

=0.
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sve viSe odricao ranijih republikanskih nacela. Kad je 1799. Napoleon postao
prvi konzul, Laplace je postao ministar unutarnjih poslova, no za to se poka-
zao neprikladnim te je smijenjen ve¢ nakon Sest tjedana. Napoleon je kasnije
ironicno komentirao, aludirajué¢i na Laplaceove uspjehe u infinitezimalnom
racunu, da je Laplace ,,unio duh beskona¢no malog u drzavnu upravu”. Uspr-
kos neuspjehu na mjestu ministra unutarnjih poslova, Laplace je dobio mjesto
u Senatu. U predgovoru tre¢em dijelu Méchanique céleste Laplace pise da je
od svih u tom djelu iznesenih istina, autoru tj. njemu, najvrednija njegova
predanost mirotvorcu Europe. Tu je posvetu u kasnijim izdanjima, nakon sto
je Napoleon izgubio vlast, uklonio. 1805. godine dobiva orden Legije casti,
a 1806. postaje plemi¢ s titulom Comte de I’Empire. Kao senator, 1814. je
glasovao za smjenu Napoleona i povratak dinastije Bourbona. Kako ju na to
slijedilo znamenitih sto Napoleonovih dana, Laplace se nasao u neugodnoj
poziciji te je napustio Pariz do konacnog Napoleonova poraza. Nakon toga
ostao je vjeran dinastiji Bourbona, ali nepopularan u politickim krugovima.
1817. godine kralj Louis XVIII imenovao ga je markizom. Svoje je zadnje
politicke prijatelje izgubio 1826., kada je odbio potpisati Akademijin doku-
ment podrske slobodi novina. Unato¢ izvanrednim znanstvenim rezultatima,
Laplace se nije istaknuo u meduljudskim odnosima. S vremenom je postajao
sve manje skroman oko svojih dostignuca i sve vise je ignorirao druge ljude
oko sebe. Tako je nakon posjeta Akademiji 1780. — 81. Lexell komentirao
kako je Laplace dao do znanja da se smatra najboljim matematicarem u
Francuskoj. Prema svojim dobrociniteljima iz mladosti i kasnijim politickim
prijateljima ponasao se nezahvalno i s prezirom. Ipak, imao je nezavisan ka-
rakter i otvoreno iskazivao svoje misljenje, a osobito potkraj zivota pokazao
se i velikodusnim: u jednom je slucaju zadrzao svoj rezultat od objavljivanja
kako bi jedan njegov uc¢enik mogao dobiti potpunu zaslugu za istrazivanje.
Laplace se problemima vjerojatnosti poceo baviti krajem 18. st., te je
1812. objavio znamenito djelo Théorie Analytique des Probabilités u kojemu
obraduje sve klasi¢ne probleme i njihovu povijest, ali i prosiruje mnoge starije
rezultate. Drugo izdanje (1814.) je poznato po 153 strane dugom predgovoru,
koji je postao poznat i bivao odvojeno tiskan kao Essai Philosophique sur les
Probabilités. Cilj mu je Siroj publici pribliziti vjerojatnosni rac¢un. Znacajan
je i filozofski aspekt vjerojatnosti: prema Laplaceu, slu¢ajnost nije nista
drugo do naziv za dogadaje kojima joSe ne znamo objasniti uzrok. Za njega
je svemir deterministicki i inteligencija (Laplaceov demon) koja bi znala
sve podatke o trenutnom stanju, mogla bi matematicki opisati sva buduca
stanja. Danas znamo da to nije moguce, zbog temelja teorije kaosa i prirode
fizikalnih mjerenja: Nijedno mjerenje nije sasvim egzaktno, a ve¢ male greske
u pocetnim uvjetima mogu izazvati velike razlike u proracunatim efektima.
Prvi dio Théorie Analytique des Probabilités je posveéen matematickoj
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Slika 11.7: Buffonov problem

analizi, a drugi zapoc¢inje s prvi put suvremeno formuliranom klasi¢nom
definicijom vjerojatnosti: Vjerojatnost dogadaja je omjer brojeva za taj
dogadaj povoljnih i svih mogucéih slucajeva, ako ne postoji razlog da pretpos-
tavimo da neki slucaj nastupa ces¢e od drugih, odnosno ako su svi slucajevi
za nas jednako vjerojatni. Laplace zatim dokazuje osnovna pravila rac¢una
vjerojatnosti, npr. da je vjerojatnost da nastupi jedan od dva dogadaja
koji se medusobno isklju¢uju jednaka zbroju njihovih vjerojatnosti: P(A) +
P(-A) =1.

U Théorie Analytique des Probabilités nalazimo i znameniti Buffonov
problem iz geometrijske vjerojatnosti, nazvan po Georges Louis Leclerc,
Comte de Buffon (1707.-1788.), koji ga je prvi opisao 1777.: Ako u ravnini
imamo mrezu paralelnih jednako razmaknutih pravaca, razmaka a, te ako
na ravninu bacimo iglu duljine [ < a, kolika je vjerojatnost da igla padne
tako da sijece neki od pravaca? Pogledajmo skicu situacije na slici
lijevo. Vidimo da ¢e igla sjeci jedan pravac tocno ako je %sinqﬁ < d. Dakle,
ako su ¢ uniformno distribuirani unutar [0, 7], a d unutar [0, a/2], trazena
je vjerojatnost omjera povrsine ispod krivulje d = ésingp izmedu 0 i 7 te

pravokutnika [0, 7] x [0, a]/2 (slika desno), tj.

foﬂ % sinppdp 2 %l 21
p —= a =

7T'§ aT aT

Laplace je primijetio da se ta formula moze upotrijebiti za statisticko-eksperimentalno
racunanje vrijednosti 7. Dosad najbolji tako ostvareni rezultat ostvario je
Lazzerini 1901. s 3408 bacanja: 6 decimala.

U Théorie Analytique des Probabilités nalazi se i Bayesov teorem, koji
je ime dobio po Thomas Bayesu (1702.-1761.), koji se prvi bavio pita-
njima uvjetne vjerojatnosti i formulirao varijantu tog teorema, kojeg danas
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iskazujemo ovako: Za dogadaje A i B vrijedi
P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A).

Laplace je takoder, rekli smo to ve¢, generalizirao de Moivreov centralni
granicni teorem/ na Bernoullijeve pokuse kod kojih je vjerojatnost uspjeha
bilo koji p € [0,1]. U Théorie Analytique des Probabilités je Laplace takoder
detaljno opisao metodu najmanjih kvadrata te dao i razne primjene vjero-
jatnosti na statisticka pitanja.

No, izraz statistika se u to doba jos uvijek koristio u starom, tradi-
cionalnom smislu opisa op¢ih ¢injenica, odnosno podataka, o nekoj drzavi.
Moderni smisao tom izrazu dao je belgijski matematicar i astronom, ute-
meljitelj primjena statistike u drustvenim znanostima, Lambert Adolphe
Jaques Quetelet (1796.-1874.). Quetelet je primijetio da se u vecim ljud-
skim populacijamama mnoge stvari pojavljuju s velikom pravilnoséu i cesto
s normalnom raspodjelom. Tako je uocio i da je godisnjih broj ubojstava
u Francuskoj gotovo konstantan, te da su cak i omjeri brojeva upotrijeb-
ljenih ubojitih sredstava gotovo konstantni, Sto je otvorilo pitanje pitanje
odnosa slobodne volje i drustvenog determinizma?! Quetelet je razvio i sta-
tisticke metode za analize raznih tipova podataka, a 1853. je organizirao prvi
medunarodni statisticki kongres.

Francuski fizicar i matematicar Siméon-Denis Poisson (1781.-1840.)
je svom kratkom zivotu napisao je oko 300 matematickih radova, posebno iz
teoriji vjerojatnosti i matematicke fizike. Glavno vjerojatnosno djelo mu je
Recherches sur la probabilité des judgements en matiere criminelle et matiére
civile (1837.), u kojem daje Poissonovu distribuciju za opis vjerojatnosti da
se neki slucajni dogadaj dogodi u odredenom vremenskom (ili prostornom)
intervalu ako je vjerojatnost da se dogodi mala, ali broj pokusa velik: Za
n — oo ip— 0, ako uz to pn — A, je vjerojatnost k uspjeha u vremenoskom
intervalu unaprijed definirane duljine, u kojem se prosje¢no desava A uspjeha,
aproskimativno p, = ’\k;—;A, k € N. Od Poissona potjece i naziv ,,zakon
velikih brojeva”, a sam je dokazao dvije varijante tog zakona.

Vratimo se malo na podrucje linearne algebre. Rekli smo da su se deter-
minante prvi put pojavile krajem 17. stoljeca vezano za rjeSavanje sustava
linearnih jednadzbi (Leibniz, Seki). Prvi objavljeni rezultati o determinan-
tama potjecu od Colin Maclaurina, koji je 1730-ih godina dokazao Cramerovo
pravilo za 2 x 2- i 3 x 3-sustave. To pravilo je (bez dokaza) 1750. poopéio
Svicarac Gabriel Cramer (1704.-1752.). U drugoj polovici 18. st. sve je vise
objavljenih rezultata o determinantama, te ih je francuski matematicar, glaz-
benik i kemicar Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) prvi
(1771./72.) odvojio od jedine uloge vezane za rjesavanje sustava i razmatrao


https://www.youtube.com/watch?v=jvoxEYmQHNM
https://www.youtube.com/watch?v=jvoxEYmQHNM
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Poisson/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Vandermonde/
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kao funkcije, ¢ija osnovna svojstva je dokazaof| Takoder 1772. je Pierre-
Simon Laplace metode za izracunavanje determinanti poboljsao i objavio
metodu koju danas nazivamo po njemu, a determinante je nazivao rezultan-
tama (isti naziv je koristio i Leibniz, ali Laplace to vjerojatno nije znao).
Suvremeni naziv determinanta potjece od Augustin-Louis Cauchyja, iz tek-
sta u kojem je (1812.) dao dokaz Binet-Cauchyjevog teoremal’] Prvu algo-
ritamsku definiciju determinante dao je 1841. Carl Gustav Jacob Jacobi
(1804.-1851.), a suvremeno ograni¢avanje determinanti vertikalnim crtama
uveo je iste godine Arthur Cayley, o ¢ijem radu u algbri ¢emo vise reci nesto
kasnije.

Vandermonde i Lagrange su vazni neposredni prethodnici otkri¢a teorije
grupa. Neka svojstva grupa@] koristena su, naravno, davno prije nego su te
strukture uvedene, kao svojstva algebarskih operacija s brojevima. Takoder,
Eulerov dokaz malog Fermatovog teorema iz 1758. koristi s se ti¢u grupe os-
tataka (modulo prostog broja). U drugoj polovici 18. st. su se Joseph-Louis
Lagrange (1736.-1813.) i Vandermonde bavili pitanjem rjesivosti opcée al-
gebarske jednadzbe u radikalima. Podsjetimo se: dok su rjesenja linearnih
i kvadratnih jednadzbi u radikalima bila poznata jos Al-Hvarizmiju, u re-
nesansi su (Cardano, Tartaglia, Ferrari, del Ferro) otkrili rjesenja jednadzbi
treceg i cetvrtog stupnja u radikalima. Veéina matematicara su nakon toga
vjerovali da ¢e se s vremenom nadi rjeSenja u radikalima i za algebarske
jednadzbe vecih stupnjeva. Lagrange i Vandermonde su prvi problemu
pristupili razmatrajuéi zasto takva rjeSenja postoje za jednadzbe stupnjeva
do 4. Obojica su primijetili da opéa verzija Vieteovih formula znaci da su
koeficijenti a; algebarske jednadzbe

"t a, 2"+ art+ag=0

simetri¢ne racionalne funkcijeE] njezinih rjesenja xq, ..., xn.[?] Stoga su sve
racionalne funkcije koeficijenata takoder simetricne s obzirom na rjesenja
jednadzbe.

8Determinanta koju danas nazivamo Vandermondeovom se ne pojavljuje ni u jednom
od Vandermondeovih radova.

9Tste godine je Jaques Binet (1786.~1856.) dao, manje precizan, dokaz istog teorema.

10Grupa je neprazan skup G opskrbljen binarnom operacijom * koja je asocijativna, ako
su u tom skupu jednoznacno rjesive sve jednadzbe oblika a * x = b.

1T znaci da im vrijednost ne ovisi o poretku x1, Ta, ..., T, tj. f(p(x1,...,2,)) je ista
za svaku permutaciju p.

12Podsje¢amo, u to doba osnovni teorem algebre jos nije bio dokazan, ali je bilo
opc¢eprihvaé¢eno da jednadzba stupnja n ima n rjeSenja u nekom dovoljno velikom skupu
brojeva.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lagrange/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lagrange/
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Primjer 44 Pogledajmo opéu (normiranu) kubnu jednadzbu
3 2 _
x” +azx” + bxr 4+ c = 0.
Vieteve formule za nju su:
—a =21+ T+ x3; b=T129 + 1123 + Tox3; —C = T1T2T3.

Uzmimo primjerice sljedecu racionalnu funkciju koeficijenata:

a

r(a,b,c) = P

Tada je
—X1 — X9 — T3

r(a,b,c) =

T1Tg + T1T3 + ToX3 + T1T2T3

simetricna funkcija rjesenja x1, To 1 T3.

S druge strane, rjesenje u radikalima su funkcije koeficijanata jednadzbe u
kojima se x;-ovi dobivaju kao funkcije koeficijenata koriste¢i operacije +, —,
-, . te dodatno i korijene. Buduéi da opcenito takvim formulama dobivamo
razli¢ite vrijednosti za x1, xa, ..., x,, slijedi da korijeni ,ruse” simetriju.

Lagrange je dalje promatrao izraze y = > . w;—12;, gdje su 1, w, ...,
w1 kompleksni n-ti korijeni od 1. Uocio je da buduéi da imamo n! permu-
tacija rjesenja algebarske jednadzbe x4, ..., x,, izraz y poprima najvise n!
razlicitih vrijednosti. Ako bismo ih sve znali (i ako bi bilo bar n razlicitih
medu njima), dobili bismo sustav linearnih jednadzbi ¢ije rjesenje je (x1, ..., Z,).
No, tih n! (ili manje) vrijednosti y su ujedno sigurno rjesenja jedne algebarske
jednadzbe stupnja n!.

Primjer 45 Za kubne jednadzbe imamo n = 3, dakle

B BV

W1:1,w2: 3:—54—27.

Tu bi dakle Lagrange gledao izraz

Y=+ (-l—f-Zﬁ) To + <_1 _Z£> L3

2 2

Taj izraz ima najvise 3! = 6 razlicitih vrijednosti, koja zadovoljavaju neku
jednadzbu stupnja 6:

(y—y)w—y2)(y—ys) (v —ya)(y — ys5)(y — ys) = 0.
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Lagrange je uocio da ce ta jednadzba uvijek biti oblika
yG + P(xh Ta, $3)y3 + Q(xla T2, $3) = 07

koja se supstitucijom t = y> moZe svesti na kvadratnu. Dakle, za kubne
jednadzbe (n = 3), za koje znamo da su rjesive u radikalima, postoji jednadzba
stupnja 3! = 6 za y-e koja dade svesti na jednadzbu stupnja 2, takoder rjesivu
u radikalima.

Lagrange je primijetio da se u svim slucajevima s poznatim rjeSenjima u
radikalima (n = 1,2,3,4) moze jednadzba stupnja n! za y-e svesti na jed-
nadzbu stupnja manjeg od n, rjesivu u radikalima, tj. ako jednadzbu stupnja
n! mozemo svesti na jednadzbu stupnja 4 ili manjeg, onda mozemo izracunati
y-e, a iz njih (preko sustava linearnih jednadzbi) dobiti z-eve, rjesenje jed-
nadzbe stupnja n u radikalima. Medu ostalim, Lagrange je iz ovih razmatra-
nja (1771.) zakljucio da ako imamo polinom s n varijabli, te ako te varijable
permutiramo na svih n! nac¢ina, dobit ¢emo neki broj m razlic¢itih polinoma,
pri cemu je m djeljitelj od n!. Bila je to prva verzija Lagrangeovog te-
orema teorije grupa: Red podgrupe konacne grupe G uvijek je djelitelj od
reda od G.

Talijansko-francuski matematicar Joseph-Louis Lagrange poznat je osim
po doprinosima algebri i po doprinosima matematickoj analizi, matematickoj
fizici (klasi¢na mehanika i Lagrangeove jednadzbe) te teoriji brojeva. Roden
je u Torinu, krsten kao Giuseppe Lodovico Lagrangia. Pradjed mu je bio ko-
njicki oficir francuske vojske i ve¢ odmalena je Lagrange preferirao tu stranu
svoje obitelji. Otac mu je bezusjpjesnim spekulacijama izgubio puno novca,
a Lagrange je kasnije rekao: ,,Das sam bio bogat, vjerojatno se ne bih bio
posvetio matematici.” Tijekom studija prava otkrio je interes za matema-
tiku i fiziku, no matematiku je uglavnom naucio sam i sa samo 19 godina
dobio profesuru matematike na Kraljevskoj artiljerijskoj skoli u Torinu. Uz
podrsku d’Alemberta, 1766. je dobio Eulerovo mjesto na berlinskoj Akade-
miji. Godinu kasnije se ozenio, no nije imao djece, a zena mu je umrla 1783.
U Berlinu je boravio 20 godina i svojim radovima osvojio mnoge velike znans-
tvene nagrade. Zbog zdravstvenih problema, nakon smrti Friedricha Velikog
prihvatio je poziv pariske Akademije i preselio 1787. u Pariz. Osnovni stav da
je jedan od glavnih principa svakog mudrog covjeka prilagoditi se zakonima
drzave u kojoj zivi ma koliko nerazumni bili pomogao mu je da bez vecih
problema prezivi Francusku revoluciju. Ponovno se ozenio 1792., mladom
kéerkom kolege. 1790-ih je predavao i na znamenitim francuskim visokim
skolama Ecole Polytechnique i na Ecole Normale, no nije ostao zabiljezen
kao dobar predavac. U doba Napoleona postao je grof, a dva dana prije
smrti dobio je orden Velikog kriza.
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Krajem 18. st., Lagrange pokuSavao je rigorozno definirati derivacije.
Prema Lagrangeu, infinitezimalni ra¢un treba svesti na algebru redova poten-
cija. Za njega je racun s redovima podjednako algebra kao racun s konacnim
algebarskim izrazima, analogno tome sto je racun se beskonacnim decimal-
nim razvojima i dalje aritmetika (usp. Newtonov citat).

U Théorie des fonctions analytiques (1797.) objavio je rezultat za kojeg
je mislio da ga je korektno dokazao, a to je da se svaka funkcija (koju, u duhu
Eulera, gleda kao analiticki izraz) moze zapisati u obliku

f(x+h) = f(z) +pl@)h + q(z)h* +r(x)h® + ..., (11.1)

za sve do na eventualno kona¢no mnogo vrijednost z. Na temelju toga, La-
grane derivaciju od f(z) definira kao p(z), drugu derivaciju kao pola ¢(x) itd.
Lagrange je pisao fx, f'z, f”x za funkciju, njenu prvu i drugu derivaciju.
Prednost njegovog pristupa je ocigledna: Izbjegao je fizikalne argumente i
kvocijente infinitezimalnih veli¢ina. Takoder, sad su i derivacije takoder funk-
cije. No, kako je malo kasnije uocio Cauchy, tvrdnja o moguénosti razvoja
svake funkcije u red potencija nije tocna.
Prema Lagrangeu, temeljno svojstvo derivacije je

fle+i) = f(z) +if'(z) +1V,

ako se ¢ za svaki D moze izabrati dovoljno malen da V' bude izmedu —D i
D. 1z toga je izveo teorem srednje vrijednosti, koji u izvornoj formulaciji
glasi: Za svaki D moze se naci ¢ sa svojstvom

i(f'(x) = D) < f(x+1i) = f(x) <i(f'(z) + D).

Koristec¢i ovaj teorem Lagrange je dokazao razne tvrdnje o derivacijama,
primjerice vezu predznaka f’ i rasta odnosno pada od f.

No, da je osnovni teorem koji je temelj Lagrangeovih razmatranja o deri-
vacijama netocan, kontraprimjerom funkcije koja se sa svojim razvojem u red
potencija podudara samo u jednoj toékiE{] iz cega slijedi da funkcije opcéenito
nisu odredene svojim razvojima u redove potencija, je pokazao Augustin-
Louis Cauchy (1789.-1857.). On je konac¢no, 1821., dao zadovoljavajuéu
definiciju limesa, kojom D’Alembertova definicija derivacije postaje korek-
tna. Cauchyjeva definicija limesa glasi: Ako se slijed vrijednosti koje se

BCauchyjeva funkcija je f: R — R,

flz) = { g?p(—l/ﬂ), ;ig

Njezin Maclaurinov razvoj je nulfunkcija.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cauchy/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cauchy/
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pripisuju nekoj varijabli neograni¢eno priblizava nekoj vrijednosti, tako da
na kraju razlika do nje bude toliko mala, koliko zelima, posljednja se vrijed-
nost zove grani¢énom vrijednoscéu ostalih vrijednosti. Cauchy dalje kaze
da su infinitezimalne velicine one kojima je limes 0. Preciznije je definiciju
derivacije formulirao 1823.: Derivacija f'(x) funkcije f(z) je, ako postoji,
limes kvocijenta w kad A tezi u 0.

Cauchy je pokusao popraviti starije definicije funkcije eulerovskog stila
tako da budu ukljucene i implicitno zadane funkcije. Cauchyjeva definicija
funkcije iz 1821. glasi: ,,Ako su varijabilne veli¢ine tako povezane, da ako
je zadan iznos jedne, iz njega mozemo odrediti iznose ostalih, opéenito te
razlicite velicine izrazavamo preko te jedne, koju nazivamo nezavisnom vari-
jablom; ostale pak veli¢ine, koje su izrazene preko nezavisne varijable, zovu
se funkcijama te varijable.” Vidimo da je ipak i kod Cauchyja funkcija jos
uvijek poistovjec¢ena s formulom. Kod Cauchyja mozemo naci i definiciju ne-
prekidne funkcije u suvremenom smislu, kao funkcije kod koje beskonacno
mali prirast varijable izaziva beskona¢no mali prirast funkcije: ,,Funkcija f(x)
je neprekidna funkcija varijable x unutar dviju danih granica, ako se za svaki
x izmedu njih brojcani iznos razlike f(z + «) — f(z) skupa s a beskona¢no
smanjuje.”

Cesto se kaze da je Cauchy uveo e—d-jezik u analizu. To nije sasvim toéno,
iako se njegove definicije i dokazi lako prevedu na taj jezik. Jedini dokaz u
kojem stvarno koristi € i 0 je njegov dokaz teorema srednje vrijednosti, koji
u Cauchyjevoj formulaciji glasi: Ako je f(z) neprekidna na [x,z + a], onda
je ming z1q f'(x) < M < max[ g4q f'(2). Cauchy dokaz zapocinje
ovako: Neka su 9, € dva jako mala broja; prvi se bira tako da za sve iznose
i manje od ¢ i sve iznose x omjer (f(z + i) — f(x))/i uvijek bude veéi od
f'(x) — e imanji od f'(z) +e...

No, argumenti tipa € — § mogu se naci i ranije, primjerice kod Lagrangea,
a slicne definicije (npr. neprekidne funkcije) i dokaze s argumentima stila
€ —d nalazimo u isto vrijeme i kod ¢eskog matematicara Bernarda Bolzana
(1781.-1848.). Bolzanovi su doprinosi postali poznati tek u drugoj polovici
19. st.

Cauchyjeve prve godine Zivota bile su obiljezene Francuskom revoluci-
jom. Nakon iste je obitelj zivjela u Parizu, a cesti su im gosti bili Lagrange
i Laplace. Svoje prvo nastavnicko mjesto Cauchy je dobio 1815. na Ecole
Polytechnique, na kojoj je i studirao. Veé¢ 1816. postao je poznat (rjesenjem
jednog Fermatovog problema iz teorije brojeva). Brzo je napredovao. 1820-
ih je postavio moderne temelje matematicke analize i utemeljio kompleksnu
analizu. Poznat je po loSim odnosima s kolegama te radikalno, gotovo fa-
naticno, katolickim stavovima. Niels Henrik Abel je o njemu rekao: Cauchy
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je lud 1 tu se ne moZe nista uciniti, no trenutno je on jedini koji zna kako ra-
ditt matematiku. Cauchy je zagubio radove mnogih matematicara ili ih dugo
zaboravljao, a nerijetko je tude rezultate objavio pod svojim imenom. Cijelog
zivota je konzistentno podrzavao dinastiju Bourbon, tako da je 1830.—1838.
bio u dobrovoljnom egzilu. Nakon tog doba su mu zbog stavova odbijene
mnoge pozicije. Sveucilisnu je poziciju dobio natrag tek 1848. Jedan je od
najproduktivnijih matematicara u povijesti— objavio je 789 matematickih
radova.

Cauchyjev suvremenik, Jean Baptiste Joseph Fourier (1768.-1830.)
poznat je po razvoju teorije trigonometrijskih redova i fizikalnim rezultatima.
On je uveo i oznaku fab za odredene integrale. U sklopu nase teme zanimljiva
je Fourierova definicija funkcije iz 1822., u kojoj se ve¢ nazire oslobadanje od
funkcije kao formule: ,,Opcenito funkcija f(z) predstavlja niz vrijednosti ili
ordinata, od kojih je svaka proizvoljna. Za beskona¢no mnogo danih iznosa
apscise x postoji jednako mnogo ordinata f(x). Sve one imaju brojcéane iz-
nose, pozitivne, negativne ili nula. Ne pretpostavljamo da te ordinate postuju
neko opcée pravilo; one slijede jedna za drugom na bilo koji nacin i svaka je
dana kao da je jedina.”

Teorijom Fourierovih redova bavio se i njemacki matematicar belgijskog
porijekla Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805.-1859.). On je
1837. dao gotovo modernu definiciju neprekidne funkcije, koju je lako pri-
lagoditi u opéu definiciju funkcije (ne dajemo ju doslovno kao prethodne):
Neka x poprima vrijednosti izmedu a i b. Ako svakom z-u odgovara samo po
jedan konacan y, tako da se postepeno mijenja kako se x postepeno mijenja,
y je neprekidna funkcija od x. Dirichlet dalje jasno kaze da ne treva pstojati
jedinstveno pravilo, Stovise da ovisnost ne mora biti iskaziva matematickim
operacijama. Neprekidnoj funkciji kod Dirichleta odgovara neka neprekidna
krivulja od a do b. Sli¢nu je definiciju (takoder uz zahtjev neprekidnosti) dao
Lobacevski 1838. Poznat je i Dirichletov primjer funkcije koja ima prekid u
svakoj tocki (1829.): to je kod njega funkcija koja ima vrijednost ¢ u svakom
racionalnom, a vrijednost d # ¢ u svakom iracionalnom broju.

Dirichlet se ve¢ s 12 godina zaljubio u matematiku i sav je dzeparac trosio
na kupnju matematickih knjiga. Studirao je u Parizu, djelovao u Berlinu i
Gottingenu. Ozenio se Rebeckom Mendelssohn. Bio je prijatelj Jacobija i
kad se Jacobi uslijed siromasnih prilika razbolio i bio prisiljen i¢i u Italiju
(1843.) wuspio je za njega ishoditi financijsku pomoé. Za vrijeme posjeta
Montreuxu 1858. prilikom jedne konferencije dozivio je src¢ani udar. Tesko
bolestan vratio se u Gottingen. Dok je bio bolestan Zena mu umire od kapi
te je ubrzo zatim i on umro. Opisan je ovako: ,,On je dosta visok, strkljast
covjek s brkovima i bradom koji postaju sijedi i pomalo grubim glasom te
dosta nagluh. Bio je neopran, sa Salicom kave i cigarom. Jedna od mana


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fourier/
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mu je zaboravljanje vremena, vadio je svoj sat, vidio da je proslo tri, i onda
istrcao bez da zavrsi recenicu.” Osim po doprinosima analizi, najpoznatiji je
po rezultatima u teoriji brojeva. Njegov prvi ¢lanak (1825.), kojim je odmah
postao poznat, sadrzi dokaz velikog Fermatovog teorema za slucaj n = 5,
tocnije jednog od dva podslucaja. Naime, ako je 2° + y° = 2°, pokazuje se
da jedan od brojeva x, y, z mora biti paran i jedan djeljiv s 5. Stoga treba
razmatrati slucaj kad je neki od x, y i z djeljiv s 10 te sluc¢aj kad nijedan
nije djeljiv s 10. Drugi sluc¢aj dokazao je iste godine Legendre. Kasnije je
Dirichlet veliki Fermatov teorem za n = 14. Dokazao je i Gaulovu hipotezu
da u aritmetickom nizu u kome su prvi ¢lan i diferencija medusobno relativno
prosti brojevi ima beskona¢no mnogo prostih brojeva, uveo je Dirichletov red
> . ann~*, a bavio se analitickom i algebarskom teorijom brojeva.

Osvrnimo se ovdje kratko na daljni tijek dokaza velikog Fermatovog te-
orema. U Dirichletovo je doba ve¢ bilo poznato da ga je dovoljno dokazati
za eksponent 4 (Fermat, Fuler) i za proste eksponente. Prvi znacajniji ge-
neralni pristup potjece od francuske matematicarke Sophie Germain koja
je svoje radove morala objavljivati pod pseudonimom Monsieur Le Blanc
(1776.-1831.). Ona je dokazala je 1805. da teorem vrijedi za odredenu klasu
prostih eksponenata, koji se danas njoj u ¢ast nazivaju brojevima Sophie
Germain. Kroz 19. st. dokazani su mnogi pojedinacni slucajevi te je do
pocetka 20. st. dokazan za sve eksponente manje od 100 kao i da vrijedi
za beskonacno mnogo prostih eksponenata. Tada se razvoj teorije brojeva
sve viSe poceo odmicati od ovog problema, te se sve do pocetka 1980-ih
godina napredak sastojao uglavnom u ra¢unalnim provjerama. Sredinom
1980-ih je njemacki matematicar Gerhard Frey (1944.-) uocio da se ovaj te-
orem moze dobiti iz jedne naizgled s njime potpuno nepovezane hipoteze
(iz grani¢nog podrucja algebarske topologije i teorije brojeva), poznate pod
nazivom Shimura-Taniyama-Weil-ova hipoteza. Veze izmedu tih rezultata
uspostavili su sam Frey, te britanski matematicari Richard Taylor (1962.-)
i Andrew Wiles (1953.—). Andrew Wiles je 1995. konacno dokazao i zadnji
potrebni korak.

Rekli smo da su krajem 18. stolje¢a Lagrange i Vandermonde razma-
trali permutacije rjeSenja algebarskih jednadzbi kako bi, mozda, uspjeli naci
rjeSenja u radikalima jednadzbi 5. i viseg stupnja. Prvi koji je ustvrdio da
opéa jednadzba Y| stupnja 5 nema rjesenje u radikalima bio je 1799. talijanski
matematicar Paolo Ruffini (1765.-1822.). To je pokusao dokazati koristeci
permutacije i pritom de facto koristio svojstva grupa permutacija (zove ih
permutazione). Medu ostalim, eksplicitno je koristio zatvorenost permutazi-

4Naravno da za svaki stupanj postoje jednadzbe koje imaju rjesenja u radikalima,
primjerice ™ = 1.
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one s obzirom na kompoziciju (kompozicija dvije permutacije jednog skupa
je permutacija istog skupa). Zacudujuée, na taj njegov rad nije bilo reak-
cija. Stoga je 1801. kopiju knjige poslao Lagrangeu, no nije dobio odgovor.
Ponovno ju je poslao s molbom da ga Lagrange upozori ako je sto krivo ili be-
skorisno napravio, no ponovno nije bilo odgovora. Tako je 1803. objavio novi,
talijanskih matematicara. Zatim je zatrazio recenziju pariskog Nacionalnog
instituta te su recenzenti imenovani Lagrange, Legendre i LacroixF_gl Oni
su zakljucili da u Ruffinijevom tekstu nema nista bitnog. Stoga je Ruffini
zatrazio misljenje i od Royal Society. Oni su pak zakljucili da se ne slazu
sa svime, ali da rezultat smatraju uglavnom dokazanim. Ruffini je zatim m
1808. i 1813. dao nove verzije dokaza, no jedini matematicar koji je priznao
vaznost rezultata i smatrao ga totnim (rupu u dokazu smatrao je minornom)
bio je, zacudujuce, Cauchy 1821. Sam Cauchy je u razdoblju 1813.—1815.
napisao djelo o grupama permutacija u kojemu je prosirio neke Ruffinijeve
rezultate. Ipak, svi Ruffinijev pokusaji dokaza imaju rupu.

Prvi potpun dokaz nerjesivosti opée jednadzbe 5. stupnja u radikalima
dao je 1824. norveski matematicar Niels Henrik Abel (1802.-1829.). Abel
je takoder poznat i po iznimnim rezultatima u podruc¢ju matematicke ana-
lize. Zivot mu je bio obiljezen siromastvom. Otac mu je bio teolog i filolog,
norveski nacionalist i aktivan u borbi za norvesku nezavisnost od Danske.
Majka mu je bila kéer trgovca i vlasnika brodova, Niels je bio drugo od 7
djece. Kad je Niels imao godinu dana, otac mu je nakon smrti svog oca nas-
lijedio mjesto protestantskog svec¢enika. Do 13. godine Nielsa je poducavao
otac, no zivili su u siromastvu u doba ekonomske krize. Problemi obitelji
ipak nisu bili samo ekonomski i politicki. Prema raznim izvorima, Nielsov
otac je bio alkoholicar, a majka optuzena za nemoral. 1815. godine Niels i
njegov stariji brat poslani su u katedralnu skolu u Christianii (danas Oslo).
Neinspiriran osrednjom skolom, Niels je bio prosjecan ucenik koji je pokazao
nesto talenta za matematiku i fiziku. Kad je ucitelj matematike otpusten
jer je nasmrt pretukao djecaka, stvari su se promijenile nabolje dolaskom no-
vog ucitelja matematike Holmboea. Potican od Holmboea, u roku od godinu
dana Abel je bio sposoban citati djela sveuciliSne razine. Sa 16 godina Abel
je dokazao binomni teorem za sve realne eksponente (Euler ga je dokazao za
racionalne eksponente). Nakon smrti oca (1820.) Abelova se obitelj nasla u
jos tezim financijskim uvjetima, no Holmboe je uspio izboriti stipendiju koja
je Abelu omogucila zavrsetak skole. U to doba Abel je poceo raditi na pitanju
rjesivosti opée jednadzbe 5. stupnja u radikalima. Prve rezultate o jednadzbi

15Sylvestre Lacroix (1765.-1843.), francuski matematicar poznat po udzbenicima iz ge-
ometrije i analize.
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5. stupnja, iz 1821., u kojima je naizgled dokazao rjesivost, Abel je predao
na objavljivanje Kraljevskom drustvu u Copenhagenu, no kad su ga zamolili
za konkretan primjer, otkrio je gresku. Diplomirao je 1822. na sveucilistu u
Christianii. Na tom je sveudcilistu imao jaku podrsku profesora astronomije
C. Hansteena, ¢ija se zena pocela brinuti za Abela kao da joj je vlastito dijete.
Pri jednom boravku u Kopenhagenu radi matematickih kontakata, upoznao
je Christine Kemp i s njom se ubrzo zarucio. Po povratku u Christianiu,
pokusavao je izboriti financiranje puta u Europu kako bi upoznao velike ma-
tematicare Njemacke i Francuske. Nije znao ni njemacki ni francuski pa je
financiranje odgodeno za dvije godine, dok ne nauci te jezike. Abel se vratio
radu na jednadzbama 5. stupnja i 1824. dokazao da se ne mogu rijesiti u ra-
dikalima. Taj je rad objavio na vlastiti racun i na francuskom jeziku, kako bi
imao impresivni rezultat za prezentiranje na svom putovanju. 1825. godine
Abel dobiva novce za studijski posjet Francuskoj i Njemackoj. Posjetio je
Berlin, gdje se sprijateljio s Augustom Crelleom, matematicarem amaterom
koji je osnovao jedan od najznamenitijih matematickih ¢asopisa u povijesti:
Journal fur die reine und angewandte Mathematik, poznat kao Crelle’s Jour-
nal. U tom je ¢asopisu Abel medu inim objavio jasniju verziju svog dokaza o
nerjesivosti jednadzbe 5. stupnja u radikalima (1827.). Za vrijeme boravka u
Berlinu, saznao je da je mjesto profesora matematike na sveucilistu u Chris-
tianii (jedinom u Norveskoj) dobio Holmboe, koji bi mjesto bio odbio radi
Abela, da mu nisu zaprijetili da ako on odbije, mjesto dobiva stranac. S
druge strane, u Berlinu nije bilo moguénosti za stalno mjesto u iduce cetiri
godine te se Abel nasao u ozbiljnim egzistencijalnim problemima. Ostao je u
Berlinu i dalje se bavio tad jos nedovoljno rigorozno postavljenim osnovama
matematicke analize. Nakon §to je cuo da Gauf nije bio zadovoljan dobiva-
njem njegova rada o jednadzbama petog stupnja, Abel odustaje od ideje puta
u Gottingen. Nije poznato zaSto je Gaufl imao takav stav prema Abelovom
radu, jer je sigurno da ga nije procitao— pismo je nadeno neotvoreno nakon
GauBove smrti. Moguéi su razlozi da je sam to dokazao ili pak da je takav
dokaz smatrao nebitnim, $to je vjerojatnije. Nakon Berlina, Abel je posjetio
Pariz, gdje je nezainteresirano primljen. Prema njegovim rijecima , Francuzi
su mmnogo rezerviraniji prema strancima nego Nijemci”. U Parizu je napi-
sao vazno djelo o eliptickim integralima, koje su trebali recenzirati Cauchy
i Legendre. Legendre je tvrdio da je prestar i da ne vidi ¢itati rukopis, te
je posao prepustio Cauchyju. Abel je ostao u Parizu, zlovoljan, zabrinut —i
gladan: mogao si je priustiti samo jedan obrok dnevno. Zdravlje mu slabi i
u loSem stanju vraca se u Berlin 1826. Tu posuduje novce i nastavlja raditi
na eliptickim funkcijama. Abelovi rezultati o eliptickim funkcijama postat
¢e temelj svih buduéih istrazivanja u tom podrucju. Crelle je Abela nago-
varao da ostane u Berlinu dok mu ne nade posao, no Abel se odlucio vratiti
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kuéi. U svibnju 1827. stize u Christianiu i dobiva mali kredit od sveucilista,
koji mu se odbija od svih buduéih placa. Da bi zaradio malo novca, Abel
poducava djecu, a zarucnica se zaposljava kao guvernanta u Frolandu. Situ-
acija se malo popravlja kad Abel dobiva Hansteenovo mjesto na sveucilistu
i vojnoj akademiji, nakon sto je Hansteen dobio velike novce za istrazivanje
Zemljinog magnetskog polja u Sibiru. 1828. godine Abel saznaje za Jaco-
bijeve rezultate o transformacijama eliptickih integrala i pokazuje da se ti
rezultati mogu dobiti kao posljedica njegovih. Ubrzo objavljuje i nekoliko
novih rezultata na tu temu, te on i Jacobi postaju znameniti: Legendre ih
naziva najveé¢im analiticarima toga doba. U to se doba Abel poc¢inje baviti
i pitanjem koje ¢e nekoliko godina kasnije rijesiti Galois: Koje su algebarske
jednadzbe rjesive u radikalima? Zdravlje mu je ipak bilo previSse naruseno
siromasnim zivotom. Saznaje da je njegovo parisko djelo o eliptickim funk-
cijama zagubljeno (zanimljivo je da je Cauchy zagubio i Galoisove radove) i
ponovno pise glavne rezultate: rad od dvije stranice nazvan Jedan teorem.
Za Bozi¢ putuje zarucnici u Froland te se ozbiljno razboljeva nakon jedne
voznje sanjkama. Za to saznaje Crelle, koji opet pojacava trud da mu nade
mjesto. Crelle uspijeva, nalazi mjesto profesora u Berlinu, no pismo s dobrom
vijesti stize dva dana nakon Abelove smrti od tuberkuloze koju je ,,zaradio”
tijekom svog boravka u Parizu. Nakon njegove smrti, Cauchy trazi zagubljeni
¢lanak i nalazi ga 1830. Stampan je 1841., no ponovno nestaje—i ponovno
je pronaden tek 1952. u Firenzi. Godine 1830. pariska Akademija znanosti
dodjeljuje Grand Priz Abelu iJacobiju za izvanredna dostignuéa. Na natjecaj
za tu nagradu svoj rad je poslao i Galois, no taj je rad izgubljen i nije usao
u izbor.

Spomenuti Evariste Galois (1811.-1832.) je svojim radom na (ne)rjesivosti
algebarskih jednadzbi u radikalima utemeljio teoriju grupa. Roden je u
doba vrhunca Napoleonove vladavine, a roditelji su mu bili republikanski
nastrojeni. Do dvanaeste godine poducavala ga je majka, a zatim je pohadao
internat. U doba Galoisova skolovanja Francuska je ponovno bila kraljevina.
Prve dvije godine Galois je bio dobar dak, a onda je 1826. pao razred jer
mu rad u retorici nije bio zadovoljavajuci. 1827. mu je dozvoljeno da upise
tecaj matematike, koja ga je ubrzo tako ocarala da ostaloj nastavi vise nije
posvec¢ivao paznju. Ucitelji su ga smatrali ¢udnim, bizarnim, originalnim
i zatvorenim. Zanimljivo je da su ga kritizirali zbog originalnosti, a Ga-
lois je postao jedan od najoriginalnijih matematicara u povijesti. 1828. se
pokusao upisati na Ecole Polytéechnique, ali zbog nedovoljne pripremljenosti
nije uspio. Vrativsi se u svoj internat sve se vise bavi pitanjem rjesivosti al-
gebarskih jednadzbi u radikalima. Pocetkom 1829. objavio je prvi znanstveni
rad, a zatim je na recenziju predao jos dva na temu rjesivosti algebarskih jed-
nadzbi. Kao recenzent imenovan je Cauchy, koji je te radove zagubio, i nikad
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viSe nisu pronadeni. Doba nakon ponovne uspostave kraljevine u Francuskoj
obiljezeno je jakim politickim kretanjima i sukobima republikanaca i roja-
lista. 2. srpnja 1829. se ubio Galoisov otac, a razlog je bio kleveta upucéena
na rac¢un obitelji od strane politickih protivnika. U potresenom stanju Ga-
lois je nekoliko tjedana kasnije opet pokusao poloziti prijemni ispit za Ecole
Polytéchnique i ponovno nije uspio. Za taj je pokusaj vezana poznata aneg-
dota: navodno je Galois iznerviran nedovoljno preciznim pitanjima ispitivaca,
kad je shvatio da usprkos svoje genijalnosti nece poloziti ispit, bacio spuzvu
u lice doti¢nog ispitivaca. Nakon tog ponovnog neuspjeha, Galois je odabrao
Ecole Normale. Tokom 1830. predao ¢lanak za nagradu Akademije znanosti.
Taj je ¢lanak predan na recenziju Fourieru, koji je ubrzo zatim umro. I ovom
¢lanku nakon toga je izgubljen svaki trag. Pocetkom 1830. Galois je objavio
tri clanka iz teorije eliptickih krivulja, a u ljetu saznaje da njegov rad nije
bio niti razmatran za nagradu te da je nagrada dodijeljena Jacobiju i Abelu.
Tako je Galois postao uvjeren da je problem sustav koji onemogucava geni-
jalne pojedince. U srpnju 1830. u Francuskoj dolazi do revolucije, kralj mora
bjezati iz zemlje, a u Parizu dolazi do uliénih pobuna. Direktor Ecole Nor-
male zabranio je studentima izlazak na ulice i zakljucao ih u skoli. Na to je
Galois reagirao pismom u studentskom listu. Tako ga je potpisao, urednik je
da ga zastiti pismo objavio anonimno. Direktor skole je usprkos tome saznao
tko je autor i optuzivsi ga za anonimni napad izbacio Galoisa sa skole. Ga-
lois se tada pridruzio Nacionalnoj gardi, republikanskoj grani milicije. Kad
je pobuna smirena, novi je kralj Lous-Philippe 31. prosinca 1830. ukinuo
Nacionalnu gardu. Pocetkom 1831. Galois je za zivot zaradivao privatnom
podukom. Potaknut od Poissona, predao je tre¢u verziju svog rada o algebar-
skim jednadzbama Akademiji 17. sijecnja 1831. Krajem 1830. godine neko-
liko pripadnika Nacionalne garde bilo je zatvoreno pod optuzbom da su htjeli
svrgnuti vlast, a pusteni su na slobodu 9. svibnja 1831. Proslavi oslobadanja
prisustvovao je i Galois te je te veceri podigao ¢asu i drzeé¢i bodez u ruci
izrekao zdravicu kralju koja je protumacena kao prijetnja. Na sudenju 15.
lipnja se Galois branio izjavom da je tekst bio , Louis-Philippeu, ako izda”,
ali da su rije¢i nestale u galami. Galois je pusten na slobodu i osloboden
optuzbe. No, boravak na slobodi nije dugo trajao: na dan Bastille 14. srp-
nja uhapsen je zbog nosenja zabranjene uniforme Nacionalne garde, puske,
nekoliko pistolja i bodeza. Ovaj put je osuden i zatvoren u zatvor Saint-
Pelagie. Tokom boravka u zatvoru saznao je da je njegov posljednji ¢lanak
odbijen, s argumentom da je stil izlaganja nejasan i nedovoljno razraden.
Ipak, Poissonovo izvjesée poticalo je Galoisa da izda potpuniji prikaz svojih
rezultata. Tokom boravka u zatvoru Galois radi matematiku, ali i pokusava
samoubojstvo koje su sprijecili drugi zatvorenici. Kad je u ozujku 1832. iz-
bila epidemija kolere u Parizu, zatvorenici i medu njima Galois prebaceni su
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u pansion Sieur Faultrier, koji je bio zatvor otvorenog tipa. Tu se zaljubio u
Stephanie, kéer lijecnika. Ta njegova jedina ljubavna prica kratko je trajala:
kad je pusten iz zatvora 29. travnja Stephanie se distancirala. Ubrzo zatim
izazvan je na dvoboj. Povod dvoboja je bio vezan za Stephanie, ali nije jasno
je li se radilo samo o ljubavnim razlozima (izazvali su ga njezin stric i navodni
zarucnik) ili se, kako veéina povjesnicara smatra, zapravo radilo o politickim
motivima. Postoje i misljenja da se namjerno dao navesti u dvoboj, tj. da
se u biti radilo o insceniranom samoubojstvu. Bilo kako bilo, Galois je no¢
prije dvoboja, siguran da ga nece prezivjeti, proveo pisu¢i dva pisma. Prvo
je pismo upuceno kolegama republikancima i u njemu govori kako je u su-
kob upleten protiv svoje volje. Drugo pismo upuceno je prijatelju i poznato
kao Galoisov ,matematicki testament” u kojemu se mogu na¢i temelji teorije
grupa. Galois tu kaze: ... ako u takvoj grupt imamo supstitucije S 1T, onda
je u njoj i supstitucija ST. Ipak, nigdje nije eksplicitno definirao grupe.
Ostavljajuci zbog nedostatka vremena mnoga mjesta nedokazana, Galois je
tu no¢ zapisao pregled svih svojih rezultata. U dvoboju u jutro 30. svibnja
ranjen je u trbuh, a protivnik i sekundant ga napustaju. Tesko ranjenog
nalazi ga jedan seljak te Galois umire u bolnici 31. svibnja. Pogreb je tre-
bao biti odrzan 2. lipnja, ali je vecer prije policija razbila sastanak koji su
smatrali uvodom u demonstracije koje su trebale biti odrzane na pogrebu.
Tridesetero prisutnih je uhapseno, a pogreb je odrzan dan kasnije na javnom
groblju. Danas ne postoji trag mjestu gdje je Galois pokopan. Galoisove su
papire skupili brat i prijatelj i poslali ih, kako je bila Galoisova zelja, Gaufiu
i drugim matematicarima. Ti su spisi dosli do Josepha Liouvillea (koji je
najpoznatiji je po dokazu egzistencije transcendentnih brojeva) 1843., koji
ih je izdao 1846. Galois se bavio pitanjem: Kako za zadanu algebarsku jed-
nadzbu utvrditi ima li rjesenja u radikalima? Shvatio je da je odgovor na to
pitanje vezan za strukturu grupe koja se danas naziva Galoisovom grupom
G jednadzbe (odnosno polinoma). To je podgrupa grupe permutacija svih
njezinih korijena (tj. simetri¢ne grupe S,: ako je jednadzba stupnja n, po
osnovnom teoremu algebre ona ima n rjesenja u skupu kompleksnih brojeva).
Pojednostavljeno receno, u Galoisovoj grupi GG se nalaze one permutacije ko-
rijena, koje ne mijenjaju nijednu racionalnu funkciju koeficijenata (uo¢imo
utjecaj Lagrangea i Ruffinijal).

Dvije godine prije nego su Liouvilleovim izdanjem postali poznati Galo-
isovi rezultati, dakle 1844., Cauchy je objavio djelo o grupama permutacija
i tim djelom teorija permutacija postaje samostalna teorija. Definirao je red
permutacije, uveo ciklicku notaciju, itd. Umjesto naziva grupa koristio je
naziv systeme des substitutions conjugués (sustav konjugiranih supstitucija).

Vidjeli smo da je Cauchy konaé¢no razrijesio pitanje korektne definicije de-
rivacije. No, njegovim je definicijama jos je uvijek falilo preciznosti (primje-
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rice, u definiciji neprekidnosti nije jasno misli li se obi¢na ili uniformna nepre-
kidnost). Matematicku analizu je kona¢no potpuno modernizirao njemacki
matematicar Karl Weierstrafy (1815.-1897.). Ve¢ u gimnaziji istakao se
matematickim znanjem, no po zelji oca upisao je studij prava, financija i
ekonomije u Bonnu. Rastragan izmedu studija i ljubavi prema matematici,
nije pohadao nikakva predavanja, nego proveo 4 godine pijuci i macujuci se
i na vlastitu ruku proucavajué¢i matematicke tekstove. Zatim je odlucio pos-
tati matematicar, a jedan obiteljski prijatelj je uvjerio oca da mu dopusti
studirati matematiku u Miinsteru. 1841. postao je gimnazijski ucitelj, sto je
uz predavanje matematike ukljucivalo i fiziku, botaniku, geografiju, povijest,
njemacki, kaligrafiju i gimnastiku. Od 1850. patio je od vrtoglavica (velik dio
kasnijeg zivota morao je predavati sjedeéi), ali i od nezadovoljstva neispunja-
vaju¢im poslom. Jednim clankom iz 1854. postaje poznat i stjece pocasni
doktorat sveucilista u Konigsbergu. S vremenom je dobio i mjesto u Berlinu,
a njegova su predavanja privlacila studente iz cijelog svijeta. Privatno je
1870.-1874. poducavao rusku matematicarku Sofiju Vasiljevnu Kovalevskaju
i s njom je do njene rane smrti 1891. ostao u kontaktu, ali je zatim spalio
svu njihovu koresponednciju. Kao i ona, umro je od upale pluc¢a. Weierstrafl
je dao suvremenu definiciju limesa: ,, Funkcija f(z) ima limes L u z = z,
ako za svaki pozitivni € postoji d tako da je |f(z) — L| < € za sve x za
koje je 0 < |z — xo| < .7 Weierstraf koristi oznaku lim, ali je pisao npr.
lim,,— a,, = 0ol Za analizu, ali i topologiju vazno je i da je 1877. Weierstraf
rigorozno dokazao teorem kojeg je 1817. ne toliko rigornozno dokazao Bol-
zano, Bolzano-Weierstraflov teorem: Svaki ogranicen beskonacan S C R
posjeduje gomiliéte.E] Spomenimo i da je Weierstral 1872. otkrio primjer
neprekidne funkcije[ig] koja nigdje nije derivabilna.

Takoder, nakon dokaza osnovnog teorema algebre ostalo je otvoreno pi-
tanje: Moze li se poljd™| kompleksnih brojeva progiriti? Primjerice, Gauf je
vjerovao u postojanje hijerarhije u kojoj su obicni konpleksni brojevi ,sjena
sjena”. No, 1863. je Karl Weierstrafl dokazao: Do na izomorfizam je polje
kompleksnih brojeva jedinino polje koje prosiruje polje realnih brojeva.

Sad dakle imamo dobre definicije limesa i derivacije i neprekidnosti. No,
Sto je s integralima? Za suvremenu definiciju integrala, i ne samo za to,

160znaku lim je ¢ini se prvi put upotrijebio 1905. engleski matematicar Leathem, a
Tr—>T0o

popularizirao ju je 1908. Godfrey Harold Hardy (1877.-1947.).

17Gomiliste je p € S takav da postoji niz (p, ), u S kojemu je p limes.

¥ Weierstral ju je definirao ovako: f(z) = > 7" a" cos(b"mz) za 0 < a < 1, b neparan
prirodan broj i ab > 1+ %w.

9Polje je algebarska struktura koja se sastoji od nepraznog skupa F s dvije binarne
operacije + i - tako da je F' s obzirom na + komutativna grupa (s neutralnim elementom
0), kao i F' bez 0 s obzirom na -.
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zasluzan je takoder njemacki matematicar Bernard Riemann (1826.—-1866.).
Riemann je ve¢ u skoli pokazao interes za matematiku. Otac mu je bio lute-
ranski sveéenik pa je po njegovoj zelji poceo studirati teologiju u Gottingenu,
no kasnije je presao na matematiku. Predavao mu je, medu ostalima, Gauf.
Kasnije se prebacio u Berlin, gdje su mu profesori bili Steiner, Jacobi i Di-
richlet. Mentor doktorata bio mu je Gauf}, ali su veéi utjecaj na njega imali
fizicar Weber i matematicar Listing te je tako stekao solidne osnove fizike i
topologije. Njegovo habilitacijsko predavanje 1854. Uber die Hypothesen,
welche der Geometrie zu Grunde liegen potpuno je preobrazilo geometriju.
Uz geometriju i topologiju ostavio je velike rezultate u realnoj i kompleksnoj
analizi te teoriji brojeva. Karijeru je proveo u Gottingenu, a umro je mlad
od tuberkuloze. Riemannu je cilj bio odrediti nuzne uvjete za mogucnost
razvoja funkcije u Fourierov red i tako je otkrio potrebu preciziranja pojma
integrala. On f: f(z)dz opisuje kao limes zbroja

1 fla+e101) + 6af (21 +€202) + ... + 0 f(Tno1 + €ndn),

ako svi §; = x; — x;_1 teze u nulu i ako je taj limes neovisan o izboru z;
(a=zp<r1<T9<...<Tp1 <b=1x,)ieg >0.

U povijesti matematike posebno je poznato Riemannovo habilitacijsko
predavanje Uber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen (O
hipotezama, koje su u temeljima geometrije) koje je odrzao 10. 6. 1854. Pre-
davanje se sastojalo od dva dijela. U prvom se bavio problemom definicije
n-dimenzionalnog prostora i opisao pojam kojeg danas nazivamo Rieman-
nov prostor (ili Riemannova mnogostrukost). U njegovoj ideji, radi se o
plohi koja je lokalno aproksimativno euklidska ravnina, ali bic¢e koje zivi
u njoj bi moglo uociti zakrivljenost plohe kroz odstupanja od Pitagorinog
poucka. U drugom dijelu predavanja, Riemann je postavio temeljna pitanja
0 vezi geometrije sa stvarnim svijetom. Taj je dio bio previse ispred svog
vremena, te ga je ¢ini se razumio samo prisutni Gauf}, koji se odusevio s
time. Einsteinovim otkri¢em opce teorije relativnosti Riemannove ideje su
potvrdene i postale temeljem moderne fizike.

Znamenita je i Riemannova hipoteza. Riemann je naime uocio da

Eulerov produkt
(e’ 1 ( 1 ) —1
— = 1—— .
= ns . ps

vrijedi za sve kompleksne brojeve s s realnim dijelom veé¢im od 1, te da je
tako definirana holomorfna funkcija koja se moze prosSiriti do holomorfne
funkcije ¢ na C\ {1}. Uocio je da ta funkcija ima beskonacno mnogo trivi-
jalnih nultocki (to su negativni parni brojevi) te da su to jedine nultocke s
negativnim realnim dijelom. Takoder, dokazao je da ne postoje ni nultocke
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(-funkcije s realnim dijelom veé¢im od 1. Promatrajuéi vezu izmedu funkcija
¢ i I' Riemann je postavio do danas nedokazanu hipotezu: Sve netrivijalne
nultocke od ¢ imaju realni dio jednak 1/2.

Povijest matematicke analize zavrSavamo modernom definicijom funk-
cije. Vidjeli smo da su tijekom 19. st. otkrivene su mnoge neobi¢ne funkcije
(Cauchyjeva, Dirichletova, Weierstrafiova, ... ), $to je ukazivalo na potrebu
poboljsanja definicije funkcije, jer takve funkcije nisu zadovoljavale starije
definicije. Zbrku unutar koncepta funkcije prvi je razjasnio njemacki mate-
maticar Hermann Hankel (1839.-1873.), koji je 1870. dao sljede¢u defi-
niciju: ,,Funkcija se zove y od x ako svakom iznosu promjenjive veli¢ine z
unutar nekog intervala odgovara odredeni iznos y, neovisno o tome ovisi li o
x na cijelom intervalu po istom pravilu o z ili ne, neovisno o tome moze li se
ta ovisnost opisati matematickim operacijama ili ne.” Usprkost toga, Poin-
caré 1899. je rekao: ,,Prije, kad se nasla nova funkcija, to je bilo s prakticnim
ciljem. Danas se izmisljaju da se pokaze da je argumentacija nasih predaka
bila kriva”. Modernu ,,8kolsku” definiciju funkcije naposlijetku je 1923. dao
francuski matematicar Edouard Goursat (1858.-1936.): ,,Za y kazemo da
je funkcija od x, ako svakom iznosu x odgovara jedan iznos y. Takva se veza
iskazuje formulom y = f(z).”

Na osnovi Riemannovih rezultata je 1860ih godina Marie Ennemond
Camille Jordan (1838.-1922.) uveo mnoge nove topoloske koncepte i inva-
rijante, npr. homotopiju puteva. Posebno je poznat intuitivno jasan, ali vrlo
tesko dokaziv Jordanov teorem (1893.): Svaka jednostavno zatvorena kri-
vuljg?’] u ravnini dijeli ravninu na dva disjunktna podrucja, jedan omeden
(unutrasnjost), drugi neomeden (vanjstina).

U Riemannovo i Jordanovo doba vise matematicara se bavilo pokusajem
klasifikacije ploha. Riemann i Jordan su smatrali da Eulerova karakteristika
topoloski potpuno odreduje zatvorenu plohu, a Mobius je 1863. otkrio os-
novne tipove zatvorenih ploha: 2-sfera, torus, ... (slika[l1.§)). Tek 1907. je do-
kazano da Mobisuova klasifikacija pokriva sve zatvorene orijentabilne plohe.

Pri¢u o nastanku topologije zavrsit ¢emo spomenom znamenitog francu-
skog matematicara Jules Henri Poincaréa (1854.-1912.). On je 1895. pod
naslovom Analysis situs objavio prvi sustavni prikaz topologije. Uteme-
ljio je i algebarsku topologiju. U njezinim terminima pokazao je da ako
se svaka zatvorena petlja na zatvorenoj plohi (2-dimenzionalnoj mnogos-
trukosti) moze stegnuti u tocku, onda je ta ploha topoloski ekvivalentna
2-sferi (slika . Poincaréova hipoteza je da analogno vrijedi za 3-
sfere, a poslije je poopéena na n-sfere. Prvo je 1960ih dokazana za n >
4, onda 1982 za n = 4 i konacno je izvorna hipoteza postala jedan od

20Krivulja je jednostavno zatvorena ako nigdje ne sije¢e sama sebe.
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Slika 11.8: Osnovni tipovi zatvorenih ploha

Slika 11.9: Ideja Poincaréove hipoteze

’7 milenijskih problema ‘ Dokazao ju je 2002 ruski matematicar Grigorij Pe-
relman (dokaz je priznat 2006.).

Usprkos nesavrsenostima, kao sto smo rekli, Beltramijev model neeuk-
lidske geometrije iz 1868. je dao bitan odgovor: Postoji geometrija u kojoj
vrijede prva cetiri Euklidova postulata, ali ne vrijedi peti. Njemacki mate-
maticar Felix Klein (1849.-1925.) je 1871. pokazao da u biti postoje tri
osnovna tipa dvodimenzionalne geometrije: tipa Bolyai-Lobacevski, u kojoj
pravci imaju po dvije beskonac¢no daleke tocke, Riemannova sferna, u kojoj
pravci nemaju beskonacéno dalekih tocaka (odnosno, imaju dvije imaginarne
beskonaéno daleke tocke), te euklidska, u kojoj svaki pravac ima dvije podu-
darne (tj. jednu) beskonaéno daleke tocke. Ta tri tipa geometrije Klein redom
naziva hiperbolickom, eliptickom i parabolickom. Posljedica Beltramijevog
modela i Kleinovih rezultata je da je neeuklidska geometrija konzistentna
ako i samo ako je euklidska konzistenta, ¢ime su izjednacene u statusu. Go-
dinu kasnije Klein je poceo proucavati svojstva prosotra koja su invarijantna
s obzirom na dane grupe transformacija, tj. primijenio je teoriju grupa na
geometriju. Ta njegova ideja poznata je kao Erlangenski program (1872.) i
omogucdila je jedinstven pristup svim trima tipovima geometrije.

Kad smo ve¢ kod grupa: Prvu apstraktnu definiciju grupe dao je 1854.
Arthur Cayley. On je uz to uveo i ,tablicu mnozenja” grupe (Cayleyevu
tablicu) i dao razne primjere ukljuc¢ivo grupa matrica i kvaterniona, no njegov
tekst je imao slab utjecaj. No, Jordan je od 1860ih preferirao izraz grupa i
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»popularizira” teoriju grupa permutacija. Nakon toga je Cayley objavio jos
radova o grupama, medu ostalim je dokazao da se stvarno sve grupe mogu
povezati s grupama permutacija: Cayleyev teorem je rezultat da je svaka
grupa izomorfna nekoj simetri¢noj grupi.

Engleski matematicar Arthur Cayley (1821.-1895.) ostavio je velik trag
kako u algebri, tako i u teoriji grafova. Ve¢ tokom skolovanja se istaknuo u
matematici. Studirao je i diplomirao matematiku u Cambridgeu i nakon
studija se tamo i zaposlio. No, nakon isteka stipendije morao je na¢i drugu
profesiju te je odabrao pravo. Od 1849. do 1863. radio je kao odvjetnik. Iako
je bio uspjesan pravnik, uvijek je pravo smatrao samo sredstvom za zaradu
novaca kako bi se mogao baviti matematikom. U tih 14 godina rada kao
pravnik objavio je oko 250 matematickih radova, a ukupno je tokom zivotu
objavio 967 radova iz raznih podru¢ja matematike. Matematicke ideje je
razmjenjivao s Hamiltonom i Sylvesterom. Osobito je mnogo komunicirao sa
Sylvesterom jer je i on bio pravnik te su ¢esto skupa radili pri sudu i tokom
radnog dana raspravljali o matematici. 1863. godine Cayley je dobio mjesto
profesora matematike u Cambridgeu, Sto je za njega doduse znacilo bitno
smanjenje prihoda, ali je Cayley prihvatio mjesto sretan da ima mogucnost
potpuno se posvetiti matematici. Ubrzo zatim se ozenio i imao je vrlo sre-
tan brak. Pokazao je velik interes za pokret za sveuciliSno obrazovanje zena.
1881. godine pozvan je odrzati niz predavanja na John Hopkins University
u Baltimoreu (SAD), gdje je Sylvester u meduvremenu postao profesor ma-
tematike. Tamo je proveo prvih pet mjeseci 1882. godine. Po povratku je
(1883) postao predsjednik British Association for the Advancement of Sci-
ence. Njegov govor tom prigodom bio je popularni prikaz matematike za
znanstveni krug, a ujedno vrijedan povijesni pregled razli¢itih matematickih
teorija.

Cayley je zasluzan za prvu apstraktnu definiciju matrica. Naime, iako
su determinante koristene od kraja 17. stoljec¢a, o po¢etku matri¢nog racuna
moze se govoriti tek pocetkom 19. st. Konkretno, Gaufl je u Disquisito-
nes Arithmeticae (1801.) opisao kvadratne forme }; . a;;z;x; 1 slagao nji-
hove koeficijente u kvadratne tablice te koristio operacije koje bismo zvali
mnozenjem matrica i racunjanje inverza kako bi dobio zakljucke o kvadrat-
nim formama. Cauchy je 1826. takve tablice nazivao tableau i rac¢unao im
svojstvene vrijednosti te u kontekstu kvadratnih formi dokazao da se svaka
realna simetricna matrica moze dijagonalizirati. No, apstraktni matri¢ni
racun utemeljio je Cayley, a njime je utemeljio i modernu aprstraknu al-
gebru. On je 1858. dao apstraktnu definiciju matrica i operacija s matri-
cama te 2 X 2- 3 x 3-slucaj Cayley-Hamiltonovog teorema (svaka ma-
trica ponistava svoj karakteristicni polinom). Njegov prijatelj, irski mate-
maticar Sir William Rowan Hamilton, je dokazao 4 x 4-slucaj, dok je opci
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slucaj nesto kasnije dokazao njemacki matematicar Ferdinand Georg Frobe-
nius (1849.-1917.). Drugi Cayleyev prijatelj, engleski matematicar James
Joseph Sylvester (1814.—1897.) je pak dokazao razne rezultate o matricama
1 uveo naziv matrica.

Ova trojica velikih matematicara poznati su i po tome $to su teoriju
grafova ucinili zasebnom disciplinom. Nesto ranije, njemacki fizicar Gus-
tav Kirchhoff (1824.-1887.) je proucavao strujne krugova i razvio teoriju
razapinjucih stabala u svrhu odredivanja jakosti struje u pojedinim granama.
Pokazao je da nije potrebno razmatrati sve moguce cikluse u strujnom krugu
(grafu), nego da je dovoljno promatrati jedno razapinjuce stablo. Cayley se
pak bavio kemijskim kombinatornim problemima i prebrajao stabla koja se
pojavljuju pri prebrajanju strukturnih izomera. Posebno, prebrojio je (1875.)
alkane C,,Hs,,15 za razne n i uocio da se to svodi na prebrajanje stabala s n
vrhova stupnja 4 i 2n+2 vrhom stupnja 1. Sylevester je pak u jednom clanku
objavljenom u casopisu Nature (1878.) uveo naziv ,graf”, a Hamilton je pak
1859. opisao igru Icosian game| (Put oko svijeta), tocnije zadatak: Mogu li
se bridovi dodekaedra obié¢i tako da se svaki vrh posjeti to¢no jednom?

Somenimo ovdje i teorem o cetiri boje. Juznoafricki matematicar i
botanic¢ar Francis Guthrie (1831.-1899.), koji je matematiku studirao u Lon-
donu, primijetio je da se razne zemljopisne karte mogu obojiti s 4 boje tako da
susjedne zemlje imaju razlicite boje. Tako je 1852. postavio pitanje: Koji je
najmanji broj boja potreban za bojanje svih zemljopisnih karti (vrhova pla-
narnog grafa)? Pritom se pretpostavlja da su zemlje jednostavno povezane
(nemaju rupa i u jednom ,komadu”). Pitanje je proslijedio svom profesoru
Augustusu De Morganu, a 1878. Cayley spominje problem, koji uskoro zatim
postaje popularan. Cayleyev student Alfred Kempe je 1879. objavio navodni
dokaz, no 11 godina kasnije otkrivena je greska. Otkrio ju je Percy Heawood
i pojednostavljenjem Kempeovih argumenata dokazao teorem o 5 boja. Ti-
jekom 20. st. dani su razni dokazi za ,do n” zemalja, a 1976. su Kenneth
Appel i Wolfgang Haken dali prvi dokaz. Bio je to prvi matematicki dokaz
koriSenjem racunala, Sto je otvorilo vazno pitanje rigoroznosti matematickih
dokaza.

Recimo ovdje i par rije¢i o znamenitom engleskom matematicaru i logicaru
Augustusu De Morgan (1806.—1871.). On je pri dao naziv matematickoj
indukciji te ju detaljno opisao 1838., no sama metoda bila je poznata veé¢
ranije (Pascal i prethodnici). De Morgan je roden u Indiji jer mu je otac tamo
bio oficir. Od djetinjstva je bio slijep na desno oko. Od 1828. bio je profesor
na Unwversity College u London, a kasnije suosnivac i prvi predsjednik Bri-
tish Mathematical Society. Posebno je poznato njegovo djelo Formal logic;
or, the calculus of inference (1847.) u kom je pokusao razviti simbolicku
logiku unutar klasi¢ne silogisticke logike. On nije razvio algebru logike, nego
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»,samo” simbolicku reprezentaciju logike. De Morganove zakone takoder je
formulirao, ali su bili poznati jos William of Ockhamu u srednjem vijeku.
Utemeljitelj logicke algebre je De Morganov suvremenik i sunarodnjak Ge-
orge Boole (1815.-1864.). Boole je do na osnovnu skolu bio je autodidakt,
ali je svejedno s 19 godina uspio otvoriti skolu u Lincolnu, a kasnije 1849. pos-
tati profesor matematike na Queens College u Corku (Irska). Supruga mu
je bila necakinja Sir George Everesta po kom je nazvan Mt. Everest. Imali
su b kéeri, od kojih je jedna (takoder bez formalnog matematickog obrazo-
vanja) klasificirala pravilne poliedre u ¢etverodimenzionalnom prostoru. Ne
temeljima engleske logicke tradicije i tadasnjih rasprava svojim The Mathe-
matical Analysis of Logic (1847.) i An Investigation in the Laws of Thought
(1854.) stvorio je logicku algebru. Cilj mu je bio algebarske oznake odvojiti
od njihove numericke interpretacije pa je ovo i velik doprinos apstraktizaciji
algebre. Kod njega zy znaci rezultat odabira x iz neke klase a, pa y iz x,
univerzum je oznacavao s 1, klasu bez objekata s 0, x 4+ y je rezultat odabira
iz dviju disjunktnih klasa, a 1 —x je komplement od x. Dao je i osnovna pra-
vila takve algebre, npr. xx = x. Njih koristi u daljnjim dokazima, npr. dokaz
iskljucenja kontadikcije se izvodi iz xx = z: xx = x povladi z — zx = 0 Sto
povla¢i z(1 — z) = 0.

Malocas spomenuti Hamilton posebno je poznat po otkri¢u kvaterniona.
On je 1833. na temelju kompleksne ravnine interpretirao skup kompleksnih
brojeva kao dvodimenzionalni realni prostor i pokusao ga poop¢iti na tro-
dimenzionalni. No, uocio je da je nemogucée sacuvati sva svojstva te je kao
rezultat 1843. dobio ¢etverodimenzionalni realni vektorski prostor kvater-
niona. Ideju istog dobio je Setajuéi uz dublinski Royal Canal, te je svoju
ideju

==k =ijk=—1

urezao u kamen mosta. Ipak, mnozenje kvaterniona nije komutativno, dakle
oni ne ¢ine bolje No, mnozenje kvaterniona nije komutativno, dakle oni ne
¢ine polje (Sto naravno znamo da je i nemoguce po Weierstralovom rezultatu
iz 1863.). Hamilton je odrastao kao ¢udo od djeteta, ve¢ do 13. rodendana
znao je 12 jezika, s 15 je ¢itao Laplacea i Newtona, a sa 17 je nasao gresku
u Mécanique céleste. Djelovao je na Trinity College u Dublinu, a poznat
je 1 po rezultatima u mehanickoj fizici (Hamiltonova mehanika). Privatni
zivot mu nije bio sretan, sto je u drugoj polovini zivota dovelo do problema s
alkoholom (umro je od napada gihta). U sklopu svog rada na kvaternionima,
Hamilton je prvi koji koristi naziv vektor (1853.).

No, trebalo je proci jos malo do moderne definicije vektorskih prostora.
Njemacki matematicar Hermann Giinter Grassmann (1809.-1877.) je
prvo 1844. objavio tesko razumljivo, ali originalno djelo Die lineale Ausdeh-
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nungslehre, ¢iju popravljenu verziju je objavio 1862. Tu nalazimo apstrak-
tne algebarske operacije i svojstva konacnodimenzionalnih apstraktnih vek-
torskih prostora (toénije, algebri). Modernu formu je algebri vektora dao
americki fizicar, kemicar i matematicar Josiah Willard Gibbs (1839.-
1903.), a prvu aksiomatsku definicija vektorskih prostora dao je talijanski
matematicar Giuseppe Peano (1858.-1932.). On je u Calcolo geometrico
secondo I’Ausdehnungslehre di H. Grassmann preceduto dalle operazioni della
logica deduttiva (1888.) opisao ,linearne sustave” kao skupove koji zadovo-
ljavaju sljedec¢e aksiome:

1. Definirana je ekivalencija = za po dva objekta u sustavu: (a = b) akko
(b=a); ako (a =b) i (b= c), onda (a = c).

2. Zbroj dva objekta sustava a i b je definiran, tj. definiran je objekt a +b
iz istog sistema i pritom: Ako (a = b), onda (a+c = b+c); a+b = b+a;
a+ (b+c¢) = (a+b)+c, izajednicka vrijednost ta dva zbroja oznacava
sesa+b+ec

3. Ako je a objekt u sustavu i m prirodan broj, onda s ma oznacavamo
zbroj m objekata jednakih a. Lako se vidi da za objekte a, b, ...iz
sustava i prirodne brojeve m, n, ...vrijedi: Ako (a = b), onda (ma =
mb); m(a+0b) = ma+mb; (m+n)a = ma+na; m(na) = mna; la = a.
Pretpostavljamo i da za svaki realan broj m oznaka ma ima smisla i
da i za nju vrijede iste formule. Objekt ma se zove produktom broja
m i objekta a.

4. postoji objekt 0 u sustavu koji ima svojstvo Oa = 0 za sve elemente
sustava; ako a — b znaci isto $to i a+(—1)b, onda jea—a = 0; a+0 = a.

Dalje Peano definira zavisne i nezavisne objekte te dimenziju: dimenzija line-
arnog sustava je maksimalni broj linearno nezavisnih objekata u tom sustavu.
Dokazao je da kona¢nodimenzionalni linearni sustavi imaju bazu i dao pri-
mjere beskonac¢nodimenzionalnih linearnih sustava tj. vektorskih prostora.
Ipak, Peanovo djelo je imalo slab utjecaj jer je za 1888. ovakav pristup jos
bio preapstraktan. Tek pocetkom 20. st., s nastanak funkcionalne analize
(Hahn, Wiener, Banach: normirani prostori) dovodi do potpune moderne
apstraktne teorije vektorskih prostora.

Na kraju ovog pregleda najvaznijih momenata u povijesti matematike
posvetit ¢emo se utemeljenju teorije skupova i trendu aksiomatizacije na
prijelazu 19. u 20. stolje ¢e. Teorija skupova nastala je iz razmatranja be-
skonacnih skupova. Veé u antici su se idejom beskonacnosti bavili ne samo fi-
lozofi i teolozi, nego i matematicari (Zenonovi paradoksi; Eudoksova metoda
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ekshaustije). Posebno, Aristotel je razlikovao aktualnu i potencijalnu be-
skonac¢nost i samo potonju smatra realno mogu¢om. U srednjem vijeku tom
su se temom bavili npr. Toma Akvinski (13. st.) i T. Bradwardine (14. st.),
koji je smatrao da su kontinuirane veli¢ine sastavljene od beskona¢no mnogo
istovrsnih kontinuiranih veli¢ina. Spomenuli smo i prvu pojava osnovnog
svojstva beskonacnih skupova, a to je da je beskonacan skup ekvipotentan
nekom svom pravom podskupu, kod Galilea, koji je tako primijetio da za
beskonacne veli¢ine vrijede druga pravila nego za konacne, iz ¢ega je vid-
ljivo da prihvaca egzistenciju beskonacnih skupova. Ipak, do 19. st. mnogi ¢e
matematicari smatrati da beskonacni skupovi ne postoje ili, kao Boskovi¢, pa-
radoksima argumentirati nemogucénost beskonacnosti. Takve prividne para-
dokse istrazivao je na temelju vise primjera ve¢ spomenuti ¢eski matematicar
Bernhard Bolzano (1781.—-1848.). Tako je nasao vise primjera beskona¢nih
skupova s bijekcijom na neki pravi podskup, npr. (0,1) ~ (0,2). Bolzanov
tekst Paradoxien des Unendlichen objavljen je posthumno 1851. Tu se po
prvi put pojavljuje pojam , skup”.

Primjer 46 (Bolzanovo objasnjenje Galileovog paradoksa) Gledamo kva-
drat OABCD i ucrtamo cetort kruznice oko A s polumgjerom |AB|.

Paralela s AD sijece kvadrat uw P i R, dijagonalu AC u N i luk kruznice u
M. Ako se PR priblizava k AD, krug polumjera |PN| se smanjuje dok ne
ostane samo tocka A. Pritom prsten izmedu kruznica s polumgjerima |PM]| i
|PR| postaje sve tangi i prelazi u kruznicu polumjera |AC|. No, za svaki PR
vrijedi i |PN|? = |PR|> — |PM|*. Znadci li to da tocka A ima povrsinu kao
krug polumgera |AC|? Ne! Bolzano je pokazao da tocka kao i kruznica imaju
povrsinu nula — broj tocaka u figuri ne odreduje njezinu povrsinu.

No, pravi poticaj je dosao vezano za preciziranje uvjeta konvergencije
trigonometrijskih redova. Njima se u pocetku svoje karijere bavio njemacki
matematicar Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845.-1918.).
Roden u St. Petersburgu. Kad je imao 11 godina, obitelj se odselila u
Njemacku. Studirao je matematiku u Ziirichu i u Berlinu. U Berlinu su mu
medu profesorima bili Weierstrafl i Kronecker. Doktorirao je 1867. s temom iz
teorije brojeva. Isprva je radio u skoli za djevojcice, a onda se 1869. zaposlio


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cantor/
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na sveucilistu u Halleu. Tu ga je za matematicku analizu zainteresirao Hein-
rich Edouard Heine (1821.-1881.), poznat po uvodenju pojma uniformne
neprekidnosti funkcije, Heineovoj definiciji neprekidnosti funkcije i Heine-
Borelovom teoremu (podskup R™ je kompaktan ako i samo ako je zatvoren
i ogranicen). U doba kad je Cantor dosao u Halle bavio se pitanjem jedins-
tvenosti reprezentacije funkcije svojim Fourierovim redom. Cantor je tako
provjeravajuci razne uvjete tipa ,,konvergira do na . ..skup” poceo razmatrati
precizniji opis linearnog kontinuuma realnih brojeva. Cantor je 1870. defi-
nirao realne brojeve kao klase ekvivalencije Cauchyjevih nizova racionalnih
brojeva i dokazao bijekciju s tockama pravca. Pritom je definirao i mnoge
topoloske pojmove (okolina, gomiliste skupa, ...) i dobio novi uvjet jedins-
tvenosti reprezentacije funkcije Fourierovim redom. Tako se Cantor poceo
pomalo detaljnije posvecivati skupu R i opcéenito beskona¢nim skupovima.
Naravno, potrebu preciznije definicije realnih brojeva nije primijetio samo on.
Godine 1872. sprijateljio se s Richardom Dedekindom (1831-1916), koji
se takoder bavio definiranjem realnih brojeva. Od njega potjete moderna,
precizna definicija kontinuuma R putem Dedekindovih rezova. Skup ra-
cionalnih brojeva je naravno lako definirati kao skup svih brojeva koji su
kvocijenti dva cijela broja, a Dedekindovi rezovi (1872.) omogucuju preciznu
definiciju iracionalnih brojeva kao rezova u skupu Q. Rez u skupu racional-
nih brojeva ¢inei njegova particija na dva skupa A i B (dakle, A,B C Q
ANB =10, AUB = Q) pri cemu A nema najveéi element, svi elementi od
A su manji od svih elemenata u B (Vo € A Vy € B x < y). Svaki takav
rez definira po jedan iracionalan broj, primjerice v/2 je broj definiran rezom
A={z€eQ:2?<2}; B={z€Q:2? > 2}.
Tijekom 1873. Cantor je dokazao ekvipotentnost N s Z:
01 -1 2 =2

AR R
12 3 4 5

Pritom je koristio svojstvo koje je ocigledno toéno za konacne skupove: dva
skupa su ekvipotentna (imaju jednako mnogo elemenata) ako postoji bi-
jekcija s jednog na drugi. To je svojstvo kasnije istaknuo i kao definiciju
ekvipotentnosti (jednakobrojnosti). Primijetimo: Skup je ekvipotentan (jed-
nakobrojan) sa skupom prirodnih brojeva N ako i samo ako ako se sve njegove
elemente moze poredati u niz.@ Skupovi ekvipotentni N nazivaju se pre-
brojivim skupovima, a njihov kardinalni broj oznacava se s ¥, (alef-nula).
I naziv i oznaka potjecu iz kasnijih Cantorovih tekstova. Iste godine je do-
kazao i prebrojivost skupa Q. Danas prebrojivost Q* dokazujemo pomoéu
dijagrama

21Podsjetimo se, nizovi su funkcije s domenom N.


https://www.maa.org/press/periodicals/convergence/georg-cantor-at-the-dawn-of-point-set-topology-introduction

224 POGLAVLJE 11. RAZVOJ MATEMATIKE U 19. STOLJECU

i

NN N

—ho
e
SIS

RN
\

(SIS

i
wlw
ol

NN\

INTS)
NS
INTS

N,

iz kojeg se vidi da se svi pozitivni racionalni brojevi mogu poredati u niz. To
je i dovoljno, jer Q = QTU{0}UQ ™, a Q" i Q su ocito ekvipotentni. Stoga,
ako smo QF zapisali kao niz 1, s, x3, ..., onda se Q- moze zapsisati kao
niz —xry, —xa, —Is, ..., pajeiQ, po analognom principu kao gore opisanom
za 7Z, u bijekciji s N, dakle prebrojiv. Ove se ideje obi¢no prepricavaju kao
’Hilbertov hotel‘ (znameniti David Hilbert ga je ispricao na jednom preda-
vanju 1924., a prica je postala popularna 1947. knjigom G. Gamowa One,
Two, Three ... Infinity). Cantor je 1873. dalje dokazao i da je skup svih
algebarskih brojeva prebrojiv. Stoga je razumno pitenja: Jesu li mozda svi
beskonacni skupovi prebrojivi? Krajem 1873. Cantor je dokazao (a 1874. u
Crelle’s Journal objavio) da je odgovor na to pitanje ne, odnosno da postoje
beskonac¢ni skupovi s razlicitim brojevima elemenata. Cantor je naime do-
kazao da R nije ekvipotentan s N, tj. da je R neprebrojiv. Taj dokaz smatra
se utemeljenjem teorije skupova.

Ubrzo su Cantorovi rezultati postali kontroverzni. Naime, tek 1844. je
Liouville dokazao da transcendentni brojevi postoje, 1873. je Hermite doka-
zao da je e transcentdentan, a iz Cantorovog rezultata slijedi da iracionalnih
brojeva ima neprebrojivo mnogo Stovise, 1877. je dokazao da su duzina,
kvadrat i kocka ekvipotentni. Poznato je da ja sam pritom izjavio Vidim,
ali ne vjerujem!. Taj dokaz, ako se prihvati, prirodno otvara pitanje ima li
dimenzija onda smislaﬂ U clanku 1877. Cantor je precizirao pojam ekvipo-
tentnosti, uveo oznaku ~ za ekvipotentnost, dokazao da su prebrojivi skupovi
(po broju elemenata) najmanji beskona¢ni skupovi, ... Kontroverzi oko Can-
torovih rezultata najvise je doprinijeo tadasnji izdavac Crelle’s Journal-a,
Leopold Kronecker (1823.-1891.). Posljednji spomenuti ¢lanak objavio je
tek nakon intervencije Dedekinda i Weierstrafla. Glavni razlog njegova pro-
tivljenja bilo je njegovo konstruktivisticko uvjerenje, po kojem se priznaju

22 Ako je A prebrojiv podskup neprebrojivog skupa B, onda je B\ A neprebrojiv. Naime,
ako bi bio prebrojiv, onda bi bio B = AU (B \ A) unija dva prebrojiva skupa, a to je—
analogno kao u dokazu prebrojivosti skupa Z — prebrojiv skup.

23To je razrijesio 1912. otac moderne topologije, nizozemski matemati¢ar Jan Brouwer
(1881.-1966.). On je dokazao da izmedu prostora razli¢ite (kona¢ne) dimenzije doduse
postoji bijekcija, ali ne i neprekidna, tj. neprekidnost omogucava razlikovanje dimenzije.


https://www.youtube.com/watch?v=Uj3_KqkI9Zo
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e samo dokazi postojanja nekog matematickog objekta koji daju eksplicitni
nacin konstrukcije tog objekta u konaéno mnogo koraka. Za razliku od toga,
Cantorovi dokazi bili su nekonstruktivni (npr. dokazivo postoji neprebrojivo
mnogo iracionalnih brojeva, ali se iz dokaza ne moze eksplicitno dobiti niti
jedan od njih). U tom duhu je i poznati Kroneckerov citat Die ganzen Zahlen
hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk. (,,Bog je stvorio
cijele brojeve, a sve ostalo je djelo ¢ovjeka”). U razdoblju 1879.—1884. Can-
tor je u ¢asopisu Mathematische Annalen objavio Sest ¢lanaka s detaljnim
opisom svoje teorije skupova. Tu uvodi i dobro uredene skupove, ordinalne
brojeve i njihovu aritmetiku. Najmanji beskonacni ordinalni broj w je broj
koji opisuje N sa standardnim uredajem.

1894. Cantor je dozivio prvi napad depresije. Neki su ga pripisivali sukobu
s Kroneckerom, no vjerojatnije je da je bio uzrokovan opé¢im problemima u
meduljudskim odnosima i matematicke brige, posebno neuspjesni pokusaji
dokaza hipoteze kontinuuma. Naime, kardinalni broj skupa N, tj. Ny, je
prema spomenutom ¢lanku iz 1877. najmanje beskonaé¢ni kardinalni broj, a
prema ¢lanku iz 1874. kojim je utemeljena teorija skupova on je manji1| od
kardinalnog broja skupa R (taj se oznacava s ¢). Dakle:

N0<C.

Razumno je pitanje postoji li koji kardinalni broj izmedu ta dva. Cantor je
postavio hipotezu kontinuuma da takvog nema, tj. da je najmanji kardinalni
broj veéi od Ny, u oznaci to je Ny, jednak ¢. Buduci da je uspio dokazati i da
je ¢ = 2% hipoteza kontinuuma obi¢no se zapisuje formulom

ZNO = Nl.

U to doba Cantor je imao poteskoca i s dobivanjem mjesta u Berlinu te
su se napadi depresije poceliponavljati. Ipak, 1895.-97. objavio je dvodijelni
pregled svoje teorije skupova s prosirenjima. Najpoznatiji rezultat te druge
Cantorove faze je osnovni Cantorov teorem teorije skupova: Svaki skup
ima manje elemenata nego njegov partitivni skup. Dokaz je kratak i lagan.
Neka je A neki skup i P(A) njegov partitivni skup, tj. skup svih podskupova
od A. Funkcija z — {2} je ocito injekcija s A u P(A), dakle skup A nema
vise elemenata nego P(A). Pretpostavimo da postoji bijekcija f : A — P(A).
Onda je f surjekcija. Neka je M = {x € A:x ¢ f(x)}. Ocito je M € P(A).
Zbog surjektivnosti postoji a € A takav da je f(a) = M. Tada jeili a € M
ilia ¢ M. Ako a € M, po definiciji skupa M vrijedi a ¢ f(a) = M i obrnuto,

24Kardinalni broj a skupa A je manji ili jednak kardinalnom broju b skupa B ako postoji
injekcijas A u B. Ako jea <bia#b, onda je a <b.
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ako a ¢ M, onda po definiciji skupa M slijedi a € M. Dakle, u oba slucaja
dobili smo kontradikciju te je dokazan osnovni teorem teorije skupova.

Trivijalna posljedica ovog teorema je da postoji beskona¢no mnogo razlicitih
beskonacnosti: Ny je manji od kardinalnog broja aF-_S] od A = P(N), koji je
manji od kardinalnog broja b od B = P(A) = P(P(N)), koji je manji od
kardinalnog broja ¢ od C' = B(A) = P(P(P(N))), ...

Tehnika dokaza osnovnog teorema teorije skupova poznata je pod nazi-
vom dijagonalni argument, posebno kad se koristi njezina varijanta za
dokaz neprebrojivosti skupa realnih brojeva. Naime, dok prvi Cantorov do-
kaz neprebrojivosti R koristi drugaciju tehniku, 1891. dao je novi dokaz koji
je danas uobicajen dokaz te tvrdnje. Radi se o dokazu ekvipotentnosti R i
(0, 1)@] na sljedeéi nac¢in: Pretpostavimo suprotno, tj. da je (0,1 prebrojiv.
Onda se svi brojevi iz (0, 1) mogu nabrojati kao niz (z,,),. Neka su svi ¢lanovi
tog niza dani u svom decimalnom zapisu (taj je jedinstven ako zahtijevamo
beskonaéno mnogo nenul znamenki). Primjerice:

z1 = 0,7528752.. ..
zs = 0,5038567 . ..
x5 = 0,1193453 . ..
x4 = 0,2553602. ..

(11.2)

Konstruiramo novi broj x = 0,a1asas . .. € (0,1), za koji je a; = 9 uvijek osim
ako je i-ta znamenka od z; jednaka 9, u kom slu¢aju uzimamo a; = 8 (gore:
x = 0,9989...). Tada je xy ocito u (0, 1), ali nije u nizu jer se od svakog
¢lana niza razlikuje u bar po jednoj znamenci, dakle smo dobili kontradikciju
s pretpostavkom.

1890-ih godina Cantor se pokusao pomiriti s Kroneckerom te ga je pozvao
na prvi sastanak Deutsche Mathematische Vereinigung 1891. Kronecker nije
mogao do¢i na taj sastanak zbog smrti supruge, a ubrzo zatim je i sam
umro. Godine 1896. Cantoru je umrla majka, a 1899. mladi brat i najmladi
sin. S vremenom su se napadi depresije sve ¢es¢e pojavljivali i poceo se
sve ekscentri¢nije ponasati. Tako je u svojim , mracnim” fazama bio skloniji
baviti se filozofijom i teorijom da je Roger Bacon napisao Shakespeareove
drame, nego matematikom. Objavio je i radove o toj teoriji, a kad je 1911. kao
ugledan znanstvenik bio pozvan na 500. obljetnicu sveucilista St. Andrews
u Skotskoj govorio je uglavnom o teoriji Shakespeare-Bacon. Nakon §to je

25Zapravo je a = ¢.
Z6Interval (0,1) je ekvipotentan s R, bijekcija je primjerice f(z) = ctg(mz).
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u razdoblju 1900.-1910. cesto zbog boravaka u sanatorijima bio odsutan s
posla, povukao se u mirovinu 1913. Posljednje godine zZivota proveo je slabo
ishranjen zbog ratnih uvjeta, a umro je od sré¢anog udaru u sanatoriju u
Halleu 1918.

Giuseppe Peano je prvi koji je eksplicitno spomenuo koristenje tvrdnje
poznate pod nazivom aksiom izbora, koju je implicitno ve¢ ranije koristio
Cantor: Za bilo kakvu familiju?’] medusobno disjunktnih skupova postoji
skup koji sa svakim skupom te familije ima to¢no po jedan zajednicki element.
Peano je takoder uveo simbol € za ,je element skupa” te znakove N i U za
presjek i uniju skupova (1888./9.).

Na prijelazu 19. u 20. stoljec¢e otkriveno je nekoliko paradoksalnih rezul-
tata koji proizlaze iz Cantorove teorije skupova. Najpoznatiji medu njima
su

e Burali-Fortijev paradoks: Klasa svih ordinalnih brojeva nije skup
(1897.).

e Cantorov paradoks: Klasa svih skupova nije skup (1899.).
e Russellov paradoks: A = {z : z ¢ z} nije skup (1902.).

Postavilo se pitanje je li mozda ipak Kronecker bio u pravu? No, u to doba
teorija skupova ve¢ je imala velike posljedice na druge matematicke discipline
(npr. postala je temelj teorije mjere) te ju se nije moglo jednostavno odbaciti.
Stoga su se matematicari poceli baviti pitanjem kako sprijeciti paradokse.
Prva ideja je bila da mozda potjecu od aksioma izbora. Tako primjerice iz
aksioma izbora slijedi paradoks Banacha i Tarskog: Kugla se moze rastaviti
na kona¢no mnogo dijelova iz kojih se mogu sastaviti dvije kugle jednakog
volumena. No, Ernst Zermelo (1871.-1956.) i Emile Borel (1871.-1956.)
su pokazali da je aksiom izbora ekvivalentan tvrdnji koju je koristio ve¢ Can-
tor: Svaki skup se moze dobro urediti. Bertrand Russell (1872.-1970.) jes
Alfred North Whiteheadom (1861-1947) izdao Principia Mathematica (prvo
izdanje 1910.) s ciljem svodenja ¢itave matematike na logiku, no ni to nije
pomoglo. RjeSenje je: aksiomatizacija teorije skupova. Prvi prijedlog aksi-
oma teorije skupova dao je 1908. Zermelo. Taj prvi sustav aksioma doradili
su drugi matematicari sve dok 1922. nije dobiven danas uobic¢ajeni sustav ak-
sioma (poznat kao Zermelo-Fraenkelovi aksiomi teorije skupova). On
s jedne strane onemogucuje pojavu paradoksa, a s druge strane omogucuje
koristenje svih Cantorovih rezultata teorije skupova.

2"Uobic¢ajen termin kad se govori o skupu ¢iji elementi su skupovi je da je to familija
skupova.
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Tom sustavu se danas u pravilu kao aksiom dodaje aksiom izbora za
kojega je 1940. Kurt Godel (1906.-1978.) dokazao da se ne moze opovrg-
nuti koristeci ostale aksiome teorije skupova, a 1963. je Paul Cohen pokazao
da je aksiom izbora nezavisan od ostalih aksioma teorije skupova. Za kraj
napomenimo da i hipotezu kontinuuma nije moguce ni dokazati ni opovrg-
nuti koristeé¢i Zermelo-Fraenkelov sustav aksioma (bilo sa bilo bez aksioma
izbora).

Ta aksiomatizacija nije bila jedina. Na prijelazu 19.1 20.st. bio je izra-
zit trend aksiomatizacije matematickih disciplina. Vidjeli smo da je Peano
1888. dao aksiome vektorskih prostora, David Hilbert (1862.-1943.) je
tradicionalne Euklidove aksiome geometrije zamijenio novim sustavom aksi-
oma 1899.; ruski matematicar Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (1903.—
1987.) je 1933. po uzoru na teoriju mjere i teoriju skupocvaaksiomatizirao
teoriju Vjerojatnosti@ ¢ime je razrijeSen glavni problem teorije vjerojatnosti
(klasi¢na definicija vjerojatnosti a priori je cirkularna), . ...

Upravo spomenuti David Hilbert je 1899. u Grundlagen der Geometrie
ne samo modernizirao aksiome euklidske geometrije, nego i dokazao konzis-
tentnost aksioma euklidske geometrije (kako smo rekli, to onda automatski
povlaci i konzistentnost aksioma neeuklidske geometrije) te dao dokaz neza-
visnosti aksioma o paralelama od ostalih euklidskih aksioma. Znamenita su i
Hilbertova 23 problema, koje je kao vazne nerijesene matematicke probleme
na Svjetskom matematickom kongresu u Parizu 1900.@ 1920. je formulirao
Hilbertov program, koji je u osnovi istrazivanje korektnosti osnova matema-
tike. Gédelovi teoremi nepotpunosti (1931,

28Kolmogorovljevi aksiomi vjerojatnosti u izvornoj verziji glase ovako: Neka je € ne-
prazan skup i F familija podskupova od Q (te podskupove Kolmogorov naziva sluc¢ajnim
dogadajima). Ako je F ,polje skupova“takvo da je Q € F, da postoji funkcija P, koja
svakom A € F pridruzuje nenegativni broj P(A), vjerojatnost dogadaja A, tako da vrijedi

e P() =1,
e P(AUB) = P(A) + P(B) za disjunktne A, B € F i
e lim, ,o P(A,) =0, wenn A} D A3 D A3..., A, € Fzasvenint A, =0,

onda je 2 s F i P prostor vjerojatnosti.

29Zapravo ih je na kongresu naveo deset i onda kasnije dopunio popis. Neki su i danas
nerazrijeseni.

30Prvi teorem nepotpunosti u osnovi tvrdi u svakom aksiomatskom sustavu koji sadrzi
bar Peanovu aritmetiku postoji formula koja se ne moze ni dokazati ni opovrgnuti, a
drugi teorem nepotpunosti kaze da se konzistentnost Peanove aritmetike ne moze dokazati
unutar nje same.
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»1z raja kojeg nam je stvorio Cantor necée nas nitko modéi istjerati” (D.
Hilbert)
,Bit matematike je u njezinoj slobodi” (G. Cantor)
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