Financijsko modeliranje

Vanja Wagner

PRIRODOSLOVNO MATEMATICKI FAKULTET — MATEMATICKI ODSJEK, SVEUCILISTE U ZAGREBU

E-mail adresa: wagner@math.hr






Sadrzaj

[Poglavlje 0. Uvod|
[0.1.  Cilj kolegijal
[0.2.  Osnovni elementi financijskog trzistal

[0.3.  Osnovne ideje odredivanja cijene opcijal

[Poglavlje 1. Viseperiodni modeli u diskretnom vremenu — dinamicki modelj|

(1.1.  Opis modela: imovine, strategije 1 arbitraza

[1.2.  Martingali 1 moguénost arbitraze|
(1.3.  Potpuni modeli trzistal
(L.4.  CRR modell

[1.5.  Problem optimalnog zaustavljanja 1 americke opcije]

[Poglavlje 2. Brownovo gibanje

[2.1.  Motivacija 1 uvod|

[2.2.  Definicija 1 osnovna svojstva Brownovog gibanjal

[2.3. Kvadratna varijacijal

[2.4.  Markovljevo svojstvo Brownovog gibanjal

[2.5.  Distribucija vremena prvog prijelazal

[Poglavlje 3. Itov integrall

[3.1.  Itov integral za jednostavne integrande

[3.2.  Itov integral za opce integrande

iii

W NN = =

ENIEN

12
16
19
26

45
45
51
23
60
62

65
65
69






Ovo su materijali za kolegij Financijsko modeliranje, bazirani na skripti prof.dr.sc. Zorana
Vondraceka iz kolegija Financijsko modeliranje 1 i Financijsko modeliranje 2. éitatelje koji
uoce greske bilo kakve prirode molimo da na njih ukazu putem maila. Isto vrijedi i za sve
komentare i sugestije koje bi mogle poboljsati izlaganje sadrzaja.
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POGLAVLJE 0

Uvod

0.1. Cilj kolegija

Osnovni cilj kolegija je uvesti jednostavne modele financijskog trzista u diskretnom i nepre-

kidnom vremenu, te objasniti vjerojatnosne metode za precizan matematicki opis i razumije-

vanje tih modela. Kolegij je podijeljen u 3 glavna dijela:

(i)

(i)

Dinamicki (diskretni) modeli financijskih trzista

Opisujemo opceniti viseperiodni model financijskog trzista (u kojem se promatra evo-
lucija trzista u konéno mnogo vremenskih trenutaka). Uvodimo osnovne pojmove: fi-
nancijska imovina, portfelj, arbitraza, nearbitrazna cijena, martingalna mjera, potpu-
nost trzista. Dokazujemo fundamentalne teoreme financijskih trzista koji daju vezu iz-
medu arbitraze/potpunosti i martingalne mjere. Promatramo izvedene vrijednosnice,
te odredivanje nearbitrazne cijene i pripadnog replicirajuc¢eg portfelja. Promatramo
osnovni viSeperiodni model financijskih trzista zvan Cox-Ross-Rubinsteinov model.
Podsje¢amo se teorije (diskretnih) supermartingala, uvodimo vremena zaustavljanja
i Snellov omota¢ sluc¢ajnog procesa, specijalno Markovljevog lanca. Primjenjujemo
matematicku teoriju na problem odredivanja nearbitraznih cijena americkih opcija u
CRR modelu.

Brownovo gibanje i Itov racun

Definiramo Brownovo gibanje i promatramo njegova osnovna svojstva. Uvodimo po-
jam Itovog integrala, prvo za jednostavne, zatim za opce integrande. Uvodimo pojam
Itovog procesa i dokazujemo Itovu formulu. Osnovni primjer je geometrijsko Brownovo
gibanje.

Black-Scholesov model

Uvodimo model preko odgovarajuce stohasticke diferencijalne jednadzbe za kretanje
cijene dionice. Promatramo parcijalne diferencijalne jednadzbe u BSM modelu. Do-
kazujemo Girsanovljev teorem (o promjeni vjerojatnosti), te analiziramo potpunost
modela preko teorema o reprezentaciji martingala. Odredivanje cijena i zastita (hed-
ging) europskih i egzoti¢nih izvedenica u BSM modelu.

Predavanja prate skriptu Z.Vondracek: Financijsko modeliranje. Osnovnu literaturu za kolegij

¢ine sljedece publikacije:

e W. A. Baxter, A. Rennie, Financial Calculus, Cambridge University Press, 1996.

e D. Lamberton, B. Lapeyre, Introduction to Stochastic Calculus Applied to Finance,

Chapmann & Hall, 1996.

e M. Musiela, M. Rutkowski, Martingale Methods in Financial Modelling, Springer,

1997.

e S. R. Pliska, Introduction to Mathematical Finance: Discrete Time Models, Blackwell

Publishers, 1997.
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e S. Shreve, Stochastic Calculus for Finance I: The Binomial Asset Pricing Model,
Springer, 2004.

0.2. Osnovni elementi financijskog trzista

Financijska trzista opcéenito su kompleksna, no mi ¢emo usklopu ovog kolegija promatrati
osnovi model koji se u nacelu sastoji od dvije vrste financijskih imovina — rizi¢ne i nerizi¢ne.

Kao rizi¢nu imovinu uzet ¢emo dionicu, obzirom da njena cijena neprestano fluktuira,
uglavnom na nepredvidiv nac¢in. Stoga ulaganje u dionice u sebi nosi rizik.

Pod nerizi¢nom imovinom smatrat éemo financijski instrument koji donosi siguran, pre-
uloZzenim uz fiksnu kamatnu stopu.

Zasto investitori ulazu u riziénu imovinu? Zato $to ocekuju veci povrat nego kod nerizi¢ne
imovine, te su stoga spremni preuzeti rizik.

Osim dionica i novca u banci, promatrat ¢emo i opcije, odnosno izvedene vrijednosne papire
(izvedenice, engl. derivative securities, derivatives). Otkud ime izvedeni vrijednosni papiri?
Zato §to je njihova vrijednost, odn. cijena, izvedena iz vrijednosnice na koju su napisani. Na
primjer, vrijednost opcije na dionicu izvedena je iz vrijednosti dionice (3to ne zna¢i da ne ovisi
i o drugim faktorima).

Sto je u stvari opcija? Opcija je ugovor koji vlasniku ugovora daje pravo, ali ne i obavezu,
kupiti ili prodati neku imovinu do odredenog datuma (ili na odredeni datum) po unaprijed
dogovorenoj cijeni. Osnovno svojstvo opcije je da vlasnik opcije ne mora kupiti (odn. prodati)
imovinu. U ugovoru sudjeluju dvije strane — prodavatelj (pisac) opcije, t.j. osoba koja izdaje
opciju, te kupac opcije, t.j. osoba koja postaje vlasnik opcije.

Uobicajeniji ugovor izmedu dvije strane je tzv. forward ugovor. Po tom ugovoru se jedna od
strana obavezuje prodati (ili kupiti) od druge strane neku imovinu po unaprijed dogovoreno]
cijeni. U ovom slucaju stranka je obavezna na prodaju (ili kupnju) i ne moze odustati od
ugovora. Dakle, za razliku od opcije, kod forwarda ne postoji opcija odustajanja.

PRrRIMJER 0.2.1. Cijena jedne dionice Krasa KRAS na dan 29.9.2022. iznosila je Sy = 690.00
Kn.
Call opcija (opcija poziva) s danom dospijeca 29.12.2022. (engl. maturity) i cijenom izvrsenja
K = 695.00 Kn (engl. strike price, exercise price) je ugovor koji kupcu opcije daje pravo na
kupnju (od pisca opcije) jedne dionice KRAS-a na dan 29.12.2022. po cijeni od K = 695.00
Kn.
Put opcija (opcija ponude) s danom dospijeca 29.12.2022. i cijenom izvrienja K = 695.00 Kn
je ugovor koji kupcu opcije daje pravo na prodaju (piscu opcije) jedne dionice KRAS-a na dan
29.12.2022. po cijeni od K = 695.00 Kn. Neka je St cijena jedne dionice Krasa na dan dospijeca
29.12.2022.
Pozicija kupca (odn. vlasnika) call opcije na dan dospijeca 29.12.2022.

e ako je cijena St > K = 695.00, na primjer, S = 705.00 Kn, vlasnik opcije Ce iskoristit
svoje pravo i kupiti (od pisca) jednu dionicu Krasa za 695.00 Kn, te je istog trenutka
prodati na trzistu za trzisnu cijenu od St = 705.00 Kn. Na taj nac¢in ée kupac ostvariti

profit od Sy — K = 705.00 — 695.00 = 10.00 Kn.
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e ako je cijena S < K = 695.00 Kn, na primjer, S = 685.00 Kn, vlasnik opcije ne
koristi svoje pravo, jer na trzistu dionicu moze kupiti jeftinije od cijene dospijeca.
e vrijednost opcije na dan dospijeca jednaka je max(Sr — K,0) = max(10,0).

Pozicija pisca call opcije na dan dospijeca 29.12.2022. je suprotna od kupceve:

e ako je cijena ST > K = 695.00, na primjer, S = 705.00 Kn, pisac opcije mora prodati
dionicu Krasa za K = 695.00 kn, dok je trzisna vrijednost Sy = 705.00 Kn, te prema
tome gubi 10.00 Kn.

e ako je cijena Sp < K = 695.00 Kn, kupac ne koristi ugovor, te pisac ne gubi nista.

e vrijednost opcije na dan dospijeca jednaka je — max(Sy — K,0) = —max(10,0).

Zakljucak: buduci da vlasnik opcije moze samo dobiti ugovorom, a pisac opcije samo izgubiti,
jasno je da pisac mora od kupca traziti premiju za pravo koje opcija daje. Ta premija je cijena
opcije koju kupac mora platiti piscu na dan izdavanja opcije.

Osnovno pitanje: kolika je pravedna (racionalna) cijena opcije?

0.3. Osnovne ideje odredivanja cijene opcija

Sada ¢emo na vrlo jednostavnom modelu objasniti osnovnu ideju odredivanja pravedne
cijene opcija. Da bismo to mogli u¢initi, uvodimo sljedece pretpostavke o financijskom trzistu

(tzv. trziste bez trenja):

sve stranke imaju isti pristup relevantnim informacijama,

e ne postoje troskovi transakcija (trgovanje je besplatno),

sva financijska imovina je beskonac¢no dijeljiva i likvidna,

kamatna stopa jednaka je za posudivanje i ulaganje.

Vratimo se na Primjer [0.2.1} Sp = 690.00, K = 695.00, T" = 3 mjeseca. Pretpostavimo da
je kamatna stopa za 3 mjeseca fiksna i iznosi 1%. To znadi da jedna kuna uloZena danas za tri
mjeseca daje 1.01 Kn. Stavimo r = 0.01. Da bismo mogli odrediti cijenu call opcije, moramo
na neki na¢in modelirati slu¢ajno kretanje cijene dionice Krasa. Predlazemo najjednostavniji
mogudéi model, za koji je jasno da nije realan. Bez obzira na to, model je ilustrativan i poucan,
a pokazat ¢emo tokom kolegija da se mozZe poopéiti tako da zadrzi jednostavno svojstvo, ali
postaje puno realniji.

Pretpostavke: nakon tri mjeseca, T' = 3, cijena jedne dionice KraSa moze porasti i iznosit ¢e
S9 = 705.00 Kn, ili moZe pasti i iznosit ¢e S% = 685.00 Kn. Reéi ¢emo da se dogodio elementarni
dogadaj w; ako je cijena jednaka S9, odnosno da se dogodio w, ako je cijena jednaka S?. Prostor
elementarnih dogadaja je Q = {wy,wz}. Cijena dionice nakon tri mjeseca St je slucajna i vrijedi

Sr(wy) = 89 = 705.00,
Sr(ws) = S% = 685.00.
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ST(OJl) =59

ST(LUQ) = Sd

Dakle, St : 2 — R, je slucajna varijabla. Naravno, u trenutku ¢t = 0 (t.j. sada), ne znamo
da li ¢e se dogoditi wy ili wy (odnosno koje je pravo stanje svijeta).
Izracunajmo vrijednost Cr call opcije u trenutku 7. Uo¢imo da ta vrijednost ovisi o tome

da li se dogodio wy ili wy. Dakle, Cr : 2 — R, je sluc¢ajna varijabla i vrijedi:

Cr(wy) = Sp(wy) — K = 57— K = 705.00 — 695.00 = 10.00,

Cr(ws) =0.
Uoc¢imo da mozemo pisati Cp = max(Sy — K,0) = (Spr — K)*. Takoder, Cr koji smo gore
izracunali je vrijednost opcije u kunama nakon tri mjeseca. Zbog vremenske vrijednosti novca,

sadasnja vrijednost opcije nakon tri mjeseca je (14 7)~'Cr. Tu vrijednost zvat ¢emo diskonti-

rana vrijednost. Dakle

1 1
C . %10=99
T O = oo ’
1
C —0.
1+7r T(w2)

Jedna od moguéih ideja odredivanja cijene opcija je izrac¢unati ocekivanje njezine diskon-
tirane vrijednosti. Za racunanje ocekivanja potrebno je odrediti vjerojatnosti elementarnih
dogadaja. Postoje dva nacina kako se to moze uciniti. Jedan je statisticki, po kojem se vje-
rojatnosti procjenjuju iz povijesnih podataka. Takvu vjerojatnost mozemo zvati objektivnom.
Drugi nac¢in odredivanja vjerojatnosti je subjektivan, po kojem investitori procjenjuju vjero-
jatnosti na subjektivan na¢in (koristenjem informacija unutar i izvan trzista). Na primjer, na
trzistu na kojem se ocekuje pad cijena dionica (bear market), subjektivna procjena vjerojatnosti
moze izgledati ovako:

P({w:i})=0.2 P({ws}) =0.8.

Uz takvu vjerojatnost, ocekivanje diskontirane vrijednosti opcije bilo bi

1 1 1

Dakle, investitoru koji predvida pad trzista (uz subjektivnu procjenu vjerojatnosti kao gore),
opcija vrijedi 1.91 Kn (odnosno, toliko je spreman platiti za nju). Na trzistu na kojem se
o¢ekuje rast cijena dionica (bull market), subjektivna procjena vjerojatnosti moze izgledati

ovako:

P({w}) =08  P{w})=02.
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Uz takvu vjerojatnost, ocekivanje diskontirane vrijednosti opcije bilo bi

E LiTCT} = 0.8 x %01 x 10+ 0.2 x 1—1)1 x0=7.92,
odnosno ¢etiri puta vise. Jasno je da ¢e se na takav nacin dvije strane u ugovoru koje imaju
suprotna oc¢ekivanja o trzistu tesko dogovoriti o cijeni opcije. Medutim, za izgradnju pouzdanog
modela financijskog trzista, mora biti zagarantirana jedinstvenost cijene izvedenih vrijednos-
nica. To se moZe posti¢i primjenom replicirajué¢eg portfelja.

Objasnimo detaljno Sto je to replicirajuci portfelj. Pretpostavimo da investitor moze trgovati
sa dvije financijske imovine — dionicama Krasa i novcem u banci (t.j., moze uloziti novac u banku
ili ga posuditi iz banke). Ozna¢imo sa ¢! broj dionica Krasa koje investitor posjeduje (ili kupi)
u trenutku ¢ = 0 (zbog pretpostavke o beskonac¢noj djeljivosti ¢! moze biti proizvoljan realan
broj). Neka je ¢° iznos novca koji investitor u trenutku ¢ = 0 ima u banci (¢ moze biti
negativan — novac posuden iz banke). Ureden par ¢ = (¢°, ¢') € R? zovemo portfelj u trenutku
t = 0. Kolika je vrijednost Vy(¢) takvog portfelja ¢7 O¢cito je

Val6) = 6" + ¢Sy = ¢ + 6906

Kolika je vrijednost Vi (¢) portfelja ¢ u trenutku ¢t = 77 Buduéi da je cijena dionice Krasa
slucajna, to ¢e i vrijednost portfelja biti slu¢ajna varijabla, V(o) : Q@ — R. Vrijedi:

Vr(¢) = ¢°(1+7) +¢'Sr.
Preciznije
P°(1+7) + ¢*Sp(w;) = 1.01¢° 4 705.00¢"
(14 7) + ¢*Sr(wy) = 1.01¢° 4 685.004" .

Vr(¢)(wr)
Vr(¢)(w2)

Kazemo da portfelj ¢ replicira call opciju ako vrijedi Vy(¢) = Cr, t.j., vrijednost portfelja

jednaka je vrijednosti call opcije.

Pitanje: da li postoji replicirajué¢i portfelj za nasu call opciju? Odgovor je pozitivan $to
se lako i vidi. Zaista, replicirajué¢i portfelj ¢ mora zadovoljavati sljedece dvije jednakosti:
Vr(¢)(w1) = Cr(wy) 1 Vr(¢)(we) = Cr(ws). To mozemo napisati kao

1.01¢° + 705.00¢* = 10.00,
1.01¢° 4+ 685.000" = 0.

To je sustav dvije linearne jednadZbe s dvije nepoznanice, ¢' i ¢'. Rjesavanjem slijedi:
1
#° = —339.11, o = 5= 0.5.

Dakle, portfelj ¢ = (—339.11,0.5) replicira call opciju, odnosno portfelj ¢ i call opcija imaju
jednaku vrijednost u trenutku ¢t = T'. Prema tome, portfelj ¢ i call opcija moraju imati jednaku
vrijednost i u trenutku ¢ = 0. Kolika je vrijednost portfelja ¢ u trenutku ¢ = 07 Racunamo:

Vo(p) = ¢° + ¢1 Sy = —339.11 4 690 x 0.5 = 5.89.

Medutim, to znaci da je i vrijednost call opcije u trenutku ¢t = 0 jednaka upravo Cy = 5.89.
Pogledajmo malo detaljnije princip na kojem se zasniva odredivanje cijene opcije pomocu

replicirajuceg portfelja.
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Pretpostavimo da je pisac uspio prodati razmatranu opciju za iznos Cy > 5.89, na primjer za
Co = 7.42 Kn. Za 5.89 Kn odmah kupi portfelj ¢ = (—339.11,0.5), t.j., iz banke posudi 339.11
Kn, i kupi 0.5 dionica Krasa po cijeni od 690.00 Kn (uo¢ite da mu za to treba 0.5 x 690.00 = 345
Kn. Medutim, 345=339.11+5.89). Razliku od 7.42-5.89=1.53 Kn stavi u banku uz kamatu 1%
(ili u dZep). U vremenu T vrijednost portfelja Vi (¢) = Cr, te je pisac u stanju toéno pokriti
obavezu iz ugovora. U meduvremenu, 1.53 Kn u banci naraslo je na 1.53 x 1.01 = 1.55 Kn. Na
taj nacin je pisac opcije ostvario nerizi¢an profit od 1.55 Kn.

Obratno, pretpostavimo da je kupac uspio kupiti opciju za iznos Cy < 5.89, na primjer, za
Co = 4.42 Kn. Istog trenutka kupac prodaje portfelj ¢ = (—339.11,0.5) za 5.89 Kn (“short
sell”), a razliku od 5.89-4.42=1.47 Kn ulozi u banku uz kamatu od 1% (ili stavi u dzep). U
trenutku 7', vrijednost opcije koju posjeduje Cr jednaka je vrijednosti portfelja Vi (¢) kojeg je
prodao. Stoga ima dovoljan iznos da isplati vrijednost portfelja ¢ kojeg je prodao. Time je na
nuli, osim 1.47 Kn u banci koje su narasle na 1.47 x 1.01 = 1.485 Kn, §to je nerizi¢an profit.

Iz gornjeg razmatranja se vidi da jedina cijena opcije koja niti piscu niti kupcu ne omo-
gucava nerizi¢an profit mora biti jednaka 5.89 Kn. Portfelj koji donosi nerizi¢an profit naziva
se arbitraza (ili moguénost arbitraze). Ekonomski je opravdano pretpostaviti da na trzistu
ne postoje mogucnosti arbitraze. Slijedi da je nepostojanje arbitraze na financijskom trzistu
ekonomski princip pomoc¢u kojeg smo odredili cijenu opcije. Sto onda vjerojatnost radi u ovoj
pri¢i? Uloga vjerojatnosti ima tehnicki karakter. Objasnimo to malo detaljnije.

Pokusajmo naéi vjerojatnost P* na Q = {wy,ws}, P*({w1}) = p*, P*({w2}) = 1 — p*, takvu
da je oCekivana (uz vjerojatnost P*) diskontirana vrijednost dionice u trenutku 7' jednaka
sadasnjoj vrijednosti Sy. Dakle, zahtijevamo

* 1 _
E [HTST} =S,

t.j.,

1 1
— . 1—p")—— 00 = .00.
p1.01><70500+( p)1'01><68500 690.00

Rjesavanjem slijedi p* = 0.595. Uocimo da je E*[Sy] = (1 4+ 7)Sy, t.j., upravo onoliko koliko
bismo imali u trenutku 7" da smo novac ulozili u nerizi¢nu imovinu (dakle u banku). Stoga
vjerojatnost P* zovemo vjerojatnost neutralna na rizik — o¢ekivani (uz P*) povrat na dionicu
jednak je nerizi¢nom povratu od 1%.

Kakve to veze ima sa cijenom opcije? Izracunajmo ocekivanu (uz P*) diskontiranu vrijednost
opcije u trenutku ¢t = T

1 1 1
E' Or| =p" —— x 104+ (1 — p)—— x 0= 5.89.
{1—1—7‘ T} gy ¥ 10 =gy X

Medutim, to je upravo cijena opcije Cy koju smo gore dobili konstrukcijom replicirajuc¢eg portfe-
lja. U kolegiju ¢emo pokazati da to nije sluc¢ajno, te zasto ra¢unanje o¢ekivanja (uz vjerojatnost
neutralnu na rizik) diskontirane vrijednosti opcije daje cijenu opcije u trenutku ¢ = 0. Uocite

da je drugi postupak brzi i jednostavniji.
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Viseperiodni modeli u diskretnom vremenu — dinamicki modeli

1.1. Opis modela: imovine, strategije i arbitraza

Promatramo diskretni model financijskog trzista na kojem se trguje u kona¢no mnogo vre-
menskih perioda, odnosno u trenucima ¢ = 0,1,...,7. Pretpostavit ¢emo da slucajne vri-
jednosti u modelu mogu poprimiti najvise konacno mnogo razli¢itih vrijednosti, stoga ¢emo
financijski model gradit na diskretnom vjerojatnosnom prostoru (2, F, P), gdje je prostor ele-
mentarnih dogadaja konacan, Q = {w,...,wk}. Za o-algebru F uzimamo partitivni skup od
Q, F = P(£). Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da su svi elementarni dogadaji
mogudi, odnosno da je P({w}) > 0 za sve w € .

Uz vjerojatnosni prostor (€2, F,P) dan nam je i neopadajuci niz o-algebri sadrzanih u F:
Fo C F C --- C Fr C F. Podsjetimo se, takvu familiju o-algebri ¥ = {Fy, F1,...,Fr}
zovemo filtracija. O o-algebri F; mislimo kao o informaciji o stanju na trzistu koja nam je
dostupna u trenutku ¢. Informacija se prirodno povecéava s vremenom (nema gubitka informa-
cija), stoga je odabrana famislija neopadajuca. Zbog jednostavnosti, obi¢aj je pretpostaviti da
je informacija Fy u trenutku ¢ = 0 trivijalna, Fo = {0}, 2}. Takoder ¢emo pretpostaviti da je
Fr =F, t.j., na kraju imamo potpunu informaciju.

Promotrimo prvo dva tipa osnovne imovine - gotovinu (nerizi¢nu imovinu) i dionicu (rizi¢nu
imovinu). Pretpostavit ¢emo da se financijsko trziste sastoji se od d + 1 financijske imovine
- 1 nerizi¢ne (gotovina) i d riziénih (d nezavisnih dionica). Cijenu i-te financijske imovine u
trenutku ¢ = 0,1,...,T oznatavamo sa S!. Dakle, gornji indeks oznacava o kojoj se imovini
radi, dok donji indeks pokazuje vremenski trenutak.

Nerizi¢nu imovinu (npr., novac u banci) oznac¢avamo kao 0-tu financijsku imovinu. Pretpos-
tavljamo da je vrijednost nerizi¢ne imovine deterministicka, te da se ukamacuje po kontastnoj
kamatnoj stopi r > 0. Tada je uz po¢etnu vrijednost novca SJ = 1, vrijednost novca u trenutku
t jednaka S = (1 + r)" (jednostavno diskretno ukamacivanje po stopi r).

Cijene rizi¢nih financijskih imovina (npr., dionica) ¢ = 1,...,d modeliramo kao slu¢ajne
varijable Si, t = 0,...,d. Prirodno je pretpostaviti da cijena S! ovisi samo o dogadajima koji
su se dogodili do trenutka t, odnosno o informaciji do trenutka ¢. Matematicki to formuliramo
tako da ¢emo pretpostaviti da je slu¢ajna varijabla S} izmjeriva u odnosu na o-algebru F;. To
znaci da za sve z € R vrijedi

{S; <z} eF
(ekvivalentno, {S} < z} € F;, {S! > z} € F, obzirom da se nalazimo na diskretnom vjerojat-
nosnom prostoru, {S{ = x} € F).

Oznacimo s S; = (S?,S%,...,59) vektor cijena svih imovina u trenutku t. Tada je S; :
Q — R Fi-izmjeriv slucajni vektor. Uocimo, sluéajni proces S* = (S!, ¢t = 0,1,...,7T) je
adaptiran u odnosu na filtraciju F = (F,, t =0,1,...,T).
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NAPOMENA 1.1.1. Pojam nerizi¢ne imovine moZe se poop¢iti, tako da SY ne bude nuzno
degenerirana slucajna varijabla. Opéenito mozemo pretpostaviti da je 0-ta imovina lokalno
nerizicna. To znaci da u trenutku ¢ — 1 znamo njenu vrijednost u trenutku ¢, t = 1,2,...,T.
Formalno, to zna¢i da je SY F; ;-izmjeriva, odnosno da je slucajni proces S° = (SP, ¢ =

0,1,...,T) predvidiv u odnosu na filtraciju F.

Kada imamo razlic¢ite investicijske projekte ili isplate u razli¢itim vremenskim trenutcima,
jedini nacin da ih objektivno usporedimo je da sve isplate prera¢unamo na zajednicku osnovu —
sadasnju vrijednost. Uvedimo oznaku 3; := 1/S?. Koeficijent §; interpretiramo kao diskontni
faktor od vremena ¢t do vremena 0: ako u trenutku ¢ = 0 ulozimo u banku f; eura, u trenutku
t imat ¢emo to¢no 1 euro. Ako u trenutku ¢ imamo isplatu u iznosu K, onda je njena sadasnja

vrijednost (u trenutku 0), u oznaci K, jednaka
K =3K=(1+r)"K.

Sve ostale financijske imovine na trzistu bit ¢e izvedenice ovih d + 1 odnosvnih financijskih
imovina. Najjednostavnija takva izvedenica je financijska imovina ¢ija je vrijednost linearna
kombinacija vrijednosti osnovnih financijskih imovina — nazivamo ju portfelj. Recimo da u
trenutku ¢ = 0 investiramo u osnovne financijske imovine, pri ¢emu smo ulozili u ¢* € R
jedinica i-te imovine. Time smo kreirali jedan portfelj ¢ = (¢°, ¢!,...,¢%) € R**L. Pri tom,
primijetimo da definicija portfelja dozvoljava da je ¢ < 0. Na primjer, ako je ¢° < 0 znaci
da smo iz banke posudili |¢°| novéanih jedinica. Pretpostavka ¢’ < 0 za neki i = 1,2,...,d,
odgovara short sale dionice 1.

Uocite da u svakom trenutku trgovanja mozemo kreirati novi portfelj i time optimizirati
nase ulaganje obzirom na nove dostupne informacije na trzistu. Oznac¢imo s ¢, portfelj koji
smo kreirali u trenutku 0: ¢ = (¢, ¢1,...,#¢). U trenutku ¢ = 1, saznamo nove cijene dionica
St i nage ulaganje u tom trenutku ima vrijednost ¢ - Sy = ¢¥SY + ...+ ¢¢S¢. U trenutku t = 1
dopusteno nam je rebalansirati portfelj i zamijeniti ga nekim drugim portfeljom koji oznac¢imo
s ¢y = (9,03, ...,¢%). O emu ¢e ovisiti taj novi portfelj? O cijenama financijskih imovina u
trenutku ¢ = 1. Buduéi da su te cijene slucajne, i to tako da su F; izmjerive, to ée opcenito i
portfelj ¢y biti Fi-izmjeriv slucajni vektor u R4*!. U trenutku ¢t = 2 saznamo nove cijene Si,
te rebalansiramo portfelj, itd.

DEFINICIJA 1.1.2. Strategija trgovanja (ili dinamicki portfelj) je predvidiv slu¢ajni proces
o= ((¢2,61,...,9%),t=1,2,...,T) s vrijednostima u R**!. Vrijednost portfelja u trenutku

t=1,2,...,T je slucajna varijabla
d
Vi(@) ==+ 51 = Z@Sti !
=0

Primijetimo da je V;(¢) slucajna varijabla izmjeriva u odnosu na F; (kao linearna kombi-
nacija Fi-izmjerivih slu¢ajnih varijabli). Dakle, V(¢) = (Vi(¢), t = 1,2,...,T) je adaptiran
sluc¢ajni proces.

1Ovdje - oznac¢ava skalarni produkt u R4+,
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0 1 2 t-1 t
[ A | Y Y
[ N ] N N
¢1 -+ So N ¢z - 51 Gt - St—1 " D1 - St

¢1- 51 Gt - St

Po definiciji je vrijednost portfelja u trenutku ¢ jednaka vrijednosti nakon $to se saznaju
cijene imovina u trenutku ¢, a prije rebalansa portfelja. Primijetimo da nismo definirali vrijed-
nost portfelja ¢ u trenutku ¢ = 0. Po definiciji stavljamo V(@) := ¢1 - So. Ta definicija nije
formalno u skladu s definicijom od Vi(¢) za t = 1,2,...,T. Alternativno, moZemo definirati
portfelj u trenutku ¢ = 0 formulom ¢y = ¢;. Tada mozemo staviti Vo(¢) = ¢o - So §to je u
skladu s definicijom od V;(¢) za t = 1,2,...,T. Od sada nadalje koristimo konvenciju da je

b0 = 1.

Uocimo, diskontirana vrijednost portfelja u trenutku ¢t = 1,2,...,7T je slucajna varijabla

Vi(¢) = BiVi() = ¢ - Sy,

gdje je S diskontirani vektor cijena odnosvnih financijskih imovina u trenutku ¢.
Od posebnog zanimanja ¢e nam biti strategije u kojima nema vanjskih ulaganja ili izljeva
sredstava u trenutcima rebalansiranja. Takve strategije se rebalansiraju na sljedec¢i nacin:

e u trenutku ¢ saznamo cijene S°, S}, ..., S? i vrijednost portfelja (strategije) postaje
G+ S¢;
e prilagodavamo svoju financijsku poziciju tako da biramo novi portfelj ¢;.1 i to tako

da sredstva za kupovinu tog novog portfelja mogu doéi samo iz vrijednosti portfelja

¢ koja je Vi(¢) = ¢y - Si;
e dakle, vrijednost (u trenutku ¢) novog portfelja ¢, 1, koja je ¢ 1-S;, mora biti jednaka
vrijednosti starog portfelja ¢; koja je ¢y - S;.

DEFINICIJA 1.1.3. Strategija ¢ je samofinancirajuéa ako za svet =0,1,...,T — 1 vrijedi
Gt St = Gry1 - St (1.1.1)
NAPOMENA 1.1.4. Jednakost ekvivalentna je sa
Gri1* (Sta1 — S1) = Grar - Sep1 — &+ Sy,
odnosno, uz oznaku AS;,; := Si1 — S,
Gr11 - ASpp1 = Vi (o) — Vi) . (1.1.2)

Desna strana je razlika vrijednosti portfelja ¢ u trenucima t + 1 i £. Lijeva strana je dobitak
(gubitak) ostvaren promjenom cijena od trenutka ¢ do trenutka ¢+ 1. Dakle, strategija je samo-
financirajuca ako i samo ako je dobitak (gubitak) ostvaren samo promjenom cijena financijskih

imovina (a ne, npr., dodatnim investiranjem ili povla¢enjem novca iz portfelja - konzumacija).

Definiramo s G(¢) = (Gy(¢), t =1,2,...,T),

Gt(gb) = Z¢j . AS] .
j=1

slu¢ajni proces koji zovemo proces dobitka. Uocimo da je adaptiran obzirom na filtraciju F.

PropoziclJA 1.1.5. Sljedece turdnje su ekvivalentne:
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(i) Strategija ¢ je samofinancirajuca.
(i1) Za svet =1,2,...,T vrijedi

Vi(@) = Vo(9) + Gi(9) .
(i1i) Za svet =1,2,...,T vrijedi

Vil6) = Vo(@) + Ge(9) = Vo(0) +D_ &5+ AS;

DoKAz. Iz Napomene ¢ je samofinancirajuca ako i samo ako vrijedi jednakost (1.1.2]
(D)= (i) Vi(9) = Vo(6) + i1 (Vi(9) = Vj-1(0)) = Va(0) + 325, 65 - AS;.
(it)= (i) 12 Vi(9) = Vo(¢) + 225, ¢;-AS; zasve t = 1,2, T, slijedi Vi(¢) —Vi-1(0) = ¢4~ AS;.
(i)<(iil) Vrijedi ¢y - Sy = ¢y41 - Sy ako 1 samo ako je ¢y - S, = OQii1 S,. Sada je dokaz isti kao
dokaz ekvivalencije (i) 1 (ii). O

NAPOMENA 1.1.6. Uoc¢imo da za svaki predvidiv proces ((¢},...,¢%),0 <t < T) i za svaku
Fo-izmjerivu slucajnu varijablu Vgﬂ postoji jedinstven predvidiv proces (¢?,0 < t < T) takav
da je strategija ¢ = (¢, ¢!, ..., ¢?) samofinancirajuca i vrijedi Vy(¢) = Vi. To se jednostavno

vidi iz Propozicije [1.1.5( uz

t
0f = Vot D _(6jA8] +--- jAS)) — 915} — - — o5}
j=1
t—1 _ _ _ -
= Vo+ ) (0jAS}+---JAS) — ¢l S), — - — ¢ 5L
Jj=1

Uocite da je iz drugog reda vidljivo da je slu¢ajna varijabla ¢? F;_;-izmjeriva.

Gornja propozicija nam omogucava da samofinancirajuce strategije po potrebi zadajemo
predvidim nizom slu¢ajnih vektora ((¢f,...,¢%),0 < t < T), uz danu pocetnu vrijednost
portfelja Vj.

DEFINICIJA 1.1.7. Strategija ¢ je dopustiva, ako je ¢ samofinancirajuca i vrijedi V;(¢) > 0
zasvet =0,1,...,T. Dopustiva strategija ¢ je arbitraza (arbitrazna strategija), ako je

Vo(6) =0 i P(Vi(g) > 0) > 0.

Uoc¢imo da iz dopustivosti od ¢ imamo Vi(¢) > 0. Arbitrazu interpretiramo na sljedeci
nacin: bez rizika od gubitka, arbitrazna strategija s pozitivnom vjerojatnoséu donosi pozitivan
profit. Ekonomski razlozi nalazu nam da promatramo samo modele financijskih trzista koji
ne dopustaju arbitrazu. Za financijsko trziste kazemo da ne dopusta arbitrazu ako niti jedna
dopustiva strategija nije arbitraza. To mozemo izreéi na sljedeéi ekvivalentan nacin: neka je I
konveksni konus (bez ishodista) svih pozitivnih varijabli,

F={X:Q—-10,00): 3 €Q, X)>0}.

Ako trziste ne dopusta arbitrazu, za svaku dopustivu strategiju ¢ za koju je Vo(¢) = 0 vrijedi
Vr(¢) ¢ T'. Zaista, kada bi za dopustivu strategiju ¢ vrijedilo Vo(¢) = 01 Vr(¢) € ', tada bi

bilo i Vr(¢) € I', §to znaci da je ¢ arbitraza. Naravno, vrijedi i obrat: ako za svaku dopustivu

ZKada je Fo = {0,Q}, tada je V; € R.
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strategiju ¢ takvu da je Vy(¢) = 0 vrijedi V(@) ¢ T, tada trziste ne dopusta arbitrazu. Uoc¢imo,
takoder, da je V() ¢ T' ekvivalentno s Vi (¢) ¢ T

Pojam arbitraze mozemo definirati i za samofinancirajuce strategije koje nisu nuzno do-
pustive: kazemo da je samofinancirajuca strategija ¢ arbitraza, ako je Vo(¢) = 0, Vr(¢) > 01
P(Vr(¢) > 0) > 0. Jasno je da ako niti jedna samofinancirajuca strategija nije arbitraza, tada
niti jedna dopustiva strategija nije arbitraza. Postavlja se pitanje da li vrijedi i obrat. Naime,
ako trziste ne dopusta arbitrazu (t.j., niti jedna dopustiva strategija nije arbitraza), da li se
moze dogoditi da postoji samofinancirajuca strategija koja je arbitraza. Da bismo odgovorili

na to pitanje, prisjetimo se prvo procesa dobitka GG, odnosno procesa diskontiranog dobitka G:

t d t
Gi(9) =D 05 AT =) Y #AS].
j=1

i=1 j=1
Uocimo da zbog Agf = 0, vrijednosti ¢? nisu bitne za vrijednost od G.
LEMA 1.1.8. Ako trZiste ne dopusta arbitrazu, tada za svaki predvidiv proces (¢, ..., ¢%) =
((¢r,....00), 0 <t <T) vrijedi
Gr(¢) ¢ T

DOKAZ. Pretpostavimo suprotno, t.j., éT(gb) € I'. Tada ne moze biti ét(¢) > 0 za sve
t=0,1,...,7 — 1, jer bi tada (nadopunjena) strategija ¢ (koju dobijemo iz Napomene [1.1.6
bila arbitraza. Dakle, postoji s € {1,...,T — 1} takav da G4(¢) nije nenegativan. Definiramo

to = max{s : P(Gs(¢) < 0) > 0}.

Znamo da mora biti tg < T — 1, i vrijedi P(Gy(¢) < 0) > 0,1 Gy(¢) > 0zaty < s < T.
Definirajmo novu strategiju ¢ na sljedeé¢i nacin:

0 J <t
Vi= 1, b >t
{Ciy(p)<0yPi ] = o

Po strategiji ¢ do (uklju¢ivo) trenutka t; uopée ne trgujemo, a od trenutka ¢, nadalje ne
trgujemo za one w za koje je Gy, (¢)(w) > 0, dok za w koje je Gy, (¢)(w) < 0 slijedimo strategiju
¢. Bududi da je éto(@ Fi,-izmjeriva i ¢ je predvidiv, dobivamo da je i slu¢ajni niz ¢ takoder
predvidiv.

Izracunajmo diskontirani proces dobitka CNJ(@/)) za strategiju 1. Ako je j < ty, tada je ocito
éj(zlj):O (jer v, =0,k =0,...,7). Za j > to imamo

—

J
Gi(¥) =) (GRASE + -+ + YfASH)
k=

<

= ) (DRASE+ -+ PPASY)

k=to+1

j
= Lig, ey D (GRASE+ -+ o{AS])
k=to+1
j N - o ) )
= LG,y 0)<0) D (GRASE + -+ GRASE) = Y (GpASE + -+ + GRASY)

k=1 k=1

- 1{ét0<¢><o}(éﬂ‘ (¢) = Giu(@))
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Zakljucujemo da je

€ 0 J <t
G, = _ _
) { 1{5to(¢)<0}<Gj(¢) —Gy(0), to<j<T.

Slijedi da je G; (1) > 0, za sve j € {0,1,...,T}, te
Gr(v) = Lea, () <o}<GT<¢) — Gy () > 0

na {éto (¢) < 0}. Dakle, ¢ je dopustiva strategija koja je arbitraza. Kontradikicija. O

Pretpostavimo sada da je ¢ samoﬁnancirajuc’a strategija za koju je Vo(¢) = 0. Tada je
Vr(¢) = Gr(¢) i po Lemi - Vir(¢) ¢ T. Zato vrijedi i Vi(¢) ¢ . Dakle, niti jedna

samofinancirajuca strategija ne moze b1t1 arbitraza.

1.2. Martingali i moguénost arbitraze

U ovom odjeljku uvest ¢emo pojam martingalne mjere i dokazati 1. fundamentalni teorem
koji nam daje karakterizaciju modela financijskih trzista bez arbitraze u terminima martingalne
mjere. Mali podsjetnik na osnovne pojmove uvjetnog ocekivanja i martingala prezentiran je u
na samom pocetku u malom fontu. Kao i do sada, promatramo konacan vjerojatnosni prostor
(Q, F,P), gdje je F = P(), te vrijedi P({w}) > 0 za svaki w € . Dodatno, na izmjerivom
prostoru (2, F) imamo i filtraciju F = (F;, t =0,1,...,T).

Podsjetimo se definicije uvjetne vjerojatnosti i uvjetnog oc¢ekivanja s obzirom na dogadaj pozitivne
vjerojatnosti. Neka je A € F, P(A) > 0. Tada definiramo uvjetnu vjerojatnost P4 : F — [0, 1]

formulom

P(BNA)
P(4)
Uvjetno oc¢ekivanje sluc¢ajne varijable X : £ — R u odnosu na dogadaj A, je oc¢ekivanje od X s obzirom

P4(B) = P(B|A) =

na (uvjetnu) vjerojatnost P 4:
E[X|A] = =Y X(wPa({w}).
we

Jednostavno se vidi da je
E[X14]

P(4)
Podjsetimo se sada definicije uvjetnog ocekivanja s obzirom na o-podalgebru od F.

E[X|4] =

DEerFINICIJA 1.2.1. Neka je G o-algebra sadrzana u F. Uvjetno ocekivanje od X s obzirom na
G je G-izmjeriva slu¢ajna varijabla E[X|G] t.d. je
E[14 E[X|G]] = E[14X] (1.2.1)
zasve A € @.

NAPOMENA 1.2.2. PokazZe se da je gornja definicija dobra, odnosno da je slu¢ajna varijable za koju
vrijedi jednakost ([1.2.1) g.s. jedinstvena. Drugim rijeima, ako za G-izmjerivu slu¢ajnu varijablu Y
vrijedi

E[14Y] = E[14X]
zasve A € G tada je Y = E[X|G] g.s
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Promotrimo vezu uvjetnih ocekivanja obzirom na dogadaj i obzirom na o-algebru. Ako je o-algebra

G odredena atomima Aq, Ao, ..., Ay, tada je
k
E[X14 ]
X E[X|A;]1 — 14 (w).
[ |g ]Zl | ]A( ) pt P(Aj) Aj(w)

Drugim rijec¢ima, ako je w € Aj, tada je E[X|G](w) = E[X|A;].

NAPOMENA 1.2.3. Podsjetimo se osnovnih svojstava uvjetnog ocekivanja:
(i) Ako je X G-izmjeriva slu¢ajna varijabla, tada je E[X|G] =
(ii) E[E[X|G]] = E[X].
(iii) Ako je Y G-izmjeriva sluc¢ajna varijabla, tada vrijedi E[Y X|G] = YE[X|G].
(iv) Uvjetno oCekivanje je linearno: za slucajne varijable Xi, X5 i realne brojeve ay,as vrijedi
E[a1 X + a2 X3|G] = a1 E[X1|G] + a2E[X3|G].
(v) Uvjetno oc¢ekivanje je nenegativno: X > 0 = E[X|G] >
(vi) [E[X|G]| < E[|X]|g].
(vii) Ako je H C G C F, tada je E[E[X|G]|H] = E[X|H].
(viii) Ako je X nezavisna s G, tada je E[X|G] = E[X].
(ix)

Podsjetimo se definicije martingala:

E[(E[X|G] — X)?] = min{E[(Y — X)?], Y je G-izmjeriva} .

DEFINICIJA 1.2.4. Adaptiran slucajni proces M = (M;, 0 <t <T) je
(a) martingal, ako je E[My 1| F] =M, t=0,1,....,.T—1,
(b) supermartingal, ako je E[M;1|F) < M;, t=0,1,...,T -1,
(c) submartingal, ako je E[M;|F] > M;, t=0,1,...,T—1 .

Definicija se progiruje na visedimenzionalan slu¢aj: niz M = (My, , 0 < t < T) sluc¢ajnih vektora u
R? je martingal, ako su sve komponente martingali. Uo¢imo da ako je M = (M;, 0 < t < T') martingal,
tada je najbolji procjenitelj slu¢ajne varijable M;y1 (neposredna buduénost) uz danu informaciju (o

proslosti i sadasnjosti) F; upravo trenutna vrijednost procesa M;.

NAPOMENA 1.2.5. Navedimo neka od osnovnih svojstava martingala (sli¢na svojstva vrijede i za
super(sub)martingale):
(i) Slu¢ajni proces M = (M;,0 <t < T) je martingal ako i samo ako zasve 0 < s <t < T
vrijedi E[M|Fs] = M.
(ii) Sluc¢ajni proces M = (M;, 0 <t < T) je martingal ako i samo ako za sve 0 < ¢ < T vrijedi
E[M7|F;] = M,
(iii) Ako je M = (M;, 0 <t <T) martingal, tada je E[M;] = E[M] za sve t € {0,1,...,T}.
(iv) Linearna kombinacija kona¢no mnogo martingala opet je martingal.

Kako pomoc¢u danog martingala M mozemo konstruirati nove martingale? Vrlo koristan postupak
kojim to ¢inimo zove se martingalna transformacija. Prije definicije uvedimo oznaku AM; := M;—M;_ 4

za martingalnu razliku. Uo¢imo odmah da je E[AM; | F;—1] = 0 zbog definicije martingala.

DEFINICIJA 1.2.6. Neka je M = (M;, 0 < t < T) martingal, te neka je H = (H;,0 <t <T)
predvidiv niz slu¢ajnih varijabli. Definiramo niz X = (X;,t = 0,1,...,T) slu¢ajnih varijabli na
sljedeéi nacin:

Xo = HoMo,
Xy = HoMo+ HIAMy +---+ HHAM,, 1<t<T.
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Niz X naziva se martingalna transformacija. Ponekad ¢emo slucajni proces X oznacavati kao

Proproziciia 1.2.7. Martingalna transformacija X je martingal. Nadalje, ako je slucajni proces
M supermartingal, te ako je H nenegativan, tada je i martingalna transformacija X takoder super-
martingal.

Dokaz. Buduéi da je X; linearna kombinacija Fi-izmjerivih slu¢ajnih varijabli, to je i sama JF-
izmjeriva. Nadalje vrijedi:
E[Xi1 — Xi| R = E[Hi 1AM |F
= Hiy 1 E[AMy|F]
=0 ,

gdje je za drugu jednakost iskoristena ¢injenica da je Hyyq JFi-izmjeriva i Napomena (iii). Tvrdnja
za supermartingal slijedi iz istog ra¢una zbog Hyy1 > 01 E[AM;41|F] < 0. O

Financijska interpretacija martingalne transformacije je sljedeca: pretpostavimo da su di-
skontirane cijene (S;, 0 <t < T') financijskih imovina martingali. Ako je ¢ samofinancirajuca
strategija, tada je po Propoziciji [1.1.5] (iii)

Vi(6) = Vo(9) + > 6;AS;.
j=1

Dakle, diskontirane vrijednosti portfelja su martingalna transformacija ¢ o S , te takoder tvore
martingal. Specijalno je E[V,(¢)] = E[Vy(¢)], zasve 0 <t < T.
Sljedeca tvrdnja pokazuje da se martingalnost slu¢ajnog procesa moze karakterizirati po-

mocu svih martingalnih transformacija.

ProproOzICUUA 1.2.8. Adaptiran niz slucajnih varijabli M = (M;, 0 <t < T) je martingal

ako i samo ako za svaki predvidiv niz slucajnih varijabli H = (Hy, 1 <t <T) vrijedi

T
E:mAma

t=1

E =0.

DokAZ. Neka je M martingal i neka je H = (H;, 1 < t < T) predvidiv niz slu¢ajnih
varijabli. Stavimo Hy = 0. Tada je martingalna transformacija X = H o M takoder martingal.
Specijalno vrijedi E[X7] = E[X,]. Medutim, zbog Hy = 0 imamo X, = 0. Dakle, 0 = E[X7] =
E[>, HAM,).

Obratno: fiksirajmo j € {0,...,7 —1}, odaberimo A € F;, i definirajmo niz slu¢ajnih varijabli
H = (H;, 1 <t<T) nasljedeci naé¢in:

0 t#j+1,
1y t=j+1.

Ht:

Tada je H = (H;, 1 <t < T) predvidiv niz, pa po pretpostavci vrijedi E[Ethl H,AM,] = 0.
Medutim,

T
> HAM,; = Hyy(Myy — My) = 1a(Mjq — M),

t=1
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Slijedi da je
E[14M;] = E[14M;4].
Budud¢i da je A € F; bio proizvoljan, iz Napomene slijedi da je
E[M;|F;] = M;.
Kako je 7 bio proizvoljan, slijedi da je M martingal. 0

Sada ¢emo pojam martingala upotrijebiti za karakterizaciju financijskog trzista bez arbi-

traze. Prvo nam treba definicija martingalne mjere u dinamic¢kom modelu trzista.

DEFINICIJA 1.2.9. Vjerojatnosna mjera P* na (€, F) naziva se martingalna mjera ili
mjera neutralna na rizik, ako za sve t € {0,1,...,7 — 1} vrijedi

E[SI |F]=S, i=0,1,...,d.

Rijecima, P* je martingalna mjera ako su diskontirane cijene financijskih imovina martingali
u odnosu na P*. Vjerojatnosna mjera P* na ({2, F) naziva se ekvivalentna martingalna

mjera, ako je martingalna mjera i vrijedi P* ~ P.

Sljedeci rezultat je fundamentalni teorem odredivanja cijena imovine koji govori o nepos-
tojanju arbitraze na trzistu. Dokaz drugog smjera je nesto slozeniji, i trebat ¢e nam sljedeci

pomoc¢ni rezultati iz linearne algebre.

LEMA 1.2.10. (a) Neka je C' C R™ zatvoren i konveksan skup takav da 0 ¢ C. Tada
postoje linearan funkcional & : R™ — R i a > 0 takvi da je {(z) > « za sve x € C.
Specijalno, hiperravnina {z : &(x) = 0} ne presijeca C'.

(b) (teorem separacije) Neka je K C R™ kompaktan i konveksan, te neka je V. C R”
vektorski potprostor takav da je K NV = (. Tada postoji linearan funkcional £ :
R"” — R takav da vrijedi £(x) > 0 za sve v € K, i £(x) =0 za svex € V.

TEOREM 1.2.11. Model financijskog trzista ne dopusta arbitrazu ako i samo ako postoj
ekvivalentna martingalna mjera.

DokAz. < Pretpostavimo da postoji ekvivalentna martingalna mjera P*. Tada je niz
(S, 0 <t <T) P*-martingal. Neka je ¢ = (¢, , 0 <t < T) dopustiva (ili samofinancirajuca)
strategija takva da je Vy(¢) = 0. Tada je slucajni proces diskontiranih vrijednosti strategije

t
Vi(#) = Vo(9) + Y ¢;A5;
j=1
martingalna transformacija, pa po Propoziciji , i sam P*-martingal. Slijedi E* [‘7T(gb)] =
E*[Vi(9)]. Zbog Vo(¢) = 0 slijedi E*[Vr(¢)] = 0, a zbog dopustivosti je V(o) = BrVir(é) > 0.
Bududéi da je P*({w}) > 0 za sve w, iz E*[Vp(¢)] = 01 Vp(¢) > 0 slijedi da je Vy(¢) = 0. Tada
je 1 Vr(¢) =0, pajei P[Vr(¢) > 0] = 0. Dakle, dopustiva strategija ¢ nije arbitraza.

= Obratno, pretpostavimo da trziste ne dopusta arbitrazu. Neka je
V = {Gr(¢), ¢ predvidiv proces u R}

Tada je V vektorski prostor sluc¢ajnih varijabli na €2 i mozemo ga shvatiti kao vektorski potpros-
tor kona¢nodimenzionalnog prostora R, gdje je kao i prije K = |Q]. Po Lemi(1.1.8, VNT = ().
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Definirajmo K :={X €I' : }° ., X(w) = 1}. Tada je K C I" konveksan i kompaktan skup za
koji vrijedi K NV = (). Po teoremu separacije (Lema [1.2.10] (b)), postoji A = (A(w) : w € Q)
takav da vrijedi:

(1) Dpea Mw)X(w) >0 zasve X € K,

(i) > eo Mw)Gr(9)(w) = 0 za svaki predvidiv ¢.
Iz svojstva (i) slijedi da je A(w) > 0 za sve w € € (zaista, dovoljno je uzeti X tako da je
X(w) =11 X (w") =0 za sve ostale w). Definiramo vjerojatnost P* formulom:

Aw)
P'({w}) = =——7 7

Zw’eﬁ A(W’)

Zbog A(w) > 0 za sve w € Q slijedi P* &~ P. Za proizvoljni predvidiv proces ¢ s vrijednostima
u R vrijedi

Z Gt - Agt = E° [éT(Cb)]
= > Gr(¢)(wP({w})
weN
_ Zw — z{:} Gr(¢ (w)
= 0,

gdje zadnja jednakost izlazi iz (ii). Specijalno, za i € {1,2,...,d}, stavimo ¢} = 0, t =
0,1,...,7T, j #i. Tada je

T ~

D> _OAS;

=1
za svaki (1-dim) predvidiv proces (¢i, 1 < ¢t < T). Po Propoziciji slijedi da je S* P*
martingal. O

1.3. Potpuni modeli trzista

DEFINICUIJA 1.3.1. Sluc¢ajni zahtjev s dospijeéem T'T je Fpr-izmjeriva sluc¢ajna varijabla
C' na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P) takva da je

0<C<oo P-—gs.

Slu¢ajni zahtjev C's dospijeéem T zove se izvedenica (derivative) primarnih imovina S1, ... S¢
ako je C' funkcija sluc¢ajnih vektora Sy, Ss, ..., St.

PRIMJER 1.3.2. Europska call opcija (na financijsku imovinu ii) s dospije¢em 7' i cijenom
izvrienja K definirana je s C' = (S% — K)T. Dakle,
o St — K, S{r > K
0, SEL< K.
Europska put opcija (na financijsku imovinu ii) s dospijecem T i cijenom izvrSenja K defi-
nirana je s C' = (K — S&)™T.
U gornja dva primjera C' je funkcija od Sk, pa je prema tome izvedenica. Opcenito, C' moze

ovisiti o svim cijenama financijske imovine ¢ do trenutka 7.
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Azijska call opcija (na financijsku imovinu 7) s dospijecem T'. Neka je

s 1 <~

1

= — S
T ¢
T+1 —

srednja vrijednost diskontiranih cijena i-te imovine. Azijska call opcija (na i-tu imovinu) s

cijenom izvrsenja K je slu¢ajni zahtjev C' = (A — K)*.

DEFINICIJA 1.3.3. Slucajni zahtjev C' je dostizan ako postoji dopustiva strategija ¢ takva
da je Vp(¢) = C. KaZzemo da strategija ¢ replicira C'.

NAPOMENA 1.3.4. Pretpostavimo da trziste ne dopusta arbitrazu. Ako je C' slucajni zahtjev
takav da je Vr(¢) = C za neku samofinancirajucu strategiju, tada je C' dostizan slucajni zahtjev.
Dovoljno je provjeriti da je u tom sluc¢aju ¢ dopustiva strategija, t.j., Vi(¢) > 0,t=0,1,...,T.
Taj uvjet je ekvivalentan uvjetu ‘Z(gb) >0,t=0,1,...,T. Neka je P* ekvivalentna martingalna
mjera. Tada je (12(@5) ,0 <t <T) P*martingal, pa je

Vi(¢) = E*[Vi(¢) | Fil = E*[:C| F] > 0,
zbog fr > 01 C > 0.

DEFINICIJA 1.3.5. Model trzista bez arbitraze je potpun ako je svaki sluc¢ajni zahtjev

dostizan.

Zahtjev na potpunost trzista je ekonomski restriktivan i ¢esto nema ekonomsko opravdanje,
za razliku od zahtjeva na nepostojanje arbitraze. Osnovni rezultat o potpunosti trzista je

sljededi:

TEOREM 1.3.6. Model trzista bez arbitraZe je potpun ako i samo ako postoji jedinstvena

ekvivalentna martingalna mjera.

DoOKAZ. = Pretpostavimo da je model trzista bez arbitraze potpun. Neka je C' proizvoljan
slucajni zahtjev. Po pretpostavci postoji dopustiva strategija ¢ koja replicira C, C' = V(o).

Specijalno vrijedi
T
BrC = Vr(9) = Vo(#) + D ;- A5
j=1

Pretpostavimo da su Py i Py dvije ekvivalentne martingalne mjere. Tada je proces (‘Z(gb) ,0<
t < T) martingal u donosu na Py i Py. Specijalno, to znaci da je (zbog Fy trivijalna)
E\[Vr(¢)] = Ei[Vo(9)] = Vo(9),
E[Vr(¢)] = Es[Vo(9)] = Vo(e),
otkud E,[Vi(¢)] = Eo[Vi(¢)]. Slijedi Eq[3rC] = Ey[8rC]. Buduéi da je fr = 1/(1 4 )7
deterministicki, dobivamo
Ta jednakost vrijedi za svaku nenegativnu Fpr-izmjerivu sluc¢ajnu varijablu C'. Bududi da je po

pretpostavci Fr = F, slijedi Py = P, (zaista, dovoljno je za C uzeti 1y,).
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< Pretpostavimo sada da je trziste bez arbitraze, ali nepotpuno. To znaci da postoji sluc¢ajni
zahtjev C' koji nije dostizan. Definiramo

T

V= {U, + Z ¢ - AS, Uy je Fo izmjeriva, ((¢},...,¢%) : 1<t <T) je predvidiv} .

t=1
Uoc¢imo da za dani d-dimenzionalni predvidiv proces ((¢},...,¢%) : 1 <t < T) postoji pre-
dvidiv proces (¢9 : 1 <t < T) takav da je strategija ¢ = ((¢?,¢},...,¢%) : 1 <t < T)
samofinancirajué¢a (Propozicija . Zbog Agf = 0, te budué¢i da je Uy konstanta (Fy je
trivijalna), slijedi da je
V = {Vi(¢) : ¢ samofinancirajuca} .

Budu¢i da po pretpostavci C' nije dostizan zahtjev, zbog Napomene [1.3.4] ne moze se dostiéi
niti samofinanciraju¢om strategijom. Slijedi: C'//S% ¢ V. To znaéi da je % pravi podskup skupa
svih slucajnih varijabli. Jednostavno se provjeri da je V vektorski podprostor.

Neka je P* neka ekvivalentna martingalna mjera. Na prostoru svih sluc¢ajnih varijabli

definiramo skalarni produkt
(X,)Y) =E*[XY], X Y:Q—->R.

Bududi da je % pravi podprostor, postoji slu¢ajna varijabla X # 0 ortogonalna na 17, X e V.

Definiramo
X(w)

P*({w}) =1+

()= (14 55 ) P

gdje je | X |l = supeq | X (w)]. Uotimo daje 1 € V (Uy = 1, ¢ = 0), paje X L 1, tj.,
0=FE*[X] =) o X(w)P*({w}). Slijedi:

weN weN

Ocito je 1+2|I)§H) > 0, paje P*({w}) > 0 zasvew € Q. Dakle, P** je vjerojatnost ekvivalentna
s P*i P*™ #£ P* (zbog X #0).
Neka je ¢ = ((¢f,...,¢%) : 1 <t < T) predvidiv proces. Rac¢unamo
T

T T
E“[Y ¢ AS]=E"[) ¢ AS]+ E'[X ) ¢ AS]=0
t=1 t=1 t=1

1
2[| X oo
Prvi sumand je nula, jer je S, P*-martingal, a drugi je nula, jer je X L V. Po Propoziciji m
slijedi da je (S; : 0 <t < T) martingal u donosu na P**. Dakle, P** je martingalna mjera.

Buducdi da je razlicita od P*, martingalna mjera nije jedinstvena. 0

Pretpostavimo sada da je trziSte bez arbitraze i potpuno. Neka je P* jedinstvena ekviva-
lentna martingalna mjera. Cilj nam je odrediti cijenu proizvoljnog slu¢ajnog zahtjeva C.
Neka je C' > 0 proizvoljna Fr-izmjeriva slucajna varijabla, te neka je ¢ dopustiva strategija
koja replicira C: Vr(¢) = C. Niz (Vi(¢) : 0 <t <T) je P*-martingal, pa je
* T 7 k C
V(o) = 7o) = B | |
T
Opcenitije,
7 * T * C
Tito) = BTre) | i =B | | 7] =011,
T
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otkud o
Vi(¢) = SYE* {@m} t=0,1,...,T. (1.3.1)
T

Dakle, u trenutku ¢ je vrijednost V;(¢) dopustive strategije ¢ koja replicira C' potpuno odredena
s C.

Prirodno je Vi(¢) zvati cijenom slu¢ajnog zahtjeva u trenutku t. To je bogatstvo potrebno

u trenutku ¢ za repliciranje zahtjeva C' slijedeéi strategiju ¢. Specijalno, u trenutku ¢t = 0,
Co = Vo(¢) = E* [S_Co’} :
T

Pretpostavimo da investitor u trenutku ¢t = 0 proda slucajni zahtjev C' za cijenu Cy =
E*[C/SY], te dobiveni iznos Cy = Vi(¢) ulozi u replicirajuci portfelj ¢. Buduéi da je ¢ sa-
mofinancirajuci, investitor moze slijediti ¢ bez dodatnog ulaganja. Dakle, u svakom daljnjem
vremenskom trenutku ¢, redistribucija imovina po dinamic¢kom portfelju ¢ je besplatna. U tre-
nutku 7', vrijednost portfelja jednaka je Vr(¢). Medutim , Vy(¢) = C, §to znadi da je iznos
Vr(¢) upravo dovoljan za pokric¢e obaveze dospijele po slu¢ajnom zahtjevu C'. Drugim rijecima,
dinamicki portfelj ¢ je savrSena zastita (engl. hedge) za slucajni zahtjev C.

Uocite da nam je do sada za razvoj teorije bila potrebna samo egzistencija replicirajuceg
portfelja ¢. Za prakti¢ne potrebe hedginga, vazno je izracunati taj portfelj. To ¢emo kasnije
nauditi za slu¢aj Cox—Ross—Rubinsteinovog (ili binomnog) modela.

Ponovimo jo$ jednom da za ra¢unanje cijene slucajnog zahtjeva (opcije) moramo znati
samo vjerojatnost P*, t.j., ekvivalentnu martingalnu mjeru. Vjerojatnost P, koja moze biti
objektivna vjerojatnost (statisticki ustanovljena) ili bilo koja subjektivna vjerojatnost, potpuno
je irelevantna za racunanje cijena opcija. Cijena slu¢ajnog zahtjeva jednaka je vrijednosti
portfelja koji replicira taj sluc¢ajni zahtjev.

1.4. CRR model

U ovom odjeljku ¢emo detaljno prouciti Cox-Ross-Rubinsteinov model (CRR model),
za koji ¢emo kasnije pokazati da je u stvari diskretna verzija Black-Scholesovog modela, najpoz-

natijeg (vremenski neprekidnog) modela financijskog trzista. Pretpostavke modela su sljedece:

e na financijskom trzistu imamo jednu rizi¢nu financijsku imovinu (dionica), ¢ija je
cijena jednaka S; u trenutku ¢, 0 <t < T, te je relativna promjena cijene izmedu dva
trenutka jednaka ili a ili b, gdje je —1 < a < b (nezavisno od vremena ¢ i trenutne
cijene dionice);

e takoder imamo jednu nerizi¢nu imovinu s fiksnim povratom r > 0 u jednom vremen-
skom trenutku: SP = (1+7r), 0<t<T.

Konstruirajmo vjerojatnosni prostor. Uo¢imo da se u svakom trenutku ¢ slucajnost manifestira
samo u tome je li relativna promjena cijene jednaka a ili b. Oznac¢imo €y := {a, b}, te neka je
P, vjerojatnost na (Qy,P(2)) dana s P1({b}) = p, P1({a}) =1 —p, 0 < p < 1. Relativne
promjene cijene dionice su nezavisne, pa prostor elementarnih dogadaja €2 uzet ¢emo Kartezijev

produkt skupa €,
Q:Q{: {aab}T: {(wla"'awT) Cw € {a7b}7 t= 17'”7T}7

a za vjerojatnost P na (2, P(Q2)) uzimamo produktnu vjerojatnost P = P7.
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Na primjer, za T = 3, P({(b,b,a)}) = p*(1 —p) i elementarni dogadaj w = (b, b, a) odgovara
grani sljede¢eg binomnog stabla oznacenoj crvenom bojom:
So(1+4b)?

Sy(1+a)(1+0b)?

So(1 + a)?(1 +b)

So(l + a)3

Na vjerojatnosnom prostoru (2, P(2), P) definiramo niz sluc¢ajnih varijabli X7, Xs,... X7

(relativna promjena cijene dionice) na sljedec¢i naéin:
Xi(w)=w;, w=(w1,wa,...,wr).

Uoc¢imo da su to nezavisne sluc¢ajne varijable (jer je rije¢ o projekcijama na produktnom vjero-

jatnosnom prostoru), s distribucijom
P(X;=a)=1-p, P(X;=0b)=p.
Neka je Sy € Ry dano. Niz sluéajnih varijabli S = (S; : t =0,1,...,T) definiramo sa
Sy =8.1014+Xy), t=12,...,T.

Uoc¢imo da je

Sy — S
t 1y,
St-1
Prema tome, niz S = (S; : t =0,1,...,T) mozemo interpretirati kao niz cijena dionice kod koje

je u svakom trenutku t relativna promjena cijene (t.j., povrat) jednaka ili @ ili b. Te relativne
promjene modelirane su sluc¢ajnim varijablama X;, ¢t = 1,2,...,7T. Diskontirane cijene dionice
definirane su kao i do sada: §t = Sy = S;/SY = S; /(1 + ).

Jos preostaje definirati filtraciju F = (F; : t = 0,1,...,7) na (2,P(2)). Po definiciji je
Fo = {0,92}. Dostupna informacija u trenutku ¢ su cijene dionice do (ukljucivo) trenutka ¢.
Dakle, imamo informaciju o Sy, Si,...,S5;. Uo¢imo da je ta informacija jednaka informaciji
koju mozemo dobiti pomocéu Xi,..., X;. To je jasno: iz relativnih promjena cijena mozemo
rekonstruirati cijene dionice, i obratno, iz cijena dionice mozemo izra¢unati relativne promjene.
Matematicki se informacija dana s Si,...,S; opisuje o-algebrom F; := o(Sy,...,S;). To je
najmanja o-algebra na () takva da su sve sluc¢ajne varijable Sy,...,S; izmjerive. Alternativno,

zbog jednake informacije sadrzane u nizu Xy, ..., Xy, vrijedi F; = o(X, ..., X}).



1.4. CRR MODEL 21

PRIMJER 1.4.1. Neka je T' = 3. Izracunajmo eksplicitno filtraciju F tako da izrac¢unamo
atome odgovarajuc¢ih o-algebri F;. Vrijedi:
Fi = o({(a,a,a),(a,a,b),(a,b,a),(a,bb)}, {(b,a,a), (b a,b),(bb,a) (bbb)}),
Fo = o({(a,a,a),(a,a,0)},{(a,b,a),(a,b,0)},{(b,a,a), (b,a,b)},{(b,b,a), (b,0,0)}) ,
Fz = o({(a,a,a)},{(a,a,0)},{(a,b,a)},{(a,b,0)},{(b,a,a)},{(b,a,b)},{(b;b,a)}, {(b,,0)}) -

Zelimo odrediti pod kojim uvjetima na parametre modela (a, b, r, p) ovaj model trzista ne
dopusta arbitrazu, odnosno kada je model potpun. Sljedeci rezultat kljucan je za ovu analizu:

LEMA 1.4.2. Neka je P vjerojatnost na (S, F) ekvivalentna s P.

(a) Niz diskontiranih cijena (S; : t =0,1,...,T) je P-martingal ako i samo ako vrijedi
E[X,|F=r, t=12...T.

(b) Neka je zadovoljen uvjet (a). Tada vrijedi a < r < b i slucajne varijable X1, Xo, ..., Xp
su nezavisne i jednako distribuirane (u odnosu na P).

DokAz. (a) Fiksirajmo t € {1,2,...,T}. Kako je Si1 Fi_1-izmjeriva sluc¢ajna varijabla,

vrijedi ekvivalencija

S
Nt |./T"t_1] = 1.

t—1

B[S, |Fioi] =S < E

Nadalje, kako je

1=E

gt ]. A St ]_ A
2 F ] = — B Fial= — B+ X,|Fl,
| “] T+r [Stl’ “1 T el Pl
slijedi da je

E[S, | Fio]=5_1 «— El+X,|Fia]=1+r < B[X,|F_]=r

(b) Kako je X; € {a,b} i P ~ P vrijedi P(X; = a) > 0i P(X; = b) > 0. Dodatno, po
pretpostavci (a) imamo da je E[Xt | Fioq] = .

Pretpostavimo da ne vrijedi r € (a,b). Tada jeilir < a <bilia <b <r. U prvom sluc¢aju
je tada P(X, > r) =11 P(X; > r) > 0 otkud slijedi E[X, | F,_1] > r, §to je u kontradikeiji s
pretpostavkom. Slucaj a < b < r na isti na¢in daje kontradikciju.

Nadalje, odredimo uvjetnu razdiobu sluc¢ajne varijable X; uvjetno na JF;_;. Zelimo odrediti
p=P[X, = b| F,_1] (uocimo P[X, = a|F,_1] = 1 — p). Kako je
r=E[X,| Fii] = dP[X; = a| Fo1] + bP[X, = b| Fiq] = a(1 — p) + bp,
slijedi da je
r—a

b—a
Uoc¢imo da je zbog pokazanog a < r < b nuzno 0 < p < 1, pa je gornje rjeSenje dobro.

~

p:

Sada iz gornje uvjetne razdiobe mozemo odrediti razdiobu od X; obzirom na vjerojatnosnu

mjeru P: Iz gornje dvije jednakosti prvo ¢itamo da je

PIX; = a] = E[l{x,—)) = E[E[L{x,=a} | Firr]] = B[P[X, = a| Fi)] = E[L - ] = 1 - p,
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i sli¢no, P[Xt = b] = p. To pokazuje jednaku distribuiranost slu¢ajnih varijabli Xy, Xs, ..., Xr
(obzirom na ]_5) Nadalje, iz gornje jednakosti slijedi da je

I:)[Xt =X | —thl] = p[Xt = LC]
za x € {a,b}, pa zaklju¢ujemo da je X; nezavisna od c-algebre F; 1, t = 1,2,...,T. Buduéi
da je F;_1 generirana s X1,..., X; 1, slijedi da je X; nezavisnas Xy,..., X; 1, t=1,2,...,T.

Odavde se vidi nezavisnost slucajnih varijabli X, X5, ..., X7 (u odnosu na f’) O

Uoc¢imo da je uz pretpostavke gornje leme, X; nezavisna od F;_; (u odnosu na f’), pa je
uvjetno ocekivanje E[Xt | Fi—1] ustvari jednako ocekivanju E[Xt] = (1 —p)a + pb. Gornjom
lemom takoder smo pokazali da je uvjet a < r < b nuzan za nepostojanje arbitraze u CRR
modelu — ako trziste ne dopusta arbitrazu, tada postoji ekvivalentna martingalna mjera P*, pa
po Lemi [1.4.2] (b) slijedi da je a < r < b.

LEMA 1.4.3. Ako trziste ne dopusta arbitrazu, tada je v € (a,b).

Gornju lemu mozemo jednostavno objasniti i ekonomskim argumentom. Pretpostavimo da
r & (a,b), i na primjer, r < a < b. Tada je Sp(w) > So(1+a)? > So(1 + )T za sve w € Q, te
postoji w’ takav da je Sp(w’) > So(1 + 7). Dakle, posudimo li iz banke Sy kuna i investiramo
u jednu dionicu rizi¢ne imovine (te ¢ekamo da dode vrijeme T'), ne moZzemo imati manje od
So(1+7)T koliko smo u trenutku 7" duzni banci, a s pozitivnom vjerojatnoséu ¢emo imati strogo
viSe od tog iznosa.

Sada zelimo pokazati obrat Leme , t.j., da je uvjet r € (a,b) dovoljan za nepostojanje
arbitraze na trzistu. To ¢emo dokazati tako da, uz pretpostavku a < r < b, konstruiramo
ekvivalentnu martingalnu mjeru P*. Ozna¢imo p* := P*(X; = b). Uz P* je proces diskontiranih
cijena (S’; :t=0,1,...,T) martingal, pa po Lemi tada vrijedi E*[X;] = r, odnosno

r=FE[Xi] = (1—-p"a+pD

otkud dobivamo
r—a
t = € (0,1).
pr=g—, €01

Neka je P} vijerojatnost na (Q1,P(Q4)) dana s Pi({b}) = p*, te neka je P* := (PH)T. Vje-
rojatnost P* ekvivalentna je vjerojatnosti P (jer je p* € (0,1) i P*(w) = [[_, Pi({w:}) > 0

za sve w € (). Stoviée, sluc¢ajne varijable X7, X5, ..., X7 su nezavisne u odnosu na P*. Na-
dalje, kako je E*[X;|F_1] = E*[Xy] = (1 — p*)a + p*b = r, iz Leme [1.4.2] (a) slijedi da je
(S; : t=0,1,...,T) martingal u odnosu na P*. Dakle, ovako konstruirana vjerojatnost P* je

ekvivalentna martingalna mjera. Na taj nac¢in smo dokazali prvi dio sljedec¢e propozicije.

ProrozICIA 1.4.4. (a) CRR model ne dopusta arbitrazu ako i samo ako jea < r < b.
(b) Ako je a < r < b, tada je CRR model potpun.

DokAz. (b) Neka su P* i P dvije ekvivalentne martingalne mjere. Po Lemi m (b),
slucéajne varijable X1, X, ..., X7 su tada nezavisne, jednako distribuirane (i po P* i po f’), te
vrijedi

P*(Xt:a)zl—p*:lf’(Xt:a), P*<Xt:b>:p*:].5(Xt:b)
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Zbog
P*<{(u}1, P ,CL)T)}) = P*(Xl = W1y... ,XT = wT)
= P*(Xl = wl) s P*(XT = WT) s
i sli¢no
P({(w,...,wr)}) = P(Xi=w,...,Xp =uwr)
= P(Xy=w) - P(Xy =wp),
slijedi
P*({(w1,..,wr)}) = P, wr)})
za sve (wi,...,wr) € Q (ovdje su wy,...,w; € {a,b}). Zato je P* = P, sto znadi da je
martingalna mjera jedinstvena. Po Teoremu trziste je potpuno. U
Oznacimo sa C; (odnosno P,), t = 0,1,...,T, vrijednost call opcije (odnosno put opcije)

na jednu dionicu sa cijenom izvrsenja K i datumom dospije¢a T'. Te vrijednosti su na dan
dospijec¢a jednake
Cr=(Sr—K)*, Pr=(K-58n)"

Nadalje, neka je P* jedinstvena martingalna mjera. Tada po formuli ([1.3.1)) imamo

C, = S°E* [%m} = (14 7)) TOE*[(S; — K)* | F] (1.4.1)
T
P

P, = S'E* {s_g |ft} = (14 7r)"TYE(K — Sp)" | F. (1.4.2)
T

Vrijednosti C; i P, zadovoljavaju sljedeci call-put paritet:
Ci— P = (1+r) TYE[(Sy — K)" — (K = Sr)" | F]
= (14+7r) " YE* Sy — K| F]
(147)""= E*[S | i) — K(1+ r)_(T_t)
= S —K(l+r)” (T=t)

Uoc¢imo da je formulom (|1.4.1)) dan izraz za cijenu call opcije pomocu oc¢ekivanja u odnosu

na ekvivalentnu martingalnu mjeru P*. Sada ¢emo to ocekivanje eksplicitno izracunati.

PROPOZICIJA 1.4.5. Neka je c: {0,1,...,T} x R — R definirana formulom

T—t

c(t,z) = (1 +7)~ 0 Z (Tj_ t> (L=pY ()" "7 (z(1+a) (14" — K)Jr . (1.4.3)

=0
Tada vrijedi Cy = c(t, Sy) za svaki t € {0,1,...,T}. Specijalno, u trenutku t = 0 cijena call
opcije je

Co=c(0,5) = (1+7r)" Z( ) V()T (S(1+a) (1+b)7 —K)" . (1.4.4)

J=
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DOKAZ. Zbog S; = S;—1(1+ X;) vrijedi da je St = S; Hz;t+1(1+Xi), t=0,1,...,T. Stoga

je po formuli (|1.4.1])

T

Cr=1+r) " TES [] Q+X)—K)"|FA].
i=t+1
Rac¢unamo
T
E((S [[ 1+ X)) - K)"| S = 4]
i=t+1
T
= Bz [] 0 +X) - K)"|S =2
i=t+1
T
= E[(z [] 1+ X)) — K)*] (zbog nezavisnosti X;,i >t +1, i 5))
i=t+1

= E*[(z H(l + X;) — K)*] (zbog X; su njd uz P*)

— T—t *\j (kT —t—j j T—t—j +
_ Z( j )(1—p)f<p> (e(1 + (1 + 57 — k)"

gdje zadnja jednakost slijedi iz distribucije (uz P*) sluc¢ajnih varijabli X;. Tvrdnja propozicije

slijedi direktno iz gornjih rac¢una. 0

Buduéi da je model koji promatramo potpun, call opcija se moze replicirati. Sada ¢emo
eksplicitno izracunati replicirajucu strategiju ¢ = ((¢?, ¢1); 0 <t < T). Slijedimo li strategiju
¢, vrijednost portfelja u trenutku ¢ € {1,...,T} jednaka je ¢?(1 +r)! + ¢}S;. S druge strane,
buducéi da strategija replicira call opciju, vrijednost replicirajuceg portfelja u trenutku ¢ jednaka
je vrijednosti opcije Cy = ¢(t, Sy) u trenutku ¢t € {1,...,T}. Dakle vrijedi

¢V(1+7) + ¢ S; = c(t, Sy).
Pomnozimo gornju jednakost indikatorom 1{x,—q). Slijedi
3 (L +1)"Lix=a} + &1 St Lixi—ay = €(t, S)Lixe=ay -
Uvrstimo S 1ix,—a} = Si—1(1 + Xi) 1{x,2a} = St—1(1 + a) 11x,—q} u gornju jednadzbu. Slijedi
PY(L+ 1) 1 xay + 0 Si—1(1+ @) Lix,—ay = c(t, Se—1(1 + @) 1ix,—a) -

Izra¢unajmo uvjetno o¢ekivanje u odnosu na F;_; u gornjoj formuli, te iskoristimo da su ¢?,

(b} i S;_1 izmjerive u odnosu na F;_1, te da je X; nezavisna s F;_;. Dobivamo
P14+ 7)P* (X, =a) + ¢ Si—1 (1 + a)P*(X; = a) = c(t, Si—1 (1 + a))P*(X; = a).
Podijelimo s P*(X; = a) i dobivamo
P14+ 7) + ¢} S 1 (1 +a) =c(t,S_1(1+a)).
Na isti nac¢in mozemo dobiti jednakost

V(1 +7) 4+ ¢ Si_1(14+b) = c(t, S,_1(1+ b)) .
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Oduzmimo prvu jednakost od druge. Slijedi:
G151 ((1+b) = (1+a)) = e(t, Si-1(1 4 b)) — clt, Si1(1 + a))

odnosno
S+ D) et 540+ )
¢ Stfl(b — (Z)
gdjeje A: {1,...,T} x R — R definirano formulom
clta(1+8) — clt,a(l +a))

At,x) == 2(0—a) . (1.4.5)

= A(ta St—l) )

Izraz A(t, x) zovemo delta opcije.

Kako racunamo replicirajucu strategiju call opcije? U trenutku ¢ = 0 vrijednost opcije
jednaka je Cy. Izrac¢unamo ¢; = A(1,Sp) $to moZemo, jer nam je Sy poznato u trenutku
t = 0. Vrijednost od ¢! izra¢unamo iz jednakosti ¢\ + ¢1Sy = Cy. Rije¢ima, u trenutku ¢t = 0
raspolazemo iznosom Cj. Dio ¢1Sy tog iznosa ulozimo u dionice, a ostatak stavimo u banku
(ili posudimo iz banke u slucaju ¢Sy > Cpy). U trenutku ¢ = 1 sazna se cijena dionice Si.
Izracunamo A(2,5)) §to je ¢i. Rebalansiramo portfelj tako da sadrZi ¢3 dionica u vrijednosti
$3S1. Razlika ostaje u novcu. Preciznije, vrijedi

Vi(¢) = ¢(1+71) + 6151 = @31 +7) + 6,51,

otkud izra¢unamo .
¢ = = (Vi(¢) — ¢351) -

Na isti na¢in racunamo repliciraju¢i portfelj u ostalim vremenskim trenucima, tako da u tre-
nutku ¢ — 1 odredimo

¢t1 = A(ta Stfl)>

Vies(6) = 6151

0_
o = (I+7)-t
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PRIMJER 1.4.6. U Primjeru ve¢ smo vidjeli neke druge tipove opcija u dinamicki
modelima trzista, gdje isplata ovisi o svim cijenama dionice do trenutka 7. Pogledajmo jos
nekoliko primjera takvih opcija u CRR modelu (imamo samo jednu dionicu na trzistu):

(i) Azijske opcije — neka je

1 T

Ap— ——
r T+1<

t
srednja vrijednost cijena dionica do trenutka 7. Uz azijsku call opciju (Ayr — K)7* i
azijsku put opciju (K — Ar)™, na trziStu se trguje i modificiranim call/put azijskim
opcijama ¢ije su isplate (S — Ar)™, odnosno (Ar — S7)™;

(ii) Lookback opcije — ozna¢imo

m =min{S; : t € [0, T}, M = max{S;: t € [0,T]}.

Lookback call opcija je isplata C' = Sy — m, a lookback put opcija jednaka je C' =
M — Sr. MoZemo promatrati i modificirate call/put lookback opcije: C' = (K —m)"
1C=(M-K)*.

(iii) Opcije s barijerama su opcije koje aktiviraju ili prestanu vrijediti ako cijena dionice
prijede neki unaprijed zadani prag B (barijera). Razlikujemo sljedeca Cetiri tipa opcija
s barijerom: down-and-in (C' = li<pX), down-and-out (C = lgy-p X), up-and-in
(C = 1>y X), up-and-out (C' = 1iy<pyX). Ovdje X oznacava tip isplate, pa ¢emo
tako da X = (Sp — K)* promatrati odgovarajucu call opciju s barijerom.

(iv) Digitalna (binarna) opcija isplacuje fiksni iznos @) ukoliko je cijena dionice u tre-
nutku 7" veca od cijene izvrenja K, C' = Qlis, >k}

ZADATAK 1.4.7. Promatramo CRR model s parametrima a = —0.2, b = 0.25, r = 0.1 i
T = 3. Pocetna cijena dionice je Sy = 100. Odredite cijenu call opcije s cijenom izvrSenja

K = 120 te pripadni replicirajuéi portfelj.

1.5. Problem optimalnog zaustavljanja i americke opcije

Kao i u prethodnim odjeljcima, promatramo dinamicki diskretni model financijskog trzista.
Osnovna razlika americkih opcija u odnosu na opcije koje smo do sada promatrali (europske

opcije) je ta da se pravo na kupnju (prodaju) moze ostvariti i u trenucima prije dospijeca opcije.

PRIMJER 1.5.1. Americka call opcija s dospije¢em T’ i cijenom izvrSenja K je ugovor koji
vlasniku opcije daje pravo kupiti dionicu po cijeni K u bilo kojem vremenskom trenutku do
datuma dospijeca T. Americka put opcija s dospije¢em T i cijenom izvrSenja K je ugovor
koji vlasniku opcije daje pravo prodati dionicu po cijeni K u bilo kojem vremenskom trenutku
do datuma dospijeca T'.

Pretpostavimo da je americka call opcija napisana na prvu financijsku imovinu, te da je
cijena izvrSenja jednaka K. U trenutku ¢ = 1, unutarnja vrijednost tog americ¢kog calla jednaka
je (Sf — K)™, u trenutku ¢ = 2 vrijednost je (S5 — K)T, i tako dalje do trenutka ¢t = T kada
joj je vrijednost (St — K)T. Stavimo Z; := (S} — K)™, t =0,1,...,T. Tada na americku call

opciju mozemo gledati kao na adaptiran niz slu¢ajnih varijabli (Z; : t =0,1,...,T).

Prethodni primjer nas vodi na definiciju americkog slu¢ajnog zahtjeva (opcije).
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DEFINICIJA 1.5.2. Americki slucajni zahtjev je adaptiran niz slucajnih varijabli Z =
(Zt . t:O,l,,T)

Ozna¢imo s U = (U; : t = 0,1,...,T), cijenu (vrijednost) americkog slu¢ajnog zahtjeva
Z = (Zy : t =0,1,...,7). Uocimo da je U; opéenito slucajna varijabla. Kako mozemo

odrediti cijenu U;?

e Uocimo da je u trenutku 7" vrijednost (cijena) americkog sluc¢ajnog zahtjeva Z jednaka

tocno unutarnjoj vrijednosti,
Ur = Zr.

e Promotrimo trenutak 7'— 1. U tom trenutku vlasnik americke opcije je moze odmah
iskoristiti i dobiti iznos Zr_1, ili je moze iskoristiti u trenutku 7', te dobiti iznos Z. U
trenutku 7'— 1 iznos Zr je nepoznat, ali znamo izra¢unati njegovu vrijednost (cijenu).

To je vrijednost (u trenutku 7'— 1) opcije koja u trenutku T vrijedi Z7. Ta vrijednost
je po formuli (1.3.1)) jednaka

= Z
St 1 EZr | Fra] = Sp, EF [S—g |fT—1} :
T

Racionalni investitor odlucit ¢e se u trenutku 7" — 1 za veéu od te dvije vrijednosti.
Zato je

UT,1 = max (ZT 17‘ST 1 [ZT‘.FT 1])

Z
= max <ZT1, S)  E* {—g |.7:T11)
St

= maXx <ZT_17S%_1 E* |:SO |fT 1:|> .

Primijetimo da je Ur_; Fr_q-izmjeriva sluc¢ajna varijabla koja je vrijednost americke
opcije Z u trenutku 7' — 1.

e Pomaknimo se jedan vremenski trenutak unatrag i promotrimo sto se dogada u t =
T — 2. Investitor moze odmah iskoristiti opciju i dobiti iznos Zp_», ili je ne iskoristiti.
Ako ne iskoristi opciju, u trenutku 7'— 1 ona ¢e vrijediti Ur_;. Vrijednost (u trenutku
T — 2) opcije Ur_1 s dospije¢em T' — 1 po formuli jednaka je

Ur—1

S) LB {_
T—2 S%fl

el
Slijedi da je

Ur_y = max (ZTQ,SgQ E* {UT L Fr 2D .

S9
e Indukcijom unatrag dobivamo da je za svet =1,...,T,
0 * Ut
Ut—l = max Zt—lu Stfl E @ | -E—l . (151)
t
Za slucaj S = (1+ r)*, formula 1)) prelazi u
1
U1 = max (Zt—h 1+ E*[Ut | ft—l]) .
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Neka je (NJt := U;/S? diskontirana cijena americke opcije. Uo¢imo da U zadovoljava sljedece

jednakosti

ﬁT - ZT;

Ut = maX(Zt,E*[ﬁt+1|ft]) OStST—l

DEFINICIJA 1.5.3. Neka je (Q, F, P) diskretni vjerojatnosni prostor, te neka je P({w}) > 0
za sve w € Q1 F = P(Q). Neka je, nadalje, dana filtracija F = (F;, 0 <t <T)iZ = (Z;,0 <
t < T') adaptiran slucajni proces. Definiramo sluc¢ajni proces U = (U;, 0 < t < T') na sljedeci
nacin:

UT = ZTa
Ut = maX(Zt,E[UtH]ft]) OStST—l

Slucajni proces U = (Uy, 0 <t < T') zovemo Snellov omotaé¢ od Z = (Z;,0 <t <T).

Dakle diskontirana cijena U = ((7,5 , 0 <t <T) americkog sluc¢ajnog zahtjeva Z = (Z;, 0 <
t < T) je Snellov omotaé (obzirom na F i P*) diskontiranih unutarnjih vrijednosti Z = (Z;, 0 <
t < T) americkog sluc¢ajnog zahtjeva. Za razliku od europskog slu¢ajnog zahtjeva, diskontirana

cijena americkog slucajnog zahtjeva nije nuzno P*-martingal, ve¢ samo P*-supermartingal.

PROPOZICLIA 1.5.4. Niz (U : 0 <t < T) iz Definicije[1.5.9 je P-supermartingal. To je
najmangi P supermartingal koji dominira niz (Z, : 0 <t <T).

DOKAZ. Iz definicije Snellovog omotaca slijedi
U1 > Zyy,t=1,...T (U dominira Z), i
U1 > E[U|Fia],t=1,...T (U je supermartingal) .

Dakle, (U; : 0 <t < T) je P-supermartingal koji dominira niz (Z; : 0 < t < T, ostaje
pokazati da je najmanji takav. Neka je (X; : t =0,1,...,T) supermartingal koji dominira Z,
Xy > Zy,t=0,1,...,T. Zbog Zp = Ur vrijedi X7 > Up. Pretpostavimo da vrijedi X; > U,.
Tada je

s
L

V
J<i
=
ok
vV
<l
S
ok

Xt—l Z Zt—l )

odnosno

X1 > max(Z—, E[U; | Fia]) = Uiy
U

Uocimo da je Uy > Z; za sve t i u slu¢aju stroge nejednakosti vrijedi Uy = E[U;,q | Fi]. To
sugerira da se pogodnim zaustavljanjem procesa U moze dobiti martingal. Sljedeée pitanje na
koje zelimo dati odgovor je pitanje optimalnog vremena za koristenje americke opcije. Prvo
se podsjetimo nekih pojmova iz teorije slu¢ajnih procesa, kao Sto su vrijeme zaustavljanja i

zaustavljeni proces.
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DEFINICIJA 1.5.5. Slucajna varijabla 7 : Q — {0,1,...,T} zove se vrijeme zaustavljanja ako za

svaki t € {0,1,...,T} vrijedi
{T < t} e Fi.

Uocite da je po definiciji sluc¢ajna varijabla 7 vrijeme zaustavljanja, ako dogadaj {r < ¢} ovisi
samo o informaciji dostupnoj do trenutka ¢. Drugim rije¢ima, u trenutku ¢ znamo da li se vrijeme 7
ve¢ dogodilo ili ne. Jednostavno se vidi da je uvjet iz definicije ekvivalentan sljede¢em uvjetu: za svaki
t€{0,1,...,T} vrijedi

{T:t}:{TSt}\{TSt—l}Eft.

Neka je X = (X3, 0 <t < T) slucajni proces adaptiran u odnosu na filtraciju F = (F;, 0 <
t < T), te neka je 7 vrijeme zaustavljanja. Slucajni proces zaustavljen u vremenu 7, u oznaci
X" = (X],0<t<T) definiran je formulom

Xg—(w) = XT(w)/\t(w) )
odnosno preciznije, na skupu {7 = s} vrijedi

X7 Xs akojes<t
t = .
X; akojes>t
Uoc¢imo da je uvijek X7 = X, i X7 = Xj.

ProroziciA 1.5.6. Neka je X = (X¢, 0 <t <T) slucagni proces adaptiran u odnosu na filtraciju
F = (Fi,0<t<T), te neka je T vrijeme zaustavljanja. Tada je zaustavljen proces X™ = (X7, 0 <t <
T) takoder adaptiran. Ako je X martingal (odnosno supermartingal), tada je i X™ takoder martingal
(odnosno supermartingal).

DokAZ. Za dokaz adaptiranosti primijetimo prvo da za Borelov skup A C R vrijedi
{Xs€ A,T =5} € Fs
(kao presjek dva dogadaja iz Fy), te
{Xy e At >t e Fy
(kao presjek dva dogadaja iz F;). Zato je
(X7 e A} = Uo{X]eA =25}
= U {X,eAr=s}J UL {Xiedr=5}
= U_{XscAT=5yU{X; c A T>t}c F
po gore pokazanom.
Definirajmo proces ¢ = (¢¢, 1 <t < T) formulom
¢t = 1{t§’r} )

(dakle, ¢ je jednak 1 do vremena 7, a nakon toga je nula). Uo¢imo da je {t <7} = {7 <t} ={r <
t —1}¢ € Fi—1 (zbog 7 vrijeme zaustavljanja). To znadi da je slu¢ajni proces ¢ predvidiv. Nadalje, za
1 <t < T vrijedi

t t
XO+Z¢S(XS _Xsfl) — X0+21(5§T)(Xs _Xsfl)
s=1 s=1
tAT
= Xo+ ) (Xo—X,1)
s=1
= Xiar = XZ— .
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Dakle, zaustavljen proces X7 je martingalna transformacija procesa X pomocéu predvidivog procesa
¢. Sada tvrdnja slijedi iz Propozicije [1.2.7] O

Vra¢amo se dalje na analizu svojstava Snellovog omotaca iz Definicije [1.5.3

ProproOzICIJA 1.5.7. Slucajna varijabla definirana formulom
To -— mln{t Z 0 y Ut = Zt}
je vrijeme zaustavljanja. Zaustavljen proces U™ = (Uipr, , 0 < t < T) je martingal.

DOKAZ. Zbog Ur = Zr slijedi da je 75 dobro definiran i 79 € {0,1,...,7}. Nadalje,
{7‘0:0}:{U0:Z0}E}"0,azat21

{T():t}:{U0>Zo}ﬂ"'m{Ut_1>Zt_1}m{Ut:Zt}€JT‘;g.

Dakle, 7y je vrijeme zaustavljanja.

Zapisimo zaustavljen proces kao u dokazu Propozicije

t
UP = Usnry = Up + Y ¢;AU;

j=1

gdje je ¢; = 1{7,>j3. Slijedi da je za sve t € {0,1,...,T — 1}
U2 = UP = ¢11(Uipr — Up) = L2} (U — Uy) -

Po definiciji je Uy = max(Z;, E[Usy1 | Fi]), te na skupu {¢t + 1 < 79} vrijedi U; > Z;. Dakle,
U; = E[Us1 | Fi, pa slijedi

Uy = UP = 1<} (Ut — E[Usa | F) -
Izracunajmo uvjetno ocekivanje obje strane:
E[UL —UP Rl = Ellgicn) (U — E[Ua | F]) | F
= lpi<n)EUi — E[Una | F]|F]
= lpri<ny(BlUmn|F] — E[U | F]) =0

gdje druga jednakost slijedi zbog {t +1 < 79} = {1y < t}¢ € F;. Dakle, E[U?, — U/* | F] =0
zasvet e {0,1,...,T —1}. O

Oznac¢imo sa 7;r familiju svih vremena zaustavljanja koja primaju vrijednosti u skupu
{t,t+1,...,T}. Uocimo da zbog € konac¢an skup slijedi da je i 71 takoder konacan skup.

KOROLAR 1.5.8. Vryeme zaustavljanja 1y zadovoljava

Uo = E[ZTO |.F()] = Ssup E[ZU|F0] .

o€To,T

DokAz. Buduéi da je U™ martingal, vrijedi
Uo = Ug" = E[UF" | Fo] = E[Ur, | Fo] = E[Zr, | Fol .
S druge strane, za sve o € Ty 7, iz Propozicije slijedi da je U supermartingal. Dakle,
Uo = E[U7 | Fo] = E[U, | Fo] = E[Z, | Fol.
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O

Ukoliko o sluéajnom procesu Z mislimo kao o dobitku (Z; je dobitak u trenutku t), tada
nam Korolar kaze da vrijeme zaustavljanja 7o maksimizira o¢ekivani dobitak uz dano F.
Ako je Fo = {0,Q}, tada je

Uy = E[Z,

0

| = sup E[Z,].

o€To,r

NAPOMENA 1.5.9. Poopéenje Korolara daje
U =E[Z,|F] = sup E[Z,|F],

o€Ty,T

gdje je 7y :=min{j > t, U; = Z;}.

DEFINICIJA 1.5.10. Vrijeme zaustavljanja 7 je optimalno za slucajni proces Z = (Z;, 0 <
t <T) ako vrijedi
E[ZT ‘ -FO] = Ssup E[Za ‘ -FO] :
0'676,’1"
Po Korolaru m, To je optimalno vrijeme zaustavljanja za Z. Sljedeé¢i rezultat nam daje

karakterizaciju optimalnih vremena zaustavljanja.

TEOREM 1.5.11. Vrijeme zaustavljanja T je optimalno ako i samo ako vrijedi:

Z.=U. i U jemartingal. (1.5.2)

NAPOMENA 1.5.12. Zbog 79 = min{t > 0, U, = Z,;}, slijedi da je 75 najmanje optimalno

vrijeme.

DokAz. Pretpostavimo da vrijedi (1.5.2). Tada je Uy = E[U. | Fo| = E[Z; | Fy]. Medutim,

po Korolaru [I.5.8]
UO = sup E[Za | Fo] .

o€To, T
Dakle, 7 je optimalno vrijeme zaustavljanja.

Obratno, pretpostavimo da je 7 optimalno. Tada je

Uy = sup E[Z,|Fo] (po Korolaru |L.5.8))

0'67671“

E[Z,| Fy] (zbog T optimalno)
E[U: | Fo]
Uy (zbog U supermartingal)

IA

IN

Dakle, E[U, | Fo] = E[Z; | Fo], pa zbog U, > Z,, slijedi U, = Z,. Nadalje,
E[U. | Fo] = Uy > E[U] | Fo] > E[E[U7 | F] | Fo] = E[Ur | Fo] = E[U; | Fo ,
gdje nejednakosti vrijede zbog U supermartingal. Buduéi da su lijeva i desna strana gore
jednake, imamo jednakost
E[U] | Fo] = E[E[U7 | F] | Fo] -
Bududéi da je U] > E[UT | F;| (zbog U™ supermartingal), iz gornje jednakosti uvjetnih o¢ekivanja
ta dva izraza slijedi U] = E[U] | F;]. Medutim, to znaci da je U™ martingal. O
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Sada zelimo karakterizirati najvece optimalno vrijeme zaustavljanja. Definicija tog optimal-
nog vremena zasniva se na Doobovoj dekompoziciji supermartingala. Podsjetimo se definicija
neopadajuéeg procesa i svojstva Doobove dekompozicije s kolegija Slucajni procesi.

DEFINICIJA 1.5.13. Slucajni proces A = (A;, 0 < t < T') je neopadajuéi ako zasvet € {0,1,...,T—
1} Vrijedi At S At+1.

ProproziClIA 1.5.14. (Doobova dekompozicija) Neka je U = (Uy, 0 <t < T') supermartingal. Tada
postoje martingal M = (M, 0 <t <T) i neopadajuéi, predvidiv proces A = (A, 0 <t <T), Ay =0,
takvi da vrijedi U = M — A. Nadalje, gornja dekompozicija je jedinstvena.

DoxkAz. Definiramo Ay = 01 My = Uy, te induktivno za ¢t € {0,1,...,7 — 1}
Mt+1 - Mt + Ut+1 - E[Ut+1 ’Ft] (153)
At+1 = At + Ut — E[Ut+1 ’.Ft] .
Tada je
E[Mi1| Ft] = My + E[Upy1 | Fy] — E[Up41 | Ft] = My,
Sto znaci da je M = (M;,0 < ¢t < T) martingal. Nadalje, zbog E[Ui+1 | Fi] < Uy, slijedi da je
A1 > Ay, 1z definicije je vidljivo da je A;y; izmjeriva u odnosu na F;. Dakle, A = (4;,0<t<T)
je neopadajuéi predvidiv proces sa Ag = 0.
Ocito je Uy = My — Ag. Pretpostavimo U; = M; — A;. Tada je
Mipy1 — Apr = (M + U1 — E[Us1 | F) — (Ar + U — E[Us41 | F])
= M+ U1 — A — Uy =Upyr.

Time smo dokazali i dekompoziciju.
Jedinstvenost: Pretpostavimo da su U = M — A = M’ — A’ dvije dekompozicije. Tada je

My— M, =A—-A,, t=0,1,...,T.

Zbog Ag = 0 = A} slijedi My = M{,. Pretpostavimo A; = A}, otkud odmah dobivamo M; = M]. Zato
je
0=M; — M =E[Mpy1 — My, | Fi] = E[Ap1 — Ay | F) = A — Apsr

gdje zadnja jednakost slijedi iz predvidivosti procesa A i A’. Dakle, Ayy1 = A} ;. O

Neka je Z = (Z;, 0 <t < T) slucajni proces, te neka je U = (U;, 0 <t < T') njegov Snellov
omotac¢. Najvece optimalno vrijeme zaustavljanja procesa Z moze se karakterizirati pomocu

neopadajuceg procesa A iz Doobove dekompozicije supermartingala U.

PropozIClJA 1.5.15. Najvece optimalno vrigeme slucajnog procesa Z dano je formulom

T ako je Ar =0
Tmax — .
min{t > 0, A1 #0} ako Apr #0.

DOKAZ. Buduéi da je A predvidividajezat <T
{Tmax S t} - {At+1 # O}a

Tmax J€ Vrijeme zaustavljanja. Uocimo da vrijedi A; = 0 za sve t < Tax. Zato iz U, = My — Ay

za sve t slijedi U™ax = M™ax Bududi da je M martingal, to je i M ™= martingal, pa je U™
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takoder martingal. Po Teoremu [1.5.11] je stoga za optimalnost vremena 7,,,x dovoljno pokazati
dajeU, . =2 Vrijedi

max Tmax *
T—

—_

UTmax = 1{7’max:t}Ut + 1{7—max:T} UT

~

=0
1

S

= Liran=ty Max(Zy, E[Up1 | Fi]) + Lirpu=1y 21 -

t=

o

Primijetimo da na dogadaju {7max = t} vrijedi A, = 01 A;1; > 0. Stoga je na tom dogadaju
U, = My — A, = M,, te nadalje,

ElUp1 | F) = E[My — A | Fl = My — Avpr < My = Uy

Zbog gornje nejednakosti i definicije Uy = max(Z;, E[Uyy1 | F]), slijedi da je U, = Z; na doga-
daju {mmax = t}. Dakle

~
L

UTmax - ]'{Tmax:t}Zt + 1{TmaX:T}ZT - Z

Tmax *
t

Il
o

Preostaje pokazati da je T.x najvece optimalno vrijeme zaustavljanja. Pretpostavimo da
je 7 vrijeme zaustavljanja takvo da je P(7 > Tyax) > 0. Za w € Q takav da je 7(w) > Tiax(w)
vrijedi A, (w) > 0. Zato je i P(A, > 0) > 0 otkud slijedi da je E[A;] > 0. Sada imamo

E[U;] = E[M;] — E[A,] < E[M;] = E[M,] = E[U,],

Sto znaci da U™ nije martingal. Po Teoremu [1.5.11} 7 nije optimalno vrijeme. U

ZADATAK 1.5.16. Vrtimo Kolo srece oznaceno brojevima 1,2,...,50 i to najvise T" € N
puta. U svakom trenutku ¢ € {1,2,...,7T} moZemo stati i uzeti iznos koji smo dobili u tom

trenutku. Odredimo optimalno vrijeme zaustavljanja za T' = 4.
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Rjesenje: Oznacimo s Z = (Z; : 0 < t < T) proces dobitka u ovoj igri. Uoc¢imo da su
sluc¢ajne varijable Z, ..., Zr nezavisne i da je

ZOIO, ZtNU(l,,5O), tzl,T
Neka je F prirodna filtracija procesa Z. 1z Teorema [1.5.11| (odnosno Napomene [1.5.12) slijedi

da je optimalno vrijeme zaustavljanja za ovu igru odredeno Snellovim omotac¢em za proces Z.

Prisjetimo se, Snellov omota¢ za Z je sluc¢ajni proces U = (U; : 0 <t < T') odreden s
UT = ZTv
Ut = maX(Zt, E[Ut+1 |Ft]> = maX(Zt, E[Ut+1]) 0 S t S T—1.

Pokaze se da vrijedi rekurzija

51 EU, — 1) [EU, EU, -1
E[Ut] — E[maX{Zt,EUt+1}] _ o ([ t+1—| )|— t+1_| + ( t+1—‘ EU,,,.
2 100 50
Sada rekurzivno racunamo EU; za t =1,...,4:
14+...4+50 50-51
ElU)l=RFZ, = = = 25.5
& ! 50 2. 50
51 ([25.5] —1)[25.5] = [25.5] —1
E =K Z3,E = — — -25.5 = 31.
[Us] [max{Zs, EU, }] 5 100 + 50 5.5 =31.75
E[Us] = E[max{Zy,EU3}| = ... = 35.265

Odredimo Snellov omotag:
Uy =24
Us = max{Z3,25.5}
Uy = max{Zs,31.75}
Uy = max{Zy,35.265}
Up = max{Zy, 37.5855} = 37.5855.

Jedno optimalno vrijeme zaustavljanja je 7o = min{t : U; = Z;}, odnosno

(

7, > 36
7, < 35, Zy > 32
7, <35, Zy <31, Z3 > 26

T0 =

B~ w N

[ 4, inace

Opisimo sada optimalnu strategiju igre:
e Vrtimo kolo 1. put — ukoliko smo na kolu dobili broj veéi ili jednak 36, stanemo, u
protivnom vrtimo dalje;
e Vrtimo kolo 2. put — ukoliko smo na kolu dobili broj veci ili jednak 32, stanemo, u
protivnom vrtimo dalje;
e Vrtimo kolo 3. put — ukoliko smo na kolu dobili broj veéi ili jednak 26, stanemo, u
protivnom je nas konac¢ni dobitak broj dobiven u 4. vrtnji.

Iz Korolara [1.5.8 znamo da je optimalni oc¢ekivani dobitak jednak EZ, = U, = 37.5855. U
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Na kraju ovog odjeljka izracunat ¢emo Snellov omota¢ u sluc¢aju kada je proces Z funkcija
Markovljevog lanca. Prvo ¢emo se podsjetiti definicije Markovljevog lanca X = (X;, 0 <t < T)
na filtriranom vjerojatnosnom prostoru (2, F,F,P) gdje je F = (F,, 0 < t < T) filtracija.
Pretpostavit ¢emo da X prima vrijednosti u prebrojivom skupu F, te da je P neka prijelazna

matrica.

DEFINICIJA 1.5.17. Slu¢ajni proces X = (X;, 0 <t < T) s vrijednostima u F je homogen
Markovljev lanac u odnosu na filtraciju F = (F;, 0 < ¢t < T) s prijelaznom matricom P, ako
je X adaptiran u odnosu na F, te ako za svaku funkciju f : £ — R vrijedi

E[f( X)) | F]=Pf(X,), =zasvete{0,1,...,7—1}. (1.5.4)
Ovdje je Pf : E — R funkcija definirana s
Pf(z) = Plx,y)f(y).

yel

NAPOMENA 1.5.18. Uoc¢imo da je promatrana definicija u skladu s jednostavnom formulacijom
Markovljevog lanca. Pretpostavimo da je filtracija F prirodna filtracija procesa X. Tada su dogadaji
u F; generirani atomima {Xo = zo, X1 = z1,...,X4—1 = 241, Xy = w4}, xo,21,..., 0 € E. Za
specijalnu funkeiju f oblika f = 1y,y, 2 € E, iz formule (1.5.4)) i definicije uvjetnog ocekivanja slijedi

E[l 1 (Xi11) [ Xo =m0, ..., Xim1 = 21, Xo = Te] Lixg=a0,..., Xoo1 =211, Xo =1}
= E[l{z}(Xt+1) |‘Ft]1{X0:1'07X1:$17-~~7Xt—1:fﬂt71,Xt:$t}
= P]'{Z}(Xt)1{X0:-'E07X1:3717-~7Xt71:$t71,Xt:xt}'
To znaci da na dogadaju {Xog = xo, X1 = 21,..., X1 = x4—1, Xy = ¢} vrijedi
E[l (X)) [ Xo =20, X1 =21, ., Xpm1 = 21, Xy = 1] = Pl,3(Xy).
Bududi da je

yekE
slijedi da je na dogadaju {Xo = zo, X1 = 21,..., X¢—1 = 241, Xy = 21}

PXip1 =2 Xo=20, X1 = 21,..., X4 1 = 241, Xy = 2] = P(Xy,2) = Py, 2) .
To znaéi da za sve xg, x1,...,%t, 2 € F vrijedi
PXip1 =2z Xo=20, X1 =21,..., X4 1 = 241, Xt = 2] = P(wy, 2),

So je klasi¢na definicija Markovljevog svojstva.

ProprozIiClJA 1.5.19. Neka je Z = (Z;,0 < t < T) adaptiran slucajni proces definiran
formulom
Zy = ¢(t> Xt) )
gdje je X = (X;,0 <t < T) homogen Markovljev lanac s vrijednostima u E i prijelaznom
matricom P, a1 :{0,1,...,T} x E — R funkcija. Tada je Snellov omotac¢ U procesa Z dan

formulom

Ut == U(t, Xt) s
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gdje jeu:{0,1,...., T} x E = R funkcija definirana sa
w(T,x) = (T, z),
u(t,z) = max(¢Y(t,x), Pu(t+1,z)), t=0,1,...., 7 —1.
DOKAZ. Stavimo V; :=u(t, X;), t =0,1,...,T. Tada je
Vi = (T, Xr) =T, X7r) = Zr,
tezat<T —1,
Vi = u(t, X;) = max((t, Xy), Pu(t+ 1, X))
= max(Z;, E[u(t + 1, X;11) | F])
= max(Z;, E[Vi11 | F]) -

U drugoj jednakosti koristili smo formulu (1.5.4) za funkciju f(-) = u(t + 1,-). Zbog Ur =
Zp = Vp, indukcijom slijedi U, =V, t <T — 1. O

ZADATAK 1.5.20. Igramo Kolo srece s poljima 100, 500, 1000 i bankrot i vrtimo kolo najvise
T = 3 puta. U svakom trenutku mozemo stati i uzeti ukupni iznos koji smo dobili do tada. U
slu¢aju da dobijemo polje bankrot, gubimo osvojeni iznos i igra prestaje. Odredimo optimalno

vrijeme zaustavljanja za ovu igru.

Sljededi ilustrativni primjer je jedan od najpoznatijih problema optimizacije preko Snellovog omo-

taca, gdje je potonji Markovljev proces vremenski nehomogen.

PrRIMJER 1.5.21. Na razgovor za posao prijavilo se N € N kandidata. Njihove kvalifikacije odredene
su realnim brojevima a; > az > ... > ay, od najbolje do najlosije. Kandidati bivaju intervjuirani
redom, na sluc¢ajan nacin, stoga su poslodavcu su njihove kvalifikacije nepoznate. Poslodavac mora za
vrijeme intervjua s kandidatom odluciti hoée li zaposliti tog kandidata. Ukoliko mu ne ponudi posao,
mora izabrati novog zaposlenika iz skupa preostalih (do tad neintervjuiranih) kandidata. Odredimo
optimalnu strategiju odabira najboljeg kandidata.

Oznac¢imo s Y; kvalifikaciju i-tog intervjuiranog kandidata. Obzirom da je kvalifikacija i-tog in-
tervjuiranog kandidata nepoznata poslodavcu, Y; je slucajna varijabla. Uo¢imo da je slucajni vek-
tor (Y7,...,Yn) zapravo jedna slu¢ajna permutacija skupa {aj,...,an}. Iako mu je kvalifikacija i-tog
intervjuiranog kandidata nepoznata, poslodavac moze na temelju intervjua usporediti i-tog intervju-
iranog kandidata s prethodno intervjuiranim kandidatima (odnosno odrediti rang od Y; s obzirom na
Y1,...,Y;_1). Ozna¢imo s X; rang i-tog intervjuiranog kandidata s obzirom na prethodno intervjuirane
kandidate,

%
Xi = Z 1{Yi<Yk}'
k=1
Uoc¢imo da ¢e najbolji kandidat u i-tom krugu intervjua imati rang 1, a najlosiji rang 4. Cilj nam
je odrediti optimalno vrijeme zaustavljanja 7 s obzirom na proces rangova X, koje ¢e maksimizirati

vjerojatnost odabira najboljeg kandidata za posao, odnosno maksimizirati
P(YT = al).
Uo¢imo da su, zbog sluc¢ajnog rasporeda kandidata, slu¢ajne varijable X1, ..., Xy nezavisne i da je

X;~U({1,...,i}), i=1,...,N.
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Slu¢ajni proces X = (X; : 1 < i < N) je nehomogen Markovljev lanac na skupu stanja E =

{1,..., N} s prijelaznom matricom P; gdje je

7

Lwe{1,...,i—-1}, ye{1,...,i}
pi(z,y) = o :
0, inace

Za funkciju f: {0,1,..., N} x E—-Rize{l,...,i—1}, i€ {0,1,..., N} definiramo

Pili,2) = Y fliupie.y) = S G k)
k=1

yekE
Uo¢imo da za i < N slucajna varijabla Y; nije F; = o{X1, ..., X;}-izmjeriva, obzirom da vrijednost
Y; ne mozemo odrediti na temelju vektora (Xi,...,X;). Definirajmo proces Z = (Z; : 0 <i <T) kao

funkciju Markovljevog lanca X,
Zi = ’(/J(Z,XZ) = P(Y; = al\Xi) = P(Y; = a1|X1, v ,XZ'),

pri ¢emu je

X, x=1
Y(i,z) =¥
0, inace.
Uistinu,
s PEizaXi=l) Pli=a)_ x_i
’ P(X; = 1) PX,=1) L N
Y, 2) =PYi=a1,X;=2)<PY;=0a1,X; >1)=0, z # 1.
Neka je 7 slu¢ajno vrijeme zaustavljanja za proces X. Tada je {7 = k} € o{X1,..., Xi} 1 vrijedi
N N
P(Y:=a) = ZP(Y,,c =a, 7=k = ZE[1{Yk:a1}1{T:k}]
k=1 k=1

I
M= T T

E[E[ly, o Lir=r| X1, - - Xi]]

E[I{T:k}E[l{Yk:m}‘le s 7Xk]]

E[l{r—py(k, Xi)] = E[p(7, X7)] = E[Z;].

ol

—_

Stoga je optimalno vrijeme zaustavljanja za na$ problem upravo optimalno vrijeme zaustavljanja za
proces Z. Po Korolaru [I.5.8 znamo da je jedno optimalno vrijeme zaustavljanja 7. Koristimo Propo-
ziciju [1.5.19 da odredimo Snellov omota¢ U za Z, U; = u(i, X;) gdje je
U(vi) = w(wa)a
u(i, x) = max(¢(i, ), Pu(i + 1,2))

i+1
1
= max <w(i,m),;u(i+1,k)i+l> , i=0,1,...,N—1.

Tada vrijedi da je
P(Y‘ro = al) =Up = U(O,Xo) = maX(¢(O7X0)7 Pu(laXO)) = maX(O,Pu(l,O)) = U(l, 1)

Odredimo sada u(i, x):
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o u(N, 1)—¢(N,1): No—1, ( ,2) =(N,x) =0,z €{2,...,N};

e u(N —1,1) = max(¢ ,1), Pu(N,1)) = max( Nl,u(N,l)-%) = max(7L, &)
Uoc¢imo u(N — 1,1) ( —1,1) = ¥ ako je 45 < 1, u suprotnom je u(N —1,1) =
5 >N -1,1)

u(N -1 33) = max(¢(N — 1,z), Pu(N,z)) = max(0,u(N,1) - ) = & > (N — 1, );

e Akoje x5 <1 (N —12>1) imamo:

u(N —2,1) = max(¢)(N — 2,1), Pu(N — 1,1))

H ”\2\

N -2 1
:max<N,(u(N—1,1)+...+u(N—1,N—1))->

N—2 /[N—1 1\ 1
B N-2N-2( 1 1
—hax TNy TN VD1 T N2

Lu(N - 2,0) = 522 (k4 5k ) > 0V - 2.2), 0> 1.

Uo¢imo u(N — 2,1) = (N — 2,1) = % ako je ﬁ + ﬁ < 1, u suprotnom je

w(N —2,1) > (N —2,1).

u(N-2, ac) = max(¢(N—-2,x), Pu(N—1,z)) = max (0, A2 (Nl—l + N1_2)> = =2 (Nl_l + N1_2>;

Ako je 1 > 1 onda je za sve x

u(N —2,z) = max(¢)(N — 2,x), Pu(N — 1,2)) = N]\_[2 (Nl—l + N1—2>;

e Ovaj postupak ima smisla provoditi dok god je u(m, 1) = 1(m,1), odnosno do trenutka m
kad je

H

N—-1 1 N—
pEl< X
=m—

=m k

I/\
ol

1

x>

Tada je za sve n > m

u(n,1) =(n,1) =

=)=

n 1 1
u(n,a:)—N <]V—1++7’L> >1/1(n,x),a:>1,

te je
m—1 1 1
—1.1) === _ 1
u(m —1,1) N <N—1+ +m_1>>w(m, )
m—1 1 1
1) =~ = S 1.
u(m —1,z) N < _1+ + 1) > p(m,x), x >
e Uodimo da je u(m — 1,-) konstantna funkcija, pa je zan < misve z € {1,...,n}

m—1 1 1
ulme) = =5 <N—1+ +_1>
Kako je 79 = min{n : U, = Z,} = min{n : u(n, X)) = ¥(n, X,)} i
U,>Z,zan<m
U,=2,akkon>miX, =1,

slijedi da je 7o = min{n > m : X, = 1}. Prema tome pobjednicka strategija je propustiti prvih m — 1
kandidata i onda ponuditi posao prvom sljede¢em kandidatu koji bude najbolje rangiran u odnosu
na prethodno intervjuirane kandidate. Time maksimiziramo vjerojatnost odabira najboljeg kandidata
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koja je jednaka

1 1 1
P(Yr, =a1) =u(l,1) = —— <N—1 +...+ m—l) MR 36.8% (za veliki N).

Vracamo se na problem optimalnog koriStenja americke opcije Z = (Z;,0 < t < T).
Podsjetimo se, vrijednost americke opcije dana je slu¢ajnim nizom U = (U, 0 <t < T'):
UT - ZT )

U, = max (Zt,ng* [ggﬂ mD Ct=0,1,....T.
t+1

Iz defnicije procesa U slijedi da je U; > Z;. Vrijednost Z; zovemo unutarnja vrijednost
opcije (engl. intrinsic value), dok razliku U, — Z; zovemo vremenska vrijednost opcije
(engl. time value). Dakle, vrijednost americke opcije u trenutku ¢ jednaka je zbroju unutarnje
vrijednosti i vremenske vrijednosti.
Niz U = (U, 0 < t < T) diskontiranih cijena opcije definiran formulom U, = Ui/ S

zadovoljava

Ur = Zr,

U, = max(Z, E*[Up1 | F]), t=0,1,....T.
Dakle, sluéajni proces U = ([7}, 0 <t <T) je Snellov omota¢ slu¢ajnog procesa 7 = (Z, 0<
t <T) (s obzirom na vjerojatnost P*). Iz Napomene slijedi

(7t = sup E* [Z, | Fi]

o€Te,T
otkud imamo p
U =S} sup E* [—g | .7-}} ) (1.5.5)
o€Ty, So'

PRIMJER 1.5.22. Promotrimo primjer izra¢una cijene americke opcije u Cox-Ross-Rubinsteinovom
modelu. Podsjetimo se, slu¢ajni povrati modelirani su nizom nezavisnih sluc¢ajnih varijabli
(X; : 1 <t <T)s vrijednostima a ili b. Vrijednost rizi¢ne imovine u trenutku ¢ jednaka je
S; = S;_1(1+ X;). Nerizi¢na imovina dana je s SP = (1+7)! gdje je r kamatna stopa. Uz uvjet
a < r < b model ne dopusta arbitrazu i potpun je. Jedinstvena martingalna mjera P* dana je
s P*(X; =b) = p*, P*(X; = a) = 1 — p*, gdje je p* = ;=2

Primijetimo da je (S; : 0 < ¢t < T) Markovljev lanac u odnosu na prirodnu filtraciju
Fi=0(S,...,S;) =0o(Xy,...,X;). Prostor stanja tog lanca je £ = {Sy(1 + a)'(1 +b)7 : 0 <

i,j < T}, a prijelazna matrica () dana je s

Q(r,x(1+a))=1-p", Q(z,x(1+b))=p° ,x€E.

Pretpostavimo da je americka opcija Z = (Z; : 0 < t < T) funkcija Markovljevog lanca
(S; : 0 <t <T), odnosno da za neku funkciju ¢ : {0,1,..., 7} x R — R vrijedi Z; = ¥(t, S;)
za sve t = 0,1,...,T. Primijetimo da je to slu¢aj za americke call i put opcije, uz (T, x) =
(x — K)4, odnosno (T, z) = (K — x)4.

Tada je i Z = ({/;(t,St) : 0 <t <T) je funkcija Markovljevog lanca S, za @Z(t,x) =
(1+7)")(t, x). Snellov omota& od Z po Propoziciji jednak je

U, = u(t, Sy),
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gdjejeu:{0,1,..., T} x E — R funkcija definirana sa
w(T,z) = (T, x), (1.5.6)
u(t,z) = max(¥(t,z),Qu(t+1,z)), t=0,1,....T—1.
Kako je Uy = (1+ 1)U, = (1 + r)'u(t, S,), definiramo funkciju @ : {0,1,...,7} x E — R sa
ut,z) = (1+r)'ult, ).

Sada iz ((1.5.6) slijedi da je

ﬂ(T, ZL‘) = ?ﬂ(T»fE), (157)
Qu(t+1,z)

t=0,1,...,T—1. 1.5.8
1_'_r )7 Y Y ) ( )

a(te) = max(v(t, ),
Nadalje,

Qu(t+1,x)
= Qr,z(1+a))ut+1,2(1+a)) +Q(z,x(1 + b)) u(t+ 1,2(1 4+ b))
= (I-pYat+1l,z(1+a))+p ult+1,2(1+0))
= f(t+1,2).
U

Pronadimo sada optimalno vrijeme za iskoristiti americku opciju. To ¢e biti vrijeme zaus-
tavljanja iz skupa svih vremena zaustavljanja 7;r. Za kupca opcije besmisleno je iskoristiti
opciju u trenutku ¢ u kojem je U; > Z,, jer je tada vrijednost opcije U; ve¢a od njene unutarnje
vrijednosti Z; (8to znaci da je bolje prodati opciju za U; nego je iskoristiti i dobiti Z; — vremen-
sku vrijednost opcije veca je od nule). Dakle, optimalno vrijeme 7 mora zadovoljavati U, = Z,.
Najmanje takvo vrijeme je

70 =min{t >0, U; = Z;} .

Primjenimo Doobovu dekompoziciju na P*-supermartingal U. Vrijedi U=M— ;I, gdje je
M P*- martingal, a A je neopadajuéi predvidiv proces. Bududi da je trziste potpuno slijedi da je
slucaJn1 zahtjev S9 MT dostizan, pa postoji samoﬁnanmrajuca strategija ¢ takva da je Vp(¢) =
S MT, odnosno nakon diskontiranja, VT(¢) My. Bududi da je slucajni niz (V}((b) 0<t<T)
P*-martingal (vidi dokaz Teorema , vrijedi

Vi(p) = E*[Vi(¢) | ] = E* My | F] = M,

Dakle, martmgal M jednak je procesu diskontiranih vrijednosti portfelja ¢ koji replicira slu¢ajni
zahtjev S% Mr. Specijalno imamo U, = Vt(gb) A,, otkud slijedi

Uy = Vi(9) — A, (1.5.9)

gdje smo definirali A, := Sfﬁt. Gornja formula kaze da je cijena U; americke opcije jednaka
vrijednosti (nekog) portfelja minus nesto nenegativno.

Promotrimo detaljnije $to nam kaze formula s pozicije pisca opcije. Pisac opcije
prodaje ameri¢ku opciju Z = (Z;,0 < t < T) u trenutku ¢ = 0 za njenu vrijednost Up.
Iz prvo slijedi da je Uy = Vo(¢) za neki portfelj ¢. Pisac opcije kupuje u trenutku
t = 0 samofinancirajuci portfelj ¢ po cijeni Uy (upravo za koliko je prodao ameri¢ku opciju Z).
U svakom daljnjem trenutku pisac slijedi strategiju ¢, $to mu u trenutku ¢ vrijedi Vi(¢). Iz
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formule vidimo da je Vi(¢) > Uy, a s druge strane, U; > Z;. Dakle, Vi(¢) > Z;, za sve
t€{0,1,...,T}. To znadi da pisac opcije u svakom trenutku ¢ moze pokriti obvezu koja izlazi
iz americke opcije Z. Stoviée, ako kupac opcije odluci iskoristiti opciju u trenutku £ u kojem je
Zy < Vi(¢), pisac opcije ostvaruje profit od Vi(¢) — Z; > 0. Ocito je da takav trenutak ¢ ne bi
smio biti optimalan za iskoristiti opciju, jer bismo u protivnom imali arbitrazu.

S druge strane, nema smisla iskoristiti opciju nakon vremena
Tmax = min{t >0, gt+1 #0} =min{t >0, A,y # 0}.

Zaista, ako kupac opcije iskoristi opciju u trenutku 7. (uocimo da je tada U, . = Z

vidi Propoziciju [1.5.15| i njen dokaz), tada ¢e dobiti iznos U, koji je jednak V. . (¢) (zbog
A

= 0). Za tu vrijednost kupac opcije moze kupiti portfelj ¢, te slijedivsi tu strategiju ¢,
generira bogatstvo koje je u trenucima Ty + 1, Timax + 2, ..., T striktno veée nego vrijednost
opcije u tim trenucima: Vi(¢) = Uy + Ay > Uy, t = Tiax + 1, Tmax + 2, . .., T Dakle, iskoristenje

opcije nakon trenutka 7., generira manju vrijednost nego iskoristenje opcije u trenutku 7, 1

Tmax

slijedenje strategije ¢.

Dakle, drugi uvjet na optimalno vrijeme za iskoristiti op01Ju je T < Tmax. Dakle, za optimalno
vrljeme 7 vrijedi 79 < 7 < Thax, te AT = 0. Iz U=M - A dobivamo U™ = MT, Sto znaci
da je U™ P* martingal. Usporedimo li s Teoremom | vidimo da su optlmalna vremena za
iskoristiti opciju optimalna vremena zaustavljanja za slucaJn1 niz Z = (Zt ,0<t<T).

Vratimo se jo§ jednom na poziciju pisca opcije koji se §titi prateci strategiju ¢. Ako kupac
iskoristi opciju u trenutku o koje nije optimalno, tada je ili U, > Z,, ili A, > 0. U prvom
slu¢aju pisac ima profit V,(¢) — Z, = =U,+ A, —Z, >0 (zbog U, > Z,), a u drugom
slucaju profit je opet V,(¢) — Z, = U, + A, — Z, > 0 (ovaj put zbog A, > 0).

NAPOMENA 1.5.23. Kako za optimalno vrijeme zaustavljanja 7 za americki slucajni zahtjev
Z vrijedi U, = M, = V.(¢), na ¢ mozemo gledati i kao na hedging portfelj za Z.

PRIMJER 1.5.24. Odredimo sada hedging portfelj ¢ = (¢ = (67, ¢1),0 <t < T) za americki
sluc¢ajni zahtjev u CRR modelu (V1d1 Primjer 1. . Prisjetimo se da je ¢ portfelj koji replicira
slucajni zahtjev My = (1 + T)TMT, gdje je M = (]\Z,O < t < T) P*-martingal iz Doobove
dekompozicije P* supermartingala U:

U=M - A.
Prvo izra¢unajmo proces M = (Mt70 <t <T)gdjeje M, = (1+ r)tl\z. Zhog My = U,
imamo M, = Uy. Nadalje (vidi (1.5.3)),
Mt+1 = Mt + fjt+1 - E*[fjtﬂ | Fil .
Mnozenjem s (1 + )" dobivamo
Mgy = 1+ )My + Uy —E* U1 | F.
Kako je U1 = u(t + 1, Spiq), vidi (L.5.7)), zbog Markovljevog svojstva imamo
E*[u(t +1,5u1) | F] = E*a(t + 1, S(1 + Xiya)) [ F
=(1—=pult+1,5(1+a))+p alt+1,5(1+D).
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Slijedi da je
Mgy = (1 +7r)My+ a(t + 1, Se41) (1.5.10)
—[1=pHut+1,5(1+a))+p ult+1,5(1+0))].
S druge strane, bududi da ¢ replicira Mrp,
Migs = 60 (14 1) + 6L, S0 (1.5.11)
[zjednacavanjem s dobivamo
G (1+7)" 4+ 1 S = (L+7) My + at +1,5,41)
—[1—=pYalt+1,5(1+a))+p ult+1,5(1+0))].

Mnozimo s 1(x,,,=q), rac¢unamo uvjetno ocekivanje E*[- | ;] i kratimo s P*(X;1, = a) (vidi
slican rac¢un za replicirajuéi portfelj europske call opcije na kraju drugog poglavlja). Slijedi:

gb§+1(1 + )t ¢tl+15t(1 +a)=(1+r)M,+u(t+1,5(1+a))
(1= p)a(t+ 1,81 +a) +p alt+ 1, Sy(1+b))].
Na isti na¢in dobijemo
Y (L+ 1)+ Sy (1+b) = (1+7)M; +a(t +1,S,(1+b))
—[1=pult+1,5(1+a))+p ult+1,5(1+0))].
Oduzimanjem slijedi
Gr1Si(b—a) = u(t+1,5,(1+0b) —a(t+1,8(1 +a)),

otkud dobivamo

1 u(t+1,5(1+0b) —u(t+1,5(1 +a))
¢t+1 =

St(b — CL)
gdje funkciju A: {1,..., 7T} x R — R zovemo delta opcije.

= A(t + 17 St) )

Iz (1.5.11) i ¢injenice da je ¢ samofinancirajuca, slijedi da je pozicija u gotovini jednaka

Mt+1 — A(t + 1, St>St+1 . Mt - A(t + 1, St)St
(1+r)ttt B (1+7r)t ’

Py = t=0,1,...,T — 1.

O
Pitanje koje se postavlja prirodno je kolika je ralika izmedu vrijednosti europske i analogne
americke opcije. Promotrimo detaljnije vezu izmedu ameri¢ke opcije Z = (Z;,0 <t < T) i

europske opcije dane slucajnim zahtjevom C' = Zr.

PROPOZICIJA 1.5.25. Neka je Uy vrijednost u trenutku t americke opcije Z = (Z;, 0 <t <
T), te neka je Cy vrijednost u trenutku t europske opcije dane slucajnim zahtjevom C = Zg.
Tada vrijedi Uy > Cy za svet = 0,1,...,T. Nadalje, ako je Cy > Z; za svaki t, tada je Uy = C,
za svet=0,1,...,T.

DokAz. Buduéi da je diskontirani proces U P*-supermartingal, vrijedi
U, > E[Ur | F] = E*[Zr| F] = E*(Cr | Fi) = C,

sto dokazuje prvu tvrdnju.
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Pretpostavimo da je C} > Z; za svaki t. Slijedi da je C > Z, t.j. C dominira Z. Buduéi
da je C = (@, 0 <t <T) P*martingal, to je C ujedno i P*-supermartingal. Medutim, U je
Snellov omotag niza Z , dakle najmanji P*-supermartingal koji dominira 7. Zato je U<C , Sto
dokazuje i drugu tvrdnju. U

Promotrimo sada americ¢ku call opciju na prvu financijsku imovinu sa cijenom izvrSenja K.
Tada je Z; = (S} — K)™, t = 0,1,...,T. Neka je, kao i do sada, C; vrijednost u trenutku ¢
europske call opcije (St — K)T, te neka je U; vrijednost u trenutku ¢ americke opcije. Vrijedi

Cy, = (1+7)TE(St - K)"|F]
= E[(S;— K(1+7)7")" | F]
> E'[Sp - K(1+r)"|F)
= Sl - K1+
Pomnozimo obje strane s S? = (1 + r)*. Slijedi
C,> 8} —K(l+7r)">g8! -

uz strogu nejednakost za t = 0,1,...,7 — 1. Zbog Cy > 0, dobivamo C; > (S} — K)™ = Z,.
Iz Propozicije [1.5.25 slijedi da je Cy = Uy za sve t = 0,1,...,T. Dakle, americka call opcija
vrijedi jednako kao i europska call opcija.

NAPOMENA 1.5.26. Isti ra¢un za put opciju Z; := (K — S})T daje
P,>K(1+47r) ™ —g}

i ne mozemo zakljuciti P, > K — S}. Opcenito, americka put opcija vrijedi vise od europske
put opcije.

Imajuéi na umu Propoziciju m promotrlmo pltanje optimalnog vremena za iskoristiti
americku call opciju. Iz U; = C} slijedi Ut C’t, te je stoga U P*-martingal. Zbog U= V(¢) A
slijedi A= 0, odnosno A; =0,¢t=0,1,...,T. To znaéi da je Tmax = T, 0odnosno optimalno je
¢ekati do dana dospijec¢a americke call opcije.

Neka je sada 7 pl“OlZVOlJIlO optlmalno vrijeme za americku call opciju. Po Teoremu 77 je
tada U, = ZT, odnosno zbog U= C’

C.=27.= (S - K)"
Pokazali smo da je Cy > S} — K zasvet € {0,1,...,T — 1}, te Cr = (S} — K)*. Zato je
C.>SH—
uz strogu nejednakost za 7 < T — 1. Prema tome, za 7 < T — 1 imamo
(SI-K)Yr=C.> 8!~

Sto je moguce samo u sludaju S! — K < 0. Slijedi da je C; = (S} — K)* = 0. Odavde je
jednostavno pokazati da je tada i C; =0 za sve t > T.
Zakljucujemo da ako je 7 optimalno vrijeme za iskoristiti americku call opciju da je tada ili

7 =T ili je u trenutku 7 vrijednost americke (i europske) call opcije jednaka nuli.



44 1. VISEPERIODNI MODELI U DISKRETNOM VREMENU — DINAMICKI MODELI

ZADATAK 1.5.27. Nalazimo se u CRR modelu s parametrima a = —0.2, b = 0.25, r = 0.1,
So=1001T = 3.
(a) Odredite cijene americke put opcije s cijenom izvrsenja K = 90 u svim trenutcima.
(b) Odredite hedging portfelj za tu opciju na dogadaju {(b,a,a)}.

(c¢) Odredite optimalno vrijeme za iskoristiti tu opciju.



POGLAVLJE 2

Brownovo gibanje

U ovom ¢emo poglavlju uvesti pojam Brownovog gibanja, odnosno sluc¢ajni proces koji ¢ini
osnovu za modeliranje kretanja cijena rizi¢nih imovina na financijskim trzistima neprekidnim
u vremenu. Ti modeli su zapravo vremenski neprekidni analogoni odgovarajuéih (diskretnih)
skaliranih Cox-Ross-Rubinsteinovih modela, gdje se cijena rizi¢ne imovine modelira preko od-
govarajucih simetri¢nih sluc¢ajnih Setnji. Kao osnovu za tu aproksimaciju, prvo ¢emo dati (ne-
formalnu) konstrukeciju Brownovog gibanja kao limes pogodno skaliranih linearno interpoliranih
slucajnih Setnji.

2.1. Motivacija i uvod

neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor, te neka je (X, : n € N) niz nezavisnih Bernoullijevih
sluc¢ajnih varijabli s vrijednostima +1 s parametrom p = 1/2 definiranih na tom prostoru. Konkretno,
za ) mozemo uzeti beskona¢ni produkt {—1,1}*°, za F cilindarsku o-algebru, a za P produktnu

vjerojatnost. Simetri¢na slu¢ajna Setnja je slu¢ajni proces M = (M,, : n € Ny) definiran s My = 0, te

Mn:zn:Xk neN.
k=1

Podsjetimo se osnovnih svojstava jednostavne simetri¢ne slucajne Setnje M:

e Slucajna Setnja ima nezavisne priraste. To znaci da su za svaki m € N i sve nenegativne

cijele brojeve 0 = kg < k1 < --- < k;, sluc¢ajne varijable
Mkl = Mk‘l - Mko'} Mkz - Mklv L 7Mkm - Mk-m71 )

nezavisne. Sluc¢ajnu varijablu
kit1
My — My, = Z X
j=ki+1
nazivamo prirast sluc¢ajne Setnje od trenutka k; do kjy1.
e Nadalje, ocekivanje prirasta My, , — My, je nula, dok je varijanca tog priraste jednaka
ki+1 — ki. Zaista,

kit1 kit Kit1
Var(My,,, — My,) =Var( > X;)= Y Var(X;)= > 1=k —k.
j=ki+1 j=k;+1 J=k;+1

Uoc¢imo da se varijanca akumulira brzinom jedan po jedinici vremena. Dakle, varijanca
prirasta kroz vremenski interval od k do I, k < [, bit ¢e jednaka [ — k.

e Ozna¢imo Fi = o(X1, Xs,..., X)) 1 primjetimo da je Fi = o(My, My, ..., My). Dakle,
F = (Fi : k € Np) je prirodna filtracija sluc¢ajne Setnje M koja je martingal u odnosu na

45
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F. Naime, za nenegativne cijele brojeve k < [ vrijedi:
E[M |F] = E|
= E[M; — M| Fi| + E[My | F]
= E[M; — My |Fi] + My (zbog My je Fj izmjeriva)
= E[M; — My] + M}, (zbog M; — My, nezavisna od Fy,)
= M,. (2.1.1)

(Ml — Mk) + M, ’./rk]

e Kvadratna varijacija slucajne Setnje M je slu¢ajni proces (M) = ((M)y : k € N) definiran

S
k

(M) =) (M; — M; )%
j=1

Uoc¢imo da je svaki ¢lan u gornjoj sumi jednak 1, te je trivijalno (M) = k. Uo¢imo:kvadratna
varijacija ra¢una se po svakom putu slucajne Setnje ((M )y je slucajna varijabla na (Q, F, P)
koja je jednaka konstanti k). S druge strane, Var(My) je takoder jednaka k, ali se racuna

usrednjenjem po svim putevima. U sluc¢aju nesimetri¢ne slu¢ajne Setnje,
PX;=1)=p, P(X;=-1)=q:=1—-p,

kvadratna varijacija u trenutku k je i dalje jednaka k, dok je Var(M}) = 4pgk. Kod ra¢unanja
kvadratne varijacije kljuno je da vjerojatnosti prirasta ne ulaze u rac¢un. Ako je dan put
sluc¢ajne Setnje (realizacija Setnje za dani w € ), iz tog puta moZemo izra¢unati kvadratnu

varijaciju (za taj put).

Za konstrukciju Brownovog gibanja trebamo ubrzati vrijeme i smanjiti korak slucajne Setnje.

Za fiksni n € N slu¢ajni proces B = (Bfn) :t > 0) definiran s

1 1
N Mn 4+ —
N
zovemo skalirana sluc¢ajna Setnja. Uoc¢imo da je za fiskni w € Q, t — Bf") (w) je neprekidna
funkcija te dazat € T,, := {t > 0 : tn € Z} vrijedi

1
vn

a da za t € T, vrijednosti Bt(") linearno interpoliramo.

B = (Mips 11 — Myg) (0t — [nt]), ¢ > 0. (2.1.2)

B™ = — M,,, (2.1.3)

Za w € Q (neprekidnu) funkciju ¢ — B™ (w) s Ry u R zovemo put (trajektorija) skalirane
sluc¢ajne Setnje za dani w. Brownovo gibanje ¢emo neformalno konstruirati kao limes skalirane

400) 4o vremena

slucajne getnje B™ kada n — oco. Na Slici 2. prikazana je simulacija puta od B(
1. Taj put generiran je pomocu 400 realizacija simetri¢nih Bernoullijevih sluc¢ajnih varijabli s
vrijednostima +1/20.

Promotrimo sada svojstva skalirane slu¢ajne Setnje B™:

e Skalirana slucajna Setnja ima nezavisne priraste s vremenima u 7. Zaista, neka su
meNiI0=1t <t <--- <t, takvi da je t; € T, za sve j. Tada su slucajne
varijable

B - B B —B" ... B" - B"

to tm—1



2.1. MOTIVACIJA T UVOD

B 10}
02 0.0 02 04 08
| |

04

0.6
|

SLIKA 1. Graficki prikaz jedne trajektorije procesa (Bt(lo) :t €[0,1]). U tockama
Tio = {0,0.1,...,0.9,1} proces je odreden formulom ([2.1.3]), preostale vrijednosti
linearno interpoliramo. Koristeno je prostorno skaliranje Tio 0.32 i trajektorija

slu¢ajne Setnje (0,1,0,—1,—-2,-1,0,1,2,1,0).

-0.25

-0.75

SLIKA 2.

nezavisne jer ovise o razli¢itim Bernoullijevim varijablama X,;. Na primjer,

nti+1

n n 1 1
Bt(iJr)l B Bt(i) - %(Mntiﬂ - Mnti) - % Z Xj'

J=nt;+1

47
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Uoéite da B™ — B™ i B{" ne moraju biti nezavisni za ¢, s & T,,. Upotrebom formule
(2.1.2]), moZe se pokazati nezavisnost prirasta i za opéenite 0 = tg < t; < -+ < t,,, za
dovoljno veliki n € N.E|
e Zat >0 je
n 1 1
E[B"] = 7 EMp + = (EMipig 1 — EMpy)(nt — [nt]) = 0.

Nadalje, za t > s takve da je t,s € T,, vrijedi

nt
n 1
Var(B =By ==~ Y 1=t-s.
n

j=ns+1
e Za t > 0 sluc¢ajna varijabla Bt(”) je izmjeriva u odnosu na o-algebru
F=0(B™:0<u<t).

Neka su s,t € T,,, s < t. Tada je F; = o(M, : 0 < u < ns) pa je slucajna varijabla
Bt(") — B™ nezavisna od F,. Sada se na isti nacin kao i za slucajnu etnju dokazuje
martingalno svojstvo skalirane slucajne Setnje (Bt(n) :t €T,), odnosno da za sve s < t,
s,t € T, vrijedi

E[B™ | F,] = B™.
e Izracunajmo jo$ i kvadratnu varijaciju skalirane slucajne Setnje (Bt(”) teT,). U
trenutku t € T, je

nt 9 nt 1 2 nt 1
(n) — (n) _ pk) |7 _ i " B -
B = Y [B0- B] _Z{ﬁ;@] =y i (2.1.4)
7j=1 7=1 7=1
TEOREM 2.1.1. (Centralni granic¢ni teorem za skaliranu slucajnu Setnju) Za t > 0 vrijedi
B™ P4 N0, 1).
n—oo

Skica dokaza:Dokaz ¢emo provesti prvo za t € Q i specijalni podniz niza (Bt(n) :n € N).
Uo¢imo da za t € Q postoji niz (ny : £ € N) prirodnih brojeva t.d. ny Ao xwite T, za
sve k € N.
Kako je E[N,] = nE[X;] =01 Var(M,) = nVar(X;) = n slijedi

1 M., M,.—E[M,,
B(nk) — X — ngt — ngt ngt . \/E
' V1 ]Z:; RV / Var(M,,.)

Sada primjenom centralnog grani¢nog teorema na niz parcijalnih suma (M,

: k € N) slijedi

Kkt

da je za svaki x € R

. . M,,,—E[M,,] = Vil .
lim P(B™) < z) = lim P it < _/ e V2
Jn BT < ) = i, ( Varle) Vi) Jewvms Y

x 1 y2
= e 2 dy=P(N(0,t) <x).
| =t a-Pon <)

3Provjerite tvrdnju sami za vjezbu, kljuéno je odabrati n > (min{t;1; —¢; : j =0,...,m — 1)t



2.1. MOTIVACIJA T UVOD 49

Sada za t € R ostaje pokazati da

(n) (n) (P)
B, _BM 7;;)@0,

Sto zajedno sa Slutskyjevim teoremom, nezavisnosti prirasta i

[nt] Mpny (D)
vn [nt] n—oo

N(0,¢)

povlaci
B =B - B + B 2 N(0, 1),

[nt [t o

O
Ovim rezultatom smo pokazali da grani¢na distribucija niza sluc¢ajnih varijabli (Bf”) :n e N)
odgovara distribuciji Brownovog gibanja u trenutku ¢, vidi Definiciju [2.2.1] Da bismo mogli
govoriti o Brownovom gibanju kao limesu niza skaliranih sluc¢ajnih Setnji potreban nam je jaci

rezultat o konvergenciji procesa, tzv. Donskerov teorem.

PRIMJER 2.1.2. Za kraj ovog uvoda iskoristimo dobivene rezultate kako bi pokazali da limes
odgovarajuceg skaliranog Cox-Ross-Rubinsteinovog modela vodi prema cijenama dionica koje
imaju log-normalnu distribuciju. Kasnije ¢emo u Poglavlju ?? pokazati da se kao grani¢ni
(vremenski neprekidni) model pojavljuje upravo Black-Scholes-Mertonov model.
Zbog jednostavnosti promatramo CRR model u kojem je kamatna stopa » = 0. Fiksirajmo
vrijeme ¢t > 0. Promatrat ¢emo CRR model sa n € N promjena cijena dionice po jedinici
vremena. Tada se do trenutka t € T}, cijena dionice promjeni nt puta. Oznac¢imo s a,,,
odnosno b, relativne promjene cijene dionice. Odaberimo te relativne promjene cijena na
sljedeci nacin: neka je o > 0 konstanta, i stavimo

o o

an:_%7 bn:%~

Zmnamo da uz ove parametre modela postoji jedinstvena vjerojatnost neutralna na rizik, te je

. r—a, o/y/n 1 b,—r o/yn 1

b " 20/yn 2 T b —a 20/yn 2

Neka su sada (X : j € N) nezavisne simetri¢ne Bernoullijeve slu¢ajne varijable s

vrijednostima £1. Oznacimo kao i prije sa M,,; slu¢ajnu Setnju u trenutku nt:
M, = Z;L; X;. Tada je
1
Gnt = é(nt + Mnt)
broj jedinica u nizu (X, : 1 < j <nt), a
1

Dnt = §(nt — Mnt)

broj minus jedinica u nizu (X; : 1 < j < nt). Ako je Sy € R pocetna cijena dionice, tada je
cijena dionice S, (t) u trenutku ¢ (dakle, nakon ntnt koraka) jednaka

S, (t) = So(1 + b,) % (1 4 ay,) P

l(nt—i—Mmg) l(7’115—]\47”)
2 2
— S, (1 + %) (1 - i) . (2.1.5)
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Pokazimo da kada n — oo, distribucija od S, (t) u (2.1.5)) konvergira prema distribuciji od

1
Sy = Sy exp {aBt —3 02t} , (2.1.6)
gdje je B; normalna sluc¢ajna varijabla s oc¢ekivanjem 0 i varijancom ¢. Ovu tvrdnju ¢emo kao
i prije pokazati za t € Q i podniz (S, (t) : k € N) takav da je t € T,,, za sve k € N. Takoder,

dovoljno je pokazati da distribucija od
log S,,(t) = log Sy + 1(nt + M) log (1 + i) + l(nt — M,:) log (1 - i) (2.1.7)
2 vn 2 N4
konvergira prema distribuciji od

1
log S; = log Sy + 0 B; — 3 o’t.

Po Taylorovoj formuli imamo
1
log(1+2z)=2— §x2 +O(2?)
gdje je ¢lan O(z?) reda x3. Primjenimo gornji razvoj na (2.1.7)) uzimajuéi prvo x = o//n, a
zatim x = —o/y/n. Uo¢imo da je O((£0/y/n)?) = O(n=3/?). Zato je zan € N takav da je
tel,

1 o o? 3
- - - —3/2
log S,,(t) = log Sy + 2(nt + M) (\/ﬁ o T O(n ))

(nt — M) (\_/—% - g + O(n—3/2)>

2
— _g ~3/2 7 —~3/2
log Sy + nt ( 57 +O(n )) + M, (\/ﬁ—i—O(n ))

1
=log Sp — 50275 +0(n ) +0B™ + 0(n"B™.

Ll
2

Po Teoremu , distribucija od Bt(n’“) konvergira kada k — oo prema distribuciji od B,
(centrirana normalna slucajna varijabla s varijancom t). Nadalje, izraz O(n;l)Bt(nk) je
produkt necega §to konvergira prema normalnoj distribuciji i ¢lana O(n,;l) koji tezi prema
nuli. Zato i produkt O(n,;l)Bin’“) tezi prema nuli kada k& — oo Zakljucujemo da kad k — oo,
distribucija od log Sy, (t) tezi prema distribuciji od log Sy 4+ 0B, — 3 o°t. O

Za slucajnu varijablu X > 0 kaZemo da ima lognormalnu distribuciju, ako slucajna varijabla

Y =log X ima normalnu distribuciju. Ekvivalentno, ako ¥ ima normalnu distribuciju, tada X = e¥

ima lognormalnu distribuciju. Pretpostavimo da je Y ~ N(u,0?). Izra¢unajmo funkciju gustoce

slucajne varijable X = e¥: za x > 0 je
P(X<z) = P <logx)
logx 1 _ 2
y—p

= exp{—( 2) } Y
—oo V2mOo 20
v (logu — p)? . du

= [ et

4Uvjerite se sami u ovu tvrdnju, npr. koristenjem Slutskyjevog teorema
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otkud slijedi da je

2.2. Definicija i osnovna svojstva Brownovog gibanja

Zahvaljuju¢i Donskerovom teoremu, Brownovo gibanje mozemo definirati kao odgovarajuci
limes skaliranih slu¢ajnih Setnji B™ = (Bt(") :t > 0) kada n — oo. Stoga ocekujemo da ce
Brownovo gibanje naslijediti odredena svojstva tih skaliranih slucajnih Setnji. Mi ¢emo
pristupiti definiciji Brownovog gibanja upravo preko tih prenesenih svojstava, a onda

Donskerovim teoremom opravdati egzistenciju takvog slu¢ajnog procesa.

DEFINICIJA 2.2.1. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. Slucajni proces B = (B, t > 0) je
Brownovo gibanje ako vrijedi:
(i) By = 0.
(ii) Putovi t — By(w) su neprekidne funkcije sa Ry u R (za g.s. w € Q).
(i) Zasvem e Ni0 =1ty <t; <--- <ty su prirasti

Bt1 — Bt1 _— Bt07 Btz — Bt17 P 7Btm - Btm—l

nezavisni.
(iv) Za sve 0 < s <t je prirast B, — B, normalno distribuiran s o¢ekivanjem nula i

varijancom t — s.

Neka je C'([0,1]) prostor neprekidnih funkcija s [0,1] u R sa sup normom
flloe = sup [f(x)],  feC([0,1])

z€[0,1]

i metrikom d(f, g) = ||f — gl|= ] Ako s B oznaéimo Borelovu o-algebru na C([0, 1), onda na
Brownovo gibanje B mozemo gledati kao na slu¢ajni element na (€2, F, P) s vrijednostima u
(C([0,1]), B). Analogno niz skaliranih slué¢ajnih setnji (B™ : n € N) iz (2.1.2) moZzemo
promatrati kao niz slucajnih elemenata. Sada smo spremni iskazati Donskerov teorem, poznat

jos i kao Funkcionalni centralni grani¢ni teorem.

TEOREM 2.2.2 (Donskerov teorem). Za niz skaliranih slucajnih etnji (B™ :n € N) iz (2.1.2)

1 Brownovo gibanje B vrijedi

B”QB, n — oo,

odnosno, za svaki omedeni neprekidni funkcional F : C([0,1]) — R vrijedi

E[F(B")] == B[F(B)].

NAPOMENA 2.2.3. Uoc¢imo da je Teorem samo specijalna posljedica Donskerovog
teorema, dovoljno je za fiksni ¢ € [0, 1] odabrati

F(f):f(t)> f60<[071])

"Metricki prostor (C([0,1]),d) je potpun i separabilan.
6B je o algebra generirana svim otvorenim kuglama u (C/([0, 1]), d).
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Prisjetimo se da skalirana sluc¢ajna Setnja B

(n)

2. BROWNOVO GIBANJE

ima prirodan vremenski korak 1/n, te je

linearna izmedu dva konsekutivna vremenska koraka. Za razliku od skalirane slucajne Setnje,

Brownovo gibanje nema linearnih dijelova (posljedice svojstava (iii) i (iv) iz Definicije [2.2.1]).

Nadalje, distribucija skalirane slu¢ajne Setnje u trenutku ¢ > 0 je pribliZzno normalna (Teorem

2.1.1)), dok je distribucija Brownovog gibanja upravo normalna N (0,¢). Kao posljedicu
svojstava (ii)-(iv) pokazat ¢emo da je i slucajni vektor (By,, By, - -

0<ty <ty <---<t,, normalno distribuiran. Uo¢imo da vrijedi:

Budu¢i da su slucajne varijable By, By, — By, , ..

(B, B, — B, ...

100 0 By, By,
110 0 By, — By, By,
111 0 By, — By, B,
111 1 1| |B, — B, B,

, By,, — By, _,) normalni slucajni vektor. Zato je i (By,, By,, -

., B,), za proizvoljne

., By,, — B:,_, nezavisne i normalne, to je

normalni slucajni vektor kao linearna transformacija normalnog slu¢ajnog vektora. Da bismo

u potpunosti odredili distribuciju vektora (By,, By,, ..., B, ), moramo izra¢unati

kovarijacijsku matricu (vektor o¢ekivanja je o¢ito nula).

Neka je 0 < s < t. Kovarijanca od By i B, jednaka je
E[B,B)| = E[By(B;— B,)+ B}
= E[B,| - E[B, - B + E[B]
= 04 VarB, = s.

(nezavisnost prirasta)

Slijedi da je kovarijacijska matrica normalnog slu¢ajnog vektora (By,, By,, - .., By,,) jednaka

[t ¢ ty ]
b1 ta 1o 123
tr ty t3 t3 | . (2.2.1)
bty ty ety

Na taj nacin smo dokazali implikaciju (a) = (b) sljedeceg teorema[T}

TEOREM 2.2.4. (Alternativna karakterizacija Brownovog gibanja) Neka je (Q, F,P)
vjerojatnosni prostor, te neka je B = (By, t > 0) slucajni proces takav da su putovi t — By(w)

neprekidni za g.s. w € Q 1 By = 0. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(a) Za svem € N i1 0=ty <ty <--- <ty su prirasti

By,,By, — By,,...,B;,, — By,

nezavisni © normalno distribuirani s ocekivanjem nula i varijancom
Var[B;, — By, | =ti —ti-1, i =1,2,...,m.

(b) Za svem € N i 0=ty <ty <--- <ty slucajni vektor (By,, By, .
normalnu distribuciju s vektorom ocekivanja nula 1 kovarijacijskom matricom .

.., By,)) ima

"Obrat dokazite sami za viezbu.
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Osim samog slu¢ajnog procesa, bit ¢e nam potrebna i informacija vezana uz taj proces. Zato

uvodimo pojam filtracije za Brownovo gibanje.

DEFINICIJA 2.2.5. Neka je (€2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je B = (B, t > 0) Brownovo
gibanje na tom prostoru. Brownovska filtracija je familija F = (F;, t > 0) o-algebri koja
zadovoljava

(i) Zasve 0 < s < t, Fs C F; (informacija kasnije ne moze biti manja od informacije
ranije).
(ii) (Adaptiranost) Za svaki t > 0, B; je Fi-izmjeriva sluc¢ajna varijabla (informacija
dostupna u trenutku ¢ dovoljna je za rac¢unanje Brownovog gibanja u tom trenutku).
(iii) (Nezavisnost buducih prirasta) Za sve 0 < s < t, prirast B; — B, nezavisan je od Fj
(svaki prirast Brownovog gibanja nakon vremena s nezavisan je od informacije

dostupne u trenutku s).

Tipi¢an primjer filtracije za Brownovo gibanje je prirodna filtracija Brownovog gibanja
definirana s F; = 0(Bs, 0 < s <t). U tom slucaju, informacija u trenutku ¢ sadrzi informaciju
o Brownovom gibanju do trenutka ¢ i nista vise.

Slicno kao i slucajna Setnja, i Brownovo gibanje ima martingalno svojstvo. Definirajmo prvo

pojam martingala s neprekidnim vremenom.
DEFINICIJA 2.2.6. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor, te neka je F = (F;, t > 0)
filtracija. Sluc¢ajni proces M = (M,, t > 0) je martingal ako vrijedi:
(i) M je F-adaptiran,
(i) za sve t > 0, E|M,| < oo,
(iii) za sve 0 < s <t, E[M; | F;] = M g.s.
TEOREM 2.2.7. Brownovo gibanje je martingal (s obzirom na filtraciju za to Brownovo
gibanje).
DoKAZ. Neka je 0 < s <t. Tada je
E[B;|Fs| = E[B;— B+ Bs|Fy
= E[B; — B, | 7] + E[B; | F}]
= E[B; — Bs] + Bs (nezavisnost By — B, od Fy)
= B,.

2.3. Kvadratna varijacija

Kvadratnu varijaciju skalirane slu¢ajne setnje B™ do trenutka T izracunali smo u (2.1.4)), te
smo dobili da je jednaka 7. Prisjetimo se da je ta kvadratna varijacija bila izracunata tako da
smo uzeli sve korake skalirane sluc¢ajne Setnje od 0 do T, kvadrirali ih, te zbrojili. Kod
Brownovog gibanja nemamo prirodnu veli¢inu koraka. Za dani 7' > 0 mozemo odabrati
veli¢inu koraka, npr. T'/n, i izra¢unati kvadratnu varijaciju za tu veli¢inu koraka. Preciznije,

mozemo racunati

[asy

n—

2
Z |:B(j+1)T — BE] .

B
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Zanimat ¢e nas taj izraz za male veli¢ine koraka, te ¢emo zato pustiti n — oco. Kao limes
dobit ¢emo opet T', duljinu vremenskog intervala na kojem racunamo kvadratnu varijaciju. To
je glavni rezultat ovog odjeljka.

Kao $to ¢emo pokazati u sljede¢em odjeljku, Brownovo gibanje nema omedenu varijaciju.
Stoga nismo u stanju definirati Lebesgue-Stieltjesov integral funkcije f obzirom na Brownovo
gibanje, odnosno preslikavanje po trajektorijama Brownovog gibanja

orr [ s9ap.

nije dobro definirano. Na$ cilj je dati alternativnu definiciju integrala neke (slu¢ajne) funkcije
obzirom na Brownovo gibanje, tzv. Itdv integral, i u toj definiciji klju¢nu ulogu ima upravo
kvadratna varijacija Brownovog gibanja.

Prije nego sto definiramo kvadratnu varijaciju, pogledajmo prvo poznatiji koncept varijacije
(odn. varijacije prvog reda). Neka je f:[0,7] — R funkcija. Particija intervala [0, 7] je skup
IT = {to,t1,...,t,} tocaka takvih da je 0 = tg < t;--- < t, = T. Dijametar particije II je
najveca veli¢ina koraka:

[} = _max (41 —1;)-

Varijacija prvog reda funkcije f na intervalu [0, 7] definira se kao
n—1
Ve(f) = s} [F(ti) = F(t)]. (2:3.1)
=0

Ako je taj supremum konacan, za funkciju f kazemo da je konacne varijacije na [0, T7.
Slucajni proces je konacne varijacije ako su mu trajektorije P-g.s. kona¢ne varijacije.

NAPOMENA 2.3.1. (i) Primijetimo da je monotona funkcija f uvijek konac¢ne varijacije,
te da je Va(f) = |F(T) — £(0)].
(ii) Moze se pokazati da je f konacne varijacije na [0,7] ako i samo ako je f razlika
dvije neopadajuée funkcije.

iii) Neka je f:10,7] — unkcija klase na |0,7]. Tada je
iii) Neka je f:1]0,T R funkcija klase C* 0,7T). Tada j

Va(f) = / () d.

Da bismo to pokazali, uzmimo I = {0 = tq < t; < --- < t,, = T'} proizvoljnu
particiju intervala [0,7]. Po teoremu srednje vrijednosti, za svaki j = 0,1,...,n — 1,
postoji 7 € (tj,t41) takav da je f(tji1) — f(t;) = f/(£])(tj41 — t;). Zato je

U GIED I A

Medutim, gornji izraz je Riemannova suma funkcije f’ na intervalu [0, T]. Bududi da
je f’ Riemann integrabilna, gornje Riemannove sume konvergiraju, kada ||II|| — 0
prema integralu fOT |f'(t)| dt (ovdje promatramo niz particija po kojima je gornji

limes jednak supremumu, odnosno izrazu Vr(f)).
Sljedeéi rezultat povlaci da je Brownovo gibanje sluc¢ajni proces beskonacne varijacije.

PropoOzICUIJA 2.3.2. Neprekidni martingal je konacne varijacije ako i samo ako je konstantan.
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DokAz. <« Trivijalno.
= Neka je M = (M,,t > 0) neprekidni martingal konac¢ne varijacije. Bez smanjenja
opcenitosti mozemo pretpostaviti da je My = 0 (u suprotnom tvrdnju dokazujemo za
neprekidni martingal M = (My — My, t > 0)). Takoder, mozemo pretpostaviti da su i
martingal M i njegova varijacija ograniceni, odnosno da postoji K > 0 takav da je za sve t > 0

Naime, ako za N > 0 definirajmo vrijeme zaustavljanja Sy = inf{s > 0: V(M) > N}, tada je
zaustavljeni proces M°N takoder martingalﬂi vrijedi

|MPN| < V(M) < N,

pa moZemo umjesto martingala M promatrati zaustavljene martingale M*°N | N € NH Neka
jet>0ill={0=ty <t; <...<t, =t} particija intervala [0,¢]. Vrijedi da je
SCEI(M, M, ] = Y (B — 2B{M, M, |+ B{ME )
i=1 i=1
= S (B{MZ] — 2BIEM, M, I ]+ BIVE )
= (’A;t“ je Fi,_,-izmjeriva)
= S (B — 2E[M,_ E(M,

i=1

Fi )l +EM;_])

= (M je martingal)
= > (BIMZ) - BIM]) = B,

=1

Prema tome, kako je >0 | |M;, — M,, | < Vi(M), slijedi da je

E[M? < Elsup{|M;, — M, |:i=1,...,n}Vy(M)] < KE[sup{|M;, — M,, | :i=1,...,n}].
Kako ova nejednakost vrijedi za svaku particiju I, po teoremu o dominiranoj konvergencijﬂ
slijedi da je

E[M? < K lim E[sup{|M;, — M, ,|:i=1,...,n}]
[1T1]|—0

= KE | lim sup{|My, — M,, ,|:i=1,...,n}| =0,
[[T1}|—0

gdje zadnja jednakost slijedi iz neprekidnosti martingala M. Kako je M? > 0, slijedi da je
E[M? = 0, odnosno M; =0 g.s. za sve t > 0. O

Sada ¢emo definirati kvadratnu varijaciju funkcije f definirane na [0, 7).

8Po verziji teorema o zaustavljanom martingalu za vremenski neprekindne martingale.
9%7a vjezbu dokazite: M5V je konstantan za sve N € N povlaci M je konstantan proces.
19T omedenosti martingala M slijedi da je sup{|M;, — M,, ,|:i=1,...,n} < 2K.
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DEFINICIJA 2.3.3. Neka je f:[0,7] — R funkcija. Kvadratna varijacija od f na intervalu
[0, T] definira se kao

A7) = Jim Z!f 1) = FE)IP

Za f kazemo da je kona¢ne kvadratne varijacije na [0, 7] ako gornji limes postoji i konacan je.
Slucajni proces X = (X;,t > 0) je kona¢ne kvadratne varijacije ako postoji slu¢ajan proces
(X) = ((X)¢, t > 0) takav da je

(X)p = lim Z 1 Xe,,, — X, |7 (2.3.2)

||H||—>O
Proces (X) zovemo proces kvadratne varijacije od X.

Pretpostavimo da je f klase C' na [0,7]. Tada je kao i u dokazu Napomene (iii)

—_

n—

n—1
|f(tj41) — Z P )P (1 — ) < DY 1 E) P (1 — 1)
=0

<.
Il
o

Zato je

[, A(T) < lim

|[T1}[—0

iy z_: |F )P (1 — tj)]

= lim |||+ lim Z\f (tj:1 — 1)

|ITI}[—0 (11} |—

T
=l i [ ir@Ea-o.

[IT1[|—0

Ovdje smo koristili da je |f’|*> neprekidna, pa stoga i integrabilna, na [0, T]. Gornji racun
pokazuje da veéina funkcija na koje smo naviknuti ima kvadratnu varijaciju nula. Stoga se
kvadratna varijacija nikada ne proucava u diferencijalnom ra¢unu. S druge strane, moze se
pokazati da putovi Brownovog gibanja nisu diferencijabilne funkcije. Preciznije, vrijedi sljedeéi
rezultat: za g.s. w € ), funkcija ¢ — B;(w) nije diferencijabilna niti u jednoj tocki. To znaci
da niti u jednoj tocki t > 0 ne mozemo definirati %Bt. Medutim, takvo “neobi¢no” svojstvo

Brownovskih putova sugerira da bi kvadratna varijacija putova mogla biti razli¢ita od nule.

TEOREM 2.3.4. Neka je B Brownovo gibanje. Tada je (B)r =T za sve T > 0 gotovo sigurno.

DoOkAZ. Za Il = {tg,t1,...,t,} particiju intervala [0, T] ozna¢imo
n—1
Qu=Y (By, —B).
=0

Pokazat ¢emo da vrijedi konvergencija u srednjem

lim E[(Qu—T)% = 0. (2.3.3)

|[T1}[—=0

Poznato je da ako niz konvergira u srednjem, tada postoji podniz (particija) tako da taj

podniz konvergira gotovo sigurno. To nam daje tvrdnju teorema.

"Moze se dokazati i jaca tvrdnja Z?:O(Bi
*

(g-s.)
— Bij-1n)? —> T, n— .
L
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Da bismo dokazali ([2.3.3]), potrebni su nam drugi i ¢etvrti moment normalne slucajne
varijable X ~ N(0,1):

Slijedi:
n—1
EQn = ZE[(Btj+l - Btj)z] = Z(tj+1 - tj) =T.

j=0 j=0
Nadalje,

Var [(Btj+1 — Bt.)2]

= E |:((Btj+1 Btg) (tjr1 — 1 ))2]

= E [(Bthrl - Btj) ] - 2(t]-i-l )E [(Btg+1 - Btj)Q] + (tj-i-l - tj)2
B(tj41 — t5)? — 2(tjp1 — ;)% + (Lj41 — ;)7

= 2t —t;)?

Zato je

|
—

n

Var(Qn) = ZVM (B, — Btj)Z] = 2t — t;)°

J

Il
o

n—1

< D 2|t — 1) = 2| T,

J=0

Odavde slijedi da je limym—o Var(Qn) = 0. Sada tvrdnja (2.3.3) slijedi iz
Var(Qn) = E[Qu — EQu* = E[Qn — T]*.

NAPOMENA 2.3.5. (i) Pokazali smo da vrijedi

hm Z |Bt]+1 Btj|2 = t,

HHH—>0

57

(2.3.6)

odnosno da je (B); =t g.s. To znaci da svaki niz particija (IL,,),, ||II,|| — 0, ima

podniz (II,, ) t.d. za g.s. w € Q

No ovo ne znaci da konvergenciju u (2.3.6)) moZzemo ojacati na konvergenciju g.s.

StoviSe, moze se konstruirati niz particija (IL,)n, ||IL,|| = 0 t.d.

hmsupz | B, n) — B,w (W)? =00 za gs. we .
. J

n—o0
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S druge strane ako promatramo niz ugnijezdenit? particija (I1,,)n, ||I1,|| — 0,
konvergencija u (2.3.6)) je ujedno i g.s. konvergencija.
(ii) Iz gornjeg dokaza se vidi da je

E[<Btj+1 - Btg')Z] =tjp1 — 1
Var[(Btj+1 - Btj)z] = Q(tj+1 - tj)z :
Kada je ;11 —t; malo, (tj41 — t;)* je vrlo malo, pa bismo mogli rezonirati da je

(Btj+1
To bismo mogli zapisati kao

— By.)?, iako slucajno, s velikom vjerojatnoscu blizu svoje sredine t;,1 — t;.
J

(Btj-H — Btj)2 ~ tj+1 — tj .

ili mozda malo preciznije
2
(Bi;,, — By;)

L1 —

R ~1.
Medutim, gornji izraz ne moze biti priblizno jednak 1, buduéi da je

Btj+1 — Btj
Vij = ———=
Vi1 — 1

jedini¢na normalna slu¢ajna varijabla (bez obzira koliko blizu bili ¢; i ¢;11).

Uzmimo zbog jednostavnosti, t; = jT/n. Tada je
2

Y
(Bthrl _Btj)2 =T ‘;;— :
Slucajne varijable Y7, Y5, ..., Y, su nezavisne i jednako distribuirane, pa po zakonu

2
velikih brojeva slijedi da z;:ol % konvergira prema ocekivanju EYJQJrl kada
n — oo. To ocekivanje je jednako 1, pa zaklju¢ujemo da Z?:_Ol(Bth — By,)?
konvergira prema T'. Dakle, iako ¢lanovi (By,,, — B,)? te sume mogu biti vrlo
razli¢iti od svog ocekivanja T'/n, sumiranjem puno takvih ¢lanova razlike se usrednje

1 u limesu dobivamo 7.

Od sada nadalje ¢emo neformalno rezultat Teorema pisati kao

Buduéi da je kvadratna varijacija Brownovog gibanja na intervalu [0, 71] jednaka 77, a na
intervalu [0, T3], T} < T, jednaka Ty, slijedi da je kvadratna varijacija Brownovog gibanja na
intervalu [17, T3] jednaka T, — T7. Brownovo gibanje akumulira 75 — 7} jedinica kvadratne
varijacije na intervalu [17,T5]. Bududi da to vrijedi za svaki vremenski interval, moZzemo
zakljuciti:

Brownovo gibanje akumulira kvadratnu varijaciju po stopi jedan po

jedinici vremena.
To piSemo neformalno kao (2.3.7)) gdje na desnoj strani pretpostavljamo da pise 1 ispred dt.
12Niz particija (I1,,), je ugnijezden ako je II,, C II,,41 za svaki n € N, odnosno ako je particija II,; nastala

dodavanjem jedne ili viSe to¢aka u particiju II,,. Jedan standardan primjer je dijadska particija, II,, = {JQ—T :
t=0,...,2"}, neN.
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Iz diskretne teorije martingala znamo da je kvadrat martingala submartingal (Jensenova
nejednakost). Sljedeci teorem, kojeg prezentiramo bez dokaza, pokazuje vaznost procesa
kvadratne varijacije i predstavlja specijalni slu¢aj Doob-Meyerove dekompozicije martingala.

TEOREM 2.3.6. Neka je M = (M, : t > 0) neprekidni, kvadratno integrabilni martingal. Tada
je M konacne kvadratne varijacije i proces (M) je jedinstveni neprekidni, rastuci, adaptirani

slucajni proces takav da je slucajni proces M* — (M) martingal.

NAPOMENA 2.3.7. Podsjetimo se, ako je M martingal i f : [0,00) x R — R izmjeriva
funkcija, proces X = (f(t, M;) : t > 0) op¢enito ne mora biti martingal. Ako je f(t,z) = x*
(ili neka druga konveksna funkcija koja ovisi samo o z) tada je po Jensenovoj nejednakosti
proces X submartingal. Kako je kvadratna varijacija Brownovog gibanja B neslucajna i

(B); = t, te kako je B martingal, prethodni teorem nam govori da je proces ((B? —t) : t > 0)
takoder martingal [

DEFINICIJA 2.3.8. Nekasu X = (X;:t>0)1Y = (Y; : t > 0) sluc¢ajni procesi. Kazemo da su
X 1Y procesi kona¢ne kvadratne kovarijacije ako postoji slu¢ajni proces
(X,Y)=((X,Y):t>0) t.d.

(P) lim ZXt] X, )Y, =Y, ) = (X,Y),.

-0 <
Slucajni proces (X,Y’) zovemo kvadratna kovarijacija od X i Y.

NAPOMENA 2.3.9. (i) Ako je proces X = (X, : t > 0) konac¢ne kvadratne varijacije tada
e (X, X) =(X).
(ii) Kvadratna kovarijacija je simetri¢na, tj. (X,Y) = (Y, X).
(iii) Akosu X = (X;:t>0)1Y = (Y; : t > 0) slucajni procesi kona¢ne kvadratne
kovarijacije, onda su procesi X +Y i X —Y konac¢ne kvadratne varijacije i VrijediPE]

(XY= (v - oy

(iv) Za slucajne procese X = (X;:t>0), Y =(Y,:t>0)iZ2=(Z:t>0)tea,f €R
iz definicije kvadratne kovarijacije direktno slijedi

(aX +BY,Z)y = a(X, Z) + B{Y, Z):

Specijalno, (aX); = a?(X);.
(v) Neka je X = (X;: ¢ > 0) neprekidan slu¢ajni proces i Y = (Y; : ¢ > 0) slucajni
proces konac¢ne varijacije. Tada je (X,Y"), = 0. Uistinu,

(X,Y); < lim Z|Xt X Y, -

|n||—>o Yy 1

< lim max | X3, — Xy, 1]2\}/}

||TI||—0 1<i<n Vil

< Vi(Y) lim max | X;, — Xti_ll =

|ITI[|—0 1<i<n

137a vjezbu dokazite ovu tvrdnju direktno po definiciji martingala, bez koristenja Teorema [2.3.6
14Pr0vjerite tvrdnju samostalno.
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pri ¢emu gornji maksimum tezi u 0 kada ||TI|| — 0 jer su trajektorije od X
neprekidne g.s.

Iz Napomene [2.3.9|(e) slijedi da je kvadratna kovarijacija funkcije f(¢) =t i Brownovog
gibanja B = (B, : t > 0) jednaka (B, f}t = 0. Analogno, slijedi da je kvadratna varijacija od f
takoder nula. U skladu sa zapisom , ove dvije ¢injenice piSemo neformalno kao

dB,dt =0, dtdt=0.

PRIMJER 2.3.10. Neka su o € R i 0 > 0 konstante. Geometrijsko Brownovo gibanje je
slu¢ajni proces S = (S; : t > 0) definiran s

o2
Sy = Spexp {aBt + (a — 7) t} )

Geometrijsko Brownovo gibanje sluzi kao model kretanja cijena dionica u
Black-Scholes-Mertonovom modelu. Parametar o ima interpretaciju volatilnosti i predstavlja
mjeru varijacije cijene dionice na financijskom trzistu. Volatilnost je povezana s log-povratima
dionice na sljede¢i nac¢in. Neka su dani vremenski trenuci 0 < 7T} < T5, te pretpostavimo da
opazamo geometrijsko Brownovo gibanje (“cijenu dionice”) S; za Ty <t < T5. Odaberimo
particiju IT = {T} =ty < t; < --- < t,, = Tz} tog intervala. Promotrimo log-povrate
2
log 55;1 o(By,,, — By,) + (a - %) (tiv1 —t;)

J
na svakom podintervalu [t;,¢,;41]. Suma kvadrata log-povrata, koja se ponekad zove

realizirana volatilnost, je

m—1 2
(log <)
i—0 tj

J
m—1 0_2 2 m—1
02 J+1— tj 2+ (06—7) Z(tj+1—tj)2
7=0

j=0
0_2 m—1
+20 (a - ?) > (Bi,, = By)(tis1 — 1) . (2.3.8)
=0
Pustimo [|II|| — 0. Prvi ¢lan u gornjoj sumi konvergira prema (B)p, — (B)r, = Ty — 11, dok

druga dva ¢lana konvergiraju prema nuli. Zato je limes realizirane volatilnosti jednak

0%(Ty — Ty). To znaci da volatilnost moZemo procijeniti pomoc¢u formule

m—1 2
1 S;. >
2 j+1
0~ log —— ) .
T, — T, ijo ( 573,

2.4. Markovljevo svojstvo Brownovog gibanja

U ovom odjeljku pokazat ¢emo da Brownovo gibanje ima Markovljevo svojstvo. Kao prvi
korak trebamo precizno definirati Markovljevo svojstvo za procese s neprekidnim vremenskim
parametrom. Ta definicija treba formalizirati intuitivno razumijevanje Markovljevog procesa

kao onog Cije ponasanje u buduc¢nosti ovisi o proslosti samo kroz sadasnje stanje.

DEFINICIJA 2.4.1. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor, te neka je F = (F, : ¢t > 0)
filtracija. Adaptiran slucajni proces X = (X, : t > 0) je Markovljev proces, ako za sve
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0 < s <t1iza sve Borel-izmjerive funkcije f : R — R postoji Borel-izmjeriva funkcija
g : R — R takva da je

Rije¢ima, uvjetno na informaciju poznatu u trenutku s, svaka funkcija pozicije procesa X u
trenutku ¢ > s je funkcija pozicije procesa X u trenutku s.
Za dokaz Markovljevog svojstva Brownovog gibanja trebat ¢e nam sljedec¢a lema koju

navodimo bez dokaza.

LEMA 2.4.2. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor i neka je G o-podalgebra od F.
Pretpostavimo da je slucajna varijabla X G-izmjeriva, te da je slucajna varijabla Y nezavisna
od G. Neka je h: R®* — R Borelova funkcija i definirajmo

9(x) = E[h(z,Y)].
Tada je
E[h(X,Y)|d] = g(X) g.5.
TEOREM 2.4.3. Neka je B = (B, :t > 0) Brownovo gibanje, te neka je F = (F, : t > 0)
filtracija za to Brownovo gibanje. Tada je B Markovljev proces.

DokAz. Neka je 0 < s <, te neka je f : R — R Borelova funkcija. Trebamo pokazati da
postoji Borelova funkcija g : R — R takva da je

E[f(By) | Fs] = 9(Bs) g.s.

Vrijedi
E[f(By) | Fs] = E[f(Bs + (B — B)) | Fs] = E[M(Bs, B, — Bs) | 7],

gdje je h(z,y) = f(z+y). Uocimo da je By Fy-izmjeriva, a By — B, nezavisna od F,. Po Lemi
2.4.2] imamo

E[f(By) | F] = 9(Bs) g-s.,
gdje je

9(x) = E[h(z, B, — By)] = E[f(z + (B, — By))].

To dokazuje Markovljevo svojstvo. Stovise, g mozemo to¢no izracunati. Zaista ,
By — B; ~ N(0,t — s) otkud slijedi

1 > _w?
9(z) = —F—— / flw+z)e =9 dw. (2.4.2)
O
NAPOMENA 2.4.4. (i) Prethodnim teoremom smo u stvari pohazali da je Brownovo

gibanje vremenski homogen Markovljev proces, odnosno da je za svaki a > 0
proces (B, — B, : t > 0) Brownovo gibanje nezavisno s F,.
(ii) Zamjenom varijabli 7 =t — s i y = w + x u formuli (2.4.2) dobivamo

1 & _(y—=)?

Definirajmo prijelaznu gustocu p(r, x,y) Brownovog gibanja formulom

p(r,x,y) == Wore
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Tada mozemo napisati kao
= / fy)p(r,z.y)dy,

1 konacno

F(B)| ) /f v, Byy)dy

2.5. Distribucija vremena prvog prijelaza
Neka je x € R. Definirajmo vrijeme prvog prijelaza nivoa z sa
=inf{t >0 : B, =x}.

U ovom odjeljku izracunat ¢emo distribuciju tog slu¢ajnog vremena. Vrijeme prvog prijelaza
je vrijeme zaustavljanja u smislu da za sve t > 0 vrijedi {1, <t} € F;, gdje je F = (F; : t > 0)
filtracija za Brownovo gibanje. U tom ra¢unu trebat ¢e nam teorem o opcionalnom

zaustavljanju koji navodimo bez dokaza.

TEOREM 2.5.1. (Teorem o opcionalnom zaustavljanju) Neka je M = (M, : t > 0) martingal,
te neka je T vrijeme zaustavljanja. Tada je zaustavljen proces M™ = (Ma, = t > 0) opet
martingal.

PRIMJER 2.5.2. Neka je —a < 0 < b. Definiramo s 7 :=inf{t > 0: B; ¢ (—a, b)} prvo vrijeme
izlaska Brownovog gibanja B = (B; : t > 0) iz intervala (—a,b). Pokaze se (vidi npr. (2.5.7))
da je P(7 < 00) = 1.

(i) Odredimo razdiobu slu¢ajne varijable B,. Slu¢ajna varijabla 7 je uistinu vrijeme
zaustavljanja (obzirom na Brownovsku ﬁltraciju)ﬁ Stoga je po Teoremu
zaustavljeni proces B” martingal. Slijedi da je

TDK

E[B,] "2* lim E[B]] = E[B]] = E[By] = 0. (2.5.1)

t—o0
Uoc¢imo da smo u prvoj jednakosti mogli koristiti teorem o dominiranoj konvergenciji
jer je po definiciji od 7, |Bf| < max{a,b} g.s.. S druge strane, zbog neprekidnosti
trajektorija g.s. Brownovog gibanja slijedi da je B, € {—a, b} g.s. Stoga vrijedi da je

—aP(B, = —a) + bP(B, = b) = 0
P(BT = _a) + P(BT = b) =1,

odnosno

b a
P(BT: —CI,) = m, P(BT:b) = a+b

(ii) Odredimo sada E[7]. Po rezultatu Teoremu znamo da je proces
W = (W, : t > 0) definiran s W, = B? — t martingal"} pa je po Teoremu i
proces W7 martingal. Sli¢cnim racunom kao u 1' slijedi da je E[W,] = 0. Stoga
je

(i b a
E[r] = E[B?] = a2a+b +b2a+b = ab.

15Tvrdnju provjerite sami.
1674 vjezbu dokazite ovaj rezultat direktno po definicji martingala.
1"Racun provjerite sami.
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Neka je o > 0. Promotrimo sljede¢i slucajni proces koji ¢e biti od fundamentalnog znacenja:

1
Z, = exp {aBt - 50%} : (2.5.2)

Sljedeci rezultat je posljedica Zadatka 6 iz 2. domace zadace.

TEOREM 2.5.3. (Eksponencijalni martingal) Neka je B = (By : t > 0) Brownovo gibanje s
filtracijom F = (F; : t > 0), te neka je o > 0. Slucajni proces Z definiran s je
martingal.

Zaustavimo eksponencijalni martingal Z u vremenu prvog prijelaza 7,. Zaustavljen proces je

po teoremu o opcionalnom zaustavljanju opet martingal pa vrijedi
1
1= ZO = E[Zt/\TI] =FK |:eXp {O—Bt/\ﬂg — 50_2(t A 7—1;)}:| . (253)

Pretpostavimo da je x > 0. Iz neprekidnosti trajektorija Brovnog gibanja slijedi da se do

trenutka 7, Brownovo gibanje nalazi ispod razine z, odnosno, B;n,, < x. Zato je
0 < exp{oBi,} < e’”. (2.5.4)
Ako je 1, < oo, tada je

1 1
lim exp{—§02(t ANTe)} = exp{—5027x}.

t—o0
S druge strane, ako je 7, = oo, tada je
lim exp{—202(t A7)} = lim exp{——o®} = 0
JHim exp{—co 7o)} = lim expi—507t} = 0.

To mozemo zapisati na sljedeé¢i nacin:

1 1
lim exp {—502@ A Tx)} = 1fr, <00} €XP {—5027}3} .

t—o00

Nadalje, ako je 7, < 0o, tada je
tlim exp{oBir., } = exp{oB,,} = exp{oz}.
—00

Ako je 1, = 00, tada iz (2.5.4)) slijedi da je za sve t > 0

1 1
lim sup exp {UBMTI — 502(75 A Tx)} < e lim sup exp {—502@ A TI)} =0.

t—o00 t—o00

Zato je
1 1
lim exp {O’BMTI - 502@ A Tx)} = 1{r, <00} €XP {ax — 502@} . (2.5.5)

t—o00

Sada mozemo pustiti ¢ — oo u formuli (2.5.3)), te po teoremu o dominiranoj konvergenciji i

(2.5.5)) dobivamo
1
1=E {1{%@0} exp {ax — 502%}1 ,

1
E [1{”@0} exp {—502@}} e 7", (2.5.6)

odnosno ekvivalentno,
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Gornja jednakost vrijedi za sve ¢ > 0. Pustimo o — 0. Upotrebom teorema o monotonoj
konvergenciji slijedi E[1{,, <oc}] = 1, odnosno

P(r, <o0)=1. (2.5.7)
Sada kada znamo da je 7, konacan gotovo sigurno, mozemo taj uvijet maknuti iz formule
(2.5.6) i dobiti
E [exp {—%027'95}:| =e 7. (2.5.8)
Iz mozemo lagano dokazati sljedeéi teorem.

TEOREM 2.5.4. Neka je x € R. Tada je prvo vrijeme prijelaza nivoa x konacno gotovo

sigurno. Nadalje, Laplaceova transformacija distribucije od 1, je
Ee o™ = ¢ lelV2a o 5 0. (2.5.9)

DOKAZ. Promatrajmo prvo slucaj x > 0. Stavimo li 0 = v2a u 1) dobivamo formulu
(2.5.9). Za x < 0, formula slijedi iz simetrije Brownovog gibanja. O

Deriviramo li formulu (2.5.9) po o dobivamo

E[r,e ] = \’/LQ‘_OJ eTlTV2 S0,
Pustimo li a | 0 slijedi E[7,] = o0, x # 0.
Neka F' oznacava funkciju distribucije od 7,. Uocite da je F(t) = 0 za t < 0. Formula
moze se zapisati kao .
/ e dF(t) = e V2 0> 0.
0

Direktnim ra¢unanjem moze se pokazati da vrijedi sljedeca formula:

- —at |JZ| _z? —|z|vV2a
e e xdt=ce , a>0.
/0 V2mt3

Usporedivanjem posljednje dvije formule slijedi da je funkcija distribucije F' apsolutno

neprekidna s funkcijom gustoce
-

fr(t) = \/We %

Kazemo da 7, ima Lévyjevu razdiobu. Dodatno vrijedi E[7,] = —|—OOH

18Pr0vjerite tvrdnju sami.
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Itov integral

Neka je T'> 0, H = (H; : t € [0,T]) odgovarajuci adaptirani slu¢ajni proces i
B = (B; : t € [0,T]) Brownovo gibanje na istom vjerojatnosnom prostoru s filtracijom. Cilj

T
/ H,dB,
0

i pokazati njegova svojstva. Uo¢imo da gornji integral ne moZzemo definirati po trajektorijama

ovog poglavlja je definirati Itov integral

Brownovog gibanja (kao Lebesgue-Stieltjesov integral) jer je Brownovo gibanje neomedene
varijacije. Dodatno, diferencijalni racun koji se koristi za rac¢unanje s takvim integralima
razlikuje se od uobicajenog diferencijalnog racuna. Ovdje se diferencijalni ra¢un temelji se
Itovoj formuli, koja u obzir uzima ne-nul kvadratnu varijaciju Brownovog gibanja.

U financijama se Itov integral koristi za modeliranje vrijednosti portfelja. Nakon Sto
razvijemo [tov rac¢un, primjenit ¢emo ga na izvod Black-Scholes-Mertonove parcijalne
diferencijalne jednadzbe za cijenu opcije. Takoder, u primjenama u financijama H; ¢e imati
interpretaciju pozicije u financijskoj imovini u trenutku ¢, koja u principu ovisi o informaciji
dostupnoj do trenutka ¢. Odavde slijedi zahtjev na adaptiranost slu¢ajnog procesa H. S druge
strane, buduéi prirasti Brownovog gibanja nezavisni su od J;. To znadi da je nasa pozicija u

trenutku ¢ nezavisna od buduce nesigurnosti na trzistu generirane Brownovim gibanjem B.

3.1. Itov integral za jednostavne integrande

Fiksirajmo pozitivno vrijeme T > 0. Neka je B = (B, : t € [0,T]) Brownovo gibanje zajedno s
Brownovskom filtracijom F = (F;, : t € [0,7]). Neka je H = (H, : t € [0,T]) adaptiran
slucajni proces obzirom na F. Prvi korak u definiciji It6vog integrala sastoji se u tome da se

integriraju jednostavni procesi.

DEFINICIJA 3.1.1. Adaptiran slucajni proces H = (H, : t € [0,T]) zove se jednostavan
proces ako je

n—1
Ht = Z qb] 1[tj,tj+1)(t)a (311)
7=0

za neku particiju Il = {0 =, < t; < --- < t, = T} intervala [0, 7], i omedene sluc¢ajne
varijable ¢;, 7 =0,1,...,n — 1, takve da je ¢; F; -izmjeriva. S & oznac¢imo familiju svih

adaptiranih jednostavnih sluc¢ajnih procesa na [0, 7.

Rije¢ima, adaptiran sluc¢ajni proces H je jednostavan, ako postoji particija II takva da je H
konstantan na svakom intervalu particije [t;,¢;41). Kada kazemo konstantan mislimo da je
jednak jednoj slucajnoj varijabli koja se ne mijenja kroz taj interval. Omedenost slucajnih

varijabli ¢; znaci da postoji M € R tako da je |¢;| < M za sve j (i g.s. sve w € Q).

65
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DEFINICIJA 3.1.2. Za slucajni proces H € & definiran s (3.1.1)) definiramo sluc¢ajni proces
I=(I:tel0,T] s

n—1
Iy = Z ¢;(Bt1nt — Biynt) (3.1.2)
j=0

Proces I zovemo Itov integral jednostavnog procesa H u odnosu na Brownovo gibanje B i

oznacavamo ga s

t
-[t:/ Hsst:<HB>t
0

NAPOMENA 3.1.3. (i) Uocimo da je za t € [tx—_1,tk),
t k—2
/ H.dB, = 0;(By,., — By) + 6e1(By — By, )

(ii) Iz definicije procesa I lako se vidi da je on F-adaptiran. Takoder, uo¢imo da je
preslikavanje H — (H - B) na &p linearno.

(iii) Razmisljajmo o vrijednosti Brownovog gibanja B, kao o jedini¢noj cijeni financijske
imovine (npr. jedne dionice) u trenutku ¢. Budué¢i da B; moze biti manje od nule,
takav model je los, ali to ¢emo u ovom trenutku zanemariti. O vremenima
to,t1,...,tn—1 mislimo kao o trenucima trgovanja u toj imovini, a o ¢y, ¢1,, ..., Gt ,
kao o pozicijama u imovini (broj dionica) unutar intervala oblika [t;,¢;11). Uo¢imo
da je tada dobitak od takvog trgovanja u svakom trenutku ¢ dan s I;. Na proces [
stoga mozemo gledati na analogon procesa dobitka Gy(¢) u diskretnom modelu
financijskog trzista.

Prvo vazno svojstvo slu¢ajnog procesa I je da od Brownovog gibanja B nasljeduje svojstvo

martingalnosti.
TEOREM 3.1.4. Itov integral I = (I : t € [0,T)) definiran formulom (3.1.2) je martingal.

DokAz. U Napomeni ve¢ smo spomenuli kako je proces I F-adaptiran. Takoder, iz
omedenosti sluc¢ajnih varijabli ¢; (|¢;| < M za sve j) slijedi da je za svaki ¢ € [0, 77,

- 2
E[|l 4] < MZEHBtj+1/\t — Bynl] = M\/;t < 0.
=0

Neka su sada 0 < s <t < T. Pretpostavimo da se s i t nalaze u razli¢itim intervalima
particije II. Sluc¢aj kada su ta vremena u istom intervalu particije dokazuje se sliénom Dakle,
neka je s € [t,t141), t € [ty, tgr1) za l < k. Jednakost (3.1.2)) mozemo napisati kao

-1
I = Z ¢j(Btj+1 - Btj) + ¢Z(Btl+1 - Btl)
=0

k—1
+ Z ¢j(Btj+l _Btj) +¢k(Bt_Btk)' (313)
=11

94 A b = min{a, b}
20Dokazite sami za vjezbu.
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Racunamo uvjetno oc¢ekivanje svakog od Cetiri ¢lana u formuli (3.1.3)), uvjetno na o-algebru
Fs. Bududi da su sve sluc¢ajne varijable u prvom ¢lanu Fg-izmjerive, vrijedi

-1
E | ¢j(B,,, — B)|F Z ¢;(By,,, — By,) - (3.1.4)
5=0
Za drugi ¢lan imamo
E[¢Z<Btl+1 - Btz) |]:5] = ¢lE[Btl+1 - Btz |‘FS]
= &u(Bs — By,). (3.1.5)
Zbrajanjem (|3 i - dobivamo I;. Dakle, preostaje pokazati da su uvjetna ocekivanja
treceg i cetvrtog clana jednaka nuli. Da bismo to pokazali racunamo za j =1+ 1,... .k —1,

E[¢;(Bi,., — By,) | F]
= E[E[ij(BtHl - Btj) |~7'_tj] |]:s]
= E[ij(E[BtHl |~7:tj] - Btj) | F]
= E[¢;(B;, = By) | F] =0

gdje smo u zadnjem retku koristili svojstvo martingalnosti Brownovog gibanja. Zbog
linearnosti uvjetnog ocekivanja slijedi

k—1
E [Z ¢j<Btj+1 - Btj) |‘Fs

=141

Na isti nac¢in se pokaze i da je uvjetno ocekivanje ¢etvrtog ¢lana jednako nuli. U

Bududi da je Iy = 0, slijedi da je EI; = EIy = 0 za sve 0 < t < T. Specijalno, Varl; = EI?2.
Ocekivanje kvadrata Itovog integrala izracunato je u sljedeé¢em teoremu.

TEOREM 3.1.5. (Itova izometrija) Itov integral definiran s zadovoljava

t
El? = E/ H? du . (3.1.6)
0

DoxkAz. Fiksiramo vrijeme ¢t > 0. Uvedimo zbog jednostavnosti sljede¢e oznake:
ABJ = Btj+1At — Btj/\t i Atj = tj+1 ANt — tj At. Neka je te [tk, tk+1>. Tada je
I, = Z?:o ¢»;AB;, te vrijedi

qu AB?+2 ) $:¢;ABAB;.

0<i<j<k
Prvo pokazujemo da je oceklvanJe ¢lanova u drugoj sumi jednako nula. Za ¢ < j je ¢;0;ADB;
JFi,-izmjerivo, dok je prirast AB; nezavisan od F3, i EAB; = 0. Zato je

Pogledajmo sada ¢lan oblika (ﬁ?ABJQ Sluc¢ajna varijabla gzﬁ? je Fi;-izmjeriva, dok je kvadrat
prirasta AB} nezavisan od Fy,, te EAB} = E(B, — Byn)® = Atjza j=0,1,... k. Zato

j+1AE
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je

k k
EI} = ) E[¢;AB]] =) E[¢]|E[AB;]
7=0

j=0
k
= ) E¢AY;. (3.1.7)
j=0

Uocite da je H, konstantna na intervalu [t;,t;41) 1 jednaka ¢,. Preciznije, H,(w) = ¢;(w) za
sve u € [t;,tj41), za g.s. sve w € Q. Zato je

ti+1 Nt
PiAL; = / Hidu, j=0,1,...,k

tj
Uvrstimo li u (3.1.7) dobivamo

k ta

J+1AE
EI? = ZE/ H?du=FE

NAPOMENA 3.1.6. Prethodnim teoremom pokazali smo da postoji izometrija izmedu
normiranih prostora & s produktom (H, K) [ fo Hthdt] i L*(Q) s produktom
(X,Y)=E[XY].

Prou¢imo na kraju kvadratnu varijaciju Itoévog integrala I.

TEOREM 3.1.7. Kvadratna varijacija do trenutka t Itévog integrala I definiranog formulom

(3-1.2) jednaka je
t
I)t:/ H? du. (3.1.8)
0

DOKAZ. Izra¢unajmo prvo kvadratnu varijaciju Itovog integrala na intervalu [¢;,%,41) na
kojem je H, konstantan. Odaberimo particiju

t]’:80<81<"'<8m:t]’+1

1 promotrimo

m—1 m—1
[]5i+1 - ISi]2 = L+1 - Si)]2
=0 =0
m—1
= QS? (BSZ'.H - Bsi)2 . (319)

o

i=

Kada m — oo i korak max;—o1, m-1(sit1 — s;) = 0, ¢lan Z?:OI(B — B,,)? tezi prema

it
kvadratnoj varijaciji Brownovog gibanja na intervalu [t;,¢;41], t.j., prema t;4; — t;. Prema
tome, limes od jednak je
tj+1
O3 (tja1 — t;) = H du.

tj

Zbrajanjem svih odgovarajuéih dijelova dobivamo formulu (3.1.8)). O



3.2. ITOV INTEGRAL ZA OPCE INTEGRANDE 69

Uoc¢imo da se varijanca i kvadratna varijacija [tovog integrala razlikuju. Po Teoremu [3.1.5]
Varl, = E [ H2 du (3to je nenegativan realan broj), dok je po Teoremu m, (I}, = [, H2 du
(8to je slucajna varijabla). Ponovimo da se kvadratna varijacija ra¢una po putu (trajektoriji),

dok je varijanca usrednjenje po svim putovima.

NAPOMENA 3.1.8. (o notaciji).

(i) Prisjetimo se neformalne oznake za kvadratnu varijaciju Brownovog gibanja
dBydB; = dt. Tu jednakost smo interpretirali kao tvrdnju da Brownovo gibanje
akumulira kvadratnu varijaciju brzinom jedan po jedinici vremena. Na sli¢an nacin,
stohasticki integral I, = fg H, dB, neformalno zapisujemo u obliku dI; = H; dB;. To
vodi do sljedece oznake za (I);:

dl,dl, = H? dB,dB, = H2 dt . (3.1.10)
(ii) Oznake
I = /t H,dB, (3.1.11)
: 0
dI, = H,dB, (3.1.12)

imaju skoro isto znacenje. Jednakost (3.1.11)) ima precizno znacenje dano definicijom
(3.1.2)). Jednakost (3.1.12)) ima neprecizno znacenje da kada se pomaknemo

unaprijed u vremenu za “vrlo malo”, promjena Itovog integrala I je H; puta
promjena Brownovog gibanja u tom malom vremenskom pomaku. Ta jednakost ima
i precizno znacenje koje se dobije integriranjem obiju strana. U tom slu¢aju moramo

paziti na konstantu integriranja I:
t
I, = IO+/ H,dB, .
0

Kazemo da je (3.1.12) diferencijalni oblik od (3.1.11)), dok je (3.1.11] integralni oblik
od (3.1.12)).

3.2. Itov integral za opce integrande

U ovom odjeljku govorit éemo o Itovom integralu za opée integrande. Cilj je prosiriti definiciju
Itovog integrala tako da definicija bude konzistentna i da se prenose svojstva Itovog integrala
za jednostavne integrande. Za prostor op¢ih integranada uzimamo familiju F-adaptiranih
slu¢ajnih procesa H = (Hy : 0 <t < T') koji zadovoljavaju sljedeci tehnicki uvjet:

T
E/ H} dt < co. (3.2.1)
0
Ovu familiju procesa ¢emo oznacavati s £2,. L2 je vektorski prostor sa skalarnim produktom
T
(H K)p =E { / Hthdt] , H, KelLl?
0

i pripadnom normom HHHizd = (H, H) > . Uotimo da je trivijalno & C L3
Glavna ideja za prosirenje definicije Itovog integrala je aproksimacija procesa H € £2, nizom
jednostavnih procesa H™ € &p. Na primjer, pretpostavimo da H = (H, : 0 <t <T) ima
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neprekidne putov. Odaberimo particiju TI™ = {0 =t/ < ¢ < ... <t = ¢} intervala
[0,¢] i definiramo jednostavan proces H™ tako da stavimo H" =H [(m) Za SVe u € [t(- ), tg@l)
j=0,1,...,n — 1. Za takav jednostavan integrand po formuli Jznamo izracunati

f(f H{ dB,. Sada Itov integral procesa H obzirom na Brownovo gibanje B = (B, : t € [0,T])
mozemo definirati kao limes integrala takvih jednostavnih integranada kada se profinjuje
particija. Kljucan korak za provedbu takvog programa je sljedeca lema, koju navodimo bez

dokaza.

LEMA 3.2.1. Za slucagni proces H € L2, postoji niz (H™),en C Ep jednostavnih procesa takav
da je
T
lim |[H™ — H[[% = lim E/ |H™ — H>dt =0, (3.2.2)
n— 00 ad n—00 0

2

c
odnosno H™ =% H n — co.

Neka je (H (n ))neN C ST niz aproksimirajuéih jednostavnih integranada iz Leme [3.2.1] te

ozna¢imo I fo . Iz relacije (3.2.2) jednostavno slijedi da je niz (H™),en

Cauchyjev u £2;, odnosno da je
T T T
lim E/ \H™ — H™ |2 dt < 2 (lim E/ |H™ — H,?dt + lim E/ |H™ —Ht\th) — 0.
m,n—o0 0 n—o0 0 m—o0 0

Medutim, zbog Itove izometrije (Teorem primijenjen na Iév integral ((H™ — H™) . B)

koji je zbog linearnosti jednak procesu 1™ — ™) imamo da je
t
B / =" — =P dt =B - 1),
0

pa je stoga
lim B[ - I =0, 0<t<T. (3.2.3)

m,n—00

To znadi da je niz Itovih integrala (It("))neN u trenutku ¢ Cauchyjev niz u Hilbertovom
prostoru L*(Q, F,P) za sve t € [0,T]. Kako je L*(2, F,P) potpun, slijedi da niz (It("))neN
konvergira (u L?)i njegov limes zovemo Itévim integralom procesa H obzirom na Brownovo
gibanje B (u trenutku t) i oznac¢avamo (H - B); = I, = fo H, dB,. Dakle,

t
/ H,dB, = (L?) lim H( )dB, . (3.2.4)
n—oo
NAPOMENA 3.2.2. (i) Definicija Itovog 1ntegrala za opce integrande je konzistentna,

odnosno poopcuje Definiciju i ne ovisi o odabiru aproksimirajuceg niza.lﬂ
(ii) Uocite da je f(f H, dB, samo oznaka za slu¢ajnu varijablu I; € L*(Q, F,P), tj. taj
stohasticki integral nije definiran po trajektorijama Brownovog gibanja.
(iii) Iz definicije direktno slijedi da je proces I = (I; : t € [0,T]) F-adaptiran.

Tako definiran integral nasljeduje svojstva Itdévog integrala jednostavnih integranada. Sljedeci

teorem navodi ta svojstva.

TEOREM 3.2.3. Neka je T > 0, te neka je H= (H, : t € [0,T]) € £2,. Tada slucajan proces
I =(I;:t€]0,T]) definiran formulom ima sljedeca svojstva:

214 s H,(w) su neprekidne funkcije na [0,7] za g.s. w € Q
22Tvrdnju provjerite sami.
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(a) (neprekidnost) Funkcija t — I, je neprekidna na [0,T] g.s.,
(b) (linearnost) Za H,K € L2, i a,b € R vrijedi

((aH +bK) - B), = a(H - B), + b(K - B),

(c) (Itova izometrija) EI? = E [} H2 du,
(d) (martingalnost) Proces I je martingal obzirom na filtraciju F.

Prije nego krenemo s dokazom gornjeg teorema, dokazat ¢emo pomoénu propoziciju za

(vremenski neprekidne) martingale.

PropozICIJA 3.2.4. (Doobova LP-nejednakost ) Neka je X = (X :t € [0,T]) zdesna

neprekidni pozitivni submartingal i p,q > 1, % + % = 1. Tada je

E

sup Xf] < E[X]], t > 0.

s€[0,¢]

Specijalno, za zdesna neprekidni martingal X vrijedi

E | sup X?| <4E[X}], t > 0.

s€0,t]

DokAz. Koristimo Doobovu nejednakost za vremenski diskretne martingale@ Neka je
(7n)nen rastuéi niz t.d. {r, :n € N} = Qn|[0,¢]. Tada zbog neprekidnosti zdesna
submartingala X slijedi da je

E|sup X!| =E| sup X!|=E|lim sup X?
s€[0,t] s€EQN[0,¢] =0 se{ry,...,rn}
M Yim B sup  XP|. (3.2.5)
n—oo 86{7‘1 ..... Tn}

Kako je proces (X, : k = 1,...,n) diskretni submartingal, iz diskretne Doobove
LP-nejednakosti slijedi da je

E| sup X/|<@E[XZ]. (3.2.6)
s€E{ri,..,Tn}
Tvrdnja sada slijedi iz (3.2.5)), (3.2.6) i ¢injenice da je XP? submartingal (Jensenova
nejednakost) pa je za svaki n € N, r, <t 1 E[X? | < E[X/]. O

Dokaz Teorema [3.2.3:
(i) Neka je (H™),en C Er aproksimirajudi niz za H iz Leme Kako je
I™ = (H™ . B) neprekidni martingal, po Doobovoj LP-nejednakosti i (3.2.3)) slijedi
da je

E P

sup 17 = 17 | < 4B - 7] 2

t€[0,T]

Stoga, mozemo odabrati podniz (ny)ren takav da za svaki k € N vrijedi da je

E

Sup |]t(nk) N It(nk+1)|2 < 93k
te[0,T]

23Vidi Teorem 1.87 u skripti Z.Vondracek: Slucajni procesi


https://web.math.pmf.unizg.hr/~vondra/sp-p01.pdf
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Tada za dogadaje

Ap =24 sup [II"™ — 1)) >0k keN
t€[0,T

vrijedi da je nuzno P (4;) < 27%. Kako je >, P(A;) < oo po Borel-Cantellijevoj

lemi slijedi da je P(limA}) = 0. Prema tome niz (1) (w)); je uniformno

Cauchyjev u C(]0,T]) za gotovo svaki w € €2, odnosno

P <U ﬂ { sup [I{™) — [t("k“)\ < 2’“}) =1
m>1k>m t€[0,T]

Zbog potpunosti prostora (C([0,T]), || - ||s) slijedi da je (1)), g.s. konvergentan i
limes je g.s. neprekidna funkcija. Kako niz (I™),, konvergira k I u L?, tvrdnja sada
slijedi iz jedinstvenosti g.s. limesa.
(ii) Slijedi direktno iz linearnosti Itévog integrala za jednostavne integrande, vidi
Napomenu B.1.3 (b).
(ifi) Iz 1™ £ LNy} slijedi da je lim,, o E[(I("))Q] = E[I?]. 1z Itove izometrije za
jednostavne integrande, Teorem . sada slijedi da je
t
lim E { / (H5”>)2du] = E[I7].
0

n—oo
L2, . ..
S druge strane H™ =% H pa je specijalno

t t
lim E { / (Hﬁ”))Qdu} =E { / Hﬁdu} .
n—oo 0 0

Tvrdnja sada slijedi iz jedinstvenosti limesa.

(iv) Proces I je adaptiran i po (c) dijelu vrijedi E[|;]] < E[I2]z < co. Ostaje pokazati da
je E[I; — I|Fs] = 0 za sve 0 < s < t. Iz Jensenove nejednakosti i definicije Itovog
integrala slijedi

- [(E [[t _[t(n)l}-s])j <E {E {(It —It(">>2 Isz
—E {(It—ff”)ﬂ —0,

E[Jt—ﬂ"k |]-“} ko) (gs).

pa postoji podniz (ng)ren t.d. je

2
Kako I{™) L5 I, postoji podniz (kojeg isto oznatavamo s (ng)g) t.d. 1™ £25 ..
Tvrdnja sada slijedi iz martingalnosti procesa I, te

E[L, - L] = I, - I") + E[10% — [V F] + B [[™) - 1|7,

NAPOMENA 3.2.5. Koristenjem Leme |3.2.1| moze se takoder pokazati da je

t
[>t—/ H?du, t € [0,T).
0
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Uocite da za H € L2, nuzno vrijedi da je f(f H?du < 0o g.s.
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