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Tema br. 3:
Tehnika Bellmanovih funkcija
Vijekoslav Kovac, 24.3.2023.

Tehnika o kojoj ovdje govorimo je jedna korisna ideja u teorijskoj matematici. Dobila je ime
po primijenjenom matemati¢aru Richardu E. Bellmanu (1920.-1984.), koji je na nju utjecao svojim
radom iz teorijske stohasticke optimalne kontrole. U vjerojatnosti i analizi ideju je prvi upotrijebio
Donald L. Burkholder (1927.-2013.). Metoda je dalje razvijena u sustavnu teoriju od strane F. L.
Nazarova, S. R. Treila i A. L. Volberga u ¢itavoj seriji knjiga i radova pocevsi sa [7]. Koristi se
za dokazivanje/opovrgavanje i pojacavanje mnogih klasi¢nih i novih rezultata u analizi te je danas
jedna od najpoznatijih, najoriginalnijih i najspektakularnijih metoda u toj grani matematike.

Evo vrlo grubog prikaza metode.

Odaberite problem s unutrasnjom samo-sli¢nosti.
Svedite problem na ograni¢avanje “invarijantne” veli¢ine.

Napisite nejednadzbu za gornju invarijantnu veli¢inu koriste¢i samo-sli¢nost problema.

=

Radite unatrag: ogranicite invarijantnu veli¢inu pod pretpostavkom da ve¢ imamo neko rjese-
nje nejednadzbe.
5. Pronadite neko rjeSenje nejednadzbe.

Citatelju ¢e gornja shema dobiti smisao tek nakon §to se upozna s konkretnim primjerima, koji
slijede. Ovakva generalna shema je primjenjiva u neslu¢eno mnogo raznolikih situacija. Ipak, mi
¢emo se u primjerima ograni¢iti na najelementarniji slu¢aj, na ocjene koje se ticu tzv. dijadskih
intervala. Definiramo dijadski interval I C R kao svaki interval oblika

2"k, 2" (k + 1))
za neke k,n € Z. Njegova duljina je, naravno, jednaka |I| = 2". Njegova lijeva polovica je interval
Dijevi := [2"7 12k, 271 (2k 4 1)),

dok mu je desna polovica
Tgesni == [2" 1 (2k + 1), 2" 71 (2k + 2));

to su opet dijadski intervali. Familiju svih dijadskih intervala oznacavamo D. Ako je I dijadski
interval, a f integrabilna (realna ili kompleksna) funkcija na I, tada prosjek od f na I oznacavamo

1
=1 /I /.

1/p
fllp == / flP
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za bilo koji eksponent p € [1,00).

Posebni slu¢aj metode Bellmanovih funkcija za dijadske probleme sada poprima sljedeé¢i (malo
odredeniji) oblik, tako da prva 3 koraka glase:

Konaéno, tzv. p-norma definirana je sa

1. Odaberite ocjenu koja se moze formulirati pomoc¢u dijadskih intervala.

2. Svedite problem na ogranicavanje veli¢ine koja se moze izraziti samo pomoéu prosjeka po di-
jadskim intervalima.

3. Promatrajte neki dijadski interval i rastavite ga na lijevu i desnu polovicu. Napisite “rekur-
zivnu” nejednadzbu koju zadovoljava invarijantna veli¢ina.



1 Carlesonov teorem ulaganja

Neka je p = (ur : I € D) kolekcija nenegativnih brojeva i neka je p € (1,00) fiksirani broj (ekspo-
nent). Prirodno je zapitati se uz koji uvjet na koeficijente p nejednakost

> il < Gyl fIIp (1)

1€D

vrijedi za neku (nevaznu) nenegativnu kona¢nu konstantu Cp, ovisnu samo o eksponentu p, i za
proizvoljnu (kompleksnu) funkciju f. (Podrazumijeva se da napisani prosjeci i integrali moraju biti
smisleni.) Ta ocjena zove se dijadska verzija Carlesonovog teorema ulaganja i proucavao ju je L.
Carleson u radu [2].

Najprije mozemo u zeljenoj Carlesonovoj ocjeni uzeti da je f = 1j, tj. karakteristicna funkcija
nekog dijadskog intervala I. Kako za svaki dijadski interval J C I tada vrijedi [f]; = 1, slijedi

S S wlP <6, [ 17 =Gl

JCI JeD

Uvjet kojeg smo dobili je svakako nuzan za teorem ulaganja. Jednostavnom normalizacijom koefi-
cijenata p mozemo eliminirati konstantu s desne strane pa zato kazemo da u zadovoljava (dijadski)
Carlesonov uvjet ako vrijedi
> nr < (2)
JCI
za svaki I € D. Postavlja se pitanje je li taj uvjet i dovoljan za ocjenu (1) i time se bavimo u ovom
odjeljku. Premda postoje razni dokazi ocjene (1), a mi ¢emo ju dokazati koriste¢i samo “zdravi
razum” i neku vrstu matematicke indukcije.
Uvijek mozemo pretpostaviti da je f nenegativna, jer se ina¢e moze rastaviti na realne i imagi-
narne, pozitivne i negativne dijelove:

F=(fe = fro) +ilfim = Fim):
pri ¢emu je
fre:=Ref, fim:=Imf

te
g" :=max{f,0}, ¢ :=max{—f 0} = —min{f,0} (po tockama).

Nadalje, primijetimo da je dovoljno pokazati
Yl <G |

za svaki interval I € D. Naime, nakon S§to to dokazemo, mozemo naprosto uzeti dijadske intervale
I=10, 2N) il= [—2N, 0) za prirodni broj N, zbrojiti dvije nejednakosti te kona¢no pustiti N — oc.
Neformalno receno, intervali [—2V,0) U [0,2") “iscrpljuju” realni pravac i Carlesonova ocjena se
dobije na limesu. Konaé¢no, posljednju ocjenu mozemo normalizirati dijele¢i ju s duljinom najveéeg
promatranog intervala, tj. brojem |I|:

Il Z nalf1 < CplfP1r. (3)
JCI
Lijeva strana se sada lijepo skalira prelazenjem na lijevi i desni podinterval, $to se vidi iz

1 1 1
|I‘ ZMJ I~ 2 ’111J6V1| Z Mj[f] + §‘Idesn1’ Z MJ[f]{} * m[f]?

JCI JChjjevi JClgesni

—_




Posljednju jednakost mozemo zvati skalirajuci identitet. Mogli bismo pokusati pokazati (3) induk-
cijom tako da u koraku iskoristimo pretpostavku na intervale Ijjjevi 1 Igesni te tako ocijenimo

1 1 0] P
mJng < SO i & 5O Maes + [ U17 = Col PPl + TR 17

Nazalost, na desnoj strani se pojavio visak pur[f]7/|I| u odnosu na ono sto trebamo kako bismo
dovrsili indukciju. To samo govori da nam je pokuSaj bio previSe naivan te da moramo indukciju
koristiti na mnogo pametniji na¢in, recimo naprije pojacati tvrdnju koju induktivno dokazujemo tako
da profinimo, tj. smanjimo desnu stranu. Zvuci kao dobra ideja, ali kako naéi tu ja¢u ocjenu koja
se moze dokazati indukcijom? Tehnika Bellmanovih funckija se moze shvatiti upravo kao metodi¢no
trazenje takve tvrdnje.

Razmislimo koju informaciju o f i u je svakako vrijedno pratiti u takvom nekom induktivhom
koraku. Vaznu ulogu igraju prosjeci [f]7 i [fP]; te ¢emo vjerojatno trebati i neku informaciju o tome
u kojoj mjeri je ispunjen Carlesonov uvjet, sadrzanu u broju |I|~1 > eyt Jezikom optimalne
kontrole mozemo reéi da biramo kontrolne parametre. B

Sada mozemo definirati tzv. apstrakinu Bellmanovu funkciju kao

B(u,U, M) —sup ZMJ 7>
JCI

pri cemu se supremum uzima po svim f i u kao gore koji jo§ zadovoljavaju

JCI

[f]f =u, [fp]f =U,

za fiksirane parametre u, U, M. Primijetimo da B(u,U, M) uopée ne ovisi o izboru najveéeg pro-
matranog intervala I. Ovdje koristimo spomenutu samo-sli¢nost problema.

Isprva nam se moze ¢initi da nepotrebno kompliciramo, jer je svakako jos teze izracunati formulu
za B nego dokazati trazenu tvrdnju. Ipak, napiSimo najprije svojstva te nepoznate funkcije B.

(B1) Domena:
u, U, M >0, uP < U, M <1.

Uvjet uP < U je naprosto Jensenova nejednakost za potenciju:

=) =m e -v

dok je posljednja nejednakost naprosto pretpostavljeni Carlesonov uvjet (2). Nije tesko poka-
zati da se, i obratno, za svaku takvu trojku parametara u, U, M mogu nad¢i f i y kao gore pa se
supremum u definiciji od B(u, U, M) ne uzima po praznom skupu. Tu provjeru preskacemo, jer
¢e nam, strogo logicki, biti dovoljna samo ¢injenica da je prirodna domena funkcije B sadrzana
u opisanom skupu uredenih trojki (u, U, M).

(B2) Slika:
0 < B(u,U, M) < C,U

za neku nenegativnu kona¢nu konstantu Cp. Ovo je naprosto nase vjerovanje da ocjena (3)
doista vrijedi.

(B3) Glavna nejednakost:

—_

1
B(ul, Uy, Ml) + EB(UQ, Us, Mg) + MauP



kad god je

1 1 1
u:ful—i-uQ), U:§(U1+U2), Mzi(Ml—i-MQ)—i-M?)

5(

i sve spomenute varijable se nalaze u domeni iz (B1). Ova nejednakost slijedi iz skalirajuéeg
identiteta uzimanjem supremuma po svim f i p takvima da je

[f]Ilijcvi:u17 [f]]dcsni:u2’ [fp]lhjcw: Ul’ [fp]ldcsni: U2’

1 K
=M E M — = Ms.
o] E: Ho= S T

) i JQI esni
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U definiciji od B(u, U, M) pak imamo supremum po veéem skupu, zahtijevajuéi samo jednakosti
koje su sada direktne posljedice gornjih jednakosti:

[fh:%(ul—l—uQ):u, [fp]l (U1+U2 U, |ZMJ M1+M2)+M3—M
JCI

To je razlog zasto smo dobili samo nejednakost, a ne i jednakost.

Sada slijedi preokret! Ako ve¢ imamo neku funkciju B sa svojstvima (B1)-(B3) (i to ne nuzno
bas onu ranije definiranu), onda mozemo dokazati ocjenu (3). Dakle uzmimo nenegativnu funkciju
f 1 Carlesonovu kolekciju brojeva p. Takoder, neka je I proizvoljni dijadski interval. Primjenjujuéi
n puta svojstvo (B3) dobivamo

HEUINTSI DTy

KCI
> ¥ LHBQ JWJ‘EjuK) S wlfh
JCI KCJ JCI
[J|=27"1| [J] > 2771

pa koristenjem nenegativnosti od B kao i druge nejednakosti iz (B82) slijedi

!}I > wilfl < Golf*hr

JCI
|J] > 27" 1]

Sada preostaje jo§ samo pustiti n — oo 1 na limesu doista dobiti (3).

Poanta cijele ove price je da je trazena tvrdnja (3) upravo ekvivalentna postojanju funkcije B sa
svojstvima (B1)—(B3). Svaku takvu zovemo Bellmanova funkcija za dani problem. Ako nas samo
zanima dokaz od (3), tada nam jedna od te dvije implikacije nije vazna, ali je lijepo znati da pristup
ne moze iznevjeriti: ako (3) vrijedi, tada Bellmanova funkcija B mora postojati, premda ju mozda
moze biti tesko pronadi.

U nekoj idealnoj situaciji mozda mozemo pogoditi funkciju B, direktno provjeriti svojstva (B1)—
(B3) i dokaz je tada gotov! Jos jedna moguca ideja je koristiti ra¢unalo kako bismo naslutili formulu
za apstraktnu Bellmanovu funkciju. U praksi to dosta rijetko radi, ¢im je problem nesto slozeniji, jer
je potreban enorman broj simulacija kako bi se procijenio iole razuman broj vrijednosti B(u, U, M).
Zato koristimo nesto heuristike kako bismo nagli jednu moguéu Bellmanovu funkciju.

Najprije je razumno ograniciti se na C* funkcije B, kako bismo mogli koristiti sve rezultate
diferencijalnog racuna. Lako je vidjeti da je glavna nejednakost ekvivalentna sa:

e 3 je konkavna (kao funkcija triju realnih varijabli),

o8B P
® o = U



Konkavnost je ocigledna stavljanjem Ms = 0, dok druga nejednakost slijedi odabirom u = u; = g,
U=U; =U,, M; = M te pustanjem

B(u,U, My + Aﬁ) - Bw,UM) _
3

na limes kada M3 — 07. Nije tesko vidjeti i obrat. Nadalje, iz (B2) naslu¢ujemo linearno ponasanje
u varijabli U pa pretpostavimo da B ima oblik

B(u, U, M) = c,U — o(u, M),

gdje je ¢, > 0 neka konstanta ovisna o p i

a: [0,00) x [0,1] = R je C* funkcija,
|a(u, M)| < cpu?,

a je konveksna,

(o)

an <

Motivirani drugim svojstvom naslu¢ujemo finiji oblik od «:
o, M) = 7(M)u?

za neku C* funkciju 7: [0,1] — R. Drugi uvjet na « se naprosto prevodi kao ograni¢enost od -y na
[0, 1], tj. trivijalno je ispunjen zbog neprekidnosti (i Weierstrassovog teorema). Cetvrti uvjet na a
je sada naprosto

7' (M) < -1

Hesseova matrica funkcije a je

p(p — L)y(M)uP=2 py/(M)uP~!
Y (M)uP~? v (M)uP

i ona ¢e biti pozitivno semidefinitna (po Sylvesterovom kriteriju) ako je

(M) >0 i AMWY (M) - —L—5/(M)? > 0.

Obzirom da je

d2 1 1 1—2p (

D = o L/ ()2 = 5 (a0)y (M),

p—1

1
posljednji uvjet se pojednostavljuje kao konkavnost od (M)~ »-1. Sada nam se sam namecée naj-
jednostavniji mogudi izbor:
_1
V(M) 2T = ap(1+ M),
tj.
(M) = by(1 + M)~

za neku konstantu b, > 0. 1z v/(M) < —1 dobivamo b, > 2P/(p — 1) pa je moguée odabrati

Vidimo da se sada moze uzeti i




te da je jedna konkretna Bellmanova funkcija dana sa
B(u,U, M) = —1(U — (1+ M) pup).
p—
Time smo ujedno dovrsili dokaz Carlesonovog teorema ulaganja. Ovaj dokaz osmislili su Nazarov i
Treil [6].
Na kraju zaklju¢éimo kako se sada mozemo praviti da smo zapravo genijalno pogodili “pravo”

pojacanje od (3) i ne moramo vise ni spominjati ikakvu Bellmanovu funkciju B. Mogli bismo
naprosto reéi da se indukcijom po dijadskom intervalu I dokazuje tvrdnja

] JZCINJ ([fp1—< ] ;w)l i 1>.

Ovakva formulacija mogla bi impresionirati, ali je losa iz dva razloga. Prvo, svakako je bolje do
gornje formulacije doé¢i na sistematican nacin. Drugo, jos uvijek treba provesti korak indukcije, a
on iziskuje netrivijalan ra¢un, kojeg smo u ovom primjeru pojednostavnjivali istovremeno dok smo
trazili nepoznatu funkciju B.

Metoda Bellmanovih funkcija ¢esto daje optimalne konstante. U sluc¢aju p = 2 na desnoj strani
nase dobivene ocjene stoji konstanta Cy = 2P/(p — 1) = 4 i moze se pokazati da je ta konstanta
zapravo najmanja moguca.

2 Dijadski paraprodukt

Najjednostavnija varijanta paraprodukta je trilinearna forma koja se moze zapisati
f’g’ Z ‘J’ ( thevi o [g]Jdesni ) ( [h]Jlijevi - [h]‘]desni >
JeD

Paraprodukti su korisni u harmonijskoj analizi i teoriji parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, prvens-
tveno zato Sto zadovoljavaju brojne ocjene. Mi ¢emo pokazati samo “najsimetri¢niju” ocjenu

IS, 9. )] < CllFsllgllsl1 3 (4)

za neku konacénu konstantu C. Ako se ¢itatelj inicijalno pitao je li definicija od A(f,g,h) uopce
dobra, u sklopu dokaza ove ocjene bit ¢e pokazano da gornji “red” cak apsolutno konvergira ¢im
funkcije |f]3, 9|3, |h|? imaju konaéne integrale.
Obrazlozimo malo naziv “paraprodukt”. Koriste¢i elementarni identitet
(a1 + ag)(bl + bg)(cl + 02) + (a1 + ag)(bl — bg)(cl — 02)
+ (a1 — a2)(by + b2)(c1 — ¢2) + (a1 — a2)(by — ba)(c1 + c2)
= 4a1bicq + dagbaco
za kompleksne brojeve a1, as, by, ba, c1, co, nije tesko vidjeti da vrijedi

20(f,9, ) +2M(g, b, f) + 2A(h, £, g)
=8 (1hewil [ s 191 s (Pl g Fteonil ) s 190 s Pl — 191 171 1 81 )

JeD
=8 Jim S0 |10, bl Iy =8 i S 11141, Lol il =8 | fon.
JeD JED
|J|=2—" |J|=2n

barem za ogranicene funkcije s kompaktnim nosacima f, g, h. Ako su (f,g) — 74+(f,9), m1(f,9),
m4(f, g) bilinearni operatori zadani sa

[t = 3aGam), [ mlfoh =38 ). [ m(oh= (A fo)



tada se, zbog gornjeg racuna, uobicajeni tockovni produkt (f,g) — fg dekomponira kao

fg=m1(f.9) +mr(f.9) + T (f5 9),

na tri dijela, tj. bilinearna operatora, koji se zovu bilinearni paraprodukti. (Strelica prema dolje
sugerira prosjek odgovarajuce funkcije, tj. “niske frekvencije”, dok strelica prema gore sugerira
razliku prosjeka, tj. “visoke frekvencije”.) Oni, radi (4), i dalje zadovoljavaju Holderovu nejednakost,

72 (Fs Dlls2 < Clifllsllglls,  lmy(fr 9)lls2 < CllAlsllglls, lmm(f; 9)llsp2 < CllflIsliglls,

te imaju bolja svojevrsna lokalizacijska svojstva od samog produkta.
U mnogim granama matematike ipak su korisnije neke varijante gore definiranog paraprodukta.
Naime, ako A ekvivalentno zapiS§emo pomocéu skalarnih produkata,

f g7 - 4 Z |J‘ f ]]‘J g7 ﬂJll]eVl I[Jdesni><h7 I[JIijevi - ]]‘Jdesni>’
JeD

tada je prirodno skalarno mnoziti f, g i h redom i s nekim drugim kolekcijama testnih funkcija x s,
py iy, te jedna opcenitija definicija paraprodukta glasi

O(f,9.h) == > [[72{f,xa){g, 0) (h ).

JeD

Mi ¢emo ovdje ipak ostati samo kod dijadskog paraprodukta, jer je najjednostavniji i idealan za
ilustraciju Bellmanove metode.

Zapoctnimo s dokazom ocjene (4). Opet mozemo pretpostaviti da su f, g, h nenegativne. Inace
ih rastavimo na realne i imaginarne te pozitivne i negativne dijelove; time se konstanta C' moze
povedéati najvise 4% puta. Nadalje, prakticnije je zamijeniti || f||3]lg|/3]|||3 na desnoj strani od (4)
veéim izrazom (|| f||3 + ||g||3 + ||R]|3)/3. Dakle, dokazujemo “ne-homogenu” ocjenu:

>V 1| 191 5= (91 << / £+ / g +/ )

Ako se odavde pozelimo vratiti na polaznu ocjenu, samo posljednje treba primijeniti na funkcije a f,
bg, ch za pogodno odabrane konstante a,b,c > 0 takve da je abc = 1:

pIGE | 190 s = 1) g <o [re0 [5re [ )

Optimizacijom po a,b, ¢ (uz dane f, g, h) desna strana moze postati upravo 3C|| f||3]|g|l3]|R]|3-
Oznac¢imo

[h] JhJevl [h Jdesm

[h] Jlijevi - [h] Jdesni

9

(faga : ’I’ Z |J| ‘ thevi o [g]Jdesni

JCI

[h] J]ijevi - [h} Jdesni

tako da mozemo normaliziranu ocjenu zapisati kao

®;(f.9,0) <C([f],+ 4], + [*],) (5)
za bilo koji I € D. Kasnije opet samo pustimo da I = [0,2"V) i I = [-2",0) iscrpljuju realni pravac

na limesu kada N — oo.
Rastavljanjem sume ) ;~; na > ;- Lijevs > JClyny; | Pribrojnik za J = I, dobivamo

1 1
(I)I(fa 9, h) = §(I)Imevi(fa 9, h) + §(I)Idesni(f7 g, h) + Lﬂ[ [g]llijevi_ [‘g]ldesni

’ (] Dijevi (] Igesni



pa se problem opet lijepo “skalira”. Definiramo apstraktnu Bellmanovu funkciju kao

B(uvv’w, Uv Vvv W) ‘= sup (I)I(f7ga h)a
f.9.h

gdje se supremum uzima po svim nenegativnim funkcijama f, g, h takvima da je

fl; =u [gl; =v Wy =w, [f*], =0, [¢*],=V. [W*], = W.

Primijetimo da ni ovaj izraz ne ovisi o izboru intervala I. Sada je to jo§ oc¢iglednije nego u prethod-
nom odjeljku: prosjeci su invarijantni na istovremeno rastezanje ili translatiranje dijadskih intervala
i funkcija.

Diskutirajmo svojstva tako definirane funkcije.

(B1) Domena:
w,v,w, UV, W >0, «*<U, <V, w<W.

Ovo je opet samo Jensenova nejednakost. Obratno, za svake takve u,v,w,U, V,W > 0 mogu
se nac¢i (¢ak dijadske stepenaste) nenegativne funkcije f, g, h kao gore pa se supremum opet
uzima po nepraznom skupu. (Kao $to smo veé bili rekli, ta provjera uopée nije krucijalna za

dokaz.)

(B2) Slika:
0 < B(u,v,w,U,V,W) < C(U+V+W).

Ovo je samo nase vjerovanje u ocjenu (5).

(B3) Glavna nejednakost:
1
B(U, v, w, U7 V7 W) > B(ulv V1, W1, U17 VYla Wl) + §B(u2> V2, W2, U27 ‘/27 WQ)

+

N — DN -

(u1 + UQ) |’Ul — 'UQ’ |w1 — wg‘

kad god je

1 1 1
u=—(u1 +u2), v=—(v1 +v2), w==(w; +w2)
2 2 2
1 1 1
U= §(U1 +Up), V= §(V1 + V), W= §(W1 + Wa)

i sve Sestorke varijabli pripadaju domeni. Za dokaz posljednjeg se sada naprosto uzme su-
premum u skaliraju¢em identitetu po svim f, g, h takvima da je [f]r;.., = u1, | 73] Lijew = U1,
itd.

Obratno, pretpostavimo da smo ve¢ nasli funkciju B sa svojstvima (B1)-(83). Uzimo nenega-
tivne funkcije f, g, h; zelimo dokazati ocjenu (5). Primijenjujuéi n puta nejednakost iz (B3) mozemo
pisati

11 B( 1115, gl 11 17 7] 107 )
> 3 IB( A o [, £, (9700 1))

JCI
|J]=27"1]

+ Z [f]J ‘ [g]Jlijcvi_ [g]Jdcsni

JCI
[J] > 27" 1]

[h] Jlijcvi_ [h] Jdcsni



pa koristeéi nenegativnost od B i drugu nejednakost iz (52) dobivamo

1
m Z [f]J ‘ [g]Jlijevi_ [g]Jdesni
JCI
17| > 271

[h]Jlijevi_ [h]Jdesni S C( [fg]l + [93]1 + [hg]l)

Prelaskom na limes kada n — oo zaklju¢ujemo da vrijedi (5). Dakle, ocjena (5) je doista ekvivalentna
postojanju Bellmanove funkcije, tj. funkcije B sa svojstvima (B1)—(B3).

Iz uvjeta (B2) slutimo linearno ponasanje u varijablama U, V, W pa trazimo B medu funkcijama
oblika
B(u,v,w, U, V,W)=¢c(U+V +W) — a(u,v,w),

gdje je ¢ > 0 neka konstanta, dok a: [0,00)% — R sada treba zadovoljavati

la(u, v, w)| < e(u? + v + w?)

i ocjenu
1 1 1
alu,v,w) < ia(ul,vl,wl) + 50&(162,1)2,’(,02) — §(u1 + ug) [v1 — va| |wg — we
za sve ui, U2, Vi, Vg, wy, ws > 0.
Supstituirajmo
Ul +u Uy — U V1 + v v — U wy +w w w
y = 2’ Au = 2’ o= 1 2’ Ap =2 2’ w1 2’ Aw = 21 2’
2 2 2 2 2 2

tako da se posljednja nejednakost moze radije napisati kao
1
—a(u+Lu, v+Av, w+LAw) + §a(u—Au, v—Av, w—Aw) — a(u,v,w) > du|lAv||Aw|  (6)

¢im su u,v,w > 0 te vrijedi |Au| < u, |Av| < v, |Aw| < w. Dodatno pretpostavimo da je o koju
trazimo klase C*°.

Koristeé¢i Taylorovu formulu u tocki (u,v,w) kako bismo razvili a(u+ Au, v+ Av, w+ Aw)
dobivamo infinitezimalnu verziju od (6):

Zaa ) Az + — Z@Ba (z) Ax; Az + O(| Az P+ | Az 3+ | Axs?)
t,j=1

Zaa ) Ax; + = Z 9i0ja(x) Az Axj 4+ O(| Az P+ |Awa P+ Axs]?) — a(z)
i,j=1
Z4$1|A$2||A$3|,

odakle je
Z Bi0ja(x) Axy Axj > 81| Aws|| A (7)

za x = (1,72, 23) € (0,00)3 i za proizvoljne realne brojeve Az, Axy, Azxz. Ovdje smo radi jednos-
tavnije notacije zamijenili u, v, w, Au, Av, Aw redom sa x1, xo, x3, Ax1, Axo, Axs. Posljednji uvjet
se moze zapisati kao dvije nejednakosti

Z 0;0;a(x) AxiAxj > £8x1Axg A,
5,j=1



koje se potom mogu preformulurati kao zahtjev da su dvije matrice

D2a OuOpax O0uOwar
Oy Oyar 02 OpOypr £ 4u (8)
OuOpar 0,0, & 4u 02

pozitivno semi-definitne u svakoj to¢ki (u, v, w) € (0,00)3. Vazno je primijetiti da je infinitezimalna
ocjena (7) zapravo ekvivalentna s “globalnom” ocjenom (6). Naime, za funkcije v: [-1,1] — R klase
C? vrijedi formula

1
D+ 510 =10 =5 [ (A=l

iz koje potom zaklju¢ujemo
1 1
50&(.%’1+AZL‘1, xo+Awe, v3+Ax3) + 504(.711—&1‘1, x9—Awe, v3—Ax3) — a1, T2, T3)

1 3
— ;/ (1— |t|)( Z 0i0ja(z1+ tAzy, xo+ tAxy, 3+ tAx3) Az ij> dt.
-1 ~“
i,7=1

Ako sada iskoristimo infinitezimalnu nejednakost (7) dobit ¢emo

1 1
§a(x1+Aa:1, xo+ Az, v3+Ax3) + §a(x1—Aa:1, x9—Axo, v3—Ax3) — a1, T2, T3)

1 1
> 2/ (1 — [t])8(21 4 tA21)| Aa|| Ars| dt = dar1 | Aa| A,
-1

a to je upravo (6).

Kako takoder trebamo moéi ocijeniti |a(u, v, w)| odozgo visekratnikom od u3 4 v3 4 w3, mozemo
pokusati konstruirati o kao homogeni polinom treceg stupnja u varijablama u, v, w. Nadalje, mozemo
“simetrizirati” svaki takav polinom «, tj. zamijeniti o(u, v, w) sa

a(u,v,w) + a(u,w,v) + a(v,w,u) + a(v, u, w) + a(w, u,v) + a(w, v, u),

jedino uz cijenu da se konstanta iz njegove gornje ocjene poveéa najvise 6 puta. Iz tog razloga
smijemo odmah pretpostaviti da je polinom « simetrican, tj. da je oblika

a(u,v,w) = A(u® + v + w?) + B(u?v + uv® + v*w + vw? + wiu + wu?) + Cuvw
za neke konstante A, B, C' € R. Nakon nesto eksperimentiranja nalazimo jedan dobar izbor:
A=6, B=3, (C=0,
tako da je
alu, v, w) = 6(u® + > +w?) + 3(uv + uw? + v w + vw?® + wiu + wu?).
U tom sluc¢aju matrice (8) glase

36u + 6v + 6w 6u + 6v 6u + 6w
6u + 6v 6u + 36v + 6w T4u + 6v + 6w
6u + 6w +4u + 6v + 6w 6u + 6V + 36w

One su pozitivno definitne po Sylvesterovom kriteriju jer su im glavne minore:
36u + 6v 4 6w > 0,

36(5u” 4 50% 4+ w? + 35uv + Tuw + Tvw) > 0,

10



96(6u? + 9v3 + 9w + 65u>v + 65uw + T8uv? + T8uw? + 81v2w + 8lvw? + 456uvw) > 0
ili
96(9v3 + 9w? + 95u%v + 95uw + 84uv? + 84uw? + 81v2w + 8lvw? + 462uvw) > 0.
Dakle, provjerili smo potrebnu infinitezimalnu ocjenu i jedna konkretna Bellmanova funkcija glasi
B(u,v,w,U, V,W) = 100(U +V + W) — 6(u® + v* + w?) — 3(v*v + uv® + v?w + vw? + w?u + wu?).

Ujedno je zavrsen i dokaz od (5). Ovo svakako nije jedini moguéi izbor za B.
Alternativno, jednom kada imamo gornju formulu za funkciju «, moguée je i direktno (bez
diferencijalnog racuna) provjeriti nejednakost (6):

%a(u—i—Au, v+Av, w+Aw) + %a(u—Au, v—Av, w—Aw) — au,v,w)

= u(3Au + Av)? + u(3Au + Aw)? + 3v(Au + Av)? + 3w(Au + Aw)?
+3(v + w)(Av + Aw)? + (2u + 120)(Av)? + (2u + 12w)(Aw)?
> 2u((Av)? + (Aw)?) > du|Av||Aw).
Ovaj primjer su Skreb i autor [5] kasnije poopdili na ocjene dijadskog paraprodukta A koje
na desnoj strani od (4) imaju || fpllgll4l|k|» za bilo koje p,q,7 € (1,00). Formule za konkretne

Bellmanove funkcije B lako mogu postati vrlo komplicirane pa je tako funkcija iz [5] sastavljena od
cak 22 pribrojnika.

3 Buckleyeva ocjena za dijadske A, tezine

Funkcija w: R — (0, 00) se naziva dijadska A teZina ako postoji konaéna konstanta A > 0 takva
da vrijedi
[w]y < Aelmvls

za svaki J € D. Buckleyeva ocjena [1] glasi

Z ‘J’<[w]Jlijevi - [w]Jdesni>2 < CA]I‘ 9)

< [w]

za svaki interval I € D uz neku konac¢nu konstantu C4 (ovisnu samo o broju A). Ovdje nam to
nije vazno, ali posljednja nejednakost zapravo tvrdi da izvjesna kolekcija brojeva vezanih uz tezinu
w zadovoljava (poopéeni) Carlesonov uvjet iz prvog odjeljka. Ovaj rezultat se moze shvatiti i kao
dijadska verzija ranijeg rezultata R. Feffermana, C. Keniga i J. Pipher [4].

Apstraktna Bellmanova funkcija je ovdje prirodno definirana:

1 [w]Ji‘evi - [w]J esni 2
B(w)zzsgmeur( e

< [w]y

pri éemu se supremum uzima po svim A, tezinama w s fiksiranom konstantom A koje zadovoljavaju
[wlr =u, [Inw];=wv.
Njezina svojstva su sljedeca.

(B1) Domena:
e’ <u < Ae”.

Ovo su redom Jensenova nejednakost za logaritam,
v = [Inw]; < Infw]; = Inwu,

te Ao uvjet iz pretpostavke na w.
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(B2) Slika:
0 < B(u,v) < Cy.

Ovo je opet samo nase uvjerenje da zeljena ocjena (9) doista vrijedi.

(B3) Glavna nejednakost:

U1 —u2)2

>
Buv) > -

1
B(ui,v1) + 58(1@,@2) + (

N | —

kad god je
1 1
u:§(u1—|—u2), vzi(vl—i—m)
i sve varijable leze u domeni.

Obratno, pretpostavimo da ve¢ znamo funkciju B koja ima svojstva (B1)—(B3). Uzmimo tezinu
w kao ranije i proizvoljni dijadski interval I. Visestrukom uzastopnom primjenom svojstva (53)
dobivamo

[w] Jijevi [w] Jdcsni>2

1B (Geln wlr) 2 30 VBl fowly) + 32 110

JCI JCI
|| =271 [J] > 2771

pa preostaje iskoristiti (52) i nenegativnost te pustiti limes kada n — oo kako bismo dobili (9).
Ovom prilikom je zapravo moguce pogoditi jedan takav primjer funkcije B:

B(u,v) = 8(Inu — v)
pa samo preostaje provjeriti njezina svojstva. Za (B2) imamo

0 < B(u,v) <8InA,
dok (B3) slijedi iz ra¢una

’U,Z

1 1
B(u,v) — §B(u1,v1) - §B(U2, v9) =41n s

(i () (2 ()
Ul + u2 Ul + ug u
Moze se pokazati da se ova konkretna Bellmanova funkcija zapravo podudara s apstraktno de-

finiranom. To znaé¢i da je ona na neki na¢in optimalna, ali i da se do nje moze do¢i numerickim
simulacijama. Ovaj primjer preuzet je iz preglednog rada [6].

1 1 2 AuN 2
B(u,v) > §B(U+AU,U+AU) + §B(U—Au,v—Av) + (Tu)

i potom prijedemo na infinitezimalnu verziju kao u prethodnom odjeljku:

4(Au)?

%%BmwaMQ+%%waxAm?+m&Bmwamum)g— !

u

Potom trazimo funkciju koja cak zadovoljava jednakost za sve parove (u,v) iz domene. Izjednaca-
vanjem dvaju kvadratnih formi dolazimo do sustava parcijalnih diferencijalnih jednadzbi:

O’B = — ?B=0, 0,0,B=0.

8

w2’ 7Y

Sre¢om, one su dovoljno jednostavne da se daju eksplicitno rijesiti i dobivamo
B(u,v) =8Ilnu+ au+ bv + ¢

za neke konstante a, b i ¢ koje se pak odrede iz svojstava (B1) i (B2). Ipak, ovdje infinitezimalna i
globalna ocjena za B nisu ekvivalentne, jer domena iz (B1) nije konveksan skup. Zato svejedno opet
moramo direktno (kao i ranije) provjeriti glavnu nejednakost (53).
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4 Zadaci za vjezbu

Zadatak 1. Definirajmo formu © (vezanu uz tzv. Haarove mnoZitelje) formulom

O(f9) == 3 11| [l = [

JeD

‘ [g]JIijevi o [g]Jdesni ’

Dokazite
1O(f, 9)| < 4l fll2llgll2-

Zadatak 2. Za formu O iz prethodnog zadatka i proizvoljne eksponente p, g € (1,00), 1/p+1/q = 1,
p # q dokazite da postoji konacna konstanta C), , takva da vrijedi i ocjena

O/, 9| < Coqgllfllpllglly-
Ovo je teza varijanta ocjene iz prethodnog zadatka; ¢itatelj koji zatreba pomo¢ moze pogledati u [6,
§8.
Zadatak 3. Dokazite da dijadski paraprodukt iz drugog odjeljka zadovoljava i ocjenu

IA(f, 9, )] < CllF12llgllal[72]la

za neku kona¢nu konstantu C. Ovaj posebni slu¢aj LP ocjene za paraprodukt se takoder moze
dokazati konstruirajuéi elegantnu Bellmanovu funkciju, za razliku od opéenitog slucaja diskutiranog
u [5, §1-§2].

Zadatak 4. Dijadska maksimalna funkcija od f definirana je formulom

(Mf)(x) := supl[f]]1-
=

Dokazite da za svaki eksponent p € (1, 00) postoji konacna konstanta C), takva da vrijedi

IMllp < Cpll flp-

Dokaz tehnikom Bellmanovih funkcija citatelj moze naéi u [8, §3.1]. Za alternativni dokaz uz op-
timalnu konstantu Cp, = p/(p — 1) moze se primijetiti da je rije¢ o posebnom slucaju tzv. Doobove
nejednakosti [3, §4.4].

Zadatak 5. Neka je w dijadska A, tezina s konstantom A > 0, definirana u tre¢em odjeljku.
Dokazite da postoje eksponent p € (1,00) i kona¢na konstanta C' (oboje ovisni samo o A) takvi da
za svaki I € D vrijedi nejednakost

[wp]I < Clwlt.

Ovo je tzv. inverzna Hélderova nejednakost za dijadske A, tezine.
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