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Tema br. 1:
(Ne)ocekivane primjene integrala
Aleksandar Bulj, 19.3.2021.

Cilj ovog predavanja je izloziti primjene tehnike integrala u raznim problemima koji naizgled nemaju
direktne veze s integralima. Pretpostavlja se da je Citatelj upoznat sa Riemannovim integralom, osno-
vama teorije redova te osnovama linearne algebre. Citatelj je pozvan pokusati rijesiti svaki od navedenih
problema bilo kojom drugom tehnikom kako bi uoc¢io vaznost primjene integrala u odredenim problemima.

1 Integralni identiteti

U prvom odjeljku predavanja prikazat ¢emo na nekoliko primjera kako poznavanje raznih integralnih
identiteta moze znacajno pomodéi u rjeSavanju raznih problema. Prije zadataka uvedimo sljedeé¢u oznaku.
Za proizvoljan skup A C R, sa 14 oznacavamo karakteristi¢cnu funkciju tog skupa, tj. funkciju

A
ﬂA(CU):{(l) i;A

Zapo¢nimo s jednostavnim primjerom.

Primjer 1 (Izborno za VJIMC 2016.). Za svaki prirodan broj n dani su brojevi 0 < a,, < b,, < 1 takvi
daje >, cn(bn —an) > 2016. Odredite najveci prirodan broj M takav da medu skupovima [a,, b,] postoji

njih M ¢iji je presjek neprazan.

Rjesenje. Tvrdnja da je suma strogo veéa od 2016 ekvivalentna je postojanju parcijalne sume koja je veca
od 2016 pa mozemo pretpostaviti da imamo N intervala ¢ija je ukupna suma veé¢a od 2016. Promotrimo
§to bi bilo ako bi umjesto 2016 bio zadan broj 1. Intuitivno je ”jasno” da ne mozemo sloziti intervale
tako da budu svi unutar [0,1] i disjunktni ako im je suma duljina veéa od 1 pa postoji sigurno tocka
koja se nalazi u 2 intervala. Formalni dokaz proveli bismo metodom kontradikcije. Pretpostavimo da su
svi disjunktni i preimenujmo intervale tako da vrijedi 0 < a1 < by < as < by < --- < ay < by < 1.
Kontradikciju tada dobivamo na nacin:

N
1>by—ar >y (by—an) > 1.
n=1

Sliénom intuicijom dolazimo do pretpostavke da je M = 2017, ali za razliku od prethodnog primjera,
nesto je teze formalizirati dokaz. Nije oc¢ito kako formalizirati pristup ”"kad bi se svaka tocka se nalazila
u najviSe M — 1 intervala, ukupna suma duljina bila bi manja od M — 1”7 bez koriStenja barem ideje
linearnosti integrala jednostavnih funkcija. Dokazimo formalno da postoji tocka koja se nalazi u barem
2017 intervala.

Primijetimo da vrijedi sljedeéi integralni identitet:

1
by, — an = / L4, b, (%) d
0

i da se pretpostavka da se tocka x nalazi u najviSe k intervala moze ekvivalentno zapisati kao

N
Z La, b1 () < k.
n=1

Prema tome, uz pretpostavku da se svaka tocka nalazi u najvise 2016 intervala vrijedi sljedeéi niz nejed-
nakosti

N N 1 1 N 1
2016 < Y (bp — an) = Z/O L, 5, (2)de = /O > Mo, b, (2)de < /0 2016 - Lo 1)(x)da = 2016,
n=1 n=1 n=1

Sto daje oc¢itu kontradikciju. Primjer postojanja intervala ¢ija je suma duljina veéa od 2016, takvih da se
svaka tocka nalazi u najvise 2017 jasno je kako napraviti iz dokaza i ostavljamo za vjezbu citatelju. O



U sljede¢em zadatku iskoristit ¢emo slican, ali nesto kompliciraniji integralni identitet.

Primjer 2. Za realne brojeve aq,...,a,,b1,...,b, dokazite da vrijedi:
n n n
Dolai—agl+ Y |bi—bl <2 |a; — by
4,j=1 5,j=1 ,j=1

i odredite kada vrijedi jednakost.

Rjesenje. Buduéi da je nejednakost invarijantna na simultane translacije, tj. na zamjenu: a; — a; + ¢
ibj— b+t i=12,...,nit € R, bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da su svi brojevi
nenegativni. Koristeéi: | — y| =  + y — 2min{z, y} nejednakost poprima sljedeéi oblik:

n n n
Z min{a;,a;} + Z min{b;,b;} > 2 Z min{a;, b;}.
ij=1 ij=1 ij=1

Primijetimo sada da sljede¢i integralni identitet vrijedi za sve a,b € RT

min{a,b}:/]1[07(1}@)]1[07(,](75)(#.
R

Nejednakost tada mozemo ekvivalentno zapisati kao:

> Aﬂ[o,ai](t)ﬂ[o,aj](t)dt+ > /R]I[O.,bi](t)]l[o,bj](t)dt22 > /R]l[O,ai](t)]l[O,b_j](t)dt7

1,5=1 i,7=1 i,j=1

Medutim, zamjenom poretka integrala i sume te faktorizacijom nejednakost je ekvivalentna s:

/ (Zﬂ[o,ai](t)> + (Z%M(ﬂ) dt2/2 (Z ]l[o,ai}(t)> (Z]l[o,ai](’f)> dt,
R \i5 i=1 R \i=1 i=1

odnosno s:

/]R (Z (1[0,ai](t> - ]l[O,bi](t))) dt > 0,

i=1
§to ocito vrijedi.

Preostaje odrediti sluc¢aj jednakosti. Iz posljednjeg zapisa vidimo da je nejednakost invarijantna na
uredaj a;-jeva i b;-jeva pa mozemo bez smanjenja opéenitosti pretpostaviti da vrijedi 0 < a; < --- < a, i
0<b; <--- <by. Tvrdimo da jednakost vrijedi ako i samo ako je a; =b; zasve i =1,2,...,n.

Naime, kako je podintegralna funkcija po dijelovima konstantna, da bi vrijedila jednakost, ona mora
biti jednaka 0 za svaki t. Medutim, tada za fiksan ¢ vrijedi:

n

0=>" (Lo.a(t) = Ljo (1)) = 1{i s @i > £} — [{i - b; > £}, (1)

i=1

gdje smo sa |S| oznagcili broj elemenata skupa S. Kad bi postojao neki j takav da je a; < b;, tada bi za
t € (a;,b;) vrijedilo:

Hita; >t} <n—j<n—j+1<{i:b; >t}
Sto je ocita kontradikcija s pa zaklju¢ujemo da jednakost vrijedi ako i samo ako za rastuce poredane
nizove vrijedi a; = b;, i =1,2,...,n i time je zadatak zavrsen. O

Vrlo ¢est trik prevodenja problema na integralni oblik je sljedeca jednostavna opservacija koja vrijedi

za sve n > —1
1 1
:/ x"dx (2)
n+1 0

Navedeni identitet u potpunosti je elementaran, ali ¢esto se vrlo teski zadaci na natjecanjima koji naiz-
gled nemaju veze s integralima rjesavaju upravo primjeé¢ivanjem . Pokazat ¢emo koristenje navedenog
identiteta na dva primjera.




Primjer 3 (Izborno za VJIMC 2015.). Dokazite da je matrica A = [a;;];; € M,(R) zadana s:

1
i+

aij =

za i,j = 1,2,...,n pozitivno definitna.
Rjesenje. Neka je v = [v1,...,v,] " proizvoljan vektor razli¢it od 0. Tada koristeci identitet vrijedi:

n

2
1 noopl 1 n A . 1/ n ,
(Av,v) = Z mij = Z /0 x’ﬂ*lvﬂ)jdx :/0 Z Ulvx“%vjo:jfédx :/0 Zvixk% dr >0

i,j=1 ij=1 ij=1 i=1

Posljednja nejednakost je stroga budu¢i da je funkcija unutar integrala neprekidna nenegativna funkcija
koja nije svugdje jednaka 0 zbog toga $to je Y., v;z’ ne-nul polinom. Time je tvrdnja dokazana. O

Prethodni postupak ponekad se koristi i u ”obratnom smjeru” - treba pokazati pozitivnost izraza, a mi
¢emo ga zapisati matri¢no i dokazati pozitivnu definitnost matrice. Kao i u prethodnom primjeru, vezu
izmedu dva oblika daje izraz .

Primjer 4. Dokazi da za sve ay,...,a, € R vrijedi:
n
Sl
Rjesenje. Koristenjem 7 navedeni izraz jednak je
1 n o 1
/ Z aia;xIldy = / (A(x)a, a)dx
0 ;521 0

gdje je a = [ay,...,a,]" i A(z) = [x‘i_ﬂ]ﬁjzl. Dakle, za dokazivanje nenegativnosti navedenog integrala
dovoljno je dokazati da je matrica A(x) pozitivno semidefinitna za svaki z > 0. Supstitucijom x = sin(t)
i provodeéi dekompoziciju Choleskog dobivamo: A(sint) = R (t)R(t), gdje je

1 sint sin? ¢ e sin” ¢

0 cost costsint --- costsin® 2t
R(t) = 0 O cost <+ costsin™ 3t

0 0 0 . cost

Svaka realna matrica oblika RT R je pozitivno semidefinitna zbog toga to za proizvoljan vektor v vrijedi
(R"Rv,v) = (Rv,Rv) >0

Dakle, matrica A(x) je pozitivno semidefinitna za svaki = € [0,1] pa je i traZeni integral nenegativan.
Stovise, promotrimo li determinantu od R(t), vidimo da je A pozitivno definitna za svaki 2 € (0,1) pa je
nejednakost stroga. O

Nastavimo s primjerom koji je takoder naizgled ”o¢it” ako skiciramo funkcije, ali za formalni dokaz opet
je potrebno koristiti odredeni integralni identitet koji predstavljamo u nastavku (ili rezultat o izoliranosti
nulto¢aka holomorfne funkcije iz kompleksne analize koji nije tema ovog predavanja).

Primjer 5. Neka je n € N proizvoljan. Dokazite da je familija funkcija {sin(kz)}}_, linearno nezavisna
u vektorskom prostoru neprekidnih funkcija na R.

Rjesenje. Potrebno je dokazati da

Z arsin(kx) =0
k=1



povlaé¢i ar =0 za sve k = 1,2,...,n. Buduéi da su navedene funkcije periodi¢ne s periodom 27, dovoljno
je promotriti ponasanje funkcija na tom intervalu. Primijetimo da uz pretpostavku da je gornji izraz
jednak 0 vrijedi:

2
/ <Zaksm kx) dx = Z/ a? sin?(kx) d:chZ/ sin(kx) sin(lz)dx :WZai

k£l k=1

gdje posljednja jednakost vrijedi zbog

E , T k=1
/0 sin(kx) sin(lx)dx = {O Py (3)

Odatle zaklju¢ujemo da vrijedi ak =0zasve k=1,2,...,n1itime je tvrdnja dokazana.

Primijetimo da jednakost (3)) implicira ortogonalnost familije funkcija {sin(k:r)} h—q1 Dha unitarnom
prostoru neprekidnih funkcija na mtervalu [0, 27], uz standardni skalarni produkt (f, g f 0 x)dx.
Zbog toga se navedeni dokaz mogao zapisati i malo elegantnije od kvadriranja izraza, ah navedem prlstup
omogucuje poopc¢enje u kojem nemamo ortogonalnost, a koje je ostavljeno kao zadatak za zadac¢u. Potpuno
analognim rac¢unom kao u slijedi da je i familija {sin(kx), cos(kx)}}_, ortogonalna na zadanom skupu.
Navedena opservacija motivirla je razvoj vazne teorije Fourierovih redova buduéi da navedene funkcije ¢ine
svojevrsnu bazu beskonacno dimenzionalnog unitarnog prostora koji je upotpunjenje prostora neprekidnih
funkcija na intervalu uz normu induciranu navedenim skalarnim produktom.

Za precizan iskaz tvrdnje o kojim funkcijama i o kakvoj bazi se radi, potrebno je poznavanje teorije
Lebesgueovog integrala i osnova beskonacno dimenzionalnih vektorskih prostora pa ga preskacemo. O

Sljededi zadatak slicnog je tipa kao i prethodni iako se na prvi pogled ne ¢ini tako.

Primjer 6 (Izborno za VJIMC 2007.). Neka je f realni polinom stupnja n ¢iji koeficijenti zadovoljavaju
svojstvo ax = ap_k za k = 0,1,...,n i medu koeficijentima je parno mnogo njih razli¢ito od 0. Dokazite
da f ima barem jednu kompleksnu nultocku apsolutne vrijednosti 1.

Rjesenje. Ako je n neparan, lako se vidi da je —1 nultocka od f pa preostaje dokazati tvrdnju u sluc¢aju
kad je n = 2m za neki m € N. Iz uvjeta parnosti broja koeficijenata razli¢itih od 0 zaklju¢ujemo da je
"srednji” koeficijent, a,,, jednak 0. Definirajmo by := a = ap— za k = 0,1,2,...m — 1 i definirajmo
funkciju g : [0,27] — C na naéin: g¢(t) := e~ f(e"). Trebamo, dakle, pokazati da funkcija g ima
realnu nultocku, nazovimo ju tg, jer tada je e®¢ nultocka polinoma f. Medutim, koristenjem jednakosti
koeficijenata i ¢injenice da je e = cost + isint, dobijemo da je:

H

m—

by, cos(kt)
k=0

pa kako su svi b, € R, g je zapravo realna (ne samo kompleksna) neprekidna funkcija. Primijetimo 1i

dodatno da je
27
| atwie=o,
0

zakljucujemo da funkcija ¢g ima nultocku na [0, 27]. Naime, funkcija g ne moze biti strogo pozitivna ni
strogo negativna na cijelom [0, 27] zbog navedene integralne jednakosti pa po Bolzano - Weierstrassovom
teoremu funkcija g ima nultocku na [0, 27]. O

Primjer 7 (IMC 2014.). Neka je f(z) = 22  Dokazite da je

gdje je sa f(™(z) oznacena n-ta derivacija funkcije f.

Rjesenje. Primijetimo da je
sin x

1
= / cos(tx)dt
0

X



Teoremom o deriviranju funkcije pod znakom integrala dobijemo

n 1 1 n 1
F(g) = L [ (costatar - /0 a%(cos(xt))dt: / 11 g () dt

dx™ 0

gdje je gn(u) neka od funkcija + sin u, £ cos u. Konaéno, kako je |g, (u)| < 1 (uz jednakost za samo konacéno
mnogo tocaka), slijedi:

1

1 1
(n) ‘</ " ) |dt /t”dt:—.
@] < | ool < | —

O

Prelazimo na sljedeéi trik sa integralnim identitetima. Parcijalnom integracijom n puta primijetimo
da za svaki n € N vrijedi sljedeci identitet:

oo
n!:/ the~tdt
0

Medutim, zbog toga sto je funkcija ¢ — ¢t integrabilna na [0, 1] u smislu nepravog integrala svaki o > —11
zbog dovoljno brzog pada eksponencijalne funkcije u beskonac¢nosti, vidimo da gornji integral konvergira u
smislu nepravog Riemannovog integrala za svaki realni broj n > —1. Potaknuti prethodnim opservacijama
uvodimo sljedecu definiciju. Primijetimo da je u sljedecoj definiciji eksponent od ¢ translatiran samo kako
bi domena bila R* umjesto malo neprirodne domene R+ _;.

Definicija 8. Funkciju I : RT — R definiranu s

oo
I(x) ::/ t*te~tat
0

nazivamo Gama funkcijom.

Prije koristenja gama funckije u zadacima u sljede¢oj lemi navodimo nekoliko osnovnih svojstava gama
funkcije:

Lema 9. Za gama funkciju vrijede sljedece tvrdnje.
1. Za x € RT wvrijedi T'(z + 1) = 2I'(z).
2.T(%) =

3. Zan € N wvrijedi: T'(n) = (n — 1)! (uz konvenciju 0! :=1) i T'(n + ) = (2n)!

4nn!

4. Zap,s € RY vrijedi:
1 o
= e Pdt 4
ey A (4)

Dokaz. Dokazimo tvrdnje redom kojim su napisane.

1. Parcijalnom integracijom dobivamo:

M(z+1) = / tYe tdt = x/ t*te7tdt = T'(2)
0 0

2. Koristedi supstituciju ¢t = s2 i poznati Gaussov integral: f_oooo e~ dy = /7 dobivamo:

1 o *
T () = / t~2e ldt = 2/ e_szds = /7.
2 0 0

3. Obje jednakosti slijede indukcijom iz prvog i drugog svojstva.

4. Tvrdnja slijedi zamjenom varijabli ¢ — ]% u integralu.



Identitet iz prethodne propozicije mozemo shvatiti kao generaliziranu varijantu vise puta koristenog

identiteta wp=n+lis=1
1 1 o0
= / "dx = / e~ (Dt gy
n+1 0 0

gdje posljednja jednakost slijedi iz zamjene varijabli x — e~*. PokaZimo primjerom kako koristiti pret-

hodno navedenu generalizaciju na jednom natjecateljskom problemu.

Primjer 10 (VJIMC 2012., seniori). Neka su a,b,c,z,y,z,t pozitivni realni brojevi, takvi da je 1 <
x,y, 2 < 4. Dokazite da je
T Y z Yy+z—x T+z—Yy T+Y—=2

@a) @) @) = (o) | {avor | (a+b)

Rjesenje. Koristeéi prethodnu opservaciju, nakon mnozenja obje strane sa I'(¢), problem je ekvivalentan
S

/ Stfl (1’672(18 + y672b5 + Z€72CS o (y 42— x)ef(bJrc)s o (x 42— y)ef(a+c)s . ((ZZ +y— Z)ef(a+b)s) ds >0
0

Dakle, za dokaz tvrdnje dovoljno je dokazati da je funkcija pod integralom nenegativna za svaki s > 0.
Neka je sad s fiksan, neka je A = e~ B =¢e7% i C = e . Dovoljno je dokazati da je

zA* 4+ yB? 4+ 2C* — (y+ 2 —2)BC — (v + 2 —y)AC — (x +y — 2)AB > 0
sto je ekvivalentno s:
2(A—B)(A-C)+y(B—A)(B-C)+2(C—-A)(C-B)>0.

Neka je, bez smanjenja opéenitosti A < B < C (smijemo pretpostaviti uredaj jer je izraz simetri¢an po
A,B,C). U tom sluéaju gornji izraz je rastuca funkcija po x i z, a padajuéa po y pa se minimum postize
zax =z =11y =4, au tom sluc¢aju izraz postaje:

(A-B)(A-C)+4(B—-A)(B-C)+(C—-A)(C—-B)=(A-2B+C)*>0.
Time je dokaz zavrsen. O

Sljedeéi problem postavljen na stranici Mathoverflow, a elegantni dokaz koji predstavljamo dao je
poznati matematicar Fedor Nazarov.

Primjer 11. Dokazite da za svaki « € R vrijedi:

oo xn

nz:;) Nk 0

Prije nego napisemo dokaz, prokomentirat ¢emo jednostavniji sluc¢aj kao motivaciju. Promotrimo

najprije slucaj bez korijena u nazivniku, tj. kako bismo dokazali da je izraz g(z) = ), -, 2" /n! pozitivan
za sve x € R. Poznato je da je navedeni izraz jedan od ekvivalentnih zapisa funkcije e®, ali pokusat
¢emo dokazati pozitivnost bez koristenja svih ¢injenica koje znamo o eksponencijalnoj funkciji kako bismo
dobili ideju za dokaz pocetnog problema. Naime, o¢ito je da nultocka moze postojati samo za = < 0
budué¢i da za x > 0 imamo red s pozitivnim ¢lanovima. Red kojim je zadana funkcija g je uniformno
konvergentan na svakom intervalu pa je funkcija g neprekidna. Takoder, zbog toga sto je red derivacija
clanova reda uniformno konvergentan, funkcija g je derivabilna i deriviranjem ¢lan po ¢lan vidimo da
vrijedi ¢’(z) = g(x). Pretpostavimo sada da g ima nultocku i da je xy najvedéa nultocka funkcije (skup

nulto¢aka neprekidne funkcije koji je ograni¢en odozgo ima maksimum). Dakle, za svaki x > x¢ vrijedi
g(x) = ¢’(x) > 0 pa odatle za svaki z > ¢ slijedi:

x xo x
o@) = [ g0it= [ gt < [ gt = gla)(a - a0)
xo Zo Zo
gdje stroga nejednakost vrijedi zbog toga Sto je funkcija rastuca na intervalu gdje je pozitivna. Konaé¢no,
dijeljenjem obje strane sa g(z) dobijemo kontradikciju ako odaberemo z takav da je © — z¢ < 1.
Primijetimo da je u prethodnom rjesenju klju¢na jednakost ¢’ = g posljedica jednostavnog identiteta
(z™)" = na"~!. PokuSajmo stoga na slican nacin dokazati i pocetni problem.



Rjesenje. Oznactimo
oo :Z:‘n
x) = E —
/@) nzom

Vidimo da je funkcija dobro definirana jer je zadana apsolutno konvergentnim redom. Htjeli bismo naéi
operator koji ée "pokratiti” samo /n iz nazivnika uz x”. Nazarov tu svrhu konstruira operator ”polovi¢ne
derivacije” pogodan za navedeni problem. Iako je njegova konstrukcija motivirana dubokim rezultatima
matematicke analize, zapravo je posljedica identiteta koji mozemo shvatiti kao (netrivijalno) prosirenje
identiteta na negativne s. UvrStavanjem s = f% u dobili bismo integral koji ne konvergira zbog
singulariteta funkcije ¢t +— t*%, medutim, nadamo se da ukoliko ublazimo singularitet u 0 da ¢emo dobiti
slicnu formulu. To je sadrzaj sljedece leme.

Lema 12. Postoji konstanta C > 0 takva da za sve p € RY i s € (—1,0) vrijedi:

p=C / L — Pt (5)
0

Dokaz. Integral na desnoj strani dobro je definiran u smislu nepravog Riemannovog integrala jer je
l—e P =0@F)zat - 0"il—eP =0(1) zat — oo a funkcije t — i ¢ — ¢~ su integrabilne
u okolini 0 odnosno co u smislu nepravog Riemannovog integrala. Zamjenom varijabli ¢ — ¢/p u sljedecem
integralu dobivamo

/ 571 — e Phdt = p*S/ 5711 — e Y)dt
0 0
pa tvrdnja vrijedi uz konstantu C' = (f;~ ¢*7 (1 — e~ ")dt) L. O

Napomena. Ukoliko bismo htjeli dobiti analogni identitet od za ne-cjelobrojne potencije od p vece
od 1, tada bismo od funkcije e P* trebali oduzeti vise pocetnih ¢lanova Taylorovog reda oko 0 kako bismo
ublazili singularitet.

Uvrstavanjem p=nis = —% u te zamjenom varijabli ¢ — Int¢ vidimo da za svaki n € N vrijedi:

1
ni = c—l/ (1—¢")1n (1> d
0 t t

Mnozenjem obje strane sa " dobivamo:

1 -3
nig" = C’_l/ (" = (zt)") In (1) at
o t t

Sada mnozenjem obje strane sa (n!)_% i sumiranjem po svim n > 0 dobivamo da za svaki x € R vrijedi:

e

af(x) =C™! /Ol(f(x) — f@t)In (1)2?

Ostatak dokaza sada je slican kao u laksem slucaju koji smo prokomentirali prije pocetka dokaza. Za xz > 0
imamo red s pozitivnim ¢lanovima pa funkcija f moze imati samo negativnu nultocku. Pretpostavimo
da nultocka postoji i ozna¢imo najveéu nultocku sa zg (kao i prije, uniformna konvergencija implicira
neprekidnost pa skup nultocaka, ako je neprazan, ima maksimum). Tada za xo vrijedi:

e 1\ % dt
0=z0f(z0) =C" / (f(zo) — f(two)) In (t) 7 < 0
0
gdje posljednja nejednakost vrijedi zbog toga sto je z¢p < 01 Sto je najveéa nultocka pa je f(xzo)— f(tzp) <0
za sve t € [0,1). Dakle, funkcija f nema nultocaka u R i time je tvrdnja dokazana. O

Odjeljak zavrsavamo dokazom jedne poznate netrivijalne tvrdnje iracionalnosti od 7, koja je takoder
posljedica jo$ jednog integralnog identiteta.

Primjer 13. 7 je iracionalan.



Dokaz. Zan > 0 definirajmo

1 (2 [(n2 9 "
I, := /. (4 —t > costdt (6)
%

Navedeni integral prirodno se pojavljuje kod racunanja jezgre koja odgovara Bochner-Rieszovovom multi-
plikatoru u teoriji Fourierovih redova. Medutim ta ¢injenica nije potrebna za razumijevanje ostatka dokaza
koji je nakon ovog koraka elementaran.

Direktnim racunanjem dobivamo Iy = 2 i I; = 4 te dvostrukom parcijalnom integracijom dobivamo:

Iy =@n+2)I, — 72,1 za n>1.

Iz prethodne rekurzije indukcijom slijedi da je I,, = P,(7?), gdje je P, polinom sa cjelobrojnim koefici-
jentima stupnja najvise n.

Pretpostavimo da je 7 racionalan. Tada je 72 takoder racionalan pa oznacimo 72 = 5, gdjesup,q e N
relativno prosti. Kako je P, polinom sa cjelobrojnim koeficijentima stupnja najvise n, tada vrijedi

q"I, = q"Po(7%) = ¢"Pu(p/q) € Z

Zbog pozitivnosti funkcije unutar integrala u @ ocito vrijedi:

2

q"I, >0
pa iz prethodne dvije jednakosti zaklju¢ujemo da mora vrijediti
"I, >1 YneN (7)

S druge strane, iz jednostavne ocjene:

2 n 2\ "
7T——252 cost < T za —I<t<z
4 —\ 4 ’ 2= T2
slijedi:
N N 5 71.271 o 7.‘.2n+1
2
pa kako desna strana prethodnog izraza konvergira u 0, po teoremu o sendvicu slijedi:
lim ¢"1I,, = 0.
n—oo

Medutim, to je kontradikcija sa ocjenom koju smo dobili uz pretpostavku da je 7 racionalan. Dakle,
pretpostavka je kriva pa slijedi da je 7 iracionalan.
O

2 Integral kao ocekivanje

Cesto se u matematici susre¢emo s problemima u kojima moramo dokazati da je maksimum nekog skupa
ogranic¢en odozdo ili odozgo. Dva navedena problema, iako imaju sli¢an iskaz, fundamentalno su razliciti.
Naime, ako zelimo pokazati da je maksimum nekog skupa ograni¢en odozgo, onda trebamo koristiti svojstva
elemenata tog skupa i dokazati da tvrdnja vrijedi za proizvoljan element. S druge strane, ako trazimo
donju ocjenu za maksimum nekog skupa, najceSée je potrebno naéi element ili mali skup elemenata za
koji se (skoro) postize maksimum i onda pokazati ocjenu za taj skup. Ukoliko je tesko reéi nesto o veli¢ini
pojedinih elemenata skupa, Cesto se korisnom pokazuje sljede¢a jednostavna vjerojatnosna ideja - ako
je ocekivana vrijednost slu¢ajnog elementa veca od trazene donje ograde, tada je maksimalni element
sigurno veéi od trazene donje ocjene. Navedeni princip ima Siroku primjenu u kombinatorici, a u analizi
je, u osnovnom obliku, jednostavna posljedica definicije integrala i moze se zapisati kao:

Za svaki ”dovoljno lijep skup”E A (najcesce interval ili uniju intervala) i integrabilnu funkeiju f: A —
R, vrijedi
sup f(a) = o [ fla)ds

1Al Ja

z€A

1Upuéen ¢itatelj primijetit ée da ”dovoljno lijep skup” oznacava zapravo Jordan izmjeriv skup u sluéaju Rimemannovog
integrala odnosno Lebesgue izmjeriv skup u slu¢aju Lebesgueovog integrala kako bi njegova veli¢ina bila definirana, ali
namjerno smo izostavili preciznu definiciju buduéi da navedena opéenitost nije potrebna za razumijevanje primjera koje
navodimo.



gdje je |A] velicina skupa A, tj. integral jedinice po tom skupu.

Kod primjene navedene tehnike moramo paziti da ogranicavanjem maksimuma prosjekom cesto radimo
neoptimalnu ocjenu pa problem mozemo svesti ili na znacajno tezi, a nekada prosjek necée biti dovoljno
velik pa moramo traziti drugi nac¢in rjeSavanja problema.

Zapocnimo ovaj odjeljak jednim teskim natjecateljskim problemom da vidimo kako navedeni pristup
nije pogodan iskljuc¢ivo za slabe ocjene.

Tako se na prvi pogled moze uéiniti da je tako, sljedeéi problem nije nikako posljedica svojstva Cebisevljevih
polinoma o minimizaciji supremuma na intervalu normiranih polinoma (polinoma s vodeéim koeficijentom

1).

Primjer 14 (IMC 2015., problem 10). Neka je n € N i p(z) polinom stupnja n sa cjelobrojnim koefici-
jentima. Dokazite da je:

ma )| >e "

max p()]
Rjesenje. Ideja rjesenja slicna je, kao $to smo rekli, supremum funkcije odozdo ograni¢iti prosjekom te
funkcije po intervalu, tj.

1
sup (7o) = [ 17(@)lds
z€l0,1] 0

Funkcija f(x) := In|p(x)| neprekidna je na komplementu nultoc¢aka polinoma p pa tvrdimo da je dovoljno
dokazati:

/01 In [p(z)| > —n.

Naime, za proizvoljan r € R, oko svake nultoc¢ke polinoma p mozemo naéi neku otvorenu okolinu gdje
¢e vrijediti |f(z)| < r pa se supremum funkcije f sigurno nalazi u komplementu unije takvih skupova.
Kako je navedeni komplement zatvoren skup unutar [0, 1], on je kompaktan pa funkcija na njemu postize
maksimum, tj. SUPge0,1] flz) = maXge[o,1] f(x).

Ako polinom p ima nultoéke u skupu {0,1}, zapisimo ga u obliku p(z) = z*(1 — z)lq(z), gdje je
q(x) polinom kojemu ni 0 ni 1 nisu nultocke. Iz algoritma za dijeljenje polinoma slijedi da je polinom ¢
opet polinom sa cjelobrojnim koeficijentima. Koristeéi svojstvo logaritma da produkt prevodi u zbroj i

¢injenicu da je
1 1
/ In |z| :/ Inll—z|=-1
0 0

/0 In |g(x)|dz > —deg(q)

Polinom ¢ takoder ¢emo napisati kao produkt monoma, ali on opéenito ima kompleksne nultocke pa nam
je potrebna sljedec¢a ocjena za veli¢inu pojedinog monoma.

preostaje nam dokazati da je

Lema 15. Za proizvoljan kompleksan broj z € C, z # 0,1 vrijedi:

In|z|+In|lz—1
L Inlz+Inje 1)

1
/ In|z —z|de > -1
O 2

Primijetimo da je dana ocjena potpuno neoptimalna u slu¢aju kad je z jednak 0 ili 1 pa smo integral
po takvim ¢lanovima morali eksplicitno izra¢unati (sre¢om, to je bio jednostavan problem).

Dokaz. Neka je z = a + bi. Tada primjenjujuéi parcijalnu integraciju na na na¢in u = In((z — a)? + b?)
i dv = (z — a)dx vrijedi (uvjerite se da ova formalna parcijalna integracija vrijedi i u sluéaju a € (0, 1),
b = 0 u smislu nepravog Riemannovog integrala rastavom na (0,a)U(a, 1) i primjenom navedene parcijalne
integracije na svakom intervalu posebno):

2

/01lnx—zdx - ;/Olln((ﬂf—a)2+b2)da:: %(a:—a)ln (= — a)? + b?) ‘(1) B /01 ( (x —a) i

x—a)?+b?
Primijetimo da je

1 2 1 2
(x —a) / b
Y B . | Y ge> 1
/0 (x —a)? + b2 * + o (x—a)?+b? v=



pa preostaje dokazati da je:

In(a® + b?) + In ((1 — a)? 4 b?)

1 [(1—a)n((1 —a)®*+b%) +aln(a® +b%)] > 1

2

tj. ekvivalentno:
1
(2 - a> [In (1 — a)® +b%) — In(a® + b*)] > 0.
Medutim, In je rastuéa funkcija i vrijedi:

1
5—@20<:>(1—a)2+b22a2+b2,

pa je time posljednja nejednakost dokazana. O

Oznacimo li nultocke od ¢(x) sa qi, ..., gk, gdje je k = deg(q), vrijedi:

1 k 1 k
1 In|l— 1 1 1
/1n|q<x>|dx:§i/ Infe — ailds > —k+ S0 R o] ) D@ QN
0 =i

=1

gdje posljednja nejednakost vrijedi zbog toga $to je polinom ¢ sa cjelobrojnim koeficijentima kojemu 0 i 1
nisu nultocke pa je |¢(0)],]q(1)| > 1. O

U sljede¢a dva primjerima pokazat ¢emo jednakost, do na multiplikativhu konstantu, maksimuma
apsolutne vrijednosti sume podskupova i sume apsolutnih vrijednosti svih brojeva skupa. U slucaju
realnih brojeva imamo jednostavan dokaz zbog toga $to imamo samo ”2 smjera” kretanja kod zbrajanja
brojeva, ali dokaz postaje znacajno tezi u slucaju kompleksnih brojeva i ”najprirodnija” metoda postaje
koristenje integrala.

Zapotnimo jednostavnim primjerom, sa realnim brojevima. U oba primjera koristimo oznaku: [n] =

{1,2,...,n}

Primjer 16. Za realne brojeve x1,...,x, vrijedi:

1 n n
§Z|wj| < max Do <Dl
=1 clnl j=1

jeSs

Rjesenje. Desna nejednakost ocita je posljedica nejednakosti trokuta pa preostaje dokazati lijevu. Medutim,
oznac¢imo li:

A={jeln]:z; >0},

tada je ocito:

n
Dol =1 a| | D
j=1

jeA jeAe

Kako je zbroj dvije apsolutne vrijednosti na desnoj strani jednak lijevoj, barem jedna od njih je veéa ili
jednaka pola lijeve strane (u suprotnom bi zbroj o¢ito bio manji od lijeve strane). Tada oznac¢imo S = A
ako je prva veéa od polovice, odnosno S = A¢ u suprotnom. Time smo nasli barem jedan podskup od [n]
za koji vrijedi lijeva strana nejednakosti pa je maksimum vedi ili jednak tome (u ovom trivijalnom slucaju,
maksimum je o¢ito bas jednak odabranom S) i time je tvrdnja dokazana. O

Vidimo da koristeéi prethodni zadatak mozemo dokazati i analognu tvrdnju za kompleksne brojeve, ali
uz konstantu i umjesto % na lijevoj strani. Medutim, pitanje pronalaska optimalne konstante znacajno
je teze.

Primjer 17. Za kompleksne brojeve z1, 2o, ..., 2, € C vrijedi:
1 n n
;Z%‘\ < max sz < Z|Zj|-
Jj=1 jeSs Jj=1

Konstanta % je optimalna, tj. zamijenimo li % sa bilo kojim realnim brojem C > %7 tvrdnja ne vrijedi.
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Rjesenje. Desna nejednakost posljedica je nejednakosti trokuta za kompleksne brojeve pa ostaje samo
dokazati lijevu.

Biranjem brojeva koji svi imaju pozitivan/negativan realan/imaginaran dio i koristenjem prethodnog
primjera dobit ¢emo ocjenu sa konstantom i umjesto % pa vidimo da to nije dobra strategija.

Sljedecéa opservacija o zbrajanju vektora daje nam alternativnu strategiju: zbroj vektora koji zatvaraju
kut manji od § ima ve¢u duljinu od svakog od vektora posebno, tj. iskazano pomocu kompleksnih
brojeva: za kompleksne brojeve z,w € C vrijedi: R(zw) > 0 = |z + w| > max{|z|, |w|}. Dakle, ideja za
maksimalnost skupa je promotriti fiksan pravac kroz ishodiste i promotriti sve kompleksne brojeve koji se
nalaze u istoj poluravnini odredenoj tim pravcem. Medutim, nemoguce je za specifican pravac re¢i kolika
je suma svih vektora koji se nalaze s jedne strane njega. Srecom, jednostavnije je reéi je koliko je prosjek
sume po svim takvim pravcima.

Za t € [0, 27] definiramo

Sy = {zj : R(zje™ ") > 0}.

Oznacimo li z; = |z;|e’, vrijedi:

Zz] = Z\z et > R Z|z |et(t=ts) :Z|zj\cos(tjft):i|zj\cos+(tjft)
j=1

JESt JESt JESt JESt

gdje je cost(u) = max{cos(u),0}. Zbog toga sto je funkcija

n
= Izl cost(t; — 1)
j=1

neprekidna na [0, 27], ona postize maksimum u tocki to i tada vrijedi:

1 27 2r N
>z zF(tO)Z%/O F(t)dt Z|z]\cos (t; — t)dt = Z\zﬂ

JESt,

Dakle, uzimajuéi S := Sy, nasli smo jedan podskup za koji vrijedi lijeva nejednakost pa tvrdnja vrijedi i
za maksimum po svim podskupovima.

Da dokazemo optimalnost definirajmo z; = e = ,i=1,2,...,n, gdje jen =2m + 1 za m € N. Neka
je S C [n] skup za koji se postize maksimum u prvom izrazu i oznaéimo vi= ZjES z;. Kada bi postojao

neki k € S takav da je R(2,7) < 0, tada bi vrijedilo:
2

Szl =lv -zl = = 2R(z0) + ) > ol = sz ’
JES\(k} <

a to bi bila kontradikcija s maksimalnoséu. Dakle, zakljucujemo da je R(z;T) > 0 za sve j € S. Sli¢no,
kad bi postojao k € [n] \ S takav da je R(z,¥) > 01 2z # 0, tada bi vrijedilo:

2 2

Z zi| = v+ z]* = [v® + 2R(z0) + |2 > |v]* = ZZJ ’

jeSu{k} jes

Sto bi opet bila kontradikcija s maksimalnoséu. Dakle, ako je S skup za koji se postize maksimum, tada
postoji 0 := arg(v) takav da je S = Sy = {j € [n] : R(e"?*2;) > 0}. Medutim, za dane odabrane brojeve
z;j i m lako je izracunati sumu brojeva po takvim skupovima buduéi da za proizvoljan kut 6 tocno |2 ]

2
uzastopnih j-ova zadovoljava da je R(e~ zj) > 0, a tada zbog rotacijske simetrije vrijedi:

Z Z 5] - sin( \_%i+1ﬂ_)
Zil = Zil = e n = -
i ) - J . sin *

Jjes J:R(e=02z;)>0 Jj=0 n
Konacno, zbog toga §to je 2?21 |z;| = n, vrijedi:

n +
mMaxgc [y |ZjeS 24| . sm(L 2] T 1
n - -
n—00 Zj:l EA n—oco  msin T

pa slijedi da je % optimalna konstanta. O
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Sljedeéa propozicija u iskazu je tehnicki neSto zahtjevnija, ali prezentira povezanost duljine vektora i
prosjeka duljine njegovih projekcija po svim jedini¢nim vektorima, $to je vrlo usko povezano sa pristupom
u prethodnom problemu.

Propozicija 18. Neka je v € R™ proizvoljan vektor. Tada postoji konstanta C' takva da je
ol =c [ leoldo
Sn—l

gdje je S jediniéna sfera u R™, a do prirodna mjera na sferi, tj. integral na desnoj strani je plosni
integral neprekidne funkcije x — |(x,v)| po sferi.

Dokaz. Definirajmo funkciju ¢ : R® — R sa:
o) = [ leo)ldo(o)

Zbog invarijantnosti sferne mjere (odnosno navedenog plognog integrala) na rotacije, za u,v € S*~! vrijedi
#(u) = ¢(v). Nadalje, iz neprekidnosti funkcije z +— (x,v) i ¢injenice da je (v,v) =1 > 0za v € S}
slijedi da postoji C' > 0 takav da za sve v € S"~! vrijedi ¢(v) = C~!. Konaéno, iz definicije se lako vidi
da za proizvoljan A > 0 i v € R™ vrijedi ¢(Av) = A@p(v) pa kona¢no za proizvoljan v € R™ vrijedi:

o) = lollo (2 ) = ol

[[o]
¢ime je tvrdnja dokazana. O

Prikazimo korist prethodnog rezultata na sljede¢em teoremu koji ima na prvi pogled vrlo neocekivan
iskaz - za dokazivanje odredenog tipa nejednakosti u unitarnom prostoru dovoljno je dokazati nejednakost
samo u slucaju kad su svi vektori jednaki.

m,n

Teorem 19. Neka je U unitaran prostor, neka su m,n € N te (a;)™, i (,6’)Z-J-:1 kolekcije proizvoljnih

realnih brojeva. Tada nejednakost

m n
doaily ] Bigusf =0 (8)
i=1 n=1
vrijedi za sve uy,...,u, € U ako i samo ako nejednakost
m n
D ai|Y ] Bija| >0 (9)
i=1  |n=1

vrijedi za sve T1,...T, € R

U prijevodu, da bismo dokazali da nejednakost oblika vrijedi za proizvoljne vektore u proizvoljnom
unitarnom prostoru, dovoljno je provjeriti pripadnu nejednakost @ za realne brojeve, $to je na prvi pogled
vrlo iznenadujuéi rezultat bududi da je druga nejednakost trivijalna posljedica prve za slucaj kad su svi
vektori jednaki.

Dokaz. Kao sto smo prokomentirali, tvrdnja da nejednakost (8)) implicira nejednakost @D slijedi uvrstavanjem
sluéaja u; =uzasve j =1,2,...,n.

Dokazimo sada da nejednakost @[) implicira nejednakost . Koristeéi prethodnu propoziciju i nejed-
nakost @D za T; = (x,u;), vrijedi:

m n m n m n
ZO@ Bmuj = / ZO@ <x,2ﬁi,juj> dO’(J?) = / ZO@ Zﬁi’j <$,Uj> da(ac) Z 0.
i=1 n=1 sl n=1 5Pl n=t

Time je tvrdnja dokazana. O

Pokazimo na primjeru kako iskoristiti navedeni teorem.

Primjer 20. Za proizvoljne vektore z,y, z € R? dokazite da vrijedi:

Il + Iyl + W21+ Nl +y + 21l = llz +yll + |z + 2] + [ly + 2|
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Rjesenje. Koristedi teorem dovoljno je dokazati sljede¢u nejednakost za realne brojeve:
[zl + [yl + [zl + [z +y +2[ = |z +y[+ |z + 2 + [y + 2]

Medutim, po Dirichletovom principu dva broja medu z,y, z su sigurno istog predznaka pa neka su to, bez
smanjenja opéenitosti, = i y. Tada je |z + y| = |z| + |y| pa ostaje za dokazati:

|zl + o +y+ 2] 2 |z + 2| + |y + 2|
Kvadriranjem obje strane ostaje za dokazati da je
zy +|z(z+y+2)| 2 |(x +2)(y + 2)

Medutim, kako su z i y istog predznaka, to je xy = |xy| pa gornja nejednakost slijedi iz nejednakosti
trokuta. O

Prethodni primjer preuzet je iz predavanja Podijeli pa vladaj, proiciraj pa vliadaj profesora Vjekoslava
Kovaca koje se moze naéi na https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/studnatj/sn_podijeli.pdf.
Zainteresirani ¢itatelj na navedenom linku moze pronaéi jos zanimljivih problema u kojima teorem
svodi problem na realni slucaj, koji i dalje nije trivijalan.

3 Zadaci za domacu zadacu

Rijesite barem 4 od sljede¢ih 8 zadataka za uspjesno polaganje zadace.
1. Neka su a,b,c > 0in € N. Dokazite da vrijedi sljedec¢a nejednakost:

1 n 1 " 1 S 1 n 1 n 1
(Ba)® (B0 Be)» T (2a+b)™  (204+c)  (2¢+a)”

2. Neka su ay,...,a, € RT iz, ..., 2, € R takvi da je ELI a;z; = 0. Dokazite da je:

zzza%xjhu —-@” S 0.

)
Dodatno, dokazite da jednakost vrijedi ako i samo ako postoji particija skupa {1,2,...,n} u disjunk-
tne skupove Ay, ..., A, tako da ako su i i j uistom skupu Ay, tada je a; = a; i vrijedi ZjeAi z;=0

za svaki i =1,2,...,m.

(Uputa.) Imitirajte dokaz zadatka

3. Neka su (ag)}_, razli¢iti pozitivni realni brojevi i (by)}_; realni brojevi. Dokazite da je familija
funkcija
{sin(arz + bi)}p_,

linearno nezavisna u vektorskom prostoru realnih funkcija.

(Uputa.) Imitirajte dokaz primjeraintegrirajuéi po skupovima oblika [0, M| te promotrite ponasanje
za M — oo.

4. Niz realnih brojeva (ax);2, zadan je rekurzivno s:

n
Ap—k

k:0k+1

apg = —1, =0 za n>1.

Dokazite da je a,, > 0 za svaki n > 1.

(Uputa.) Smijete koristiti Descartesovo pravilo predznaka koje kaze da polinom s realnim koefi-
cijentima ima nultoc¢aka najvise koliko ima promjena predznaka u padajuéem zapisu koeficijenata.
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5. Dokazite da vrijedi:

(a)

o s . 2
/ (smx) de="
0 X 2

(Uputa.) Iskoristite identitet . Kao poznato smijete koristiti sljede¢i rezultat.
Za neprekidnu funkciju f : R? — R takvu da je [~ [* |f(z,y)|dzdy < oo vrijedi

I2 15 fay)dedy = [ % f(a,y)dydz.
(b)

(Uputa.) Svedite na prvi integral.

6. Za x,y > 0 definiramo Beta funkciju na na¢in:

1
B(z,y) :/ =1(1 — 1)t
0

.. . _ (@) (y)
(a) Dokazite da je B(z,y) = Tty -

(Uputa.) Izracunajte [;° [;° u” 1v¥"te "~ “dudv na dva nacina.

(b) Neka je g : R\ {0} — R klase C°°(R\ {0}) takva da za svaki k > 1 limes lim,_,o ¢'®) () postoji
i konac¢an je. Dokazite da je g € C*°(R).

(c) Ako je f € C>*(R) i m > Ny, dokazite da se funkcija

m O
flx) =355 fji!xk

xm+1

moze prosiriti do funkcije u C*°(R).

(Uputa.) Iskoristite integralni oblik ostatka u Taylorovom teoremu, deriviranje pod integra-
lom i prva dva dijela zadatka.
7. Neka je n € N. Dokazite da vrijedi

1 i 1 2k
n+1 k) — 2n4~k+1

k=0 k=0

(Uputa.) Iskoristite prvi identitet u prethodnom zadatku za prikaz lijeve strane te integralni identitet
(2) za desnu stranu.

8. Neka su vy, ..., v, vektori u R™. Dokazite da je:

n n
C(n) Y vl < max > ool < sl
j=1 "ljes j=1

gdje je:
I'(%)

N NG

(Uputa.) Imitirajte dokaz primjera Umjesto S, za fiksan jedini¢ni vektor w oznacite sa
S, :={i: (v;,w) > 0} te prointegrirajte po sferi.
Napomena. Iz Stirlingove formule slijedi da je C(n) ~ (27n)~ 2.
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