
je gust u R4 pa iz teorema 3 slijedi da postoji strogo rastući niz (an)
∞
n=1 prirodnih brojeva

većih od 3 takav da je
∞∑
n=1

1

an − 2
∈ Q

√
2,

∞∑
n=1

1

an + 2
∈ Q

√
2,

∞∑
n=1

1

an − 3
∈ Q

√
3,

∞∑
n=1

1

an + 3
∈ Q

√
3.

Oduzimanjem dobivamo
∞∑
n=1

4

a2n − 4
∈ Q

√
2,

∞∑
n=1

6

a2n − 9
∈ Q

√
3,

tj.
∞∑
n=1

√
2

a2n − 4
∈ Q,

∞∑
n=1

√
3

a2n − 9
∈ Q,

što je upravo tražena tvrdnja uz bn = a2n. □

Domaća zadaća

Za domaću zadaću riješite neka 4 zadatka od navedenih 7 zadataka za vježbu. Rok za pre-
daju domaće zadaće je tri tjedna od izlaganja, tj. najkasnije u petak 2. 5. 2025. Napǐsite
rješenja vlastoručno i najbolje ih uslikajte ili skenirajte pa pošaljite na moju email adresu
vjekovac@math.hr. Rješenja će biti objavljena na web stranici nakon isteka roka za predaju.

Zadatak 1. Ako je
∑∞

n=1 xn apsolutno konvergentni red u Rd s članovima x = (xn)
∞
n=1,

dokažite da je A(x) uvijek kompaktan skup (tj. zatvoren je i ograničen).

Zadatak 2. Dokažite svojevrstan obrat Kakeyinog teorema 1: ako je x = (xn)
∞
n=1 padajući

niz brojeva iz ⟨0,∞⟩ takav da red
∑

n xn konvergira i da je A(x) jednak segmentu [0,
∑∞

n=1 xn],
tada za svaki n ∈ N mora vrijediti (1).

Zadatak 3. Skup

A(x) =
{∑

n∈S

1

2n − 1
: S ⊆ N

}
iz primjera 4 je tzv. debeli Cantorov skup, što znači da ima pozitivnu duljinu (tj. Lebesgueovu
mjeru). Dokažite to!

Zadatak 4. Dokažite sljedeće poopćenje (a) dijela Kakeyinog teorema, formulirano u nedav-
nom članku Tonćija Crmarića i autora [2]. Neka su X1, X2, X3, . . . konačni podskupovi od
[0,∞⟩ s barem dva elementa i takvi da

∑
nmaxXn konvergira. Za svaki n ∈ N označimo

rn :=
∞∑

k=n+1

(
maxXk −minXk

)
i neka je ∆n najveća duljina intervala na koje Xk dijeli [minXk,maxXk]. Ako vrijedi rn ≥ ∆n

za sve dovoljno velike indekse n ∈ N, tada je skup{ ∞∑
n=1

xn : xn ∈ Xn za svaki n ∈ N
}

jednak konačnoj uniji nedegeneriranih segmenata. Prvi dio teorema 1 se dobiva u posebnom
slučaju Xn = {0, xn} za svaki n ∈ N.
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Zadatak 5. Erdős i Graham [5] su pitali postoji li ograničeni niz prirodnih brojeva (bn)
∞
n=1

takav da je
∞∑
n=1

1

2n + bn
∈ Q.

Iskoristite prethodni zadatak kako biste pokazali da doista postoji takav niz (bn)
∞
n=1, čak

štovǐse s vrijednostima u skupu {1, 2, 3, 4, 5}. Ovo je posebni slučaj općenitijeg rezultata iz
[11].

Zadatak 6. Neka je
∑∞

n=1 xn apsolutno konvergentni red s članovima x = (xn)
∞
n=1 iz R2.

(a) Može li A(x) biti jednak kvadratu [0, 1]2?

(b) Može li A(x) biti jednak trokutu {(u, v) ∈ R2 : u ≥ 0, v ≥ 0, u+ v ≤ 1}?
Zadatak 7. Dokažite da postoje niz prirodnih brojeva (an)

∞
n=1 i prirodni brojevi m1, . . . ,m6

takvi da je
∞∑
n=1

1

an
=

√
m1 −

√
m2,

∞∑
n=1

1

an + 1
=

√
m3 −

√
m4,

∞∑
n=1

1

an + 2
=

√
m5 −

√
m6.
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[3] Paul Erdős, On the irrationality of certain series, Math. Student 36 (1968), 222–226.
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Tema br. 6:

Skup postignuća reda
Rješenja zadataka za vježbu

Vjekoslav Kovač

Rješenje zadatka 1 . Neka ∥v∥ označava euklidsku duljinu vektora v ∈ Rd. Svakako se A(x) nalazi u zatvorenoj
kugli oko ishodǐsta radijusa

∑∞
n=1 ∥xn∥, a taj broj je konačan po našoj pretpostavci o apsolutnoj konvergenciji pa

je A(x) ograničen. Za zatvorenost uzmimo niz (ym)∞m=1 u skupu A(x) koji konvergira prema nekoj točki y ∈ Rd.
Postoje brojevi (εm,n : m,n ∈ N) iz {0, 1} takvi da je ym =

∑∞
n=1 εm,nxn za svaki m ∈ N. U nizu (εm,1)

∞
m=1

ima beskonačno mnogo istih elemenata (nula ili jedinica); neka je njihova zajednička vrijednost ε1 i neka oni
odgovaraju indeksima m1,1 < m2,1 < m3,1 < · · · . Potom u nizu (εmk,1,2)

∞
k=2 ima beskonačno mnogo istih

elemenata; neka je njihova zajednička vrijednost ε2 i neka oni odgovaraju indeksima m1,2 < m2,2 < m3,2 < · · · .
Potom u nizu (εmk,2,2)

∞
k=2 ima beskonačno mnogo istih elemenata; neka je njihova zajednička vrijednost ε3 i

neka oni odgovaraju indeksima m1,3 < m2,3 < m3,3 < · · · , itd. Ako kratko označimo mk = m1,k, tada je

ymk
=

k∑
n=1

εnxn +

∞∑
n=k+1

εmk,nxn,

odakle slijedi ∥∥∥ k∑
n=1

εnxn − y
∥∥∥ ≤ ∥ymk

− y∥+
∞∑

n=k+1

∥xn∥

pa, po teoremu o sendviču, puštanjem na limes kada k → ∞ dobivamo

y =

∞∑
n=1

εnxn ∈ A(x).

Zaključujemo da je A(x) zatvoren.

Rješenje zadatka 2 . Pretpostavimo suprotno, tj. da za nekim ∈ N vrijedi
∑

k=m+1 xk < xm. Uzmimo proizvoljni
niz (εn)

∞
n=1 iz skupa {0, 1}. Ako je ε1 = · · · = εm = 0, tada je

∞∑
n=1

εnxn =

∞∑
n=m+1

εnxn ≤
∞∑

n=m+1

xn,

a u protivnom je
∞∑

n=1

εnxn ≥
m∑

n=1

εnxn ≥ xm.

Zaključujemo

A(x) ⊆
[
0,

∞∑
k=m+1

xk

]
∪
[
xm,

∞∑
n=1

xn

]
,

što je kontradikcija s pretpostavkom.

Rješenje zadatka 3 . Iz dokaza teorema 1 znamo da je A(x) =
⋂∞

N=1 AN , pri čemu vrijedi A1 ⊇ A2 ⊇ · · · te je,
za svaki N ∈ N, skup AN jednak uniji od 2N disjunktnih intervala duljine rN =

∑∞
k=N+1 1/(2

k − 1). Dakle,
duljina od A(x) se može računati kao limes:

lim
N→∞

∞∑
k=N+1

2N

2k − 1
= lim

N→∞

∞∑
k=1

1

2k − 2−N
.

1



Taj broj je svakako veći ili jednak
∑∞

k=1 1/2
k = 1, tj. A(x) ima duljinu barem 1. Čitatelj upoznat s osnovama

teorije mjere i integrala će lako opravdati (korǐstenjem teorema o dominiranoj konvergenciji) da je duljina od
A(x) zapravo baš jednaka

∞∑
k=1

lim
N→∞

1

2k − 2−N
=

∞∑
k=1

1

2k
= 1.

Rješenje zadatka 4 . Dokaz tvrdnje zapravo usko prati dokaz (a) dijela teorema 1. Detalje možete naći i u
spomenutom članku na linku https://arxiv.org/abs/2504.18712. Zanimljivo je da taj članak primjenjuje
ovaj zadatak na rješenje još jednog otvorenog pitanja Erdősa i Grahama u vezi jediničnih razlomaka.

Rješenje zadatka 5 . Stavimo

Xn :=
{ 1

2n + j
: j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}

}
za svaki n ∈ N. Tada imamo

∆n = max
1≤j≤4

( 1

2n + j
− 1

2n + j + 1

)
=

1

(2n + 1)(2n + 2)
=

1

4n + 3 · 2n + 2

te

rn =

∞∑
k=n+1

( 1

2k + 1
− 1

2k + 5

)
≥ 1

2n+1 + 1
− 1

2n+1 + 5
=

1

(2n + 1/2)(2n + 5/2)
=

1

4n + 3 · 2n + 5/4
.

Kako za svaki n ∈ N vrijedi rn ≥ ∆n, iz prethodnog zadatka znamo da sume željenog oblika poprimaju sve
vrijednosti iz konačne unije nedegeneriranih intervala pa je, posebno, neka od njih svakako jednaka racionalnom
broju.

Rješenje zadatka 6 . (a) Može. Uzmimo x2n−1 = (1/2n, 0) i x2n = (0, 1/2n) za svaki n ∈ N. Iz Kakeyinog teorema
1 odmah slijedi da je skup postignuća reda

∑∞
n=1 x2n−1 jednak {(u, 0) : u ∈ [0, 1]}, dok je skup postignuća reda∑∞

n=1 x2n jednak {(0, v) : v ∈ [0, 1]}. Slijedi da cijeli red
∑∞

n=1 xn ima skup postignuća jednak zbroju ta dva
skupa (u smislu “svaki sa svakim”), što je upravo [0, 1]2.

(b) Ne može. Kada bi takav red
∑

n xn postojao, iz A(x) ⊂ [0,∞⟩2 bi slijedilo xn ∈ [0,∞⟩2 za svaki n ∈ N.
Nadalje, postojali bi S, T ⊆ N takvi da je

∑
n∈S xn = (1, 0) i

∑
n∈T xn = (0, 1). Za svaki n ∈ S ∩ T tada imamo

xn = (0, 0) pa je ∑
n∈S∪T

xn =
∑
n∈S

xn +
∑
n∈T

xn = (1, 0) + (0, 1) = (1, 1).

Dobili smo da je (1, 1) takoder u skupu postignuća A(x), što je protivno pretpostavci.

Rješenje zadatka 7 . Najprije tvrdimo da je skup{√
m1 −

√
m2 : m1,m2 ∈ N

}
gust u [0,∞⟩. Naime, za svaki ϵ > 0 uzmimo N ∈ N takav da je 1/2

√
N < ϵ. Tada formula tn :=

√
N + n−

√
N

definira niz realnih brojeva 0 = t0 < t1 < t2 < · · · , čiji susjedni članovi se razlikuju za manje od ϵ pa niz (tn)
∞
n=1

dolazi ϵ-blizu svakom nenegativnom realnom broju. Nadalje, sada odmah slijedi i da je{(√
m1 −

√
m2,

√
m3 −

√
m4,

√
m5 −

√
m6

)
: m1,m2,m3,m4,m5,m6 ∈ N

}
gust u [0,∞⟩3 pa prestaje iskoristiti trodimenzionalni slučaj teorema 3.
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