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Kolokviji i zavrsni ispit: Tijekom semestra pisu se dva kolokvija
(na svakom ¢e maksimalan broj bodova biti 60).

Aktivnost na nastavi: Na vjezbama i predavanjima zadavat ¢e se
zadatci za samostalno rjeSavanje. Studenti koji budu najuspjesniji u
rjesavanju tih zadataka, dobit ¢e u pravilu za svaki zadatak po 5
bodova. Maksimalan broj bodova koji ¢e se mo¢i sakupiti u ovoj
komponenti je 20. Sa sakupljenih 15 bodova, studenti ¢e se modi
osloboditi zavrinog ispita. MoZete maksimalno 15 bodova skupiti
na vjezbama.

Zavrsni ispit: Zavrsni ispit je usmeni; ispituje se sadrzaj obraden
na predavanjima. Uvjet za pristup zavrsnom ispitu je ukupno barem
40 bodova prikupljenih na 2 kolokvija i aktivnostima na nastavi.
Maksimalan broj bodova koji je moguce dobiti na zavrsnom ispitu
je 60. Studenti koji kroz aktivnosti na nastavi sakupe barem 15
bodova ne moraju izaéi na zavrsni ispit, ve¢ mogu uzeti ocjenu
dobivenu na osnovu 2 kolokvija i aktivnosti na nastavi.



Nacin polaganja predmeta

Popravni ispit: MozZe se popravljati najvise jedan od kolokvija ili
zavréni ispit. Nakon drugog kolokvija pise se popravak kolokvija na
kojem studenti mogu pisati ili popravak prvog ili popravak drugog
kolokvija. Nema uvjeta za izlazak na taj popravak. Studenti koji
nisu zadovoljni rezultatom zavrSnog ispita i koji nisu pisali popravak
kolokvija, mogu izaéi na popravni zavrsni ispit. Taj ispit bi bio u
istom terminu kad i zavrsni ispit za studente koji su pisali popravak
kolokvija.



Nacin polaganja predmeta

Popravni ispit: MozZe se popravljati najvise jedan od kolokvija ili
zavréni ispit. Nakon drugog kolokvija pise se popravak kolokvija na
kojem studenti mogu pisati ili popravak prvog ili popravak drugog
kolokvija. Nema uvjeta za izlazak na taj popravak. Studenti koji
nisu zadovoljni rezultatom zavrSnog ispita i koji nisu pisali popravak
kolokvija, mogu izaéi na popravni zavrsni ispit. Taj ispit bi bio u
istom terminu kad i zavrsni ispit za studente koji su pisali popravak
kolokvija.

Zakljucivanje ocjene: zbrojit ¢e se bodovi iz 1. kolokvija (max.
60), 2. kolokvija (max.60), aktivnosti na nastavi (max.20) i
zavrsnog ispita (max.60). Studentima koji budu oslobodeni
zavrsnog ispita, zbrojit e se bodovi iz prve 3 komponente.
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Ocjene:

1.
2. 70 — 85% bodova - ocjena 4
3. 55 — 70% bodova- ocjena 3
4.

5. < 40% bodova - ocjena 1.

> 85% bodova - ocjena 5

40 — 55% bodova - ocjena 2



Uvod

» Teorija brojeva (klasicna) se bavi ponajprije svojstima prirodnih
brojeva, te cijelih i racionalnih brojevima.
Neka svojstva skupa prirodnih i skupa cijelih brojeva koja ¢emo
koristiti:
» Na skupu IN (Z) su definirane operacije zbrajanja i mnozenja
koje zadovoljavaju svojstva komutativnosti, asocijativnosti i
distributivnosti;
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Uvod

» Teorija brojeva (klasicna) se bavi ponajprije svojstima prirodnih
brojeva, te cijelih i racionalnih brojevima.

Neka svojstva skupa prirodnih i skupa cijelih brojeva koja ¢emo
koristiti:

» Na skupu IN (Z) su definirane operacije zbrajanja i mnozenja
koje zadovoljavaju svojstva komutativnosti, asocijativnosti i
distributivnosti;

» Na skupu IN (Z) imamo uredaj takav da za svaka dva razliCita
elementa m,n € N (2Z) vrijedi ili m<n ili n<m;

» Svaki neprazan podskup skupa IN ima najmanji element i
vrijedi princip matematicke indukcije;

» Osim svojstava skupa IN, proucavat éemo i svojstva skupa
cijelih brojeva 0, +1, +2, +3,... kojeg ¢emo oznacavati sa Z,
te skupa racionalnih brojeva, tj. brojeva oblika g zap € ”Z,

g € N, kojeg ¢emo oznacavati s Q.



1. Djeljivost

Definicija (1.1)

Neka su a # 0 i b cijeli brojevi. KaZzemo da a dijeli b, odnosno da
Jje b djeljiv s a, ako postoji cijeli broj x takav da je b = ax. To
zapisujemo s a |b. Broj a nazivamo djelitelj broja b, a broj b
visekratnik broja a.




1. Djeljivost

Definicija (1.1)

Neka su a # 0 i b cijeli brojevi. KaZzemo da a dijeli b, odnosno da
Jje b djeljiv s a, ako postoji cijeli broj x takav da je b = ax. To
zapisujemo s a |b. Broj a nazivamo djelitelj broja b, a broj b
visekratnik broja a.

Ako b nije djeljiv s a, onda pisemo at b. Oznaku a*||b, k € N
¢emo koristiti kada a* |b i a**1 { b.

Zadatak (1.1)

Pokazite da je relacija "biti djeljiv" relacija parcijalnog uredaja na
skupu IN, odnosno da za prirodne brojeve a, b, ¢ vrijedi:

» ala (refleksivnost),

» a|b ib|c = alc (tranzitivnost);

» a|b ibla => a = b (antisimetricnost).



Napomena:
» Relacija "biti djeljiv" nije relacija parcijalnog uredaja na skupu
Z\ {0} jer a|b i bla, povlaci a = +b, pa ne vrijedi
antisimetri¢nost;
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Napomena:

» Relacija "biti djeljiv" nije relacija parcijalnog uredaja na skupu
Z\ {0} jer a|b i bla, povlaci a = +b, pa ne vrijedi
antisimetricnost;

» Za svaki cijeli broj a vrijedi 1 |a .

» Za svaki cijeli broj a # 0 vrijedi a|0 .



Napomena:

» Relacija "biti djeljiv" nije relacija parcijalnog uredaja na skupu
Z\ {0} jer a|b i bla, povlaci a = +b, pa ne vrijedi
antisimetri¢nost;

» Za svaki cijeli broj a vrijedi 1 |a .
» Za svaki cijeli broj a # 0 vrijedi a|0 .

Zadatak (1.2)
Ako su a,b,d,m,n € Z, d # 0, onda vrijedi:
> dlaid|b = d|(an+ bm);
» d|a = md|ma;
» md|ma = d|a;
> dla = g|a,
kad god je djelitelj razlicit od 0.
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Teorem (Teorem o dijeljenju s ostatkom)
Za proizvoljan prirodan broj a i proizvoljan cijeli broj b postoje
Jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je

b=ag+ri0<r<a.

Dokaz: DokaZimo prvo postojanje takvih g i r.
Promotrimo skup S = {b—am : me€ Z}.
Definirajmo r := min(S N Np).

Tada je 0 < r < 3, posto ako nijeonda jer —a € S, te
0 < r—a<r,sto je kontradikicja s minimalno3¢u od r.

Neka je g € Z takavdaje b—qga=r, tj. b= qga—+ r, Cime smo
zavrsili dokaz postojanja.
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b=ag+r i 0<r<a
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Teorem o dijeljenju s ostatkom
Dakle postoje q, r takvi da je

b=ag+r i 0<r<a
Da bi dokazali jedinstvenost od g i r, pretpostavimo da postoji jos
jedan par g1, n koji zadovoljava iste uvjete, tj. b = aqg; + ry.
Pokazimo najprije da je n = r.
Pretpostavimo da je npr. r < n.

Tada je 0 < n — r < a, dok je s druge strane
n—r=a(qg—q1) > a, §to je kontradikcija.

Prema tome je n = r, pajestogaiO=r —r=a(q —q), iz
Cega zaklju€ujemo da je g = qi. O

Napomena: Broj r iz Teorema 1.1 nazivamo ostatak, a broj g
kvocijent, pri dijeljenju b's a. Uocimo da je u Teoremu 1.1 r =0
ako i samo ako a dijeli b. Dakle, a dijeli b ako i samo ako je
ostatak pri dijeljenju b s a jednak 0.
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Definicija (1.2)

Broj d € Z nazivamo zajednicki djelitelj od a i b ako d|a i d |b.
Ako je barem jedan od brojeva a i b razli¢it od nule, onda postoji
konacno mnogo zajednicikih djeliteja od a i b i najve¢i medu njima
nazivamo najveci zajednicki djelitelj od a i b i oznacavamo s

gcd(a, b) ili nzd(a, b) ili samo (a, b).

Na slican nacin definiramo najveéi zajednicki djelitelj za bilo koji
konacan skup cijelih brojeva ai, ay, ..., an, a oznacavamo ga s
(a1, a2, ..., an).
Uocimo:

» Svaki prirodan broj a > 1 ima uvijek dva djelitelja 1 i a. Njih

nazivamo trivijalni djelitelji.
> (a,b) > 1.
> (a,0) =|a|, zasvakia€e Z, a #0.




Teorem (1.2)

Neka su b, c € Z od kojih je barem jedan razlicit od nule. Neka je
S={bx+cy:x,yeZ} NN,

tada je (b, c) = min S.
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Teorem (1.2)

Neka su b, c € Z od kojih je barem jedan razlicit od nule. Neka je
S={bx+cy:x,yeZ} NN,

tada je (b,c) = min S.

Dokaz:

Neka je g = (b, ¢), te neka je

C:=minS=min({bx+cy : x,y € Z} NNN.

To znadi da postoje cijeli brojevi xg | yp takvi da je £ = bxg + cyp.
Pokazimo da £|b i £|c. Pretpostavimo da npr. £ 1 b.

Tada po Teoremu 1.1. postoje cijeli brojevi g i r takvi da je
b=Vlg+ri0<r<Vd.



Teorem (1.2)
Neka su b, c € Z od kojih je barem jedan razlicit od nule. Neka je

S={bx+cy:x,yeZ} NN,
tada je (b,c) = min S.

Dokaz:
Neka je g = (b, ¢), te neka je

C:=minS=min({bx+cy : x,y € Z} NNN.

To znadi da postoje cijeli brojevi xg | yp takvi da je £ = bxg + cyp.
Pokazimo da £|b i £|c. Pretpostavimo da npr. £ 1 b.

Tada po Teoremu 1.1. postoje cijeli brojevi g i r takvi da je
b=Vlg+ri0<r<Vd.

Sada je
r=b—4L4g=b—q(bxo+cyn) = b(l—gxo) +c(—gw) €S,

to je u suprotnosti s minimalno3éu od £.



Dakle, £|b, a na isti nacin se pokazuje da ¢|c. To znacida je ¢ < g.
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Imamo kao i prije g = (b, ¢), te neka je
C:=minS =min({bx+cy : x,y € Z} NIN).
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Dakle, £|b, a na isti nacin se pokazuje da ¢|c. To znacida je ¢ < g.

Imamo kao i prije g = (b, ¢), te neka je

C:=minS =min({bx+cy : x,y € Z} NIN).
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Ako se cijeli broj d moze prikazati u obliku d = bx + cy, onda je
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Dakle, £|b, a na isti nacin se pokazuje da ¢|c. To znacida je ¢ < g.

Imamo kao i prije g = (b, ¢), te neka je

C:=minS =min({bx+cy : x,y € Z} NIN).

Dakle do sada smo dokazali da je £ < g, dokazimo sada i ¢ > g.
Buduci da je g = (b, ¢), postoje B,y € Z takvi da je b = g,
c =g, pajel = bx+cyo = g(Bxo+ry0)-

Odavde slijedi da g | ¢, pa je onda g < /, te smo dokazali da je
g =V O

Ako se cijeli broj d moze prikazati u obliku d = bx + cy, onda je
(b, c) djelitelj od d. Posebno, ako je bx + cy = 1, onda je
(b,c)=1.

Ako je d zajednicki djeljitelj od b i c, onda d | (b, c). Zaista, d
dijeli b i ¢, pa onda dijeli i bx + cy, te tvrdnja slijedi iz Teorema 1.2.
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Definicija (1.3)
Kazemo da su cijeli brojevi a i b relativno prosti, ako je (a, b) = 1.

Za cijele brojeve a1, as, ..., a, kazemo da su relativno prosti ako je
(a1,a2,...,an) =1, a da su u parovima relativno prosti ako je
(aiaj) =lzasvel <ij<n, i#].

Napomena

Biti u parovima relativno prost je jaCe svojstvo od biti relativno
prost, tj. ako su ai, a», ..., ap u parovima relativno prosti, onda su
oni relativno prosti, ali obrnuto ne vrijedi!

Zadatak
Nadite kontraprimjer koji dokazuje drugu tvrdnju iz prethodne
napomene!



Propozicija (1.1)
Neka su a, b, m € Z. Ako je (a, m) = (b, m) =1, onda je
(ab,m) = 1.



Propozicija (1.1)
Neka su a, b, m € Z. Ako je (a, m) = (b, m) =1, onda je
(ab,m) = 1.

Dokaz:
Po Teoremu 1.2. postoje xg, Yo, x1, y1 € Z takvi da je

l=axg+myy, 1 1= bxy+ my.



Propozicija (1.1)
Neka su a, b, m € Z. Ako je (a, m) = (b, m) =1, onda je
(ab,m) = 1.

Dokaz:
Po Teoremu 1.2. postoje xg, Yo, x1, y1 € Z takvi da je

l=axg+myy, 1 1= bxy+ my.
Odavde je
axobxi = (1—myg)(1—my1) =1—m(yo+y1 — mygy1) = 1 — mys,

gdje je yo = yo + y1 — myoy1.



Propozicija (1.1)
Neka su a, b, m € Z. Ako je (a, m) = (b, m) =1, onda je
(ab,m) = 1.

Dokaz:
Po Teoremu 1.2. postoje xg, Yo, x1, y1 € Z takvi da je

l=axg+myy, 1 1= bxy+ my.
Odavde je
axobxi = (1—myg)(1—my1) =1—m(yo+y1 — mygy1) = 1 — mys,

gdje je y2 = yo + y1 — myoy.
Sada iz ab(xox1) + m(y2) = 1 zakljuéujemo da je (ab,m) =1. [I
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Dokaz:
Oznac¢imo (a,b) = d, (a, b+ ax) = g.
Po Teoremu 1.2. postoje xg, yo € Z takvi da je d = axg + byy,

odnosno dodavanjem i oduzimanjem axyy,

d = a(xo — xv0) + (b + ax)yo.

Odavdje slijedi da g|d, posto je (a, b+ ax) = g . Pokazimo sada
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Propozicija (1.2)
Neka su a, b € Z, tada je (a,b) = (a, b+ ax) za svaki x € Z.

Dokaz:
Oznac¢imo (a,b) = d, (a, b+ ax) = g.
Po Teoremu 1.2. postoje xg, yo € Z takvi da je d = axg + byy,

odnosno dodavanjem i oduzimanjem axyy,

d = a(xo — xv0) + (b + ax)yo.

Odavdje slijedi da g|d, posto je (a, b+ ax) = g . Pokazimo sada
da d|g.

Buduéi d|a i d|b, imamo da d|(b + ax).
Dakle, d je zajednicki djelitelj od a i b+ ax, pa po Teoremu 1.2.

imamo da d|g.
Posto su brojevi d i g pozitivni po definiciji, iz d|g i g|d slijedi da
jed=g. Ol



Teorem (1.3 Euklidov algoritam)

Neka su dani b € Z i ¢ € IN. Pretpostavimo da je uzastopnom
primjenom Teorema 1.1 dobiven niz jednakosti

b = cg1+n, 0<n<c,
= nqp+n 0<n<n,
n = n@itn 0<n<n,
ri2 = riagi+r, 0<r<rj,
fi-1 = riqj+1.

Tada je (b, c) = rj, tj. (b, c) je jednak posljednjem ostatku
razlicitom od 0.



Teorem (1.3 Euklidov algoritam)

Neka su dani b € Z i ¢ € IN. Pretpostavimo da je uzastopnom
primjenom Teorema 1.1 dobiven niz jednakosti

b = cqg1+n, 0<n<c,
= nqp+n 0<n<n,
n = n@p+n, 0<n<n,
ri2 = riagi+r, 0<r<rj,
fi-1 = rigj+1.

Tada je (b, c) = rj, tj. (b, c) je jednak posljednjem ostatku
razlicitom od 0.
Brojevi xg, yo € Z takvi da je

(b, c) = rj = bxo + cyo, (**)

mogu se dobiti izrazavanjem svakog r; kao lin. kombinacije od a i b.



Dokaz: Prepisimo:
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cC = nqg—+nr, 0<nmn<n,
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Dokazujemo prvo da je (b, c) = ;.
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Dokaz: Prepisimo:

b = cg1+n, 0<n<c,

c = ngt+n 0<n<nmn,

n = ng+rn 0<n3n,
rio = riagitr, 0<r<ri,
= ngi

Dokazujemo prvo da je (b, c) = ;.

Po Propoziciji 1.2 imamo
(bc)=(b—cqi,c)=(n,c)=(n,c—nq)=(n,n)
= (f1 — ngs, fz) = (fa, fz)-

Nastavljajuéi ovaj proces, dobivamo:
(b,c) = (rj-1,1) = (1, 0) = 1.
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c = ng+n 0<n<mn,
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ri2 = ri-1qi+r, 0<r<r1,
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Prepisimo opet:

b = cg1+n, 0<n<c,

c = ng+n 0<n<mn,

n = ngt+mn 0<mn<mn,
ri2 = ri-1qi+r, 0<r<r1,
fi-1 = [rjgj+1.

Sada indukcijom dokazujemo da je svaki r; linearna kombinacija od
bic.

To je tocno za
rn=>b—cq [
n=c—nq@=c—(b—cq)g=—bq+c(l+qq),
pa pretpostavimo da vrijedi za ri_1 i ri_o.

Bududi da je r; linearna kombinacija od r;_1 i ri_p, po pretpostavci
indukcije dobivamo da je i linearna kombinacija.od b i c.
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najveéi cijeli broj < x.




Napomena
» U Euklidovom algoritmu smo pretpostavili da je ¢ > Q sto nije
bitno ogranicenje jer je (b, c) = (|b], |c|);
» Ako su b,c € N ib < c, onda u prvom koraku imamo
b= c-0+4 a, pa b ic zamijene mjesta;

» Primijetimo da je (kona¢an) niz ostataka u (*) rp = c,
r, r, ..., rx strogo padajuéi niz;

» Primijetimo da je

BRI

gdje je | x| najveci cijeli dio od x, tj. | x| = q, gdje je q
najveéi cijeli broj < x.

» Brojevi xo, yo € Z u (**) nisu jednoznacno odredeni, jer je npr.

(b, C) = bxg+ cyp = (X0+C)b+(yo—b) C.



Rjesenja jednadzbe bx 4 cy = (b, c) mogu se efikasno dobiti na
slijededi nacin: ako je

rry = b n=c ri=ri_g—gqri-1;
x-1 = 1, x=0, x=x-2—qiXi-1;
y-1 = 0, =1, yi=yi2—qyi-1,

onda je

bxj+cyj=1r, zai=-1,01,...,j+1.



Rjesenja jednadzbe bx 4 cy = (b, c) mogu se efikasno dobiti na
slijededi nacin: ako je

rr1 = b, n=c ri=ris—qri;
x-1 = 1, x=0, x=x-2—qiXi-1;
y-1 = 0, y=1yi=yi2—qiyi-1,
onda je
bxj+cyj=1r, zai=-1,01,...,j+1.
Ova formula je to¢na za i = —1 i i = 0, pa tvrdnja trivijalno slijedi

indukcijom, jer obje strane formule zadovoljavaju istu rekuzivnu
relaciju. Posebno, vrijedi:

bxj 4+ cyj = (b, ¢).



Primjer (1.1)
Odredimo d = (252,198) i prikazimo d kao linearnu kombinaciju
brojeva 252 i 198.

Rjesenje:
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Odredimo d = (252,198) i prikazimo d kao linearnu kombinaciju

brojeva 252 i 198.

Rjesenje:

252
198
54
36

198 -1 + 54
54 -3+ 36
36-1-+18
18-2



Primjer (1.1)
Odredimo d = (252,198) i prikazimo d kao linearnu kombinaciju
brojeva 252 i 198.

Rjesenje:

252 = 198-1+54
198 = 54-3-+36
54 = 36-1-+18
36 = 18-2

Nadalje, imamo:

18 = 54—-36-1=54—(198—-54-3)-1=4-54—-1-198
= 4.(252—-198-1)—1-198 =4-252 —5-198.



Primjer (1.1)
Odredimo d = (252,198) i prikazimo d kao linearnu kombinaciju
brojeva 252 i 198.

Rjesenje:

252 = 198-1+54
198 = 54-3-+36
54 = 36-1-+18
36 = 18-2

Nadalje, imamo:

18 = 54—-36-1=54—(198—-54-3)-1=4-54—-1-198
= 4.(252—-198-1)—1-198 =4-252 —5-198.



Zadatak
Odredite g = (423,198) i nadite cijele brojeve x, y takve da je
423x + 198y = g.

Zadatak
Odpredite cijele brojeve x, y takve da je
a) 71x+50y =1, b) 93x+8ly =3.
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Odredimo d = (3587,1819) i prikazimo d kao linearnu kombinaciju
brojeva 3587 i 1819.



Primjer (1.2)
Odredimo d = (3587,1819) i prikazimo d kao linearnu kombinaciju
brojeva 3587 i 1819.



Primjer (1.2)
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Primjer (1.2)
Odredimo d = (3587,1819) i prikazimo d kao linearnu kombinaciju
brojeva 3587 i 1819.

Rjesenje:

3587 = 1819-141768
1819 = 1768-1+51
1768 = 51-344 34

b1 = 34-1+417



Primjer (1.2)

Odredimo d = (3587,1819) i prikazimo d kao linearnu kombinaciju

brojeva 3587 i 1819.

Rjesenje:

3587
1819
1768
51
34

1819-1+ 1768
1768 -1+51
51-34+ 34
34-1+17
17.2



Sjetimo se rekurzije:

rry = b, n=c r=ri_o—qr;
x1 = 1, x=0, x=x—2—gqixi-1,
y-1 = 0, =1, yi=yi-2—qiyi-1,

Rjesenje rekurzijom:

i—-1 0 1 3

qi 1 1 34 1
x | 1 1 -1 35 —36
vil 0 1 -1 2 —69 71

Dakle, d = 17, te 3587 - (—36) + 1819 - 71 = 17.
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Prirodan broj p > 1 se zove prost ako p nema niti jednog djelitelja
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onda kazemo da je slozen.
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Definicija

Prirodan broj p > 1 se zove prost ako p nema niti jednog djelitelja
d takvog da je 1 < d < p. Ako prirodan broj a > 1 nije prost,
onda kazemo da je slozen.

Teorem
Svaki prirodan broj n > 1 moZe se prikazati kao produkt prostih
brojeva (s jednim ili vise faktora).

Dokaz: Dokazat ¢emo teorem matematickom indukcijom.

Broj 2 je prost. Pretpostavimo da je n > 2, te da tvrdnja teorema
vrijedi za sve m, 2 < m < n.

Zelimo dokazati da se i n moze prikazati kao produkt prostih
faktora.

Ako je n prost, nemamo $to dokazivati.

U protivnom je n = niny, gdjejel < ny <nil<ny<n Po
pretpostavci indukcije, ny i ny su produkti prostih brojeva, pa stoga
i nima to svojstvo. L]
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Iz proslog Teorema slijedi da svaki prirodan broj n mozemo
prikazati u obliku

n=pliple...phr
gdje su p1, ..., pr razliCiti prosti brojevi, a a1, ..., &, prirodni
brojevi.

Ovakav prikaz broja n zvat ¢emo kanonski rastav broja n na proste
faktore.
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Propozicija
Ako je p prost broj i p|ab, onda p|a ili p|b. Opcenitije, ako
plaiaz - - - an, onda p dijeli barem jedan faktor a;.

Dokaz:
Ako p 1 a, onda je (p,a) = 1, pa postoje cijeli brojevi x i y takvi da
jeax+py =1

Sada je abx + pby = b, pa posto p dijeli ab, slijedi da p dijeli lijevu
stranu, pa dijeli i b.

Opcenitiju tvrdnju dokazujemo indukcijom. Pretpostavimo da
tvrdnja vrijedi za produkte s manje od n faktora.

Sada ako plai(ax---an), onda play ili p|azas - - a,.

i=2,..., n. ]



Teorem (Osnovni teorem aritmetike)

Faktorizacija svakog prirodnog broja n > 1 na proste faktore je
Jedinstvena do na poredak prostih faktora.

Dokaz:

Pretpostavimo da n ima dvije razli¢ite faktorizacije.
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Teorem (Osnovni teorem aritmetike)

Faktorizacija svakog prirodnog broja n > 1 na proste faktore je
Jedinstvena do na poredak prostih faktora.

Dokaz:
Pretpostavimo da n ima dvije razli¢ite faktorizacije.

Dijele¢i s prostim brojevima koji su zajednicki objema

reprezentacijama, dobit ¢emo jednakost oblika

pPip2 - Pr=4q1q2 (s,

gdje su p;, q; prosti brojevi, ne nuzno razliciti, ali takvi da se niti
jedan prost broj s lijeve strane ne pojavljuje na desnoj strani, tj.
pi 7 qj za sve i,j.

Medutim, to je nemoguce jer iz p1]|q1Gz2 - - - gs, po prethodnoj
Propoziciji, slijedi pa p; dijeli barem jedan g;.

No, to znaci da je p1 = gj, kontradikcija.
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Kasnije na kolegiju cemo vidjeti da analogon Osnovnog teorema
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faktorizacije broja 10:

10=2-5=(24++/-6)(2—v—6).



Napomena

Kasnije na kolegiju cemo vidjeti da analogon Osnovnog teorema
aritmetike ne vrijedi za cijele brojeve u (nekim) opcenitijim poljima.

Za sada, kao primjer nejednoznaéne faktorizacije na proste faktore
u prstenu Z[/—6] = {a+ b\/—6 : a,b € Z} navedimo ove dvije
faktorizacije broja 10:

10=2-5=(24++/-6)(2—v—6).

U primjenama Osnovnog teorema aritmetike €esto ¢emo prirodan
broj a pisati u obliku a =TT, p*P) gdje je a(p) >0 i
podrazumijevamo da je a(p) = 0 za skoro sve proste brojeve p.
Ako je a=1, onda je a(p) = 0 za sve p.



Ako je a =T, p*", b=T], pPP), ¢ = I, p7P) i ab = ¢, onda je

a(p) + B(p) = 7(p) za sve p.



Ako je a =T, p*", b=T], pPP), ¢ = I, p7P) i ab = ¢, onda je
a(p) + B(p) = v(p) za sve p.

Dakle, ako a|c, onda je a(p) < y(p).
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a(p) + B(p) = 7(p) za sve p.

Dakle, ako a|c, onda je a(p) < v(p).

Obratno, ako je a(p) < ¥(p), onda mozemo definirati prirodan broj
b=TI,pP") sa B(p) = v(p) — a(p). Tada je ab = c, pa a|c.



Ako je a =T, p*", b=T], pPP), ¢ = I, p7P) i ab = ¢, onda je
a(p) + B(p) = v(p) za sve p.

Dakle, ako a|c, onda je a(p) < y(p).

Obratno, ako je a(p) < ¥(p), onda mozemo definirati prirodan broj
b=TI, pP(P) sa B(p) = y(p) — a(p). Tada je ab = c, pa ac.

Prema tome, dobili smo da vrijedi
alc <= a(p) <v(p), Vp. (1)

Kao posljedicu formule (1) dobivamo formulu

= T pminpble)), (2)
P



Definicija

Neka su ay, a», ..., a, cijeli brojevi razliciti od nule. Najmanji
prirodan broj ¢ za koji vrijedi da aj|c za sve i = 1,2,..., n zove se
najmanji zajednicki visekratnik i oznacava s [a1, az, ..., an).



Slijedi da je



Slijedi da je

(a, b] = [ pme(e(p) £lo).

Propozicija

(a, b) - [a, b] = |ab|



Slijedi da je
[a, b] = HpmaX(a(p),ﬁ(p)). (3)

p
Propozicija

(a, b) - [a, b] = |ab|
Dokaz:

Po Osnovnom teoremu aritmetike i ranije dokazanom, dovoljno je
provjeriti da za sve realne brojeve x, y vrijedi:

min(x,y) + max(x,y) = x+y.



Slijedi da je
[a, b] = Hpmax(“(P)rﬁ(P))_ (3)

P
Propozicija
(a, b) - [a, b] = |ab|

Dokaz:
Po Osnovnom teoremu aritmetike i ranije dokazanom, dovoljno je
provjeriti da za sve realne brojeve x, y vrijedi:

min(x,y) + max(x,y) = x+y.

Zaista, ako je x <y, onda je min(x,y) + max(x,y) =x+y, a
ako je x > y, onda je min(x,y) + max(x,y) =y +x=x+y. [

Zadatak
Odredite [482, 1687].
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zapisati u obliku n%, ne N.
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eksponenti a(p) parni.
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a(p) jednaki 0 ili 1.



Reéi ¢emo da je prirodan broj a (potpun) kvadrat ako se moze
zapisati u obliku n%, ne N.

Odmah vidimo da je a potpun kvadrat ako i samo ako su svi
eksponenti a(p) parni.

Kazemo da je a kvadratno slobodan ako je 1 najveci kvadrat koji
dijeli a.
Stoga je a kvadratno slobodan ako i samo ako su svi eksponenti

a(p) jednaki 0 ili 1.
Ako je p prost, onda je pX|la <= k = a(p).



Primjer
Neka su a i b prirodni brojevi takvi da je (a, b) = 1, te da je ab
potpun kvadrat. DokaZite da su tada a i b potpuni kvadrati.
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potpun kvadrat. DokaZite da su tada a i b potpuni kvadrati.
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Buduéi da je ab potpun kvadrat, broj a(p) + B(p) je paran za sve
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Primjer
Neka su a i b prirodni brojevi takvi da je (a, b) = 1, te da je ab
potpun kvadrat. DokaZite da su tada a i b potpuni kvadrati.

Neka je a =[], pP) b= I, pPP).
Buduéi da je ab potpun kvadrat, broj a(p) + B(p) je paran za sve
p.

S druge strane, (a, b) = 1 povlaéi da je za sve p barem jedan od
brojeva a(p), B(p) jednak 0.



Primjer
Neka su a i b prirodni brojevi takvi da je (a, b) = 1, te da je ab
potpun kvadrat. DokaZite da su tada a i b potpuni kvadrati.

Neka je a =[], pP) b= I, pPP).
Buduéi da je ab potpun kvadrat, broj a(p) + B(p) je paran za sve
p.

S druge strane, (a, b) = 1 povlaéi da je za sve p barem jedan od
brojeva a(p), B(p) jednak 0.

Zo znadi da su brojevi a(p) i B(p) parni za sve p, pasu aib
potpuni kvadrati.



Zadatak
Nadite prirodan broj n sa svojstvom da je 5 kvadrat, 3 kub, a ¢
peta potencija nekog prirodnog broja.
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Dokazite da svaki slozen broj n ima prosti faktor p < \/n.
Neka je p najmanji djelitelj od n koji je veéi od 1.



Primjer
Dokazite da svaki slozen broj n ima prosti faktor p < \/n.
Neka je p najmanji djelitelj od n koji je veéi od 1.

Tada je p oéito prost i postoji m € IN takav daje n=p-m.



Primjer

Dokazite da svaki slozen broj n ima prosti faktor p < \/n.
Neka je p najmanji djelitelj od n koji je veéi od 1.

Tada je p oéito prost i postoji m € IN takav daje n=p-m.

Budu¢i da je m > p, dobivamo da je n > p?, paje p < \/n.



Prethodni primjer mozemo iskoristiti za generiranje tablice prostih
brojeva tzv. Eratostenovim sitom.
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U svakom koraku, prvi neprekrizeni broj je prost, te u idu¢em koraku
krizamo njegove prave visekratnike (prvi novoprekrizeni broj ¢e biti
njegov kvadrat, jer su svi manji visekratnici ve¢ ranije prekrizeni).



Prethodni primjer mozemo iskoristiti za generiranje tablice prostih
brojeva tzv. Eratostenovim sitom.

Recimo, na primjer, da Zelimo napraviti tablicu prostih brojeva
< 200.

Napisemo sve prirodne brojeve od 2 do 200.
Prekrizimo sve prave visekratnike broja 2, pa broja 3, pa broja 5.

U svakom koraku, prvi neprekrizeni broj je prost, te u idu¢em koraku
krizamo njegove prave visekratnike (prvi novoprekrizeni broj ¢e biti
njegov kvadrat, jer su svi manji visekratnici ve¢ ranije prekrizeni).

U nasem slu€aju, nakon krizanja visekratnika od 7, 11 i 13, tablica
je gotova (jer je 17 > 1/200).
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Skup svih prostih brojeva je beskonacan.

Dokaz:

Pretpostavimo da su p1, pa2, ..., px svi prosti brojevi.
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Teorem (Euklid)
Skup svih prostih brojeva je beskonacan.

Dokaz:
Pretpostavimo da su p1, pa2, ..., px svi prosti brojevi.

Promotrimo broj
n=1+pipx--- pk.

Uocimo da n nije djeljiv ni sa p1, ni sa po, ..., nisa pg.
Dakle, svaki prosti faktor p od n je razli¢it od ps, ..., pk.

Budu¢i da je n ili prost ili ima prosti faktor, dobili smo prost broj
razli¢it od p1, ..., pk, 5to je kontradikcija.



