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Sada ¢emo opisati redukciju pozitivno de�nitnih kvadratnih formi.
Dakle, pretpostavljamo da je d < 0 i a > 0, pa je i c > 0 (ina£e
d = b2 − 4ac ne moºe biti negativno).

De�nicija

Re¢i ¢emo da je pozitivno de�nitna kvadratna forma f (x , y)
= ax2 + bxy + cy2 reducirana ako je −a < b ≤ a < c ili

0 ≤ b ≤ a = c .

Teorem
Svaka pozitivno de�nitna kvadratna forma je ekvivalentna nekoj

reduciranoj formi.

Dokaz: Promotrimo supstitucije £ije su matrice

U =

(
0 1
−1 0

)
i V =

(
1 ±1
0 1

)
.



Sada ¢emo opisati redukciju pozitivno de�nitnih kvadratnih formi.
Dakle, pretpostavljamo da je d < 0 i a > 0, pa je i c > 0 (ina£e
d = b2 − 4ac ne moºe biti negativno).

De�nicija

Re¢i ¢emo da je pozitivno de�nitna kvadratna forma f (x , y)
= ax2 + bxy + cy2 reducirana ako je −a < b ≤ a < c ili

0 ≤ b ≤ a = c .

Teorem
Svaka pozitivno de�nitna kvadratna forma je ekvivalentna nekoj

reduciranoj formi.

Dokaz: Promotrimo supstitucije £ije su matrice

U =

(
0 1
−1 0

)
i V =

(
1 ±1
0 1

)
.



Sada ¢emo opisati redukciju pozitivno de�nitnih kvadratnih formi.
Dakle, pretpostavljamo da je d < 0 i a > 0, pa je i c > 0 (ina£e
d = b2 − 4ac ne moºe biti negativno).

De�nicija

Re¢i ¢emo da je pozitivno de�nitna kvadratna forma f (x , y)
= ax2 + bxy + cy2 reducirana ako je −a < b ≤ a < c ili

0 ≤ b ≤ a = c .

Teorem
Svaka pozitivno de�nitna kvadratna forma je ekvivalentna nekoj

reduciranoj formi.

Dokaz: Promotrimo supstitucije £ije su matrice

U =

(
0 1
−1 0

)
i V =

(
1 ±1
0 1

)
.



Sada ¢emo opisati redukciju pozitivno de�nitnih kvadratnih formi.
Dakle, pretpostavljamo da je d < 0 i a > 0, pa je i c > 0 (ina£e
d = b2 − 4ac ne moºe biti negativno).

De�nicija

Re¢i ¢emo da je pozitivno de�nitna kvadratna forma f (x , y)
= ax2 + bxy + cy2 reducirana ako je −a < b ≤ a < c ili

0 ≤ b ≤ a = c .

Teorem
Svaka pozitivno de�nitna kvadratna forma je ekvivalentna nekoj

reduciranoj formi.

Dokaz: Promotrimo supstitucije £ije su matrice

U =

(
0 1
−1 0

)
i V =

(
1 ±1
0 1

)
.



Pokaºimo da kori²tenjem kona£no mnogo ovih transformacija
moºemo posti¢i da je

|b| ≤ a ≤ c .

Zaista, UτFU =

(
c −b/2
−b/2 a

)
, ²to zna£i da U zamjenjuje a i

c , pa ako smo u F imali a > c , onda ¢emo u UτFU imati a < c .
Nadalje

V τFV =

(
a ±a+ b

2

±a+ b
2

a± b+ c

)
,

²to zna£i da V zamjenjuje b s b± 2a, dok a ostavlja
nepromjenjenim.

Stoga koriste¢i ovu transformaciju kona£no mnogo puta moºemo
posti¢i da je |b| ≤ a. Ovaj proces mora zavr²iti budu¢i da svaka
primjena prve transformacije smanjuje vrijednost od a.

Ako je sada b = −a, onda primjenom supstitucije s matricom V
moºemo posti¢i da je b = a, uz nepromjenjeni c . Ako je a = c ,
onda primjenom supstitucije s matricom U moºemo posti¢i da je
b ≥ 0.
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Teorem
Postoji samo kona£no mnogo reduciranih formi s danom

diskriminantom d .

Dokaz: Ako je f reducirana, onda je −d = 4ac − b2 ≥ 3ac , pa su i
a i c i |b| manji od 1

3
|d |.

Dakle, postoji kona£no mnogo mogu¢nosti za a, b, c za �ksni d .

De�nicija

Broj reduciranih formi s diskriminantom d zove se broj klasa od d i

ozna£ava se s h(d).

Primjer

Izra£unajmo h(−4).

Rje²enje: Iz 3ac ≤ 4 slijedi a = c = 1, pa je b = 0. Dakle,
h(−4) = 1. ♦
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Zadatak
Koja je najmanja mogu¢a apsolutna vrijednost diskriminante

pozitivno de�nitne kvadratne forme?



Vrijedi da je h(d) = 1 za samo 9 negativnih cijelih brojeva:
d = −3,−4,−7,−8,−11,−19,−43,−67,−163. Nadalje vrijedi
da je lim

d→−∞
h(d) = ∞.

Sljede¢i teorem pokazuje da je h(d) upravo broj neekvivalentnih
binarnih kvadratnih formi s diskriminatnom d . Napomenimo da
analogna tvrdnja za d > 0 ne vrijedi.

Teorem
Ako su f i f ′ dvije ekvivalentne reducirane forme, onda je f = f ′.
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Dokaz: Ako su x , y ∈ Z \ {0} i |x | ≥ |y |, onda je

f (x , y) = ax2 + bxy + cy2 ≥ |x |(a|x | − |by |) + c |y |2

≥ |x |2(a− |b|) + c |y |2 ≥ a− |b|+ c .

Na isti na£in se provjerava da ako je |y | ≥ |x |, onda je tako�er
f (x , y) ≥ a− |b|+ c .

Dakle, tri najmanje vrijednosti koje moºe poprimiti f (x , y) su a, c i
a− |b|+ c i to upravo u tom redosljedu, a poprimaju se za
(x , y) = (±1, 0), (0,±1), te (1, 1) ili (1,−1).
Budu¢i da, po ranijoj Propoziciji, 2), f ′ poprima iste vrijednosti za
(x , y) = 1 kao i f , te budu¢i je f ′ tako�er reducirana, zaklju£ujemo
da je a = a′.

Pretpostavimo da je a < c . Tada je a < c < a− |b|+ c . Ako bi
bilo a = c ′, onda bi broj a imao vi²e reprezentacija pomo¢u forme
f ′ nego pomo¢u forme f . Iz dokaza Propoziciji 1) slijedi da f i f ′

reprezentiraju n isti broj puta.

Stoga je a < c ′, pa je c = c ′, po²to je to 2. najve¢a vrijednost
reprezentirana s f , a time onda i f ′.
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Iz b2 = d + 4ac = b′2, dobivamo |b| = |b′|. Dakle, jo² samo treba
pokazati da b = −b′ povla£i b = 0.

Pretpostavimo dakle da je b = −b′; sada moºemo zaklju£iti da je
−a < b < a < c , jer kada bi bilo a = b, tada bi bilo −b′ = b = a,
²to je u kontradikciji pretpostavkom reduciranosti.

Neka je
(
p q
r s

)
matrica prijelaza iz f u f ′. Tada je

a′ = f ′(1, 0) = f (p, r), b′ = 2apq + b(ps + qr) + 2crs, (1)

c ′ = f ′(0, 1) = f (q, s).

Budu¢i da je u na²em slu£aju a′ = a = f (p, r) = ap2 + bpr + cr2,
slijedi da je p = ±1 i r = 0.

Sada iz ps − qr = 1 slijedi s = ±1, a iz c = f (q, s) slijedi q = 0.
To zna£i da je b = b′, pa je b = 0.
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Zadatak
Odredite h(−11) i h(20).
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Teorem
Neka su d < 0 i n > 0 cijeli brojevi. Tada je n pravo reprezentiran

nekom binarnom kvadratnom formom s diskriminantom d ako i

samo ako kongruencija x2 ≡ d (mod 4n) ima rje²enja.

Dokaz: Pretpostavimo da gornja kongruencija ima rje²enja i da je
x = b rje²enje. De�nirajmo c s b2 − 4nc = d i stavimo a = n.

Sada forma f (x , y) = ax2 + bxy + cy2 ima diskriminantu d i
f (1, 0) = n, pa f pravo reprezentira broj n.

Obratno, pretpostavimo da forma f ima diskriminantu d i da je
n = f (p, r) za neke p, r ∈ Z, (p, r) = 1.

Tada postoje q, s ∈ Z takvi da je ps − rq = 1. Sada je f
ekvivalentna s f ′ koja je dobivena iz f pomo¢u matrice prijelaza(
p q
r s

)
i vrijedi: a′ = f ′(1, 0) = f (p, r) = n. Ali f i f ′ imaju istu

diskriminantu, pa je
b′2 − 4nc ′ = d .

Dakle, kongruencija x2 ≡ d (mod 4n) ima rje²enje x = b′.
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Teorem
Prirodan broj n se moºe prikazati u obliku n = x2 + y2, x , y ∈ Z

ako i samo ako se u rastavu broja n na proste faktore svaki prosti

faktor p za koji je p ≡ 3 (mod 4) javlja s parnom potencijom.

Dokaz: Pretpostavimo da je n = x2 + y2, te da je n djeljiv s
prostim brojem p ≡ 3 (mod 4). Tada je x2 ≡ −y2 (mod p).

Ako p ne dijeli x i y , onda odavde dobivamo da je
(
−1
p

)
, ²to je

kontradikcija.

Stoga p dijeli x i y , pa je n djeljiv sa p2. Sada je
( xp )

2 + ( yp )
2 = n

p2
, pa indukcijom slijedi da se p u rastavu broja n

javlja s parnom potencijom.
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Da bi dokazali obrat, dovoljno je dokazati da ako je n kvadratno
slobodan i svi neparni faktori p od n zadovoljavaju p ≡ 1 (mod 4),
onda se n moºe prikazati u obliku x2 + y2. To vidimo jer ako je
n = x2 + y2, onda je n ·m2 = (xm)2 + (ym)2.

Promotrimo sada binarnu kvadratnu formu f (x , y) = x2 + y2. To
je reducirana forma s diskriminantom −4. U Primjeru smo ranije
pokazali da je h(−4) = 1. Stoga je to jedina reducirana forma s
diskriminantom −4.

Iz ranije dokazanog Teorema slijedi da je n pravo reprezentiran
formom x2 + y2 ako i samo ako kongruencija x2 ≡ d = −4
(mod 4n) ima rje²enja.
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Ova kongruencija je ekvivalentna sa z2 ≡ −1 (mod n). Neka je
n = p1p2 · · · pk . Po pretpostavci je pi ≡ 1 (mod 4), pa
kongruencija z2 ≡ −1 (mod pi ) ima rje²enje; neka je to rje²enje
z = zi .

Po Kineskom teoremu o ostacima, postoji cijeli broj z koji
zadovoljava sustav

z ≡ z1 (mod p1), . . . , z ≡ zk (mod pk).

Sada je z2 ≡ z2i ≡ −1 (mod pi ) za svaki i , pa je z2 ≡ −1
(mod n).
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Teorem
Cijeli broj n se moºe prikazati u obliku x2 − y2 ako i samo ako

n 6≡ 2 (mod 4).

Rje²enje: Pretpostavimo da je n ≡ 2 (mod 4), te da je
n = x2 − y2 = (x − y)(x + y).

Budu¢i da je n paran, slijedi da je jedan od faktora x − y , x + y
paran.

No, x + y = (x − y) + 2y , pa je i drugi faktor tako�er paran.

To zna£i da je n ≡ 0 (mod 4), pa smo dobili kontradikciju.

Neka je sada n 6≡ 2 (mod 4). Razlikujemo dva slu£aja:

1) n = 2k + 1. Tada je n = (k + 1)2 − k2.

2) n = 4k . Tada je n = (k + 1)2 − (k − 1)2.
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Teorem (Teorem o £etiri kvadrata (Lagrange))

Svaki prirodan

broj n moºe se prikazati u obliku sume kvadrata £etiri cijela broja,

tj. u obliku n = x2 + y2 + z2 + w2, x , y , z ,w ∈ Z.

Dokaz: Uo£imo da vrijedi identitet

(x2 + y2 + z2 + w2)(a2 + b2 + c2 + d2)

= (ax + by + cz + dw)2 + (ay − bx + dz − cw)2

+ (az − cx + bw − dy)2 + (aw − dx + cy − bz)2. (2)

Stoga je tvrdnju teorema dovoljno provjeriti za proste brojeve, jer
ako vrijedi za njih, tada vrijedi za sve brojeve.

Jasno je da je 2 = 12 + 12 + 02 + 02, pa pretpostavimo da je p
neparan prost broj.
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ako vrijedi za njih, tada vrijedi za sve brojeve.

Jasno je da je 2 = 12 + 12 + 02 + 02, pa pretpostavimo da je p
neparan prost broj.



Promotrimo brojeve

02, 12, 22, . . . ,
(p − 1

2

)2
. (3)

Nikoja dva me�u njima nisu kongruentna modulo p, jer x2 ≡ a
(mod p) ima najvi²e 2 rje²enja, pa ako je x0 rje²enje, jedino drugo
mora biti −x0.

Isto vrijedi i za brojeve

− 1− 02,−1− 12,−1− 22, . . . ,−1− (
p − 1
2

)2. (4)

U (3) i (4) imamo ukupno p + 1 brojeva. Po Dirichletovom
principu, dva me�u njima daju isti ostatak pri dijeljenju sa p.

To zna£i da postoje cijeli brojevi x i y takvi da je x2 ≡ −1− y2

(mod p) i vrijedi x2 + y2 + 1 < 1+ 2 · ( p
2
)2 < p2. Dakle, dobili

smo da je mp = x2 + y2 + 1 za neki cijeli broj 0 < m < p.

Neka je sada l najmanji prirodan broj takav da je
lp = x2 + y2 + z2 + w2 za neke x , y , z ,w ∈ Z. Tada je
l ≤ m < p, po²to je mp = x2 + y2 + 12 + 02 < p2.



Promotrimo brojeve

02, 12, 22, . . . ,
(p − 1

2

)2
. (3)

Nikoja dva me�u njima nisu kongruentna modulo p, jer x2 ≡ a
(mod p) ima najvi²e 2 rje²enja, pa ako je x0 rje²enje, jedino drugo
mora biti −x0.
Isto vrijedi i za brojeve

− 1− 02,−1− 12,−1− 22, . . . ,−1− (
p − 1
2

)2. (4)

U (3) i (4) imamo ukupno p + 1 brojeva. Po Dirichletovom
principu, dva me�u njima daju isti ostatak pri dijeljenju sa p.

To zna£i da postoje cijeli brojevi x i y takvi da je x2 ≡ −1− y2

(mod p) i vrijedi x2 + y2 + 1 < 1+ 2 · ( p
2
)2 < p2. Dakle, dobili

smo da je mp = x2 + y2 + 1 za neki cijeli broj 0 < m < p.

Neka je sada l najmanji prirodan broj takav da je
lp = x2 + y2 + z2 + w2 za neke x , y , z ,w ∈ Z. Tada je
l ≤ m < p, po²to je mp = x2 + y2 + 12 + 02 < p2.



Promotrimo brojeve

02, 12, 22, . . . ,
(p − 1

2

)2
. (3)

Nikoja dva me�u njima nisu kongruentna modulo p, jer x2 ≡ a
(mod p) ima najvi²e 2 rje²enja, pa ako je x0 rje²enje, jedino drugo
mora biti −x0.
Isto vrijedi i za brojeve

− 1− 02,−1− 12,−1− 22, . . . ,−1− (
p − 1
2

)2. (4)

U (3) i (4) imamo ukupno p + 1 brojeva. Po Dirichletovom
principu, dva me�u njima daju isti ostatak pri dijeljenju sa p.

To zna£i da postoje cijeli brojevi x i y takvi da je x2 ≡ −1− y2

(mod p) i vrijedi x2 + y2 + 1 < 1+ 2 · ( p
2
)2 < p2. Dakle, dobili

smo da je mp = x2 + y2 + 1 za neki cijeli broj 0 < m < p.

Neka je sada l najmanji prirodan broj takav da je
lp = x2 + y2 + z2 + w2 za neke x , y , z ,w ∈ Z. Tada je
l ≤ m < p, po²to je mp = x2 + y2 + 12 + 02 < p2.



Promotrimo brojeve

02, 12, 22, . . . ,
(p − 1

2

)2
. (3)

Nikoja dva me�u njima nisu kongruentna modulo p, jer x2 ≡ a
(mod p) ima najvi²e 2 rje²enja, pa ako je x0 rje²enje, jedino drugo
mora biti −x0.
Isto vrijedi i za brojeve

− 1− 02,−1− 12,−1− 22, . . . ,−1− (
p − 1
2

)2. (4)

U (3) i (4) imamo ukupno p + 1 brojeva. Po Dirichletovom
principu, dva me�u njima daju isti ostatak pri dijeljenju sa p.

To zna£i da postoje cijeli brojevi x i y takvi da je x2 ≡ −1− y2

(mod p) i vrijedi x2 + y2 + 1 < 1+ 2 · ( p
2
)2 < p2. Dakle, dobili

smo da je mp = x2 + y2 + 1 za neki cijeli broj 0 < m < p.

Neka je sada l najmanji prirodan broj takav da je
lp = x2 + y2 + z2 + w2 za neke x , y , z ,w ∈ Z. Tada je
l ≤ m < p, po²to je mp = x2 + y2 + 12 + 02 < p2.



Promotrimo brojeve

02, 12, 22, . . . ,
(p − 1

2

)2
. (3)

Nikoja dva me�u njima nisu kongruentna modulo p, jer x2 ≡ a
(mod p) ima najvi²e 2 rje²enja, pa ako je x0 rje²enje, jedino drugo
mora biti −x0.
Isto vrijedi i za brojeve

− 1− 02,−1− 12,−1− 22, . . . ,−1− (
p − 1
2

)2. (4)

U (3) i (4) imamo ukupno p + 1 brojeva. Po Dirichletovom
principu, dva me�u njima daju isti ostatak pri dijeljenju sa p.

To zna£i da postoje cijeli brojevi x i y takvi da je x2 ≡ −1− y2

(mod p) i vrijedi x2 + y2 + 1 < 1+ 2 · ( p
2
)2 < p2. Dakle, dobili

smo da je mp = x2 + y2 + 1 za neki cijeli broj 0 < m < p.

Neka je sada l najmanji prirodan broj takav da je
lp = x2 + y2 + z2 + w2 za neke x , y , z ,w ∈ Z. Tada je
l ≤ m < p, po²to je mp = x2 + y2 + 12 + 02 < p2.



Nadalje, l je neparan. Naime, ako bi l bio paran, onda bi me�u
brojevima x , y , z ,w imali parno mnogo neparnih brojeva, pa bi
mogli pretpostaviti da su brojevi x + y , x − y , z + w , z − w parni.

Ali tada bi iz

1
2
lp =

(x + y

2

)2
+
(x − y

2

)2
+
(z + w

2

)2
+
(z − w

2

)2
dobili kontradikciju s minimalno²¢u od l .

Da bi dokazali teorem, moramo pokazati da je l = 1. Stoga
pretpostavimo da je l > 1 i poku²ajmo dobiti kontradikciju.

Neka su x ′, y ′, z ′,w ′ najmanji ostatci po apsolutnoj vrijednosti pri
dijeljenju brojeva x , y , z ,w s l , te neka je

n = x ′2 + y ′2 + z ′2 + w ′2.

Tada je n ≡ 0 (mod l) (jer x ≡ x ′ (mod l) itd.) i n > 0.

Nadalje, budu¢i da je l neparan, imamo da je n < 4 · ( l
2
)2 = l2.

Stoga je n = kl za neki cijeli broj k takav da je 0 < k < l .
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Po²to se n i lp mogu zapisati kao sume 4 kvadrata, Iz

(kl)(lp) = (x2 + y2 + z2 + w2)((x ′)2 + (y ′)2 + (z ′)2 + (w ′)2)

= (xx ′ + yy ′ + zz ′ + ww ′)2 + (x ′y − y ′x + w ′z − z ′w)2

+ (x ′z − z ′x + y ′w − w ′y)2 + (x ′w − w ′x + z ′y − y ′z)2.(5)

slijedi da se broj (kl)(lp) moºe prikazati kao suma kvadrata £etiri
cijela broja, i ²tovi²e, svaki od tih kvadrata djeljiv je sa l2.

Odavde dijeljenjem s l2 slijedi da se broj kp moºe prikazati kao
suma £etiri kvadrata, no to je u kontradikciji s minimalno²¢u od
l .
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Metoda koju smo upotrijebili u posljednjem dijelu dokaza
prethodnog Teorema naziva se Fermatova metoda beskona£nog

spusta.



Aritmeti£ke funkcije

Za funkciju f : N→ C kaºemo da je multiplikativna ako je
f (1) = 1, te ako je f (mn) = f (m)f (n) za (m, n) = 1.

Jedan primjer multiplikativne funkcije je Eulerova funkcija za koju
je ranije dokazano da zadovoljava ovo svojstvo.

�esto uz multiplikativnu funkciju f veºemo funkciju
g(n) = ∑d |n f (d).

Pokaºimo da je g tako�er multiplikativna. Neka je (m, n) = 1.
Tada je

g(mn) = ∑
d |m

∑
d ′|n

f (dd ′) = ∑
d |m

∑
d ′|n

f (d)f (d ′)

=

(
∑
d |m

f (d)

)(
∑
d ′|n

f (d ′)

)
= g(m)g(n).
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�esto ¢emo koristiti i da za proizvoljnu funkciju f vrijedi

∑
d |n

f (n) = ∑
d |n

f (n/d).

Na primjer za n = 6 vrijedi

f (1)+ f (2)+ f (3)+ f (6) = f (6/1)+ f (6/2)+ f (6/3)+ f (6/6).

Tako�er £esto mijenjamo redoslijed sumacije, pa imamo

∑
d

∑
d ′

f (d , d ′) = ∑
d ′

∑
d

f (d , d ′),

s tim da moramo paziti po £emu idu d i d ′ tako da se s obje strane
pojavljuju isti f (d , d ′).
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De�nicija

Möbiusova funkcija µ(n), n ∈N je de�nirana sa

µ(n) =

{
0, ako n nije kvadratno slobodan

(−1)k , ako je n = p1p2 · · · pk , pi različiti prosti brojevi.

O£ito je funkcija µ multiplikativna, pa je i funkcija
ν(n) = ∑d |n µ(d) tako�er multiplikativna.

Dakle, ν(1) = 1, dok za n > 1 vrijedi

ν(n) = ν(pα1
1 · · · p

αk
k ) = ν(pα1

1 ) · · · ν(pαk
k )

= (µ(1) + µ(p1) + µ(p21) + · · · ) · · · (µ(1) + µ(pk) + µ(p2k) + · · · )

= (1− 1+ 0+ · · · ) · · · (1− 1+ 0+ · · · ) = 0.
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Teorem (Möbiusova formula inverzije)

Neka je f : N→ C proizvoljna funkcija, te neka je

F (n) = ∑d |n f (d), n ∈N. Tada je f (n) = ∑d |n µ(d)F ( nd ).

Obrnuto, ako je f (n) = ∑d |n µ(d)F ( nd ) za svaki n ∈ Z, onda je

F (n) = ∑d |n f (d).

Dokaz: Dokaºeimo prvu tvrdnju. Imamo:

∑
d |n

µ(d)F (
n

d
) = ∑

d |n
µ(d) ∑

d ′| nd

f (d ′) = ∑
d ′|n

f (d ′) ∑
d | n

d ′

µ(d)

= ∑
d ′|n

f (d ′)ν(
n

d ′
) = f (n).
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Primjenimo li Möbiusovu formulu inverzije na relaciju
∑d |n ϕ(d) = n = id(n), dobivamo

ϕ(n) = ∑
d |n

µ(d)id
( n
d

)
= n∑

d |n

µ(d)

d
. (6)

De�nicija

Neka je n prirodan broj. S τ(n) ¢emo ozna£avati broj pozitivnih

djelitelja broja n, a sa σ(n) sumu svih pozitivnih djelitelja broja n.

Jasno je da vrijedi τ(n) = ∑d |n 1, σ(n) = ∑d |n d .

Po²to su konstantna funkcija i identita multiplikativna, slijedi da su
funkcije τ i σ tako�er multiplikativne.
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Budu¢i da je τ(pj ) = j + 1, σ(pj ) = 1+ p + p2 + · · · pj = pj+1−1
p−1 ,

dobivamo sljede¢e formule za τ i σ:

τ(pα1
1 · · · p

αk
k ) =

k

∏
i=1

(αi + 1),

σ(pα1
1 · · · p

αk
k ) =

k

∏
i=1

pαi+1
i − 1
pi − 1

.

�esto ¢emo aproksimirati sumu integralima. Za rastu¢u
integrabilnu funkciju f vrijedi

∫ b

a−1
f (x)dx ≤

b

∑
k=a

f (k) ≤
∫ b+1

a
f (x)dx .

Posebno ∫ k

k−1
f (x)dx ≤ f (k) ≤

∫ k+1

k
f (x)dx .
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Propozicija

1) σ(n) < n(1+ ln n) za n ≥ 2.

2) ϕ(n) > 1
4
· n
ln n za n ≥ 2.

Dokaz:

1) Imamo:

σ(n) = ∑
d |n

d = ∑
d |n

n

d
≤ n ∑

d≤n

1
d
= n(

1
n
+

n−1
∑
d=1

1
d
)

< n

(
1+

n−1
∑
d=1

1
d

)
≤ n ·

(
1+

∫ n

1

1
x
dx
)
= n(1+ ln n).

2) Funkcija f (n) = σ(n)ϕ(n)
n2

je multiplikativna. Nadalje,

f (pj ) =
(pj+1 − 1)pj−1(p − 1)

(p − 1)p2j
= 1− 1

pj+1
≥ 1− 1

p2
,

pa je

f (n) ≥∏
p|n

(1− 1
p2

) ≥
∞

∏
m=2

(1− 1
m2

) =
1 · 3
2 · 2 ·

2 · 4
3 · 3 ·

3 · 5
4 · 4 ·

4 · 6
5 · 5 · · · =

1
2
.
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Prema tome, σ(n)ϕ(n) ≥ 1
2
n2. Iz 1) slijedi σ(n) < 2n ln n za

n > 2, odakle je ϕ(n) > 1
4
· n
ln n . Za n = 2 ekplicitno

provjerimo.

�esto je od interesa ispitati asimptotsko pona²anje aritmeti£kih
funkcija, tj. ocijeniti sume oblika ∑n≤x f (n), gdje je x dovoljno
velik realan broj.

Mi ¢emo to u£initi za funkcije τ, σ i ϕ. Pritom ¢emo rabiti sljede¢u
oznaku: f (x) = O(g(x)) ako postoji konstanta C takva da je
|f (x)| ≤ Cg(x) za sve x .

Na primjer, budu¢i da je bxc = x − {x}, a {x} je ome�ena
funkcija, moºemo pisati: bxc = x +O(1).

Tako�er, zbog ∫ bxc
1

1
t
dt ≤ ∑

n≤x

1
n
< 1+

∫ x

1

1
t
dt,

tj. ln bxc ≤ ∑n≤x
1
n < 1+ ln x , moºemo pisati:

∑
n≤x

1
n
= ln x +O(1).
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Sljede¢u lemu ostavljamo bez dokaza.

Lema

Vrijedi:
∞

∑
n=1

1
n2

=
π2

6
.

Propozicija

1) ∑n≤x τ(n) = x ln x +O(x)
2) ∑n≤x σ(n) = 1

12
π2x2 +O(x ln x)

3) ∑n≤x ϕ(n) = 3
π2 · x2 +O(x ln x)

Dokaz:

1)

∑
n≤x

τ(n) = ∑
n≤x

∑
d |n

1 = ∑
d≤x

∑
m≤ x

d

1 = ∑
d≤x

⌊ x
d

⌋
= ∑

d≤x

( x
d
+O(1)

)
= x ∑

d≤x

( 1
d
+O(1)

)
= x ln x +O(x)
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=
3

π2
x2 +O(x ln x).

Budu¢i da je ∑n≤x ϕ(n) ∼ 3
π2 x

2, ∑n≤x n ∼ 1
2
x2, rezultat iz

Propozicije 3) moºe se interpretirati i tako da kaºemo da je
vjerojatnost da su dva nasumce izabrana cijela broja relativno
prosta jednaka 6

π2 ≈ 0.6079.

Godine 1896. Hadamard i de la Vallée Poussin su dokazali da je
π(x) ∼ x

ln x kad x → ∞.
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