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Dakle, pretpostavljamo da je d < 0ia >0, pajeic > 0 (inace
d = b%> — 4ac ne moze biti negativno).

Definicija

Reéi éemo da je pozitivno definitna kvadratna forma f(x, y)
= ax? + bxy + cy? reducirana ako je —a < b < a < c ili
0<pb<a=c.

Teorem
Svaka pozitivno definitna kvadratna forma je ekvivalentna nekoj
reduciranoj formi.

Dokaz: Promotrimo supstitucije Cije su matrice

0 1\ . 1 +1
U_<—1 0) ' V‘(o 1)'



PokaZimo da koristenjem kona&no mnogo ovih transformacija
mozZemo posti¢i da je
b <a<ec.
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Sto znali da V zamjenjuje b s b+ 2a, dok a ostavlja
nepromjenjenim.
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b <a<ec.

c
—b/2
¢, pa ako smo u F imali a > ¢, onda ¢emo u UTFU imati a < c.
Nadalje

Zaista, U'FU = < _g/2> , §to zna&i da U zamjenjuje a i

b
VTFVZ< ? ia+2>,

+a+ g atb+c
Sto znali da V zamjenjuje b s b+ 2a, dok a ostavlja
nepromjenjenim.

Stoga koristeci ovu transformaciju konacno mnogo puta mozemo
postic¢i da je |b| < a. Ovaj proces mora zavrsiti buduéi da svaka
primjena prve transformacije smanjuje vrijednost od a.

Ako je sada b = —a, onda primjenom supstitucije s matricom V
mozemo posti¢i da je b = a, uz nepromjenjeni c. Ako je a = c,
onda primjenom supstitucije s matricom U mozemo posti¢i da je
b>0. L]
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Postoji samo konacno mnogo reduciranih formi s danom
diskriminantom d.
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aici|b| manjiod §|d|.
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Postoji samo konacno mnogo reduciranih formi s danom
diskriminantom d.

Dokaz: Ako je f reducirana, onda je —d = 4ac — b> > 3ac, pa su i
aici|b| manjiod §|d|.
Dakle, postoji konaéno mnogo moguénosti za a, b, ¢ za fiksni d.

L]
Definicija
Broj reduciranih formi s diskriminantom d zove se broj klasa od d |
oznacava se s h(d).

Primjer
Izracunajmo h(—4).

Rjesenje: 1z 3ac < 4 slijedi a=c =1, pa je b= 0. Dakle,
h(—4) = 1. ¢



Zadatak
Koja je najmanja moguca apsolutna vrijednost diskriminante
pozitivno definitne kvadratne forme?



Vrijedi da je h(d) =1 za samo 9 negativnih cijelih brojeva:
d=—-3,—4,-7,—8,—11,—-19, —43, —67, —163. Nadalje vrijedi
da je I|m h(d)



Vrijedi da je h(d) =1 za samo 9 negativnih cijelih brojeva:
d=—-3,—4,-7,—8,—11,—-19, —43, —67, —163. Nadalje vrijedi
da je I|m h(d)

Sljedeéi teorem pokazuje da je h(d) upravo broj neekvivalentnih
binarnih kvadratnih formi s diskriminatnom d. Napomenimo da
analogna tvrdnja za d > 0 ne vrijedi.

Teorem
Ako su f i f' dvije ekvivalentne reducirane forme, onda je f = f'.
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Stoga je a < ¢/, pa je ¢ = ¢/, posto je to 2. najveca vrijednost
reprezentirana s f, a time onda i f'.
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lz b2 = d + 4ac = b'?, dobivamo |b| = |b/|. Dakle, jos samo treba
pokazati da b = —b’ povlagi b = 0.

Pretpostavimo dakle da je b = —b’; sada mozemo zakljuéiti da je
—a < b< a<c, jer kada bi bilo a = b, tada bi bilo —b' = b = a,
to je u kontradikciji pretpostavkom reduciranosti.

Neka je (lr) Z) matrica prijelaza iz f u f'. Tada je

a =f(1,0)=f(pr), b =2apqg+ b(ps+ qr)+2crs, (1)
¢ =1f(0,1) =f(q,s).
Buduci da je u nasem slucaju &’ = a = f(p, r) = ap? + bpr + cr?,
slijedidajep=+1ir=0.
Sada iz ps — gr = 1 slijedi s = £1, a iz ¢ = f(q, s) slijedi g = 0.
To znaéi da je b= b’, paje b =0.
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Tada broj a ima barem 4 reprezentacije pomoc¢u f (s (+1,0) i
(0,+£1)), pa mora imati i barem 4 reprezentacije pomocu f’, a to
povlacidaje ' =a=rc.



Ostaje razmotriti slucaj a = c.

Tada broj a ima barem 4 reprezentacije pomoc¢u f (s (+1,0) i
(0,+£1)), pa mora imati i barem 4 reprezentacije pomocu f’, a to
povlacidaje ' =a=rc.

Ponovo dobivamo da je |b| = |b'|, ali u ovom slu¢aju iz definicije
reduciranosti imamo da je b >0, b’ >0, paje b= b'.
Zadatak

Odredite h(—11) i h(20).

O
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Neka su d < 0 in > 0 cijeli brojevi. Tada je n pravo reprezentiran
nekom binarnom kvadratnom formom s diskriminantom d ako i
samo ako kongruencija x> = d (mod 4n) ima rjesenja.

Dokaz: Pretpostavimo da gornja kongruencija ima rjeSenja i da je
x = b rjesenje. Definirajmo ¢ s b®> — 4nc = d i stavimo a = n.

Sada forma f(x, y) = ax? + bxy + cy? ima diskriminantu d i
f(1,0) = n, pa f pravo reprezentira broj n.

Obratno, pretpostavimo da forma f ima diskriminantu d i da je
n=1f(p,r)zanekepreZ, (p,r)=1.

Tada postoje q,s € Z takvi da je ps — rg = 1. Sada je
ekvivalentna s f’ koja je dobivena iz f pomo¢u matrice prijelaza

(fr’ z> i vrijedi: & = f/(1,0) = f(p,r) = n. Ali f i f' imaju istu

diskriminantu, pa je
b? —4nc’ =d.

Dakle, kongruencija x> = d (mod 4n) ima rjesenje x = b’. O
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faktor p za koji je p =3 (mod 4) javlja s parnom potencijom.



Teorem

Prirodan broj n se moze prikazati u obliku n = x*> +y?, x,y € Z
ako i samo ako se u rastavu broja n na proste faktore svaki prosti
faktor p za koji je p =3 (mod 4) javlja s parnom potencijom.

Dokaz: Pretpostavimo da je n = x? + y?, te da je n djeljiv s
prostim brojem p =3 (mod 4). Tada je x> = —y? (mod p).



Teorem

Prirodan broj n se moze prikazati u obliku n = x*> +y?, x,y € Z
ako i samo ako se u rastavu broja n na proste faktore svaki prosti
faktor p za koji je p =3 (mod 4) javlja s parnom potencijom.

Dokaz: Pretpostavimo da je n = x? + y?, te da je n djeljiv s
prostim brojem p =3 (mod 4). Tada je x> = —y? (mod p).

Ako p ne dijeli x i y, onda odavde dobivamo da je <_pl), Sto je
kontradikcija.



Teorem

Prirodan broj n se moze prikazati u obliku n = x*> +y?, x,y € Z
ako i samo ako se u rastavu broja n na proste faktore svaki prosti
faktor p za koji je p =3 (mod 4) javlja s parnom potencijom.

Dokaz: Pretpostavimo da je n = x? + y?, te da je n djeljiv s
prostim brojem p =3 (mod 4). Tada je x> = —y? (mod p).

Ako p ne dijeli x i y, onda odavde dobivamo da je <_71) Sto je
kontradikcija.

Stoga p dijeli x i y, pa je n djeljiv sa p?. Sada je
(%)2 + (%)2 = p—”z, pa indukcijom slijedi da se p u rastavu broja n
javlja s parnom potencijom.



Da bi dokazali obrat, dovoljno je dokazati da ako je n kvadratno
slobodan i svi neparni faktori p od n zadovoljavaju p =1 (mod 4),
onda se n moze prikazati u obliku x> + y2. To vidimo jer ako je
n=x?>+y? ondaje n- m? = (xm)? + (ym)2.
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Da bi dokazali obrat, dovoljno je dokazati da ako je n kvadratno
slobodan i svi neparni faktori p od n zadovoljavaju p =1 (mod 4),
onda se n moze prikazati u obliku x> + y2. To vidimo jer ako je
n=x?>+y? ondaje n- m? = (xm)? + (ym)2.

Promotrimo sada binarnu kvadratnu formu f(x,y) = x?> + y2. To
je reducirana forma s diskriminantom —4. U Primjeru smo ranije

pokazali da je h(—4) = 1. Stoga je to jedina reducirana forma s

diskriminantom —4.

Iz ranije dokazanog Teorema slijedi da je n pravo reprezentiran
formom x? + y? ako i samo ako kongruencija x*> = d = —4
(mod 4n) ima rjesenja.



Ova kongruencija je ekvivalentna sa z2 = —1 (mod n). Neka je
n=pipa---px. Po pretpostavci je p; =1 (mod 4), pa
kongruencija z2 = —1 (mod p;) ima rjedenje; neka je to rjesenje
zZ = Zj.



Ova kongruencua je ekvivalentna sa z> = —1 (mod n). Neka je
n=pip>- pk Po pretpostavci je p; =1 (mod 4), pa
kongruencua z2 = —1 (mod p;) ima rjeSenje; neka je to rjeSenje
z = z.

Po Kineskom teoremu o ostacima, postoji cijeli broj z koji
zadovoljava sustav

z=z (modp1),...,z=2z (mod px).

Sada je z2 = z2 = —1 (mod p;) za svaki i, pa je z2 = —1

(mod n).



Teorem

Cijeli broj n se moze prikazati u obliku x*> — y? ako i samo ako
n#2 (mod 4).

Rjesenje: Pretpostavimo da je n =2 (mod 4), te da je
n=x"—y*=(x—y)(x+y).



Teorem

Cijeli broj n se moze prikazati u obliku x*> — y? ako i samo ako
n#2 (mod 4).

Rjesenje: Pretpostavimo da je n =2 (mod 4), te da je
n=x"—y*=(x—y)(x+y).

Buduéi da je n paran, slijedi da je jedan od faktora x —y, x +y
paran.



Teorem

Cijeli broj n se moze prikazati u obliku x*> — y? ako i samo ako
n#2 (mod 4).

Rjesenje: Pretpostavimo da je n =2 (mod 4), te da je
n=x"—y*=(x—y)(x+y).

Buduéi da je n paran, slijedi da je jedan od faktora x —y, x +y
paran.

No, x +y = (x — y) 4+ 2y, pa je i drugi faktor takoder paran.



Teorem

Cijeli broj n se moze prikazati u obliku x*> — y? ako i samo ako
n#2 (mod 4).

Rjesenje: Pretpostavimo da je n =2 (mod 4), te da je
n=x"—y*=(x—y)(x+y).

Buduéi da je n paran, slijedi da je jedan od faktora x —y, x +y
paran.

No, x +y = (x — y) 4+ 2y, pa je i drugi faktor takoder paran.

To znaci da je n =0 (mod 4), pa smo dobili kontradikciju.



Teorem
Cijeli broj n se moze prikazati u obliku x*> — y? ako i samo ako

n#2 (mod 4).
Rjesenje: Pretpostavimo da je n =2 (mod 4), te da je
n=x*—y*=(x-y)(x+y).

Buduéi da je n paran, slijedi da je jedan od faktora x —y, x +y
paran.

No, x +y = (x — y) 4+ 2y, pa je i drugi faktor takoder paran.
To znaci da je n =0 (mod 4), pa smo dobili kontradikciju.
Neka je sada n Z 2 (mod 4). Razlikujemo dva slucaja:

1) n=2k+1. Tadajen= (k+1)2— K2



Teorem

Cijeli broj n se moze prikazati u obliku x*> — y? ako i samo ako
n#2 (mod 4).

Rjesenje: Pretpostavimo da je n =2 (mod 4), te da je
n=x"—y*=(x—y)(x+y).

Buduéi da je n paran, slijedi da je jedan od faktora x —y, x +y
paran.

No, x +y = (x — y) 4+ 2y, pa je i drugi faktor takoder paran.
To znaci da je n =0 (mod 4), pa smo dobili kontradikciju.
Neka je sada n Z 2 (mod 4). Razlikujemo dva slucaja:

1) n=2k+1. Tadajen= (k+1)2— K2

2) n=4k. Tadajen= (k+1)? — (k—1)2



Teorem (Teorem o Cetiri kvadrata (Lagrange))
Svaki prirodan

broj n moze se prikazati u obliku sume kvadrata Cetiri cijela broja,
tj. u obliku n = x2—|—y2+22+ w2, X, y,z,w € Z.



Teorem (Teorem o Cetiri kvadrata (Lagrange))

Svaki prirodan
broj n moze se prikazati u obliku sume kvadrata Cetiri cijela broja,
tj. u obliku n = X2—|—y2+22+ w2, X, y,z,w € Z.

Dokaz: UoCimo da vrijedi identitet
(P +y?+ 22+ w?) (P + b2+ + d?)
= (ax+ by +cz+dw)? + (ay — bx + dz — cw)?
+ (az—cx+ bw —dy)? 4 (aw — dx + cy — bz)2.  (2)

Stoga je tvrdnju teorema dovoljno provijeriti za proste brojeve, jer
ako vrijedi za njih, tada vrijedi za sve brojeve.



Teorem (Teorem o Cetiri kvadrata (Lagrange))

Svaki prirodan
broj n moze se prikazati u obliku sume kvadrata Cetiri cijela broja,
tj. u obliku n = X2—|—y2+22+ w2, X, y,z,w € Z.

Dokaz: UoCimo da vrijedi identitet
(P +y?+ 22+ w?) (P + b2+ + d?)
= (ax+ by +cz+dw)? + (ay — bx + dz — cw)?
+ (az—cx+ bw —dy)? 4 (aw — dx + cy — bz)2.  (2)

Stoga je tvrdnju teorema dovoljno provijeriti za proste brojeve, jer
ako vrijedi za njih, tada vrijedi za sve brojeve.

Jasno je da je 2 = 12 + 12 4 0% + 02, pa pretpostavimo da je p
neparan prost broj.



Promotrimo brojeve
182
02,12,22,..., (p—) . (3)

Nikoja dva medu njima nisu kongruentna modulo p, jer x* = a
(mod p) ima najvise 2 rjesenja, pa ako je xp rjesenje, jedino drugo

mora biti —xp.



Promotrimo brojeve
— 182
02,12,22,..., (p—) . (3)
Nikoja dva medu njima nisu kongruentna modulo p, jer x* = a
(mod p) ima najvise 2 rjesenja, pa ako je xp rjesenje, jedino drugo
mora biti —xp.

Isto vrijedi i za brojeve

—1-0%-1-12,-1-2% .., -1 (5=5)2 (4)



Promotrimo brojeve
182
02,12,22,..., (51447) . (3)

Nikoja dva medu njima nisu kongruentna modulo p, jer x* = a
(mod p) ima najvise 2 rjesenja, pa ako je xp rjesenje, jedino drugo

mora biti —xp.

Isto vrijedi i za brojeve

—1
—1-0%-1-12,-1-22 ..., —1—(5§ff. (4)

U (3) i (4) imamo ukupno p 4 1 brojeva. Po Dirichletovom
principu, dva medu njima daju isti ostatak pri dijeljenju sa p.



Promotrimo brojeve
— 182
02,12,22,..., (p—) . (3)
Nikoja dva medu njima nisu kongruentna modulo p, jer x* = a
(mod p) ima najvise 2 rjesenja, pa ako je xp rjesenje, jedino drugo
mora biti —xp.

Isto vrijedi i za brojeve

-1
—1-0%-1-12,-1-22 ..., —1—(”T)2. (4)
U (3) i (4) imamo ukupno p 4 1 brojeva. Po Dirichletovom
principu, dva medu njima daju isti ostatak pri dijeljenju sa p.

To znadi da postoje cijeli brojevi x i y takvi da je x? = —1 — y?

(mod p) i vrijedi x? 4+ y? +1 < 1+2-(5)2 < p?. Dakle, dobili
smo da je mp = x? 4 y? + 1 za neki cijeli broj 0 < m < p.



Promotrimo brojeve
— 182
02,12,22,..., (p—) . (3)
Nikoja dva medu njima nisu kongruentna modulo p, jer x* = a
(mod p) ima najvise 2 rjesenja, pa ako je xp rjesenje, jedino drugo
mora biti —xp.

Isto vrijedi i za brojeve

-1
—1-0%-1-12,-1-22 ..., —1—(”T)2. (4)
U (3) i (4) imamo ukupno p 4 1 brojeva. Po Dirichletovom
principu, dva medu njima daju isti ostatak pri dijeljenju sa p.

To znadi da postoje cijeli brojevi x i y takvi da je x? = —1 — y?

(mod p) i vrijedi x? 4+ y? +1 < 1+2-(5)2 < p?. Dakle, dobili
smo da je mp = x? 4 y? + 1 za neki cijeli broj 0 < m < p.
Neka je sada / najmanji prirodan broj takav da je
Ip=x>4+y?>+ 224+ w? zaneke x, y,z, w € Z. Tada je

| < m < p, posto je mp = x>+ y?> +1%2+0% < p.



Nadalje, / je neparan. Naime, ako bi / bio paran, onda bi medu
brojevima x, y, z, w imali parno mnogo neparnih brojeva, pa bi
mogli pretpostaviti da su brojevi x +y, x —y, z+ w, z— w parni.



Nadalje, / je neparan. Naime, ako bi / bio paran, onda bi medu
brojevima x, y, z, w imali parno mnogo neparnih brojeva, pa bi
mogli pretpostaviti da su brojevi x +y, x —y, z+ w, z— w parni.

Ali tada bi iz
o= () () () (55

dobili kontradikciju s minimalno3¢u od /.




Nadalje, / je neparan. Naime, ako bi / bio paran, onda bi medu
brojevima x, y, z, w imali parno mnogo neparnih brojeva, pa bi
mogli pretpostaviti da su brojevi x +y, x —y, z+ w, z— w parni.

Ali tada bi iz

o= (57 () () (5)

dobili kontradikciju s minimalno3¢u od /.

Da bi dokazali teorem, moramo pokazati da je / = 1. Stoga
pretpostavimo da je / > 1 i pokusajmo dobiti kontradikciju.



Nadalje, / je neparan. Naime, ako bi / bio paran, onda bi medu
brojevima x, y, z, w imali parno mnogo neparnih brojeva, pa bi
mogli pretpostaviti da su brojevi x +y, x —y, z+ w, z— w parni.

Ali tada bi iz

o= (57 () () (5)

dobili kontradikciju s minimalno3¢u od /.

Da bi dokazali teorem, moramo pokazati da je / = 1. Stoga
pretpostavimo da je / > 1 i pokusajmo dobiti kontradikciju.

Neka su x’, y’, Z/, w’ najmanji ostatci po apsolutnoj vrijednosti pri
dijeljenju brojeva x, y,z, w s /, te neka je

n:x'2—|—y'2+z'2+w'2.

Tada je n =0 (mod /) (jer x = x" (mod /) itd.) i n > 0.



Nadalje, / je neparan. Naime, ako bi / bio paran, onda bi medu
brojevima x, y, z, w imali parno mnogo neparnih brojeva, pa bi
mogli pretpostaviti da su brojevi x +y, x —y, z+ w, z— w parni.

Ali tada bi iz

o= (57 () () (5)

dobili kontradikciju s minimalno3¢u od /.

Da bi dokazali teorem, moramo pokazati da je / = 1. Stoga
pretpostavimo da je / > 1 i pokusajmo dobiti kontradikciju.

Neka su x’, y’, Z/, w’ najmanji ostatci po apsolutnoj vrijednosti pri
dijeljenju brojeva x, y,z, w s /, te neka je

n:x'2—|—y'2+z'2+w'2.

Tada je n =0 (mod /) (jer x = x" (mod /) itd.) i n > 0.
Nadalje, budui da je / neparan, imamo da je n < 4-(4)%2 = /2.
Stoga je n = kil za neki cijeli broj k takav da je 0 < k < |.



Posto se n i Ip mogu zapisati kao sume 4 kvadrata, Iz
(k) (Ip) = (x* +y? + 22 + w?)((xX')? + (y)? + (Z)* + (w')?)
= (X' 4y +zZ +wnw)? + Xy —y'x+w'z—7w)?
+ (Kz—=2Zx+yw—wy)2+(xXw—wx+2y—y'z)?5)

slijedi da se broj (k/)(Ip) moze prikazati kao suma kvadrata Cetiri
cijela broja, i stovise, svaki od tih kvadrata djeljiv je sa /2.



Posto se n i Ip mogu zapisati kao sume 4 kvadrata, Iz

(kI)(Ip) = (% +y? + 22 + w?)((x')? + (v')? + ()2 + (v')?)
= (X' 4y +zZ +wnw)? + Xy —y'x+w'z—7w)?
+ (Kz—=2Zx+yw—wy)2+(xXw—wx+2y—y'z)?5)
slijedi da se broj (k/)(Ip) moze prikazati kao suma kvadrata Cetiri
cijela broja, i stovise, svaki od tih kvadrata djeljiv je sa /2.

Odavde dijeljenjem s /2 slijedi da se broj kp moze prikazati kao
suma Cetiri kvadrata, no to je u kontradikciji s minimalnos¢u od
l. O



Metoda koju smo upotrijebili u posljednjem dijelu dokaza
prethodnog Teorema naziva se Fermatova metoda beskonacnog
spusta.



Aritmeticke funkcije

Za funkciju f : IN — C kazemo da je multiplikativna ako je
f(1) =1, te ako je f(mn) = f(m)f(n) za (m, n) = 1.



Aritmeticke funkcije
Za funkciju f : IN — C kazemo da je multiplikativna ako je
f(1) =1, te ako je f(mn) = f(m)f(n) za (m, n) = 1.

Jedan primjer multiplikativne funkcije je Eulerova funkcija za koju
je ranije dokazano da zadovoljava ovo svojstvo.



Aritmeticke funkcije
Za funkciju f : IN — C kazemo da je multiplikativna ako je
f(1) =1, te ako je f(mn) = f(m)f(n) za (m, n) = 1.

Jedan primjer multiplikativne funkcije je Eulerova funkcija za koju
je ranije dokazano da zadovoljava ovo svojstvo.

Cesto uz multiplikativnu funkciju f vezemo funkciju

g(n) = Lajn f(d).



Aritmeticke funkcije

Za funkciju f : IN — C kazemo da je multiplikativna ako je
f(1) =1, te ako je f(mn) = f(m)f(n) za (m, n) = 1.
Jedan primjer multiplikativne funkcije je Eulerova funkcija za koju

je ranije dokazano da zadovoljava ovo svojstvo.

Cesto uz multiplikativnu funkciju f vezemo funkciju

g(n) = Lq|n f(d).

Pokazimo da je g takoder multiplikativna. Neka je (m, n) = 1.
Tada je

g(mn) = ) ) f(dd)=}_ ) f(d)f(d)

dlmd'|n dlmd’'|n

= (Z f(d)> (Z f(d’)> = g(m)g(n).

d'|n



Cesto ¢emo koristiti i da za proizvoljnu funkciju f vrijedi

Zf(n) = Zf(n/d).
d|n d|n



Cesto ¢emo koristiti i da za proizvoljnu funkciju f vrijedi

Zf(n) = Zf(n/d).
d|n d|n

Na primjer za n = 6 vrijedi

F(L)+f(2)+f(3)+f(6)=1(6/1)+f(6/2)+f(6/3)+1f(6/6).



Cesto ¢emo koristiti i da za proizvoljnu funkciju f vrijedi

Zf(n) = Zf(n/d).
d|n d|n

Na primjer za n = 6 vrijedi

F(L)+f(2)+f(3)+f(6)=1(6/1)+f(6/2)+f(6/3)+1f(6/6).
Takoder Cesto mijenjamo redoslijed sumacije, pa imamo

ZZf(d, d) = ZZf(d, d"),
d d d d

s tim da moramo paziti po ¢emu idu d i d’ tako da se s obje strane
pojavljuju isti f(d, d’).



Definicija

Mébiusova funkcija p(n), n € IN je definirana sa
0, ako n nije kvadratno slobodan

p(n) =

(—1)k, akojen= pipy-- - pk, p; razliciti prosti brojevi.

Ocito je funkcija u multiplikativna, pa je i funkcija
v(n) = Lg)n #(d) takoder multiplikativna.



Definicija
Mébiusova funkcija p(n), n € IN je definirana sa
{ 0,  ako nnije kvadratno slobodan

(—1)k, akojen= pipy-- - pk, p; razliciti prosti brojevi.

Ocito je funkcija u multiplikativna, pa je i funkcija
v(n) = Lg)n #(d) takoder multiplikativna.

Dakle, v(1) =1, dok za n > 1 vrijedi
v(n) =v(pi* -+ pi) = v(pi*) - - v(p)

= (@) +plpr) +p(pp) +- ) - (1) + plpi) +p(pe) +-- )
=(1-140+---)---(1—140+---)=0.



Teorem (Mdbiusova formula inverzije)

Neka je f : IN — C proizvoljna funkcija, te neka je
F(n) = Y4, f(d), n € N. Tada je f(n) =Yg, u(d)F(F).



Teorem (Mdbiusova formula inverzije)

Neka je f : IN — C proizvoljna funkcija, te neka je

F(n) = Y4, f(d), n € N. Tada je f(n) = YLq, u(d)F(F).
Obrnuto, ako je f(n) =Yg, u(d)F(g) za svakin € Z, onda je
F(n) = Laa f(d).



Teorem (Mdbiusova formula inverzije)

Neka je f : IN — C proizvoljna funkcija, te neka je

F(n) = Y4, f(d), n € N. Tada je f(n) = YLq, u(d)F(F).
Obrnuto, ako je f(n) =Yg, u(d)F(g) za svakin € Z, onda je
F(n) = Lqn f(d).

Dokaz: Dokazeimo prvu tvrdnju. Imamo:

Y uld)F(S) = L L 1) = LI L @)
d|n d|s

d|n d'|n d| 4

d/

= Y f(d)w(5) = f(n).

d'|n



Da bi dokazali obrat, zapisimo jednakost f(n) =Yg/, u(d)F(§) u
obliku f(n) = ¥, u(5)F(d").



Da bi dokazali obrat, zapisimo jednakost f(n)
obliku f(n) = ¥y, #(g)F(d'). Sada je

Y rd) = D)~ X X F
d|n d|n

dlnd’|n

= L #(d)F(G) u

=Y ¥ ulg)F

d'|nd| %

(d')



Da bi dokazali obrat, zapisimo jednakost f(n) =Yg/, u(d)F(§) u
obliku f(n) = ¥y, #(g)F(d'). Sada je

LA = LAG) = L L nigg)Fe) = U T (g ()

dind'|§ d'|nd| %

= LA B ki) = D F(G) = o

d'|n d'|n

O



Primjenimo li Mdbiusovu formulu inverzije na relaciju
Yd|n ¢(d) = n=id(n), dobivamo

o= St (3) =g
d|n

d|n



Primjenimo li Mdbiusovu formulu inverzije na relaciju
Yd|n ¢(d) = n=id(n), dobivamo

) = Y u(dyid (1) = oy H9).
p(n) %y() (5)=nE 5 (6)

d|n

Definicija
Neka je n prirodan broj. S T(n) ¢emo oznacavati broj pozitivnih
djelitelja broja n, a sa c(n) sumu svih pozitivnih djelitelja broja n.



Primjenimo li Mdbiusovu formulu inverzije na relaciju
Yd|n ¢(d) = n=id(n), dobivamo

) = Y u(dyid (1) = oy H9).
p(n) %y() (5)=nE 5 (6)

d|n
Definicija
Neka je n prirodan broj. S T(n) ¢emo oznacavati broj pozitivnih
djelitelja broja n, a sa c(n) sumu svih pozitivnih djelitelja broja n.

Jasno je da vrijedi T(n) = Yy, 1, 0(n) = L, d-



Primjenimo li Mdbiusovu formulu inverzije na relaciju
Yd|n ¢(d) = n=id(n), dobivamo

n) = didﬁzn M
9(n) = L(@) (5) =25 (6)

d|n

Definicija

Neka je n prirodan broj. S T(n) ¢emo oznacavati broj pozitivnih
djelitelja broja n, a sa c(n) sumu svih pozitivnih djelitelja broja n.
Jasno je da vrijedi T(n) = Y4, 1, 0(n) = Lq)n d-

Posto su konstantna funkcija i identita multiplikativna, slijedi da su
funkcije T i 0 takoder multiplikativne.



Buduci da je T(p/) =+ 1, 0(p)) = 1+ p+p2 - pf = B2,
dobivamo sljedece formule za T i 0



Buduci da je T(p/) =+ 1, 0(p)) = 1+ p+p2 - pf = B2,
dobivamo sljedece formule za T i 0

(Pt -opg) = J(i+1),



Buduci da je T(p/) =+ 1, 0(p)) = 1+ p+p2 - pf = B2,
dobivamo sljedece formule za T i 0

T(pi‘l .. .pzk) = H([X,‘ —+ 1),

X1 (93 _ & P,
optop) = [1%—



Buduci da je T(p/) =+ 1, 0(p)) = 1+ p+p2 - pf = B2,
dobivamo sljedece formule za T i 0

T(pi"l .. .pzk) = H((X,‘ —+ 1),

X1 (93 _ & P,
optop) = [1%—

Cesto ¢emo aproksimirati sumu integralima. Za rastucu
integrabilnu funkciju f vrijedi

b+1

b b
/ Fx)dx < Y F(k) g/ F(x) dx.
a—1 k—a a



Budu¢idaje (p/) =j+1,0(p)) =1+p+p?+---p/

dobivamo sljedece formule za T i 0
k
w(pft ) = [Jai+1)

X1 (93 _ & P,
optop) = [1%—

Cesto ¢emo aproksimirati sumu integralima. Za rastucu
integrabilnu funkciju f vrijedi

b+1

b b
/ Fx)dx < Y F(k) g/ F(x) dx.
a—1 k—a a

Posebno




Propozicija
1) o(n) <n(l+Inn) zan>2.



Propozicija
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Inn



Propozicija

1) o(n) <n(l+Inn) zan>2.

2) @(n)>1- zan>2.

Dokaz:
1) Imamo:

Q>



Propozicija

1) o(n) <n(l+Inn) zan>2.

2) o(n)>1%-

Dokaz:
1) Imamo:

_n_
Inn

zan> 2.



Propozicija

1) o(n) <n(l+Inn) zan>2.
2) @(n)>1- zan>2.
Dokaz:

1) Imamo:

[

o(n) =

Q.
D.\:
o.\
3
o.\

T ; " ;
( Z;) 1+/ L) = n(1+nn).

2) Funkcija f(n) = % je multiplikativna.



Propozicija

1) (T()<n(1—|—|nn) zan>2.
2) @(n)>1- zan>2.
Dokaz:

1) Imamo:

[

o(n) =

D.\:
o.\
3
o.\

T ; " ;
( Z;) 1+/ L) = n(1+nn).

2) Funkcija f(n) = % je multiplikativna. Nadalje,

Q

N At Tt ) DD U
f(p') = (p—1)p¥ =1 Wzl p?’

pa je
1 o0 1. 1.3 24 3.5 4.
f(n)Eg(l—pﬂZ’ll(l_mz)_z.z'3.3'4-4'5.



Y

Prema tome, o(n)¢(n)
n > 2, odakle je ¢(n) >
provjerimo.

1n?. 1z 1) slijedi o(n) < 2nInn za
‘o ZLa n =2 ekplicitno

=
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1n?. 1z 1) slijedi o(n) < 2nInn za
‘o ZLa n =2 ekplicitno

Prema tome, o(n)¢(n)
n > 2, odakle je ¢(n) >
provjerimo.

A=

O

Cesto je od interesa ispitati asimptotsko ponasanje aritmetickih
funkcija, tj. ocijeniti sume oblika }_,, f(n), gdje je x dovoljno
velik realan broj.
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1n?. 1z 1) slijedi o(n) < 2nInn za
‘o ZLa n =2 ekplicitno

Prema tome, o(n)¢(n)
n > 2, odakle je ¢(n) >
provjerimo. O

=

Cesto je od interesa ispitati asimptotsko ponasanje aritmetickih
funkcija, tj. ocijeniti sume oblika Y-, f(n), gdje je x dovoljno
velik realan broj. -

Mi ¢emo to u€initi za funkcije T, o i @. Pritom ¢emo rabiti sljedecu
oznaku: f(x) = O(g(x)) ako postoji konstanta C takva da je
|f(x)| < Cg(x) za sve x.
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1n?. 1z 1) slijedi o(n) < 2nInn za
‘o ZLa n =2 ekplicitno

Prema tome, o(n)¢(n)
n > 2, odakle je ¢(n) >
provjerimo. O

=

Cesto je od interesa ispitati asimptotsko ponasanje aritmetickih
funkcija, tj. ocijeniti sume oblika }_,, f(n), gdje je x dovoljno
velik realan broj.

Mi ¢emo to u€initi za funkcije T, o i @. Pritom ¢emo rabiti sljedecu
oznaku: f(x) = O(g(x)) ako postoji konstanta C takva da je
|f(x)| < Cg(x) za sve x.

Na primjer, budu¢i da je | x| = x — {x}, a {x} je omedena
funkcija, mozemo pisati: |x| = x+ O(1).



Prema tome, o(n)@(n) > 3n?. Iz 1) slijedi o(n) < 2nlnn za
n > 2, odakle je ¢(n) > 7 - =. Za n = 2 ekplicitno
provjerimo. O

Y

=

Cesto je od interesa ispitati asimptotsko ponasanje aritmetickih
funkcija, tj. ocijeniti sume oblika }_,, f(n), gdje je x dovoljno
velik realan broj.
Mi ¢emo to u€initi za funkcije T, o i @. Pritom ¢emo rabiti sljedecu
oznaku: f(x) = O(g(x)) ako postoji konstanta C takva da je
|f(x)| < Cg(x) za sve x.
Na primjer, budu¢i da je | x| = x — {x}, a {x} je omedena
funkcija, mozemo pisati: |x| = x+ O(1).
Takoder, zbog
X1 1 x1
[ e <1 [

1 t nex N 1t

tj. In[x] < ¥pex t <1+ Inx, mozemo pisati:

Y. 1 Inx 4+ O(1).

n<x



Sljede¢u lemu ostavljamo bez dokaza.
Lema
00 2

1 7T
Vrijedi: E — = —.
rijedi P %) 5



Sljede¢u lemu ostavljamo bez dokaza.

Lema )
o 1 T
Vrijedi: ,; 2= 5
Propozicija
1) anxr(n) X—|— O(X)
2) Lo<xo(n) = % 2+ O(xInx)
3) ZnSx?(n) % X —|—O(X|nX)
Dokaz:
1)
Yorn) = Y Y1=) Y 1=
n<x n<xd| d<xm<%



2) Primijetimo da je

Yom=YYd=YY =Y L 7

n<x n<xd|n n<xd|n d<x n=md<x



2) Primijetimo da je

Yo=Y Yd=YY =Y L = m.
n<x n<xd|n n<xd|n d<x n=md<x

Nadalje je

m=3 L3l (15]+)=3(G) +0(3)

m<

Q)



2) Primijetimo da je

Y o(n) = ZEd—EZ -y ¥ de: N

n<x n<xd|n n<xd|n d<x n=md<x

Nadalje je
DESHIFINE RO
Sada je
d;xcj-z_dzlc}z: O(/wldt) OG)

Konaéno je, po Lemi koju nismo dokazivali Y54 % = %2. Slijedi



2) Primijetimo da je

Yo=Y Yd=yY =Y Y = m.

n<x n<xd|n n<x d|n d<x n=md<x d<x m<

Nadalje je

Eh- £ b [ b -o)

Konaéno je, po Lemi koju nismo dokazivali Y54 % = %2. Slijedi

Y o(n) = Toex [3(5)°+0(3) ] = £ Laex (1) +xLac 0 (3)

= [%X2 + O(X)} +x0(Inx) = %Xz + O(xInx).



3) Prema (6), imamo:

Y o)=Y Y uld)--=3Y ud ) m

n<x n<xd|n d<x m<%

Q>



3) Prema (6), imamo:

Yoo(n) =) Y uld) =13 ud

n<x n<xd|n d<x m<

Q>
3

Qlx

Ve¢ smo vidjeli da je zadnja suma jednaka 3(%)2 + O(

).

QX



3) Prema (6), imamo:

Yo=Y Y ud) =Y u(d) X m

n<x n<xd|n d<x m<

Ve¢ smo vidjeli da je zadnja suma jednaka 2(X)2+0(%).

[oe]

Nadalje



3) Prema (6), imamo:

Ygn =Y Yud-5=Y ud ¥ m

n<x n<xd|n d<x m<

Ve¢ smo vidjeli da je zadnja suma jednaka 3(%)2 + O(%). Nadalje

LlE =L oly)

d<x

pu(d)

Da bi izraunali Y5 ; d2 , pomnozimo je s Yo 4 %




3) Prema (6), imamo:

n
Yoo(n) =) ) p(d)-— =) u(d ) m
n<x n<xd|n d<x m<2%
Ve¢ smo vidjeli da je zadnja suma jednaka (%) + 0(%). Nadalje
u(d) u(d)
-I— o
LU - £ vo(l)

Da bi izracunali Y54 52) pomnozimo je s Y g d2 Dobivamo:

O S10vEIED W= VERTUES e Wi
:iV(rg)_l

Prema tome, dobili smo da je Yo, L) %, pa kona&no imamo:

)y

Loo=Erol3(5) o)) =5 £ (4



= %xz + O(xInx).

Buduci da je Y, ¢(n) ~ %xz, Yon<x N~ 3x2, rezultat iz

Propozicije 3) moze se interpretirati i tako da kazemo da je
vjerojatnost da su dva nasumce izabrana cijela broja relativno
prosta jednaka % ~ 0.6079.
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= %xz + O(xInx).

Buduci da je Y, ¢(n) ~ %xz, Yon<x N~ 3x2, rezultat iz

Propozicije 3) moze se interpretirati i tako da kazemo da je
vjerojatnost da su dva nasumce izabrana cijela broja relativno
prosta jednaka % ~ 0.6079.

Godine 1896. Hadamard i de la Vallée Poussin su dokazali da je
m(x) ~ % kad x — oo.
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O



