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Zadatak 1. Riješi jednadžbu provodenja topline u R3:

ut = α2(uxx + uyy + uzz).

U cilindričnim koordinatama, koristeći metodu separacije.

Rješenje. Cilindrične koordinatame:

x = r cosφ, y = r sinφ, z = z,

Promatramo Laplaceov operator
uxx + uyy + uzz.

Treba izraziti derivacije po x, y pomoću derivacija po r, φ.
Po lančanom pravilu:

ux = urrx + uφφx.

Računamo parcijalne derivacije:

r =
√
x2 + y2

pa je

rx =
x√

x2 + y2
=

x

r
= cosφ.

Takoder,

φ = arctan
(y
x

)
,

pa je

φx = − y

x2 + y2
= − sinφ

r
.

Dakle,

ux = ur cosφ− sinφ

r
uφ.

Slično:
uy = ur sinφ+

cosφ

r
uφ.

Sad deriviramo još jednom. Za uxx:

uxx =
∂

∂x

(
ur cosφ− sinφ

r
uφ

)
.

Nakon računanja (primjena produkta i lančanog pravila) dobiva se

uxx = urr cos
2 φ+

sin2 φ

r
ur +

sin2 φ

r2
uφφ − 2 sinφ cosφ

r
urφ +

2 sinφ cosφ

r2
uφ.

Slično,

uyy = urr sin
2 φ+

cos2 φ

r
ur +

cos2 φ

r2
uφφ +

2 sinφ cosφ

r
urφ − 2 sinφ cosφ

r2
uφ.
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Zbrojimo i mješoviti članovi se ponǐste:

−2 sinφ cosφ

r
urφ +

2 sinφ cosφ

r
urφ = 0.

Isto vrijedi za članove s uφ. Koristimo identitet sin2 φ+ cos2 φ = 1. Dobivamo

uxx + uyy = urr +
1

r
ur +

1

r2
uφφ.

Zato Laplaceova jednadžba
uxx + uyy + uzz = 0

u cilindričnim koordinatama postaje

urr +
1

r
ur +

1

r2
uφφ + uzz = 0.

Zato jednadžba postaje

ut = α2

(
urr +

1

r
ur +

1

r2
uφφ + uzz

)
.

Tražimo rješenje metodom separacije varijabli u obliku

u(r, φ, z, t) = R(r)Φ(φ)Z(z)T (t).

Računamo derivacije:
ut = RΦZT ′,

urr = R′′ΦZT,

ur = R′ΦZT,

uφφ = RΦ′′ZT,

uzz = RΦZ ′′T.

Uvrštavanjem dobivamo

RΦZT ′ = α2

(
R′′ΦZT +

1

r
R′ΦZT +

1

r2
RΦ′′ZT +RΦZ ′′T

)
.

Dijeljenjem s RΦZT :

T ′

α2T
=

R′′

R
+

1

r

R′

R
+

1

r2
Φ′′

Φ
+

Z ′′

Z
.

Lijeva strana ovisi samo o t, pa obje strane moraju biti jednake konstanti −λ:

T ′

α2T
= −λ.

Dakle,

T ′ + α2λT = 0.

Preostaje

R′′

R
+

1

r

R′

R
+

1

r2
Φ′′

Φ
+

Z ′′

Z
= −λ.

Separiramo z-dio:
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Z ′′

Z
= −µ2,

pa vrijedi

Z ′′ + µ2Z = 0.

Dobivamo

R′′

R
+

1

r

R′

R
+

1

r2
Φ′′

Φ
= −(λ− µ2).

Separiramo kutni dio:

Φ′′

Φ
= −m2,

odnosno

Φ′′ +m2Φ = 0.

Napokon ostaje radijalna jednadžba:

R′′ +
1

r
R′ +

(
(λ− µ2)− m2

r2

)
R = 0.

Množenjem s r2 dobivamo standardni oblik:

r2R′′ + rR′ +
(
(λ− µ2)r2 −m2

)
R = 0.

To je Besselova diferencijalna jednadžba. Uz supstituciju r = x√
λ−µ2

imamo doista

x2R′′(x) + xR′(x) + (x2 −m2)R(x) = 0

tj. R(x) = Jm(x) =⇒ R(r) = Jm(r
√

λ− µ2).
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Besselove funkcije prve vrste

Besselove funkcije prve vrste Jν su rješenja Besselove jednadžbe:

x2J ′′
ν + xJ ′

ν + (x2 − ν2)Jν = 0

dobijena Frobeniusovom metodom (regularni u 0?). Rekurzivne formule su:

Jn−1 + Jn+1 =
2n

x
Jn

Jn−1 − Jn+1 = 2J ′
n.

Zadatak 2. Koristeći rekurzivne formule za Jn dokaži sljedeće formule:

1. d
dx (x

nJn(x)) = xnJn−1(x)

2. Jn(x) = J ′
n+1(x) +

n+1
x Jn+1(x)

Rješenje. 1. Računamo derivaciju:

d

dx
(xnJn) = nxn−1Jn + xnJ ′

n.

Faktoriramo xn−1:

= xn−1 (nJn + xJ ′
n) .

Koristimo formulu:

J ′
n =

Jn−1 − Jn+1

2
.

Dobivamo:

nJn + xJ ′
n = nJn +

x

2
(Jn−1 − Jn+1).

Iz prve relacije:

Jn−1 + Jn+1 =
2n

x
Jn ⇒ nJn =

x

2
(Jn−1 + Jn+1).

Uvrštavanjem:

=
x

2
(Jn−1 + Jn+1) +

x

2
(Jn−1 − Jn+1).

Sredivanjem:

=
x

2
(2Jn−1) = xJn−1.

Zato:

d

dx
(xnJn) = xnJn−1.
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2. Koristimo iste relacije za indeks n+ 1:

Jn − Jn+2 = 2J ′
n+1.

Dakle:

J ′
n+1 =

Jn − Jn+2

2
.

Takoder:

Jn + Jn+2 =
2(n+ 1)

x
Jn+1 ⇒ n+ 1

x
Jn+1 =

Jn + Jn+2

2
.

Zbrajanjem:

J ′
n+1 +

n+ 1

x
Jn+1 =

Jn − Jn+2

2
+

Jn + Jn+2

2
.

Sredivanjem:

=
2Jn
2

= Jn.

Zadatak 3. Uz pomoć funkcije izvodnice:

e(x/2)(t−1/t) =

∞∑
n=−∞

Jn(x)t
n

pokažite identitete:
Jn(−x) = J−n(x).

Jn(−x) = (−1)nJn(x)

Rješenje. Uvrštavamo −x pa je:

∞∑
n=−∞

Jn(−x)tn = e−x/2(t−1/t) = ex/2(1/t−t) =

∞∑
n=−∞

Jn(x)t
−n =

∞∑
n=−∞

J−n(x)t
n.

Zbog jedinstvenosti Laurentovog reda imamo traženu tvrdnju.

Uvrštavamo −x pa je:

∞∑
n=−∞

Jn(−x)tn = e−x/2(t−1/t) = ex/2(−t−1/(−t)) =

∞∑
n=−∞

Jn(x)(−t)n =

∞∑
n=−∞

(−1)nJn(x)t
n.

Zbog jedinstvenosti Laurentovog reda imamo traženu tvrdnju.
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