Jedanaesti tjedan

Fran Miskovié

28. svibnja 2026.

Zadatak 1. Rijesi jednadzbu provodenja topline u R3:
uy = o (U + Uyy + Ussz).
U cilindriénim koordinatama, koriste¢i metodu separacije.
Rjesenje. Cilindri¢ne koordinatame:
T =1Cosp, y =rsing, z =z,

Promatramo Laplaceov operator
Uggy + Uyy + Uzz-

Treba izraziti derivacije po x,y pomocu derivacija po 7, .
Po lanéanom pravilu:
Uy = UpTy + UpPs-

r = /x2+y2

Racunamo parcijalne derivacije:

pa je
x x
Ty = ——— = — = COS (p.
et yz2 T 4
Takoder,
= arctan ()
@ = arctan | — |,
x
pa je _
Yy _ _sing
Pz = 212 o
Dakle,
sin ¢
Uy = Uy COS P — Ug.
Sli¢no:
cos ¢

Uy = Uy SIN P + Tuw.

Sad deriviramo jo§ jednom. Za ug,:
0] sin ¢
Ugpy = % Uy COS Y — T'LL@ .

Nakon racunanja (primjena produkta i lan¢anog pravila) dobiva se

2 2

9 sin” ¢ sin® ¢ 2sin @ cos 2sin @ cos
Ugge = Upp COS™ @ + Uy + 5 Upp — U )
r r r
Sli¢no,
.9 cos? ¢ cos? ¢ 2sin p cos ¢ 2sin @ cos ¢
Uyy = Upp SINT @ + ; Uy + 2 Upp + ; Upp — —

Ugp-

Up-



Zbrojimo i mjeSoviti clanovi se poniste:

2sinpcosp 2sinpcosp
— Upgp . Urp = 0.

Isto vrijedi za ¢lanove s u,. Koristimo identitet sin? ¢ + cos? ¢ = 1. Dobivamo

1 1

Ugy + Uyy = Upp + ;ur + 7“72“%0'

Zato Laplaceova jednadzba
Ugy + Uy +u,, = 0

u cilindriénim koordinatama postaje

Upyr + —Up + —SU +u,, = 0.
T r2 #%

Zato jednadzba postaje
1 1
_ 2
U = (uw + ;ur + ﬁuw’ + uzz) .
Trazimo rjeSenje metodom separacije varijabli u obliku
u(r, ¢, z,t) = R(r)®() Z(2)T(t).

Racunamo derivacije:

u = ROZT',

Uy = R'®ZT,

u, = R'®ZT,
Upp = RO"ZT,
U, = ROZ'T.

Uvrstavanjem dobivamo
1 1
ROZT' = o? (R”@ZT +-R®ZT + —2R<I>”ZT + RCIJZ”T) .
r r

Dijeljenjem s R®ZT:

T/ R// 1 R/ 1 @// Z//
T R TR 2oz
Lijeva strana ovisi samo o t, pa obje strane moraju biti jednake konstanti —A:

/
OZT = A
Dakle,
T+ o®XT = 0.
Preostaje
R’ 1R 190" Z
" rrTeetz =N

Separiramo z-dio:



pa vrijedi

Dobivamo

Separiramo kutni dio:

odnosno

Z" +u*Z =0.

R// 1 R/ 1 @//

Napokon ostaje radijalna jednadzba:

S — = (A=)
RTrrtree - O—#)
@//
F
" +m?® = 0.
/! 1 / 2 m2
R'+-R +((A\—p?)— = |R=0.
r r2

Mnozenjem s r? dobivamo standardni oblik:

To je Besselova diferencijalna jednadzba. Uz supstituciju r =

R’ +rR + (A= p?)r* —m*) R = 0.

2?R"(z) + xR (z) + (

Jm(r\/ )‘_:u’2)'

xz—m

x

A—p

2)R(z) =0

imamo doista



Besselove funkcije prve vrste
Besselove funkcije prve vrste J, su rjeSenja Besselove jednadzbe:
22T+ a4+ (22 —1?)J, =0

dobijena Frobeniusovom metodom (regularni u 07). Rekurzivne formule su:
2n
Jn—1+ Jn+1 = ?Jn

Jnfl - Jn+1 = 2J7/L
Zadatak 2. Koristeéi rekurzivne formule za J, dokazi sljedeée formule:
1. %(ann(a@)) =a"J,-1(x)

2. Jo(2) = T4 (2) + 2 T ()

Rjesenje. 1. Ra¢unamo derivaciju:

Faktoriramo z"~1:

Koristimo formulu:

Dobivamo:

N + 2. = nn + g(Jn_1 — i)

Iz prve relacije:

2
Jnot + Jni1 = ?an = nd, = g(Jn_1 + Jpsn).
Uvrstavanjem:
x x
= §(Jn—1 + Jn+1) + §(Jn—1 - Jn+1)-

Sredivanjem:

= g(2‘]71—1) =xJp_1.

2
Zato:
d
%(x”,]n) =x"J_1.



2. Koristimo iste relacije za indeks n + 1:

Tn = Jnsa = 2J0 1.

Dakle:
/ o Jn - Jn+2
nl T T
Takoder:
2(n+1 n+1 In + JIn
Jn+Jn+2:an+1 - Jn_i_l:%.
Zbrajanjem:
n+1 Jn - Jn+2 Jn + Jn+2
J;L-‘rl + " Jnt1 = 5 + 5 .
Sredivanjem:
2Jy,
=
Zadatak 3. Uz pomo¢ funkcije izvodnice:
o(@/2)(t=1/t) _ Z T (@)t

pokazite identitete:

In(—z) = J_p(2).
Jn(=2) = (=1)"Jp()

Rjesenje. Uvrstavamo —x pa je:

Z Jn(—x)t" _ e—z/2(t—1/t) _ em/2(1/t—t) _ Z Jn(.’b)t_n _ Z J,n(ac)t".

n=—oo n=—oo

Zbog jedinstvenosti Laurentovog reda imamo trazenu tvrdnju.

UvrStavamo —x pa je:

n=—oo

Z Jn(—2)th = e~ o/20=1/1) = gw/2(=t=1/(=1)) — Z Jn(2)(—t)" = Z (=1)" T, ()t

n=—oo n=—oo

Zbog jedinstvenosti Laurentovog reda imamo trazenu tvrdnju.



