Osme vjezbe

Fran Miskovié

7. svibnja 2026.

Kad rjesavamo obic¢ne diferencijalne jednadzbe nasu jednadzbu ¢esto mozemo svesti na oblik:

Lab = M

pri ¢emu je £ neki linearni operator, ¢ trazeno rjesenje, a A neka konstanta. Ocito je u ovom slucaju
da trazimo 1) koja je svojstvena funkcija operatoru £ s pripadajuéom svojstvenom vrijednosti A. Cesto
promatramo diferencijalnu jednadzbu s uvjetima na nekom rubnom podruéju (npr. i§cezavanje 9 na
{a,b} kada je domena funkcije [a,b]). Za rjesavanje ovog problema obiéno koristimo klasi¢ni skalarni
produkt:

b
<f79>=/ f(x)g(z) du.

Kada ‘e diferenci.alni Operat()r ()blika:

i kada je pj = p1 kazemo da je £ samoadjungiran. Doista, tada je:

(v|Lu) = [v*pou’ — (v*)'pouls + ((Lo)*[w),

tj. Hermitski u slucaju da je zadovoljen rubni uvjet [...]%. Takoder, ako su u,v svojstvene funkcije

operatora L s razli¢itim svojstvenim vrijednostima A, A,, onda se lako vidi:
b
(Au = Ao)(vlu) = [...]a,

tj. kada su jos i rubni uvjeti zadovoljeni te ¢e funkcije biti ortogonalne.
Medutim, uvjet pj = py je rijetko zadovoljen. Tada trazimo funkciju tezine w(x) takvu da je w(x)L(x)
samoadjungiran. Ta funkcija se konstruira na sljedeéi nacin:

0= e (f ey )

U tom slucaju tezina se dodaje i u skalarni produkt:

b
(v|u) = / v*(x)u(z)w(x) dr
te je tada doista
(w|L|u) = [wv*por” — w(v*) pou] + (Lv|u)

i ponovno je £ Hermitski kada je zadovoljen rubni uvjet. Takoder, kao i prije, za u,v svojstvene
funkcije imamo:

(Au = o) (v, u) = [wpo(v*u’ — (v*)'u)]g,
tj. kada je zadovoljen rubni uvjet svojstvene funkcije su ortogonalne.
Zadatak 1. Hermiteova obi¢na diferencijalna jednadzba je oblika:

Y —2zy + 2ay = 0.

Zapisi jednadzbu u formi operatora i nadi pripadajuéu tezinu koja ¢ini jednadzbu samoadjungiranom.
Koja domena funkcije je potrebna da bi rubni uvjeti uvijek bili zadovoljeni?



Rjesenje. Jednadzbu mozemo zapisati kao:

Lip = —2a)

‘?—,22 — 2:6%. Tada je pripadajuca tezina:

pri cemu je £ = -
1 2
w(z) = 1 oXP </_1x dm) —e .

Za trazenu domenu dovoljno je da su njeni rubovi nultocke funkcije w. U ovom slu¢aju to su +oo pa
je domena citav R.

1 Metoda varijacije

Poznato je da se ocekivana vrijednost hermitskog operatora H za normiranu funkciju v moze zapisati
kao (H) = (¢|H|). Ako v zapiSemo u ortonormiranoj bazi svojstvenih funkcija (e, ), imamo ¢ =:
>, au€y pa se lako vidi:

(H) = Z |au‘2)‘u

pri ¢emu je A, svojstvena vrijednost sv. vektora e,,. Jer je 3, la,|? = 1 oéekivana vrijednost je uvijek

veéa ili jednaka najmanjoj sv. vrijednosti. Cesto ne znamo to¢nu vrijednost od (H), ali je mozemo
aproksimirati i time naéi aproksimativnu gornju granicu najmanje svojstvene vrijednosti. Cesto se
ta aproksimacija sastoji od nekoliko parametara, a poSto trazimo §to bolju gornju granicu nastojimo
minimizirati (H) u ovisnosti o danim parametrima.

Zadatak 2. Funkcija ¢ : [0,00) dana je s:
¥ = 203 2z,
Koristeéi metodu varijacije nadi vrijednost a koja minimizira oc¢ekivanu vrijednost operatora:
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Rjesenje. Racunamo:

du=dx, v= f%afle"“’”
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Analogno vidimo (d?/dz?) = —a? pa minimiziramo to po alfa.
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