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PROSTOR TEST FUNKCIJA

1 Prostor test funkcija

Definicija 1.1. Neka je Q C R? otvoren skup. S C(Q) éemo oznacavati prostor svih funkcija klase C* na

Q ¢iji je nosa¢ kompaktan u Q. Osim oznake C;°(€2) nekad ¢emo koristiti i oznaku Z(Q).

Na prvi pogled nije uopée jasno da postoje netrivijalne funkcije s tim svojstvom. U iduem zadatku
¢emo konstruirati upravo jednu takvu (za Q = R?), dok éemo kasnije vidjeti kako pomocéu nje moZemo
generirati pregrst drugih takvih funkcija.

Zadatak 1.1. Oznacimo s f (1) = eil/’]l(()?m) (t). Tada vrijedi:
a) f jeklase C*(R),

b) g:R? — R definirana s

1

e x| < 1
g(x) = (1 - [x) = d
0, |x| > 1.

je klase C=(RY) te vrijedi suppg = K0, 1].
Rjesenje:

(a) Ocito je f klase C* na R\ {0}, te je u O neprekidna. Preostaje provjeriti da za sve n € N vrijedi
lim,_,o+ £ (¢) = 0. Ovdje indukcijom moZemo pokazati da je n-ta derivacija oblika

f(n) (t) _ efl/tp’171 (t)t72n’

pri ¢emu je p,—; polinom stupnja n — 1. Da bi pokazali da je gornji limes jednak nuli, dovoljno je
provjeriti da vrijedi

lime 't *=lime*s*=0, k>0,

t—0+ S—roo

Sto vrlo lako slijedi ponovljenom primjenom L’ Hopitala.

(b) Direktno iz (a) slijedi da je funkcija g klase C*, te da joj je nosac upravo K|0, 1].

Koriste¢i tvrdnju prethodnog zadatka definiramo standardni izgladivaé na R? s

Dakle, funkcija p zadovoljava
(1) p eC7(RY)

(2) suppp = K[0,1]

3) p=0

4) [pap=1.

Pomocu p definiramo i tzv. poseban izgladujudi niz (p,), formulom

pn(x) == n?p (nx).

Tada za sve n € N imamo

(1) pp € CZ(RY)
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(2) suppp, = K[0,1/n],

3) pn 20,
4) fRd pn=1.
2
— n=1
— n=2
— n=5
1_
0
—]I..D —6.5 —'OI.2 0.0 O.IZ 0:5 l.IO

Slika 1: Grafovi funkcija py, p2 i ps

Primijetimo prvo kako se test funkcije nalaze u svakom od dosad nam poznatih funkcijskih prostora:
(1) prostor neprekidnih funkcija na Q, u oznaci C(Q),
(2) prostor funkcija klase C" na Q, m € N, u oznaci C"(Q2).
(3) prostori L?(Q),za 1 < p < oo,

Prve dvije tvrdnje, kao i slucaj p = oo u trecoj su o€iti, dok jeza | < p <o0i @ € C(Q)

ellLr) < |supp @|'/7 - @]|L=(q) < o°.

Medutim, sama Cinjenica da se test funkcije nalaze u svakom od ovih prostora nam ne znaci puno; ono
$to je daleko bitnije je ¢injenica da ¢emo pomodu test funkcija moéi dobro i aproksimirati neke funkcije iz
nadprostora (pritom podrazumijevamo aproksimaciju u odgovarajuéoj normi nadprostora). Glavno sredstvo
u aproksimaciji ée nam biti operacija konvolucije. Prisjetimo se da za dvije funkcije f, g (definirane na R?)
definiramo konvoluciju f i g (u oznaci f*g) s

(Fe9)) = [ F0str—r)dy
Vise o konvoluciji, njenim svojstvima i primjenama ¢emo vidjeti kasnije u drugom poglavlju. S obzirom
da zasad Zelimo da nam barem jedna od funkcija bude iz test prostora, napomenimo kako gornja definicija

ima smisla, odnosno integral u definiciji konvergira za s.s. x € RY, ako uzmemo funkciju f € L} _(RY) te
g € C2(RY). Zaista, uz oznaku K = supp g imamo

[ 10)ste=)y= [ Fle=)etdy= [ 7r=20)dy < Wl sl

3
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Ocito su sve neprekidne funkcije, odnosno funkcije klasa C" kao ranije sadrZane u LIIOC(Q). Takoder, jed-
nostavnom primjenom Hélderove nejednakosti slijedi LP(Q) C Ll (Q) za 1 < p < o. Stoga je dobro
definirana konvolucija C=* funkcija i funkcija navedenih u (1)-(3), za Q = R?. Aproksimacijski niz éemo

dobiti izgladivanjem zadane funkcije u na sljedeéi nacin:

1 (x) = (u* ) () :/

R4

upnley)dy= [ ux-z/mp () (1)
K[0,1]
Napomena 1.2. Ukoliko je Q ograniCen, tada u, dan s (1) ne mora biti smislen; za x € Q takav da je
d(x,0Q) < L izrazi u(x —z/n) nisu niti definirani za sve z € K[0, 1]. Medutim, mogue je definirati konvo-
luciju u slucaju da je u kompaktno noSena unutar Q (u slucaju klasa skoro svuda jednakih funkcija imamo
analognu definiciju esencijalnog nosaca funkcije kao komplementa najveéeg otvorenog skupa U takvog da
je u=0s.s. naU). Naime, tada je d(suppu,dQ) > % za neki ng € N, pa u, definiran s (1) postoji za sve
n>ngix € suppu (mozemo shvatiti u i kao funkciju na R? prosirenu nulom van ), te je rezultat funkcija

¢iji je nosac i dalje sadrZzan u Q.
Vrijede sljededi rezultati aproksimacije.

Teorem 1.3. Neka je u € L'(Q), s kompaktnim nosacem K. Tada je u, € CZ(Q) za sve n za koje je
d(K,0Q) > % Ako je u neprekidna, onda u, konvergira k u uniformno, dok u slucaju da je u € LP(Q),
1 < p < oo, vrijedi ||u, — ul|Lr — 0.

Propozicija 1.4. Neka je 1 < p < co. Tada je CZ(Q) gust u LP(Q).

Napomena 1.5. Iz prethodnog rezultata slijedi da za 1 < p < o uvijek moZemo aproksimirati funkcije iz
LP(Q) test funkcijama, dok u sluCaju p = oo, kao i u sluaju prostora C(Q) isto ne vrijedi. Naime, veé za
funkciju u = 1 na Q vidimo da za bilo koju ¢ € C*(Q) vrijedi ||u — ¢||.= = 1, pa uniformnu aproksimaciju
nije moguce postici. Problem je u tome Sto # nema kompaktan nosac unutar Q.

S obzirom da ne moZemo eksplicitno racunati integrale koji ukljucuju standardni izgladivac p, promotrit
¢emo idudi ilustrativan primjer konvolucije s "loSijom" verzijom, funkcijom n]l[_ L1y

2n72n

Zadatak 1.2. Odredite f,(x) :=1;_; y *nl_ i

1
n’ﬂ]’

n € N, te skicirajte graf te funkcije.

RjeSenje: Imamo

0, x<1l-4,

nx+144), —l1—4 <x<—1+5,
Sa) =Topqpenl iy 1(x) = {1, —1+54 <x<1—4,

—nx—1—2), 1-—54 <x<1+4,

0, x>l+ﬁ.
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Slika 2: Graf funkcije f; za nekoliko vrijednosti n

O

Osim samog postupka izgladivanja funkcije, ¢esto ¢e nam biti potrebna i tzv. funkcija rezanja, tj. C7
funkcija koja ¢e sluziti predstavljati glatku verziju karakteristicne funkcije skupa.

Zadatak 1.3. Neka je K C Q kompakt. Tada postoji y € C°(Q) takva da vrijedi
LOo<y<l,
2. v = 1 na nekoj okolini kompakta K (odnosno, postoji otvoren skup U takav daje K CU C U C Q).

Rjesenje: Oznatimo s § = d(K,dQ) > 0, te neka je n € N takav da je % < 8. Ozna¢imo s K, := {x €
Q:d(xK) < %}, te neka je ¥ = L, * p,. Kako je d(supplg,,,dQ) > 1, vrijedi y € C2(Q). Otito je
0 <y < 1. Kona¢no, zax € K, iy € K[0, 1] imamo

2
dix—y/n,K) <d(x—y/n,x)+d(x,K) < =,
n
pa je
v = [ L oymptldy= [ pOldy=1.
K[0,1] K[0,1]
Stoga je y traZena funkcija te K, trazena okolina. (I

Preostaje reci nesto o tipu konvergencije koji bismo htjeli imati na ovom prostoru, odnosno topologiji.
Kako smo ve¢ vidjeli, C7° funkcije su potprostori velikog broja poznatih funkcijskih prostora, pa bi jedan
mogudi pristup bio definirati promotriti C2°(Q) s nasljedenom topologijom iz odgovarajuéeg nadprostora.
Medutim, svaka od tih topologija se pokazuje preslaba da bi se postigli Zeljeni rezultati. Na nacin kao §to je
napravljeno na predavanjima, moze se uvesti topoloska struktura na prostoru C°(Q), medutim za sve nase
potrebe to je prekomplicirano i od manje vaznosti za razumijevanje i baratanje test funkcijama. U ovom
trenutku ¢emo samo istaknuti sljedecu definiciju nizovne konvergencije.

Definicija 1.6. Za niz (¢,), C C°(Q) kazemo da konvergira u Z(Q) prema ¢ € C°(Q) i piSemo ¢, Z, (0]
ako vrijedi

(1) supp@, C K, za neki fiksni kompakt K i sve n € N,
(2) %, N %@, za sve o € Nd.

Za kraj ovog dijela usporedimo konvergenciju u 2(Q) s ostalim konvergencijama.
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Zadatak 1.4. Neka je (¢,), niz u C°(Q) takav da ¢, 2, @, te ozna¢imo s K kompakt u Q takav da je
supp @, supp @ C K. PokaZite da tada vrijedi:

(a) (p,,iﬂp,zalgpgoo.

®d) o, L(K)> ¢,zal < p <eim e Ny, pri emu je norma na prostoru C"(K) dana s

l@lleniy = ). 107@].

o[ <m

Zadatak 1.5. Pokazite kontraprimjerima da niz (¢,), u C(Q) moze konvergirati prema 0 u L” normi,

G
odnosno uniformno po svim derivacijama reda najvise m, ali da ne vrijedi @, 20 (ovdje je ujedno i najlakse
vidjeti vaznost svojstva (1) iz definicije).

2 Distribucije
2.1 Uvod; primjer delta distribucije

Prije nego $to uvedemo precizno pojam distribucija, dati éemo kratku motivaciju za iste, prije svega u vidu
objekta koji je spomenut na kolegiju ODJ, arijec je o tzv. Diracovoj delta funkciji. Diracova delta funkcija
je uvedena kroz nekoliko svojstava, te su ona preteZito koristila pri postavljanju, odnosno rjesavanju linear-
nih obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. No, Sto je zapravo delta funkcija, i kojem matematickom okviru ona
pripada? Kao §to se moglo vidjeti u svakom od kolegija koji u nekoj mjeri obuhvaéaju teoriju diferencijal-
nih jednazbi, ovo podrucje matematike je prije svega nastalo kako bi se mogli opisati, modelirati a zatim
1 rijeSiti (ili predivdjeti) razni fizikalni procesi, odnosno zakoni. Pri tome smo Cesto navikli na odredena
pojednostavljivanja ili idealizacije stvarne situacije:

* Jako gotovo svi objekti u stvarnosti imaju volumen, zamisljamo ih kao tockaste objekte u kojima su
koncentrirani svi njihovi atributi, bilo da je rije¢ o masi, elektricnom naboju ili potencijalu, tempera-
turi itd.

* Odpvijanje fizikalnih procesa, a samim time i promjene koje se u njima dogadaju, Cesto smatramo
instantnima. Primjerice, ukoliko lopta miruje, te ju zatim u trenutku #y udarimo nogom, trajanje prije-
nos koli¢ine gibanja p smatramo beskonacno kratkim, ne uzimajuéi u obzir ipak netrivijano vrijeme
medudjelovanja noge i lopte, kako na makroskopskoj razini, tako i na samoj subatomskoj razini, te
nakon toga lopta nastavlja imati koli¢inu gibanja p.

Stoga se javila potreba za na¢inom na koji bismo takve aproksimacije mogli zapisati, ali i raCunati s njima
na nacin koji nam fizikalna opaZanja sugeriraju. Naravno, ociti nacin oznacavanja gornjih pojava bi bio:

* Karateristi¢cnom funkcijom tockastog objekta, 1, (x),
* Step funkcijom 1,5 ().

Obje ove funkcije imaju slican problem u vidu onoga S§to Zelimo posti¢i: u dosadasnjoj teoriji mjere i
izmjerivih funkcija, obje ove funkcije zapravo "ne vide" §to se dogada u klju¢nom trenutku. Naime, prva
funkcija je zapravo s.s. jednaka nuli, dok druga funkcija ima s.s. derivaciju jednaku nuli, dok u ¢ = ¢y de-
rivacija ne postoji. Dakle, za svaki tip raCuna nam prva funkcija uopée ni ne moZe ocuvati informaciju o
kolic¢ini koja se nalazi u tocki xp, dok u drugom slucaju nemamo nikakvu informaciju o tome da je nekakve
promjene u trenutku 79 uopée bilo, a kamoli kolika je. Diracova delta funkcija Ce biti rjeSenje prvog od tih
problema; objekt koji nam oznacava koncentraciju cijele mase/naboja/itd. u jednoj jedinoj tocki, ali pritom
ne naruSavajuéi neka svojstva koja posjeduju trodimenzionalni objekti. Drugi dio problema ¢ée zapravo vo-
diti na pitanje deriviranja funkcija koje nisu nuzno vise derivabilne u klasi¢cnom smislu, ¢uvajuéi informacije
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o tome gdje se pojavio skok, i koliki je on bio.

Iako je veé sugerirano da delta funkcija nece zapravo biti standardna funkcija, pogledajmo kako bismo
htjeli da ona izgleda kada bi to ipak bio slucaj. Posluzimo se opet fizikalnim primjerom tijela u prostoru u
tu svrhu. Radi jednostavnosti, neka je nase tijelo kugla oko ishodista radijusa 1 (K;) mase m > 0. U slucaju
da je kugla homogena, njena funkcija gustoce je dana s p(x) = ﬁ]l k, (x), gdje je | - | oznaka za volumen u
R3, tj. vrijedi

m= [ p(x)dx.
R3

Nas je cilj reci nesto o slucaju koji se nalazi na drugoj krajnosti; kada tijelo nije homogeno vec je cijela
masa koncentrirana u jednoj tocki (npr. ishodiStu). Za aproksimaciju tog efekta moZemo prvo uzeti niz
gustoda koje su uniformne na vrlo maloj kugli oko ishodista (K¢ ), ali tako da masa tijela i dalje ostane m.
Drugim rije¢ima, oznacimo s pg(x) = II%\ - 1k, (x). Tada ponovno imamo

m= [ pe(x)dx.
R3

Za aproksimacijske funkcije p, vrijedi

oo =0
Po(x) := lim pe(x) = {+ . 2

£—0 0, inace.

Kako je za svaki € > 0 vrijedilo [ pe = m, te uzevsi u obzir fizikalnu interpretaciju ("masa = integriranje
gustoce po volumenu"), htjeli bismo da vrijedi i

. po(x)dx = m. (3)

Naravno, iz teorije mjere i integrala znamo da ne postoji izmjeriva funkcija koja zadovoljava i (2) i (3).
Stoga vidimo da promatranje jakog limesa prethodnog niza funkcija nema smisla. Umjesto toga, promotrit
¢emo slabi limes toga niza. Drugim rijeCima, smisao naSoj "funkciji" pg, koju éemo sada oznaciti s § (za
normaliziran slu¢aj m = 1) ¢emo dati tek kada ju "testiramo" na dovoljno dobrim funkcijama. Preciznije,
Diracovu delta distribuciju ¢emo definirati kao linearan funkcional na prostoru testnih funkcija, C:°(R¢),
na sljedeéi naCin

(8,0) :=1im | pe(x)@(x)dx = lim o(x)dx = ¢(0).

-0 JRd e—0 |Ke| Ke

(a) Nekad se za djelovanje (8, @) na test funkciju @, u skladu s uvodnom pri¢om, Kkoristi i neprecizna
oznaka

o (x)@(x)dx.

R4

(b) Gornja definicija, odnosno racun, ima smisla i za funkcije ¢ koje su samo neprekidne u nuli.

(c) Primijetimo da nam ovakav objekt daje upravo ono $to nismo mogli posti¢i s obi¢nim funkcijama;
informaciju o mjeri nekog atributa u jednoj jedinoj tocki.

(d) Ukoliko uvrstimo ¢ = 1, tada bismo dobili upravo

O(x)dx=1.
R4
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(e) Delta distribucija nam da je informaciju o tome $to se dogada u ishodiStu. Ukoliko Zelimo isto napra-
viti za neki drugi a € R?, tada bismo promotrili "funkciju" 8(x — @), odnosno preciznije distribuciju
definiranu kao slabi limes funkcija x — pg(x —a) = \Tld 1k, (x — a). Koriste¢i ponovno oznaku kao u

(a) imamo za sve a € R?

6(a—x)f(x)dx = f(a),
R4
$to bismo mogli zapisati i kao 6 x f = f. Dakle, 0 moZemo smatrati kao neutralni element za operaciju
konvolucije.

Osim pitanja mjerenja vrijednosti koncentrirani u jednoj tocki, tu je i drugo pitanje koje nam je od
velike vaZnosti; pitanje moZemo li derivirati funkcije koje nisu nuZno derivabilne, odnosno moZemo li
sli¢no kao i gore dati smisao takvoj operaciji. Kao $to smo spomenuli na samom pocetku, fizikalni procesi
koje opisujemo jednadZbama ne moraju nuZno biti glatki (moZemo zamisliti kretanje tijela koje je samo
po dijelovima glatko, ili primjerice vr§enje mjerenja koje ima skokove), te nam je cilj i za takve probleme
dati pojam "rjeSenja". U nastavku ¢emo vidjeti na koji se naCin takva operacija dobiva, a zasad se moZemo
osvrnuti natrag na primjer koji smo naveli, a to je step-funkcija. Oznacimo s

1, x>0,
H(x) =
0, x<O0.

Vrijedi H'(x) = 0 za x # 0 dok u nuli derivacija ne postoji. Medutim, htjeli bismo ipak na neki nacin
pri deriviranju dobiti informaciju i kakav se pomak dogodio u tocki gubitka glatkoce. Primijenit éemo
isti pristup kao i u slucaju definiranja delta funkcije, a to je zamjena pitanjem jakog limesa slabim. Time
dolazimo do iduéeg kandidata za H’ kao distribucije:

H(x)—H(x—h) 1"

/ — T =i — = =
(H'g) =lim | TR g =lim | px)ds = 9(0) = (3.0).

Primijetimo da nam H’ u ovom smislu zaista daje informaciju koju Zelimo; pojava & u derivaciji sugerira
upravo da se u nuli dogodio skok visine 1, dok je van toga derivacija "jednaka nuli".

2.2 Osnovni primjeri

Definicija 2.1. Neka je Q C R? otvoren te Z(Q) prostor test funkcija na Q. Za linearan funkcional T :
C(Q) — C kazemo da je distribucija ukoliko je on i neprekidan s obzirom na topologiju na Z(€2). Prostor
svih distribucija na Q oznatavamo s 2'(Q).

S obzirom da nismo niti zadirali u topologiju prostora Z(€), navodimo sada karakterizacije neprekid-
nosti koje ¢e nam dati i operativan nacin provjere je li neki linearan funkcional ujedno i distribucija.

Propozicija 2.2. Za linearan funkcional T : C*(Q) — C ekvivalentno je:
(a) T je distribucija,
(b) Vrijedi

(VK € #(Q))(IC = C(K) >0, m=m(K) eN)) ¢ €Cg(Q)= [T, 9)| < C‘Igl‘gﬁ\laa(ﬂlm(m.

(¢) T je nizovno neprekidan u nuli, tj. (T, @) — 0 kad god ¢ 2.
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Nastavno na karakterizaciju pod (b) uvodimo jo§ jedan pojam. Ukoliko dani m moZemo izabrati neo-
visno o kompaktu K, kaZemo da je distribucija T reda manje ili jednako m. Najmanji takav m zovemo
redom distribucije. Ukoliko takav ne postoji, kazemo da je distribucija beskona¢nog reda.

Napomenimo i kako u (b) moZemo koristiti i ocjenu oblika

(T,o)l<C Y [0%0lli~(x).

lat|<m

To slijedi direktno iz

%@l oy < %@l ~x) <N %@L
‘g@\\ ol (K)_Mg,m\l llL=(x) < ‘g@\\ ?llL=(x)»

gdje je N broj multiindeksa o € N¢ takvih da je || < m.

Primjer 2.3. Za funkciju f € L\, (Q) definiramo funkcional na C=*(Q) s

(T, @) = /Qf(X)(p(x)dx.

Linearnost ovog preslikavanja je o¢ita. Za proizvoljan K € #(Q) i ¢ € CZ(Q) takvu da je supp ¢ C K

imamo
[ 1o
K

te vidimo da je s Ty dobro definirana jedna distribucija reda 0.

Ty, )| = < [Iflle o 1@l |L=(x),

Definicija 2.4. Za distribuciju T € 2'(Q) ¢emo reéi da je regularna ako postoji f € L}, .(Q) takva da je
T =Ty.

Od sad nadalje poistovjecujemo funkciju f € L}UC s pripadnom distribucijom Ty, te umjesto (T, @)
pisemo (f, @). Pritom nam osnovna lema varijacijskog rauna nam osigurava da je preslikavanje

Lioc(Q) 3 f = Ty € 7'(Q)
injektivno, pa prostor LllOC

varaju¢im potprostorom).

(Q) moZemo uloziti u prostor distribucija na Q (odnosno, poistovjetiti ga s odgo-

Primjer 2.5. (Diracova delta distribucija) Za xo € Q definiramo (Jy,, @) := @(xo). Zbog

(8, @) = l@(x0)| < [|@]|L=
je Oy, € 7', za sve xp € Q, te je ocito Jy, distribucija reda 0. Pokazimo da Jy, nije regularna distribucija:

Dokaz. Pretpostavimo da postoji f € LL_(Q) takva da je &, = Ty. Neka je r > 0 takav da je K (xo,2r) C Q.
Prema Zadatku 1.3, moZemo uzeti ¥ € C°(R?) takvu da je w(0) = 1 te supp ¥ C K0, r]. Stavimo y;,(x) =

¥(n(x—xp)). Tada je y € C7(Q) te je supp ¥, € Klxo, r/n]. Kako je [ f(x)yn(x)| < [[WllL=]f(0) [Ty, €
L'(Q) te fy, 22 0, primjenom LTDK-a slijedi

1= (6010 = [ 7wl 50,

Sto je kontradikcija. Dakle, takva f ne postoji, odnosno &y, nije regularna. 0

Napomena 2.6. Prethodni primjer nam pokazuje kako spomenuto ulaganje L}OC(Q) — 2'(Q) nije surjek-
tivno.

Zadatak 2.1. Jesu li sljedeéi funkcionali distribucije?
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(@) (T, ) =[e(0)],
) (T,9) =a, acC,

©) (T, ) = [ga|x|*@(x)dx, a€R.

RjeSenje: Funkcionali iz (a) i (b) nisu linearni, pa ne mogu biti distribucije.
Provjerimo za koje je & € R funkcija x — |x|* u LL .(R?). Dovoljno je provjeriti kada je |x|* integrabilna
na nekoj kugli oko 0 (dalje od 0 je rije¢ o neprekidnoj funkciji). Ra¢unamo

1

| dwdlnro, o= —d,
/ |x|adx:/ / r%do(y)dr =
K[0,1] 0 Js(o,) vl
.
dwg o7 o’ a#—d,

odakle vidimo da se funkcija nalazi u L}, (R?) ako i samo ako je a > —d.
PokaZimo za kraj da u slu¢aju a < —d zaista pripadni integral ne konvergira. Neka je w € C°(R9) takva da
je0<w <1, y=1naKk]|0,1]. Tadaje

)= [ ez [ e
R¢ K[0,1)
odakle slijedi da T nije uopcée dobro definirano, pa samim time ni distribucija. 0

Prije iduéeg primjera ¢emo pokazati jednu tehnicki korisnu lemu.

Lema 2.7. Ako ¢ € CZ(R) zadovoljava ¢(0) = 0, tada postoji funkcija y € C*(R) takva da je ¢(x) = xy(x)
za sve x € R.

Dokaz. Neka je x € R proizvoljan. Tada imamo
X y 1
o) = [ W Oay=|r=2|=x [ gaar
0 X 0

Stavljanjem y/(x) := fol ¢'(tx)dt dobivamo traZenu tvrdnju. O

Napomena 2.8. U slucaju da ¢(0) # 0, primjenjujemo prethodnu lemu na funkciju ¢ — ¢(0)9, gdje je
¥ € C(R) takva da je ¥(0) = 1; osim ovog zahtjeva, slobodni smo birati ¥ na proizvoljan nacin. U tom
slu¢aju dobivamo postojanje funkcije y € C*(R) takve da je

o(x) =@ (0)d(x) +xy(x), xeR.
1z prethodnog je
v(x) = /l(p/(tx)dt—i-(p(O)/l W (tx)dt.
Osim toga, imamo i sljedecu ocjenu na y: 0 0
W) <19l + [ |ool| @]
< (L4l ) (1@ lloo + 19 ]|)-

“)

Primjer 2.9. Glavna vrijednost }c (p.v. %)) Za ¢ € C2(R) neka je
(T, @) :=lim de.
=0 [x|>¢ X

Tvrdimo da je T distribucija reda 1.

10
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Dokaz. Neka je ¢ € C°(R) proizvoljna, te ozna¢imo s K = supp ¢. Prema prethodnoj lemi, postoji y €
CZ(R) takva da je
¢ (x) = xy(x) + ¢(0)B(x),

pri ¢emu je ¥(0) = 1. Neka je € > 0 proizvoljan. Tada je

/>6 o) dx = v (x)dx+ (p(O)/ Mdx.

X |x|>¢ lx[>e X

Sada dodatno uzmemo da je ¥ u ranijoj konstrukciji bila parna funkcija. Tada je x — 3 neparna, pa je

X
drugi integral na desnoj strani jednak O za svaki € > 0, te imamo

/ o) dx = v (x)dx.
|x|>€

X |x[>¢

Pustanjem € — O slijedi
(T,p) = lim y(x)dx = / v (x)dx.
|x|>€ K

=0t

Posebno, vidimo da je T dobro definirano preslikavanje (u smislu da gornji limes postoji). Naravno, tada je
i odito da je T linearno. Pokazimo sada i da je neprekidno na C;°(R). Koristeéi ocjenu (4) imamo

(T, @) < /I(Il//(x}\dx < K[l < [KJ(1+[18]lc0) ([[@]]eo + [[9]]co).

Iz ovoga slijedi da je T distribucija, i to reda manje ili jednako 1.

Preostaje pokazati da T nije reda 0. Da bismo to pokazali konstruirat ¢emo niz funkcija ¢iji ée nosac
biti sve bliZi nuli, kako bi odgovarajuéi integrali divergirali (Zelimo nekako iskoristiti ¢injenicu da % nije
integrabilno blizu 0). U tu svrhu promotrimo niz (¢,) C C(R) koji zadovoljava sljedece:

e 0<p, <1, neN,
* g,=1na[l 1], neN,
* ¢, =0nal5,2]° neN.

Ocito je ||@,||L> = 1 za sve n € N. S druge strane,

(T, @) = lim "’”(x)dxz/ "’”(x)dxz/ A e,
. q

£—0 |x|>€ X [2’172] X 1] X

Dakle, s jedne strane je niz ||@,||.~ ograniCen s 1, dok s druge strane niz (T, ¢,) divergira, pa o€ito ne
mozemo dobiti ogradu za djelovanje T samo pomocu vrijednosti funkcija (nultih derivacija) kao u definiciji.
O

2.3 Operacije na distribucijama

Htjeli bismo na distribucijama definirati neke osnovne operacije, prije svega deriviranje, mnoZenje funkci-
jom te translatiranje. Kao motivaciju za definicije koje slijede, pogledajmo Sto se dogada u slucaju da je
distribucija regularna.

Primjer 2.10. (1) Pretpostavimo da je f € C'(R). Posebno su tada f,f’ € LL_(R), pa je za proizvoljan
¢ eCC(R)

() = /R £ (@)@ (x)dx = — /R £ ()dx = —(f.¢).

11
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(2) Pretpostavimo da je f € LL (R) te y € C*(R). Posebno je ondai yf € L} (R). Tada je za ¢ € CZ(R)
wr.0) = [ (Nt~ | fvwe)dr=(1.v)
(3) Pretpostavimo da je f € L} (R), te a € R. O¢ito je onda i 7,f € LL .(R). Tada je za ¢ € C7(R)

(Tuf, @ /fx a) dx—/f Q(x+a)dx = (f,T_a).

Prethodni primjer nam namece prirodne definicije navedenih operacija.

Propozicija 2.11. (1) (deriviranje distribucija) Za T € 2'(Q) i o € N¢ linearan funkcional d*T na C*(Q)
definiran s

(0°T, ) := (—1)*(T,0%), @eC(Q)

je distribucija. Stovise, ako je T distribucija reda manje ili jednako m, tada je d*T distribucija reda
manje ili jednako m+ |a|.

(2) (mnoZenje distribucija C* funkcijom) Za T € 2'(Q) i y € C*(Q) linearan funkcional yT na C*(Q)
definiran s
WT,0):=({T,ve), ¢cCi(Q)
Jje distribucija.
(3) (tramslacija distribucija) Za T € 2'(RY) i a € R? linearan funkcional t,T na C>(R?) definiran s
(7T, 9) = (T,7up), ¢cCT(RY)
Jje distribucija.
Zadatak 2.2. Odredite £ u smislu distribucija, gdje je f: R — R, f(x) = |x].

RjeSenje: Racunamo po definiciji za n = 1:

(f' o) =
/ X' (x

=/w 9 (x)d —/:xw’(x)dx

/cp )dx+x@(x /(p )dx — x(p)
_ / ngn(x)(p(x)dx
= (sgn, 9).

Dakle, f' = sgn. Za n = 2 imamo:

(", 0) = =(f',0) = =(szn, @) = [° ¢/ (¥)dx— [;" ' (x)dx = 20(0) = (28, 9).
Zan > 3 onda direktno slijedi ) = 26(5"_2). O

Postupak prethodnog zadatka moZemo primijeniti i na proizvoljnu funkciju koja je klase C' do na jednu
tocku u kojoj ima prekid prve vrste.

12
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Lema 2.12. Neka sua; < ay-- < ay € R. Nekajeu € C'(R\ {ai,...,ar}), te pretpostavimo da u tockama
ai,...,ax ima prekid prve vrste. Tada vrijedi (u smislu 9'):

k
+ Z:l[u(af) —u(a;)]8,;,
=

gdje je {u} funkcija koja se podudara s klasicnom derivacijom od u na R\ {ay,...,ax} i naziva se regularni
dio derivacije u smislu distribucija funkcije u.

Dokaz. Neka je K proizvoljan kompakt u R te ¢ € C°(R) takva da je suppe C K. Stavimo ap < a; i
apv1 > ai takve da je K C ag. Tada imamo

Wogh=- [ utogwa

k  raji
=— u(x) @' (x)dx
20/ (3)9'()

a]+1 k

Z Q(x)dx— ) u(x)p(x)

J=0

k
/ W) >dx+zl[u<a;>—u<a;>] 0(a))
J:

aj+1

aj

O
Zadatak 2.3. Odredite distribucijsku derivaciju funkcije
X, x<0
f(x)={sinx, 0<x<m
x2, X>T.
Rjesenje:
' ={f}+(0-0)8+ (7> —0)8; = {f} + 7°&s,
gdje je
1, x<0
{f}(x)=<qcosx, O0<x<m
2x, x> T
O

Zadatak 2.4. (a) Pokazite: 7,0, = 0,15, a,b € R.
(b) Pokazitedajes T : =Y, ., Oy, a > 0 dobro definirana jedna distribucija s periodom a (tj., 7,7 =T).
(c) Pokazite dajes (T, @) := Y=, ¢ (n) dobro definirana jedna distribucija te joj odredite red.
RjeSenje:
(a) Za proizvoljan ¢ € C°(R) imamo

(a0, @) = (8, T-a) = (1) (D) = @(b— (=) = (But, P)-

13
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(b)

(©)

Neka je K proizvoljan kompakt u R. Tada postoji N € N takav da je K C [—~Na,Na]. Uzmimo
¢ € C(R) takvu da je supp ¢ C K. Tada imamo ocjenu

N
(T,0)| < Y |o(na)l < (2N +1)[|@]|i=)-

n=—N
Dakle, T je dobro definirano, linearno, te je iz gornjeg distribucija reda 0. Takoder, uz oznake kao
prije,

N—1 N
(tuT, ) = (T, T_a0) = 7§71<p(n(a+ 1) = ;N¢(na) = (T, 9).

Neka je K proizvoljan kompakt u R. Tada postoji N € N takav da je K C [-N,N|. Uzmimo ¢ € C°(R)
takvu da je supp ¢ C K. Tada imamo ocjenu

N
(T,0)| < Y o™ (n)] < (N + 1)II§1<aA>;H<P(">||Lw(K)-
n=0 =

Dakle, T je dobro definirano, linearno, te iz gornjeg distribucija. PokaZimo da je beskona¢nog reda.

Za to nam je dovoljno pokazati da je 5(§") distribucija reda n. Naime, lagano je za vidjeti da translacija
distribucije ne mijenja njen red, pa uzimanjem ¢ € C°(R) takve da je supp@ = [n — 1,n+ 3] gornja
5(")

distribucija se svodi upravo na 7,0, *.

Jasno je da je 5&") distribucija reda manje ili jednako n. Da bi pokazali da nije reda manjeg od n
konstruirat ¢emo familiju funkcija @ takvih da (8", @) teZi u beskonagnost brze nego rilax| lo®||
<n

kako ¢ tezi k nuli (slicno kao i u primjeru 1.1.11., Zelimo pokazati da ne moZemo ogranicCiti djelovanje
distribucije pomocu derivacija niZeg reda). Neka je ¢ € C;” takva da je o (0)=1tesuppo =[—1,1]
(primjer jedne takve funkcije bi bila x"®(x), gdje je ¥ € C*(R) takva da je #(0) = &). Za e >0

definiramo :
Pe(x) =9 <§> .

Uocimo kako je tada (pén) (0) = & "isupp @: = [—&,€|. Dodatno, za x € supp @¢ i k < n vrijedi ocjena
_ X _
(6%, @) =7 |0 (2)| < e ¥l1p%) 1.

Kada bi 8 bila reda manjeg od n, recimo m, tada bi postojao C > 0 takav da je za sve € > 0

—n n k —m
e = (8", ¢e)| < Cmaxlgr”1. < Ce~"max| 9]

odnosno
€™ < Cmax| |(p(k) l|L..-
k<m

Pustanjem € — 0, zbog toga Sto je m < n, lijeva strana teZi prema beskonacno, dok je desna strana
konstantna, $to nas navodi na kontradikciju.

O

Zadatak 2.5. Za funkciju g € C(RY) pokazite da je g&, = g(a)d,.

Rjesenje:

(864, @) = (0u,89) = (89)(a) = g(a)p(a) = (g(a) B4, @)
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Zadatak 2.6. Pokazite da vrijedi x - p.v.% =1
Rjesenje: Za ¢ € C°(R) imamo

<x-p.vé,(p>:<p.vé,x(p>: lim X(px(x)dx:/R(p(x)dx:(l,(p).

£—0F lx|>€

O
Zadatak 2.7. Pokazite da je funkcija f(x) = In|x| € LL_(R) te odredite njenu distribucijsku derivaciju.
RjeSenje: Zbog parnosti funkcije f, dovoljno je pokazati da je fol Inxdx < oo, Ratunamo:
! PI 1 !
/ Inxdx = xInx —/ dx=—€lne—-1+¢€— —1
€ € €
zbog limg_,€Ine = 0. Dakle, In|x| € L} (R). Odredimo jos (In|-|)’. Neka je ¢ € C°(R). Imamo
(n]-'.9) = ~(n|-1.¢") = [ nklg'(x)dx
= —lim In |x| @’ (x)dx
e—0 x| >€
_8 (e}
= —1lim [/ ln(—x)(p’(x)dx+/ lnx(p’(x)dx}
£—0 oo €
2L fim [ 20 et () — p(—€)) 1ns}
e—0 [x|>€ X
1 .
= (pv.—, @) +1lim(¢(e) — p(—¢))Ine.
X e—=0
Kao i ranije, koristeéi teorem srednje vrijednosti, imamo ocjenu
|(¢(e) — ¢(—¢)) Ing| < 2¢|Ine|||¢'[|1~,
odakle uzimanjem limesa € — 0 kona¢no dobivamo
In|-|"=pv.—.
X
O

2.4 Konvergencija distribucija

Na prostoru distribucija gledamo slabo-* topologiju. Posebno, za niz distribucija (7,,), re¢i éemo da konver-
girak T ako:

(Vo e C2(Q) (T, 0) — (T, 9).
U tom slucaju piSemo T, ﬂ T.

Primjer 2.13. Neka je u, niz u C(Q) te u € C(Q) takva da u, — u. Tada u, .
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Dokaz. Uzmimo ¢ € C°(€2). Imamo

0= (1) | = | [ wn()p(was— [ u(x)p(r)a
/\un — u(x)||p(x)]dx
< |supp @|-[|@|L= - |[utn — w1 =(suppp) — O-
OJ

Primjer 2.14. Neka su u, i u funkcije iz L?(Q), p € [1,9], za sve n € N, te pretpostavimo da vrijedi u, e

_@/
Tada u,, — u.

Dokaz. Uzmimo ¢ € C°(2). Imamo

(9) = 0.0} = | [ wn(ho)dx— [ ux)p(r)a

/un — () |9 ) dx

Holder
< lun —ulleell@l|y — 0.

O]

Iz prethodnih primjera vidimo kako konvergencija u veéini poznatih prostora (prostori C¥, k € Ny, od-
nosno L?, p € [1,00]) povladi konvergenciju u prostoru distribucija (drugim rije¢ima, konvergencija u 2’ je
slabija od navedenih). Sada éemo pokazati da je ta konvergencija strogo slabija.

Primjer 2.15. Definiramo niz funkcija u,(x) := sin(nx). Kako je rije¢ o nizu neprekidnih funkcija, on je
posebno sadrZan u L}OC (R). Prema tome, u, definira niz distribucija. Pokazimo da vrijedi u, ﬂ 0, ali da

ista konvergencija ne vrijedi u nijednom od navedenih prostora.

Dokaz. Za ¢ € CZ(R) imamo
(Un, ) = / sin(nx) @ (x)dx Ig‘/ cos(nx) (P/(X)deT—DI><O.
R R

n

S druge strane, za p € [1,0), funkcije u, se uopée ne nalaze u L?(RR), pa je jasno da ne mogu ni konvergirati
k 0 u tom prostoru. U sluc¢aju p = oo i C(R) ne konvergiraju k 0 zbog ||u,||r> =1 zasve n € N. O

Zadatak 2.8. Dokazite da vrijedi p, —> .

Rjesenje:
(001 9 = | [pu00(01as 000
_ ‘ [ puwowas— [ puwg)ax
< / 1Pa()]|0(x) — 0(0)]dx
d
<|pll=-n /K /90— o 0)ax

— ol|p|l1- f 10(x) — 9(0)]dx —» 0.
K[0,1]
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O

Napomena 2.16. Deriviranje distribucija je (nizovno) neprekidno preslikavanje na &’. Zaista, ako je (T,)
niz distribucija te T takva da vrijedi 7, Z, T, tada za sve o € Ng imamo:

(09T, ) = (1) (T, 0%0) — (—1)1*(T,0%@) = (3°T ).
Zadatak 2.9. Odredite limes u prostoru 2'(R) niza f,(x) = ;2

RjeSenje: Primijetimo prvo kako je f, = g/, gdje je g,(x) = arctgnx. Odredimo stoga lim, g, u 2. Neka
je K kompakt u R te ¢ € Cg(R). Za niz g, imamo

* g — Fsgnss. uk,
* [gnl < § €LY(K),

pa primjenom LTDK-a slijedi

li,gn<gn,¢>>=li,gn/Kgn<p=/K<§sgn)<P=<§Sgn,¢>-

Konac¢no, zbog neprekidnosti deriviranja u 2’, imamo

T
lim f, = limg; = (limg,,)’ = —(sgn)’ =7d.
n n n 2

2.5 Nosac¢ distribucije, jednadZzbe u 2’

Definicija 2.17. Kazemo da je distribucija T € 2’(R?) nula na otvorenom skupu Q C R¢ ako vrijedi
(Vo €CZ(RY)) suppp C Q= (T, ) =0.
Nosac distribucije 7 tada definiramo kao komplement najveceg otvorenog skupa na kojem je 7 nula.

Zadatak 2.10. Ako je T € 2'(R) nula na otvorenim skupovima € i Q,, pokaZite da je T nula na Q; U€,.

Rjesenje: Uzmimo proizvoljnu ¢ € CZ(Q UQ,), te ozna¢imo s K = supp ¢. Koristeci particiju jedinice,
nalazimo funkcije y; € C°(Q)) te vy € C(Q;,) takve da je y; + y» = 1 na K. Stoga je

(T,0) =(T,(y1 +v2) @) = (T, y190) + (T, y29¢) = 0,

jer je supp(y1¢) C Qi te supp(ya @) C Q. 0

Teorem 2.18. T € 2'(R) zadovoljava T' = 0 ako i samo ako je T konstanta, tj.

(T.9) =C /R p)dx, ¢ C(R).

Zadatak 2.11. U 2'(R) rijesite jednadZbu
xT =0.
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RjeSenje: Neka je ¢ € C°(R) proizvoljna. Koristimo lemu 2.7; neka je y € C*(R) takva da vrijedi

¢(x) = @(0)¥(x) +xy(x).
Djelovanjem T na ¢ dobivamo

1.2.3.

(T, 0) = (T, 0(0)8 +xy) & @(0)(T,9) + (T,xy) =" 9(0)(T, 8) + (xT, ).

Uvr$tavanjem x7" = 0 dobivamo kona¢no

(T, @) = (T,9)9(0),
iz Cega Citamo
=(T,9)8 = Céy,

gdje je C konstanta koja ne ovisi o ¢. Dakle, da bi T € 2'(R) zadovoljavala xT = 0 nuZno je da je T oblika
kao gore. Pokazimo da je to i dovoljan uvjet. Neka je ¢ € C°(R), te pretpostavimo da je T = Cdy, za neku
konstantu C. Imamo

(xT, @) = (T,xp) = C(&,xp) =C-(0-¢(0)) = 0.

Promatrimo sada jednadzbe oblika
fT=U, feC*(R),Uc2'R).

Jednadzbu iz prethodnog zadatka moZemo nazvati homogenom (desna strana je distribucija pridruZena kons-
tantnoj funkciji 0). U opcenitom slu¢aju moZemo postupiti na slican nacin kao i u ODJ-u: prvo rijeSimo
homogenu jednadZbu

fTu=0

a zatim pronademo jedno partikularno rjeSenje 7p,
fIp=U
Konacan skup rjesenja gornje jednadzbe je tada dan s T = Ty + Tp.

Zadatak 2.12. U 2'(R) rijesite jednadZzbu
xT = 0.

RjeSenje: Postupamo na isti nacin kao u proslom zadatku:

(T, 0) = o(0)(T, ) +(bo, ¥)
(0T, 9)+
(O)(T, ) +

=¢ v(0 )

= 0(0)(T, )+ ¢'(0) — 9(0)¥'(0)
= ((T,9) — 9(0))p(0) + ¢'(0)
=C-9(0)+¢'(0)

= (C8 — &, 9).

Dakle, nuZan uvjet na T je da je to distribucija oblika

T =Cé — &,
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gdje je C neka konstanta. Provjerimo da je to i dovoljan uvjet, tj. da je za svaku konstantu C distribucija
gornjeg oblika rjeSenje jednadZzbe xT = &y:

(x(C8 — &), 9) = (C — &, x¢)
=0+ (o, (x¢)")
= (8, 9) + (S0, x¢")
=¢(0)+0
= (%, 9)-
Alternativno, s obzirom da iz prethodnog zadatka ve¢ znamo rjeSenje homogene jednadzbe, mogli smo

samo pogoditi jedno partikularno rjeSenje. Jedan nacin na koji moZemo doci do partikularnog rjesenja je
sljedeéi: znamo da vrijedi

x6 =0,
pa nakon deriviranja dobijemo
x8)+8 =0,
odnosno
x(—8) = dp.
O
Zadatak 2.13. U 2'(R) rijesite jednadZbu
xT =1.

Rjesenje: RjeSenje homogene jednadzbe smo ve¢ odredili, to je Ty = Cdy. Prema zadatku 1.2.11., jedno
partikularno rjeSenje je p.v.%. Dakle, skup svih rjeSenja gornje jednadzbe je dan s

1
T=Cé+pv.—, CeC.
X

O

Napomena 2.19. Prije sljedeéeg zadatka, promotrimo sljedecu situaciju: neka je f € C*(R) takva da je i
} € C(R), te pretpostavimo da T zadovoljava jednadzbu fT = U, gdje je U € Z'(R). Tada vrijedi sljedeée:

1 1 1 1
(T,p) = <T,(f?)q)> = <fTa?‘P>- = <U7?€0> = <?U7(P>7

odnosno, zaklju¢ujemo da je

1
T=-U.
f

Drugim rije¢ima, jednadzbe u 2'(R) moZemo "mnoziti" C* funkcijama koje nisu nigdje O (polinomi bez
realnih nultocaka ¢e biti Cesti primjer).

Zadatak 2.14. U 2'(R) rijesite jednadzbu
(1+x*)(1 =x)T =0.

RjeSenje: Koriste¢i napomenu prije zadatka, jednadZbu mnoZimo s ﬁ € C*(R), te dolazimo do ekviva-
lentnog problema
(1—x*)T =0.
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Ozna¢imo s V := (1 —x)T. Gornju jednadzbu tada mozemo zapisati kao
(1+x)V =0.
Rjesavamo sada ovaj problem.

(I+x)V=0 <=

T_1(x)V =0 <

T_1(x(11V)) =0 <~
x(tV)=0.

Prema zadatku 1.4.5., slijedi da je
71V = C150, C e C,

odnosno
V= ’L'_1(C150) :C15_1, C,eC.

Preostaje rijesiti jednadZbu
(1-x)T=V.

Imamo

T (x)T = -V —
T (x(721T)) = -V =
x(tT)=-1,V =
x(t1T)=C16-2

Ponovno, zbog zadatka 1.4.5., znamo da su sva homogena rjeSenja posljednje jednadZbe dana s
1Ty = Gy,

odnosno
Ty =1 (C25()) = C251.

Preostaje pogoditi jedno partikularno rjeSenje. S obzirom da je supp(C;90_,) = {—2}, vidimo da mora biti i
supp(x(t_17p)) = {—2}, pa onda i supp(7_17p) = {—2}, odnosno supp 7p = {—1}. Rezultat s predavanja
nam tada kaZe da Tp mora biti linearna kombinacija derivacija Diracovih delta funkcija u 2. Vidimo da ve¢
zaTp = —%5,1 dobivamo trazeno partikularno rjeSenje, pa su sva rjeSenja pocetne jednadzbe dana s

C
T=Ty+Tp=Cr8 — 716,1 =381+ G8,, Cb,CseC.

Zadatak 2.15. U 2'(R) rijesite jednadZbu
TI/ _ 50

Rjesenje: Kako je supp & = {0}, to mora biti i supp7” = {0}. Posebno, 7" je nula na otvorenim skupo-
vima (—o0,0) i (0,0), §to zbog teorema 1.4.5. povlaci da je

TI: C], na(—oo,0>
Cy, na (0,00)
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Zapravo, T' je obi¢na funkcija (i to po dijelovima konstantna). S obzirom da se sada radi o obi¢noj funkciji,
lako zaklju¢ujemo da je onda

Cix+Dy, x<0
T(x) =
Cox+Dp, x>0

Nadalje, kako je T" = &, po lemi 1.2.6. zakljuCujemo da je
T'(0+)-T'(0-) =1,

odnosno
C,=C;+1.

Kona¢no, zbog toga $to se u distribucijskoj derivaciji ne pojavljuje & (u protivnom bi u 7" imali ¢lan s &),
zakljuujemo da 7" mora biti neprekidna funkcija, §to nas navodi na

Dy =D,.
Dakle, sva rjeSenja gornje jednadZbe su dana s

Cx+D 0
U)z{'ﬁ_’ a C,DeR.

(C+1)x+D, x>0’

Zadatak 2.16. U 2'(R) rijesite sljedece jednadzbe:

a) xT' =0,
b) x*T = &,
c) xT' = &.

Napomena 2.20. Jednadzba 7' = U, U € 2'(R) ima rjeSenje u 2'(R) i dano je s
T=F+C,
gdje je C proizvoljna konstanta, a F € 2'(R) takva da vrijedi
F'=U.

Dakle, dovoljno je naéi jedno rjesenje gornje jednadZzbe, ostala se tada razlikuju do na konstantu. Kao i u
slucaju realnih funkcija, to je posljedica teorema 1.4.5.

Napomena 2.21. Prethodni zadatak smo mogli rijeSiti i pomoéu Napomene. Znamo da je jedno rjesenje
jednadzbe
U' =&
Heavysideova funkcija H. Ukoliko imamo 7" = &, tada slijedi
T'"=H+C, CelR

Ponovno, jednostavno vidimo da je jedno rjesenje ove distribucijske jednadzbe dano (funkcijom)

Cx, x<0
T(x) =
(C+1)x, x>0

Dakle, i na ovaj nacin, dodavanjem svih mogucih konstanti D € R, dolazimo do istog oblika rjeSenja kao i
ranije.
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3 Fourierova analiza

U poglavlju koje slijedi ée domena funkcija koje promatramo uvijek biti cijeli prostor R¢ (eventualno ée se
napomenuti o kojoj se dimenziji radi, ako je to potrebno), stoga ¢emo koristiti kraci zapis za odgovarajuce
funkcijske prostore (L” umjesto L”(R4), C umjesto C*(R?) i sli¢no).

3.1 Fourierova transformacija

Za f € L! definiramo Fourierovu transformaciju funkcije f s
FFE)=F(&) = [ flx)e ™ ¥dx.
R4

Zbog toga §to je f € L! gornji integral ima smisla, te vrijedi ocjena

1l < NI£111

pa zapravo imamo da je preslikavanje .% : L' — L™ ogranien linearan operator norme manje ili jednake 1
(kasnije ¢emo pokazati na primjeru da se gornja jednakost postiZe, StoviSe, da operator .% ima fiksnu tocku).
Vrijedi i nesto vise: kao jednostavna posljedica teorema o dominiranoj konvergencije slijedi da je Fourierova
transformacija L' funkcije neprekidna funkcija, i jo§ dodatno, da je to neprekidna funkcija koja trne u
beskonacnosti, odnosno element prostora Cy. Preciznije, Cy je prostor svih neprekidnih funkcija f koje
zadovoljavaju sljedeéi uvjet:

(Ve >0)(IM >0) |x|>M=|f(x)] <e.
Ove rezultate rezimiramo u sljedecem teoremu.
Teorem 3.1 (Riemann-Lebesgueova lema). Preslikavanje .7 je ogranicen linearan operator s L' u Cy.

Primjer 3.2. Odredimo Fourierovu transformaciju elementarne funkcije, f(x) = 1, (x).

F(E) = /R 1y () 2755

b .
_ / e—27rz<§xdx

1 b
_ eZm&x

2mié
efzmga _ efzm‘éb

2mié

a

Gornja formula naizgled nema smisla za & = 0, medutim, znamo da je za L! funkcije njena Fourierova
transformacija neprekidna funkcija pa je gornji izraz smislen i za & = 0 na limesu, gdje se dobije da je

N

f(0) = b —a, $to bi se dobilo i da se na pocetku uvrstilo & = 0 u integralu.

Napomena 3.3. Primijetimo kako ve¢ za ogranicenu funkciju s kompaktnim nosacem, kao Sto je f iz pret-
hodnog zadatka, Fourierova transformacija neée vise imati kompaktan nosa¢. Stovise, f ne mora biti ni
integrabilna. Zaista, stavimo a = é,b = é da bi dobili

A sin&

f&) ="
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Sada je

/°° sinzwé d§:2/°° sinzwé i

| @S T 0 ¢
; smn’é i
2 & 1

>7'L'ng’n . 1|sin7r§|d§

4 =1
el =

n=1
odnosno f ¢ L!.
Sada éemo navesti nekoliko osnovnih svojstava Fourierove transformacije.

Propozicija 3.4. Pretpostavimo da su f,g € L'. Tada vrijedi:
a) (f)(§) =e MV f (&) i tq(f) = (™M f).
b) Akoje x*f € L' za |a| < k, onda je f € C* i vrijedi

9% f = [(—2mix)* ]
¢) Akoje f € CK 9%f € L' za |a| <kid“f € Cy za sve |at| < k— 1, onda je
(07f)(§) = 2mi&)*F(£).
d) (f(@)(§) =l (§). ack.
e) [fe=[r8

PokaZimo sada kako izgleda Fourierova transformacija jedne bitne klase funkcija, tzv. Gaussijana.

Zadatak 3.1. Stavimo f(x) = e’ gdje je a > 0. Tada je £(&) = (%)
RjeSenje: PokaZimo prvo tvrdnjuzad = 11ia = 1. Kako je
flx)= —2xe_x2,
koristeéi propoziciju 3.1.4.b), ¢) dobivamo
(F) (&) = (—2mixe ™ )/(&) = mi( £ (&) = mi(2mi&) (£) = —27E F (§).

Rjesavanjem ove diferencijalne jednadzbe dobivamo da je

N

f§)=ce ™,

za neku konstantu C. Preostaje jo§ odrediti tu konstantu, §to ¢inimo uvrStavanjem & = 0, te koriStenjem

poznatog identiteta
2
/ e dx=/m.
R

U slucaju opéenitog a > 0 koristimo propoziciju 2.1.4 d):
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Kona¢no, za visedimenzionalni slu¢aj koristimo Fubinijev teorem te &injenicu da je |x|> = Y, |x;|*:
o P
f& =11 / e Te M i,
—1J/R
2£2
d rm\s 74
TI(E)
Lt \a
d
2

O

Stavljanjem a = 7 u funkciji iz prethodne propozicije dolazimo do primjera funkcije za koju vrijedi
f = f. Posebno, to pokazuje da je Fourierova transformacija zaista operator norme 1.

Zadatak 3.2. Odredite Fourierovu transformaciju funkcije f(x) = ek, gdje je a € C takav da je Re(a) >
0.

Rjesenje: Na skupu Q = {a € C:Re(a) > 0} promatramo funkciju
a— / Al g2l x gy
R

Ta je funkcija holomorfna na tom skupu. Kako iz prethodnog zadatka znamo da je za a € (0,00) C Q ova
funkcija jednaka
d
<7r) 2 R

Z) e,

a
Sto je takoder holomorfna funkcija na skupu €, to te dvije funkcije moraju biti jednake i na ¢itavom £, pa
je Fourierova transformacija funkcije f dana s

d
2 darg(a)  m2|E2

_jdagla)

e 2 e a

Zadatak 3.3. Pretpostavimo da je f € L! (ne)parna funkcija. Tada je i ftakoder (ne)parna.

RjeSenje: Pretpostavimo da je f neparna funkcija (drugi slucaj ide analogno). Tada iz obi¢ne zamjene
varijabli imamo

~ ~

f(=8)= /R @ dx = | fey)e ™o dy == | f(1)e ™o dy = —f(S).

1

Zadatak 3.4. Izracunajte Fourierovu transformaciju funkcije f(x) = ol

gdje jea > 0.

Rjesenje: Kako je f € L!, njenu Fourierovu transformaciju ra¢unamo po definiciji:
. 67271:1'5)( oo 672m'§x
7(8) /Raz—i—xz * /m (x+ia)(x—ia) *
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Promatramo prvo slu¢aj & < 0 kako bi mogli primijeniti Jordanovu lemu na podintegralnu funkciju (prisjetite
se tehnike racunanja integrala realne funkcije iz kompleksne analize). Tako dobivamo

R —2mikz —2miéz
7(&) = 27ri-res<€2+2,ia> — 27i lim ((z—ia) £ > — T ot
Z

a ia az+ 72 a

Kako je f parna funkcija, za odredivanje vrijednosti f (&) za & > 0 koristimo pretohdni zadatak. Tako
dobivamo dajeza & >0

N

F(&) = f(—&) = Zeamat,

a
Kona¢no, mozemo zapisati

@) =2l geRr

a
]

Zadatak 3.5. Neka je a € C takav da je Re(a) > 0. IzraCunajte Fourierovu transformaciju sljede¢ih funkcija:
a) fix) =e “H(x),

b) f2(x) = e“H(—x),

¢) f3(x) = Fe “H(x),

d) fa(x) = 5™ H(—x),

&) fs(x) =e ",

0 folx) = sgn(x)e,

gdje je H Heavisideova funkcija.

RjeSenje:

a)

_ —2miéx —ax _ —Qril+a)x 5, —Q2rif+a)x| _
h1(8) / e e T Hx)dx /0 ¢ D= rE T a o 2miE+a’

—oo

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili ¢injenicu da je

lim e~ QFiS+a)x _ Jim ¢~ (2#i&+im(a))x ,—Re(a)x _ 0,
X—yoo X—yo0

zbog toga Sto je prvi faktor uvijek modula 1, dok drugi zbog Re (a) > 0 teZi k 0.

b) Primijetimo kako je f> = f}, pa je stoga

¢) Primijetimo kako fz mozemo zapisati pomocu f; kao

, 1 N
f3(0) = (~2mi)* i (x) 5 (~27) -
Sada mozemo lakSe primijeniti propoziciju 3.1.4 b):

1
(a+2mi& )kt

N

7(8) = i (-2m) i) =
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d) Sli¢no kao ranije, primijetimo kako je £, = (—1)kf3, pa je

Fo&) = (~D4(=8) = ~ e

e) Primijetimo kako je f5 = f1 + f> s.s. Stoga je

A A A 2
f5(€) :fl(é) +f2(§) = a2+46;.2§2'
f) Primijetimo kako je fs = f1 — f2, pa je onda
A 4mi&
fﬁ(g) = _a2+4;2§2'

3.2 Inverzna Fourierova transformacija
Sliéno kao ranije, za f € L! definiramo preslikavanje

v

&)= [ fxemsdx,
R4

Analogno kao i u slucaju Fourierove transformacije, vidimo da je ovo preslikavanje ogranicen linearan
operator s L' u Cy. Sljedeéi rezultat nam daje vezu izmedu preslikavanja f — fi f— f.

Teorem 3.5. Pretpostavimo da je f € L' takva da je i njena Fourierova transformacija f € L'. Tada postoji
neprekidna funkcija fy takva da vrijedi:

a) f=fos.s,
b) (f)=()V=fo

Posebno, za neprekidnu funkciju f koja zadovoljava uvjete teorema 2.2.1. vrijedi

~

Jx) =Fx) = f(=x), xeR"
Navedimo joS§ jednu jednostavnu posljedicu prethodnog teorema.
Korolar 3.6. Ako je f € L' takva daje f =0, tada je i f =0 s.s.
Napomena 3.7. Prethodni korolar nam takoder govori kako je Fourierova transformacija injektivan operator.

Primjer 3.8. Sada ¢emo vidjeti kako mozemo prethodne rezultate primijeniti na funkcije iz zadatka 3.1.9.

a) Funkcija f; ne zadovoljava uvjete teorema; naime, njena Fourierova transformacija f; (&)= m nije
ul! jerjeza|E| > %
1

a+2mi&

1 1
> >
 lal+2m|8] T 27|G]

¢ L.

Stoga zasad nemamo nacin kako bismo izracunali njenu inverznu Fourierovu transformaciju i $to bi ona
uopce trebala biti.

b) Isti zakljucak kao u a).
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¢) Funkcija fg(é) = W jeuL! za sve k € N, pa moZemo primijeniti teorem:

~
N

@) = (=) = (=1 fa(x).
d) Isto kaoiu b) dolazimo do A
fax) = (=1} f3(x).

e) Fourierova transformacija funkcije f5 je u L', pa primjenom teorema dobivamo

F5(0) = fs(=x) = f5(x).

f) Fourierova transformacija funkcije fs se ne nalazi u L'; sli¢no kao u a), za |£| > % je

—4mi&
a*+4m2E?

4r|E]| 1 1
> > ¢L'.
|a]> +4x2|E|* ~ m|€]

Stoga ni za fy ne moZemo u ovom trenutku izraCunati inverznu Fourierovu transformaciju.

3.3 Schwartzov prostor

Veé smo vidjeli kako je za prou¢avanje svojstava Fourierove transformacije L' nezahvalan prostor; esto su
potrebne dodatne tehnicke pretpostavke kako bi se odredeni rezultati mogli dokazati. Takoder, slika prostora
L! pri tom preslikavanju je, kako smo vidjeli, (strogi) potprostor prostora Cy, a funkcije koje dobijemo u
slici ne moraju vise uopce biti integrabilne (odnosno, gube svojstva koja su imala njihovi originali). Takoder,
htjeli bismo dati smisao i Fourierovoj transformaciji nekih objekata koji nisu nuzno u L!; primjerice preostali
L? prostori, a u konac¢nici ¢emo reci i $to bi bila Fourierova transformacija (temperirane) distribucije. Stoga
u ovom trenutku uvodimo novi prostor funkcija na kojem ¢emo imati daleko bolja, i lakSe dostiZna svojstva,
a zatim ¢emo definiciju prosiriti gdje je to moguce koristeéi standardne tehnike funkcionalne analize.

Definicija 3.9. Za funkciju f € C* definiramo sljedeée dvije familije polunormi:
||f||0¢,ﬁ = ||xaaﬁf||Lma aaB € Ng>

= , keNp.
I1£1]& ‘alfg";kaHa,ﬁ 0

Prostor svih C* funkcija f takvih da je || f|[x < oo za sve k € Ny zovemo Schwartzov prostor te oznacavamo
s ..

Drugim rije¢ima, .% je prostor svih C* funkcija Cija svaka derivacija u beskonacnosti trne brze od
svakog polinoma. Primjere takvih funkcija nije teSko naci; primjerice, sve funkcije oblika x%eh o e Ng
se nalaze u .. Takoder, ocito je da vrijedii C;” C ..

Sada ¢emo navesti nekoliko rezultata o Schwartzovom prostoru.

Propozicija 3.10. Schwartzov prostor . uz topologiju definiranu (prebrojivom) familijom polunormi {|| -
||k }ken, je Fréchetov prostor.

Prostor . je metrizabilan, §to posebno znaci da su nizovi dovoljni za opis svih topoloskih svojstava
7 (posebno, pitanja konvergencije i neprekidnosti nekakvih preslikavanja). Podsjetimo jos kako izgleda
konvergencija u .
Niz (fn)n u.? konvergirak f € .7 ako

(VkeNo) ||fu —fllk — 0,

odnosno
(Vor,B €NG)  |1fn— fllap — O
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Zadatak 3.6. Neka je (¢,), niz u C° takav da konvergira prema ¢ u topologiji prostora C°. Tada taj niz
konvergira prema ¢ iu ..

Propozicija 3.11. C7 je gusto u ..

Napomena 3.12. Ovdje je zgodno spomenuti i kako izgleda standardna aproksimacija funkcije iz . test
funkcijama. Neka je f € ., te neka je ¥ € C° takva da je ¢(0) = 1. Tada vrijedi

: 54
o(>)r 7.
n
Propozicija 3.13. Neka je f € .. Tada vrijedi sljedece:
a) (Va e Ng) d%f € .Z, te je deriviranje neprekidno preslikavanje na .,

b) Yy € 0) yf €. .7, te je to mnoZenje neprekidno preslikavanje na .,

c) feLP pe|l,e]. Za p € [1,00) imamo i vise: kako vrijedi CZ C . C LP te kako otprije znamo da je
C> gustou LP, to je onda i .7 gusto u L, za gornje p-ove.

Sljedece navodimo jednu korisnu karakterizaciju prostora .% .
Propozicija 3.14. Neka je f € C”. Tada je ekvivalentno:
a) ||x*3P f||L= < oo za sve &, B € N,
b) ||0P (x*f)||L= < oo za sve a, B € NE,
) ||(1+|x[)¥P f||L= < o0 za sve N € Ny, B € NE,
d) [|(1+|x[*) 208 f||1= < eo za sve N € No, B € N¢.

Dokaz. Ekvivalencija a) i b) slijedi jednostavno iz &injenice da je svaki od 98 (x*f) linearna kombinacija
izraza oblika x79° f 1 obrnuto (Leibnizovo pravilo). PokaZimo sada ekvivalenciju a) i ¢). OCito za svaki x
vrijedi [x%| < |x|l*l < (14 |x])!*], pa imamo da c) povlai a). S druge strane, Z?lzl x|V je strogo pozitivno
za sve x na jedini¢noj sferi, pa taj izraz poprima svoj pozitivni minimum M tamo. Tada za proizvoljni x, s
obzirom da je IXTI na jedini¢noj sferi (0 je trivijalan slucaj) vrijedi

d
Y iV > Mx|Y,
=1
pa imamo
(14 )Y <2N<1+|x|N><2N<1+ Z|ﬂ\)< Y
IBI<N

$to daje i drugu implikaciju.
Konacno, ekvivalencija familije polunormi u d) s preostalima slijedi lagano iz

%] < 2@ < (14 x2) %,

odnosno N
1+ N7 < 1+ <C ma .
( x[7)2 < ( \x\ ) \a\<2)‘(N’x ‘
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U prethodnoj propozicji smo zapravo pokazali da su familije polunormi iz naSe definicije ekvivalentne
familiji polunormi iz c), odnosno d) dijela propozicije; podsje¢amo, za dvije familije polunormi (pgy)gea i
(9p)pep na vektorskom prostoru V kazemo da su ekvivalentne ako vrijedi:

m

(Va€A)(3B1,....Bn€B,C>0) pulx) SCZqﬁ(x), xeV,

i=1

(VBeB)(ou,...,000, €A, C>0) qp(x) SCan(x), xev,

i=1
Posebno, one generiraju i istu topologiju na prostoru .#, te ¢emo mi ponekad radi prakti¢nosti koristiti i te
norme, uz oznaku || - ||y g
Takoder, moZemo definirati i familiju normi analognu onoj iz definicije 2.3.1: za f € . i k € Ny stavimo

Flle = max il

Ove norme ponovno generiraju istu topologiju na .7

Kao §to smo ve¢ najavili, Schwartzov prostor ¢e nam biti pogodan zbog dobrog ponaSanja Fourierove
transformacije na njemu. Preciznije, imamo idudi rezultat.

Teorem 3.15. Fourierova transformacija je izomorfizam prostora . na samog sebe.

3.4 Fourierova transformacija na L’

Teorem 3.16 (Plancherel). Fourierova transformacija definirana integralom na . C L' se na jedinstven
nacin moZe prosiriti s . do unitarnog operatora na L? i vrijedi Parsevalova formula

(f.&)=1(f.8), fegel’

v . (o] < 2
Zadatak 3.7. Izraunajte [ (32)7dx.

—oo

RjeSenje: Primijetimo prvo da je % € L?; na [—1,1] je funkcija ograniena zbog neprekidnosti i &injenice

da je lim,_,o % =1, dok zbog ‘%} < ﬁ je kvadratno integrabilna na [— 1, 1]¢. Primjenom Plancherelovog

teorema slijedi

/Z <SIEX)2 o /Z <<STX>A(§)>2”Z§ - /Z 7oAy, 4 (8)ad = .

3.5 Temperirane distribucije

Definicija 3.17. Za neprekidan linearan funkcional 7 : . — F kaZemo da je temperirana distribucija.
Drugim rijeCima, T je temperirana distribucija ako postoje konstanta C > 01 k € Ny takvi da vrijedi

(T, )| <Cllollk, @€~

Ekvivalentno, T je temperirana distribucija ako postoje .1, . .., @y, Bi,...,Bn 1 C > 0 takvi da vrijedi

(o) <CY lollap, @€

i=1

Prostor svih temperiranih distribucija oznacavamo s .7
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Primjer 3.18. Svaka temperirana distribucija 7 moZe se na prirodan nacin shvatiti kao element prostora
2'. Promatramo restrikciju tog funkcionala na prostor test funkcija, 7'|c,.. Neka je (¢,), niz u C2° takav

da ¢, EA ¢. Tada taj niz konvergira prema ¢ i u . (zad. 2.3.3.) pa zbog toga $to je T € .’ niz (T, @,)
konvergira prema (T, ).
Stovise, zbog gustoce test funkcija u prostoru .7, preslikavanje T +— T|c» je injektivno, pa stoga imamo
Zeljeno ulaganje . — ',

Razumno se nakon ovoga pitati moZe li se svaka distribucija (element 2') prosiriti do temperirane
distribucije (elementa .#’). Odgovor je ne. Promotrimo primjer funkcije f(x) = . Ovo je dobro definiran

element 2'. S druge strane, f ¢ .’ (dovoljno je vidjeti da je (f, e*%x2> = o0). Pretpostavimo da se f moze
prosiriti do neprekidnog funkcionala na . (uz istu oznaku). Neka je ¥ € P takvadaje 0 <9 <1te ¥ =1

na [—1,1]. Tada imamo 19(-/n)e_%x2 2 e §to dalje povlaci
n
(f,e ) =lim(f, O(-/n)e ) > lim/ e dx > lim2n = .
n n [_, n

Dakle, takvo prosirenje je nemoguce.
Zadatak 3.8. PokaZite da je svaka distribucija s kompaktnim nosacem ujedno i temperirana.

Primjer 3.19. Vrijedi L? — .%’, za p € [1,00]. Zaista, neka je p € [1,0] i f € L?. Za svaku ¢ € . imamo

|<f,<p>|</|f(x)<p(x)|dx<Hf!lu!l(pl!u<(27r)d!|f|u|\<p||zd.

Takoder, iz osnovne leme varijacijskog racuna vidimo da je ta identifikacija zapravo injektivna. Posebno,
kako je . C N7_,L”, na sli¢an nalin zakljucujemo i da je .7 uloZen u .

Primjer 3.20. Nekasu T € ." iy € 0. Tada je i yT € .7, gdje je wT definirano s
(YT, 0):=(T,y9).

(80, 9)| = [@(0)] <[lllo-

Primjer 3.22. Pretpostavimo daje 7 € .. Tadaje i x*dPT € .7 zasve a, B € N¢. Zaista, za svaki ¢ € .
imamo

Primjer 3.21. &) € .’. Naime,

(x®PT, ) = (=) IP T x*p) = (—1)1(T, 0P (x" ).
Propozicija 3.3.6. sad daje tvrdnju.

Primjer 3.23. PokaZimo da je In|x| € .#”(R). Kao posljedicu toga éemo imati i da je (In|x|)' = p.v.l € .7,
Neka je (¢,) € .. Ocjenjujemo

[ In ]|

[(In x|, @) §/|1n|x|||¢(x)|dx=/MW[(1+|X)3\‘P(X)HCIX-

In x|

TRl je uL'. Da bi ovo vidjeli,

Funkcija x + (1 + |x|)?@, je ponovno u .#. S druge strane, funkcija x —
primijetimo kako na segmentu (0, 1] imamo

|Inx|,

za koju smo veé pokazali da je tamo integrabilna, dok na [1,e0) imamo

Inx  Inx 1
(1+x)3  1+x (14+x)%
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[In ]|

pa kako je prva funkcija ograni¢ena, a druga integrabilna, slijedi tvrdnja o integrabilnosti funkcije (T ])?

na R. Sada moZemo iskoristiti Holderovu nejednakost da zaklju¢imo

In|x|

m || @nll3.0-

Ll

IMM@KH

Napomena 3.24. Na prostoru .’ takoder promatramo slabo-* konvergenciju nizova: niz (7;,), u .’ ko-
nvergirak T € . ako vrijedi

(Th,0) = (T,p), @S

Definicija 3.25. Za T € .7’ definiramo njenu Fourierovu transformaciju 7' kao temperiranu distribuciju koja
djeluje na sljedeci nacin:

(T,0):=(T,¢), ¢
Napomena 3.26. Vrijedi formula inverzije: T="T. Dakle, Fourierova transformacija je linearna bijekcija
sa .’ u samog sebe.

Napomena 3.27. Fourierova transformacija je nizovno neprekidno preslikavanje na .’. Zaista, neka je
(T,)n nizu . te T € .7 takav da vrijedi T, — T. Tada za svaki ¢ € .# imamo

<Tn,(P> = <Tna¢> - <T7¢> = <T7(p>

Napomena 3.28. Prisjetimo se kako za distribuciju 7 kaZemo da je parna ako vrijedi 7 = T, odnosno
neparna ako vrijedi 7 = —7. Formula inverzije nam govori kako je Fourierova transformacija (ne)parne
distribucije ponovno (ne)parna.

Primjer 3.29. Sada ima smisla promatrati f za funkcije iz zadatka 3.1.9., odnosno primjera 3.2.4.

a) Funkcija f) &)= m je u L™, pa ju ima smisla promatrati kao objekt u .. Koriste¢i formulu
inverzije dobivamo

fi@) = Aix) = fol).
b) S obzirom daje > = fi, to je fz = f1.

eooa o 471:[5 . . . . .. . ..
f) Funkcija fo(&) = —zne o L™, pa ima smisla promatrati njenu Fourierovu transformaciju. Po-
novno formulom inverzije dolazimo do

A
N

folx) = —sen(x)e

—alx|
Primjer 3.30. Odredimo &. Za ¢ € .% imamo
(81.0) = (8.0) = 90) = [ pdx=(1.9).

Dakle, & = 1. Koristedi propoziciju 2.1.4. a) i b) dolazimo i do

—

8y = T,80 = 6727tia§50 _ 6727ria§7

odnosno

p—

50 = (2mie)k.

Posebno, formulom inverzije vidimo da vrijedi
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Napomena 3.31. Primijetimo kako prethodni primjer zapravo daje sljedeée: za parne k je 5ék) parna distri-
bucija, dok je za neparne rijeC o neparnoj distribuciji. Imamo i vise: kao u slucaju funkcija, derivacija parne
distribucije je neparna (i obratno). Pretpostavimo da je T parna, tj. T = T. Tada je

((T"),9) =(T",9) = —(T,(9)") = —(T,—(¢')) = (T, ¢) = (T,¢") = (-T", 9).

Analogno pokazujemo i slu¢aj neparne distribucije.

—

Zadatak 3.9. Odredite p.v.1.

RjeSenje: OznaCimos 7T = p.v.i. Za ¢ € . imamo sljedeci niz jednakosti

Dakle, vrijedi

RjeSenje ove jednadzbe su funkcije oblika
1(§) = —2miH(§) +C,

gdje je H Heavisideova funkcija, a C proizvoljna konstanta. Medutim, nase rjeSenje mora biti jedinstveno,
stoga moramo nekako odrediti tu konstantu. To éemo uciniti koristeci ve¢ spomenuto svojstvo Fourierove
transformacije: slika neparne distribucije je ponovno neparna. Dakle, 7" mora biti neparna funkcija, §to nam
daje da mora biti C = ir, odnosno

—

pv(§) = —imsgn(§).

Primjer 3.32. Primjenom formule inverzije na prethodni zadatak dobivamo

—~ 1 1
sgn= —p.v.—.
ino  x
Sada ¢emo pokazati na ve¢ poznatom primjeru kako moZemo racunati Fourierovu transformaciju koris-
te¢i do sad izvedene rezultate.

Zadatak 3.10. Izracunajte Fourierovu transformaciju funkcije f(x) = ﬁ, a>0.

RjeSenje: Funkciju f zapisSimo na sljedeci nacin:

1 1 1 1
i) = a2+xr Zai(x—ia _x—l—ia)’

16 =5 | (2 ) O~ (5 )@
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Sada ratunamo Fourierove transformacije pribrojnika u zagradi:
)@ =iy )8 = 2w H(-E)
x—ia a+2mi(5;) '

() © =iy @ —meene)

UvrStavanjem dobivenih transformacija na kraju dobivamo

7(8) = Ze2mkl

Zadatak 3.11. Koriste¢i kompleksne trigonometrijske identitete pokazite:
a) (cos(ax))(§) = 5(62+6_4),a€R,
b) (sin(ax))(§) = 5 (5:;z —o_ ;7) acR.

Zadatak 3.12. Izracunajte Fourierovu transformaciju funkcije f(x) = ekl g R\ {0}.

Rjesenje: Neka je (ay), niz kompleksnih brojeva takvih da je Re(a,) > 0 za sve n te da vrijedi a, — ia. Za
¢ € ., zbog teorema o dominiranoj konvergenciji vrijedi

/e_””|x|2 o(x)dx =3 [ e Wl o(x)dx,

/ T (E)dE S / " g(E)de.

Oznacimo s f,(x) = e~abl Iz prvog reda ¢itamo da vrijedi f; —> f, pa zbog nizovne neprekidnosti Fouri-
erove transformacije mora biti i f = lim, f,. Prema zadatku 2.1.6. vrijedi

1
N |2 .daglan) _ 72JEf
Q) =|—| € 2 e
ay
Iz drugog reda i Cinjenice da
d
T |2 .darg(an) |2 .drsgn(a)
—l ez || e 1
a a
konacno dobivamo .,
~ T2 .drsgn(a) in2jE)?
(6) = | — e 4 e a
a

3.6 Konvolucije i Fourierova transformacija

Za f, g izmjerive funkcije definiramo konvoluciju kao

(f*g)(x /fxy

za one x za koje gornji integral konvergira. Postoji nekoliko uvjeta na funkcije f i g pod kojim gornji integral
konvergira za skoro svaki x. Navest ¢emo jedan od najpoznatijih.
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Propozicija 3.33 (Youngova nejednakost). Neka su p,q € [1,00|. Pretpostavimo da su f € LP i g € L.
Tada je fxg € L', gdje je r takav da vrijedi % + é =1+ % te vrijedi ocjena

=gl < 1111 18llg-

Dobro svojstvo konvolucije dviju funkcija je, okvirno govoreéi, Cinjenica da je rezultat onoliko gladak
koliko je glatka "bolja" od funkcija.

Propozicija 3.34. Neka su f € L!, te g € CX. Pretpostavimo dodatno da je d*g ogranicena funkcija za sve
\a| < k. Tada je f*g € C* i vrijedi

9%(fxg)=f*(d%), |a|<k.

Lako je za vidjeti da je konvolucija dvije funkcije iz L' ponovno u L! (izmedu ostalog, moZemo to vidjeti
i u Youngovoj nejednakosti za p = g = r = 1). Kako je .# C L!, konvolucija dvije funkcije iz .7 je dobro
definiran element u L. Postavlja se pitanje vrijedi li i vi$e, odnosno, je li konvolucija dvije Schwartzove
funkcije ponovno Schwartzova.

Propozicija 3.35. Neka su f,g € /. Tadajei f+g € .7.

Dokaz. Za N € Nyi 8 € Nd imamo
(1+x)9P (f #8)|(x) < /(1+|x|)Nlaff(x—Y)Hg(y)|dy

< / (14— y)¥198 £ x — ) (1+ )¢ () dy
_ody
(1+ [y[)a+t

Kako je posljednji integral konacan, slijedi tvrdnja. 0

< |Ifllw.gllglIvsasro /

Sada ¢emo se posvetiti vezi konvolucije funkcija i Fourierove transformacije.
Propozicija 3.36. Neka su f,g € L. Tada je f/;g =f-s.
Zadatak 3.13. Neka su f,g € L?. Tada je
(f&)=fxs.
RjeSenje: Kako su f,g € L%, to je fg € L!, pa lijeva strana ima smisla i moZe se rafunati integralom. Za
x € R? oznadimo s h(y) := g(x —y) = 7,g(y) € L?. Tada je

frg@) = [ FOIRD) P / FERE) = / FEEE)ETEE = (Fa)).

Zadatak 3.14. Odredite Fourierovu transformaciju funkcije

f(x):{l—rxr, <1

0, |x| > 1.

Rjesenje: Primijetimo prvo kako je f(x) = Il[ * ]l[_ 1 (x). Primjenom prethodne propozicije dobivamo

)

=323

&)= 1y ey =
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Zadatak 3.15. Odredite Fourierovu transformaciju funkcije f(x) = m

RjeSenje: Primijetimo prvo kako je zbog zadatka 3.5.19.

1
1 +x2

0= (1) = (me e )2

Sada koriste¢i prethodnu propoziciju imamo
fx) = (e 2ol e 2 MR Y (),

pa primjenom Fourierove transformacije dobivamo

A

F(&)= 7172(672”‘&‘ *672”‘5‘) — g(l _i_zn.’é’)efzmé\.

Za kraj se bavimo pitanjem konvolucije u sluc¢aju da jednu od funkcija zamijenimo distribucijom.

Propozicija 3.37. Za T € 9" i y € CZ definiramo njihovu konvoluciju T * W kao distribuciju
(Txy,0)=(T,¥x9).

Tada vrijedi

a) Txy € C%, te je dana formulom (T x y)(x) = (T, T, ),

b) 0*(Txy)=(9°T)xy =Tx (%),

c) u(Txy)=(t,T)xy=Tx*(1,y).

Propozicija 3.38. Za T € . i f € . definiramo njihovu konvoluciju T * f kao temperiranu distribuciju
(T f, @) :=(T,fx9).

Tada vrijedi

a) Txf € O, te je dana formulom (T * f)(x) = (T, T.f),

b) 0X(T xf)=(9%T)xf =T (3d*f),

c) (Txf)=(t,T)xf=Tx(1.f),

d) T«f=TF.

Napomena 3.39. Primijetimo kako zbog T x f € & vrijedi i T x f € ./, pa zaista ima smisla promatrati
T * f. Pokazimo usput tvrdnju d) prethodne prepozicije. Neka je ¢ € .. Imamo

(T+1,0) = (T+f,¢) = (T, @) = (T.} « @) = (T. fo) = (T fo) = (7T ).

Za definiranje konvolucije dviju opéenitih distribucija potrebne su neke dodatne pretpostavke (kao Sto je
recimo kompaktnost nosaca barem jedne od dviju distribucije koje konvoluiramo), no mi se ovdje neéemo
previSe baviti tim pitanjem. Napomenimo samo kako svojstva analogna svojstvima b) i c) iz prethodnih
propozicija vrijede i u tom slucaju. Istaknimo svejedno jedan bitan primjer.

Primjer 3.40. Za T € 2’ vrijedi
T =Tx8=T.
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Dokaz. Neka je ¢ € C7°. Imamo
(T*&,9) =(T,(%,p(x+"))) =(T,9).
Analogno dobivamo i o T =T. O
Napomena 3.41. Sli¢no kao i ranije, imamo takoder za T € &'
OuxT =T 0, =71,(80+T) =1,T.
Zadatak 3.16. Izracunajte Fourierovu transformaciju funkcije
f) = {S e
RjeSenje: Zapisimo prvo funkciju iz zadatka kao
f=¢4H,

gdje je
Znamo da je

te da je
1 1 1, 1

H(x) = Esgn(x) + 5= E(Ep-v.— + )"~

Stoga primjenom Fourierove transformacije na f dobivamo

—

~ —

f=g-H= V*I:I:g*ﬁzg:*fcl,
pa uvrtavanjem gore navedenih izraza za § i H dobivamo
i 1 i 1

| 1
f:2521n>k<60—n_p.v.é>:2521ﬂ—27rp.v.§_21n.

3.7 Primjena Fourierove transformacije na PDJ

U ovom dijelu éemo na nekoliko primjera pokazati kako primjenom rezultata Fourierove analize mozemo
rijesiti pocetnu zadacu. Za pocetak ¢emo pogledati primjer jednadZbe provodenja:

ur —Au =0,
u(+,0) = uy,
gdje za pocetak pretpostavljamo ug € .. Primjenom Fourierove transformacije u prostornoj varijabli x

jednadZba provodenja prelazi u
i, +4m* &2 =0,

zbog
n n
—Au=—Y i =Y Ar’E} = 4n’|E|.
i=1 i=1
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Ovo je sada ODJ (u varijabli 1), Cije je rjeSenje, uz transformirani pocetni uvjet iy € . dano s

S ~ —4m?|E

a(E,1) = iwp(§)e I,
Funkcija s desne strane je ponovno u ./, pa moZemo primijeniti inverznu Fourierovu transformaciju, te
dobivamo

d

X2 x—y[2
u(x,t) = ugp * (e*4”2"§‘2t)v(x) = up(x) * (47rt)7e*% = (4m)’% /e W uo(y)dy.

Napomena 3.42. Na predavanjima je pokazano da sli¢an rezultat vrijedi ukoliko je ug € H* ili L? prostorima.
Posebno, gornju jednadZbu moZemo rijesiti i uz pocetni uvjet
up = & € H*, za dovoljno mali s. U tom slucaju, istim postupkom kao i gore, dobivamo

Ix2 d P

) = s )t = e
Sto je vel otprije poznato elementarno rjeSenje jednadZbe provodenja.

Sli¢no mozZemo postupiti i kod Schrédingerove jednadzbe
u; —iAu =0,
M(-, 0) = Uo,

Primjenom Fourierove transformacije po prostornoj varijabli dobivamo ODJ

gdje je up € .&.

i, +4m%i|E[*a = 0.
Rjesenje ove ODJ je dano s
R - A2 E12
a(E,1) = ap(§)e HTIN.
Ovdje treba biti nesto oprezniji jer funkcija

E s o AmilE P

nije u ., ve¢ samo u ., $to znaci da je s desne strane produkt funkcije iz .% i elementa .”’. Medutim,
konvolucija takva dva elementa je ponovno u ., te smijemo koristiti inverznu Fourierovu transformaciju
te formulu, pa kao i prije dolazimo do

o f?

o .X’z
w(x,1) = o % (e PPNV (x) = up(x) % (drit) S e 4 = (4mir)~* / e T ug(y)dy.

Za kraj, izvest ¢emo i formulu rjeSenja valne jednadZzbe u jednoj dimenziji, D’ Alembertovu formulu,
istim pristupom. Dakle, rjeSavamo pocetnu zadaéu

Uy — Uy =0
u(-,0) = up
ul('70) =u,
gdje su ug,u; € .. Kao i do sada, primjenjujemo Fourierovu transformaciju po prostornim varijablama te

dobivamo ODJ
ﬁll‘ +4TC252 = 0,
uz pocetne uvjete i(-,0) = i i #;(-,0) = i;. RjeSenje istog je dano s
/] m _,..sin(2mt
a(&,1) = up(&)cos(2me&) +ul(§)é7réé)'
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Prema zadatku 2.5.19. je

1

3 (6-1+ &) (&) = cos(2mté),
te prema primjeru 2.1.2. je

1 sin(2
5 () (6) = é;?’:t)

Sada moZemo primijeniti inverznu Fourierovu transformaciju, te odgovarajuce formule za konvoluciju .7
.7’ te dobivamo

X+t

u(xr) = %uo* (6.1 6)(x) + %ul 1 () = %(uo(x—t) Fup(x-+1) +;/t w1 (y)dy.

Zadatak 3.17. Rijesite sljedecu pocetnu zadacu

ATy, + A% u — uyy = 0,
u(x,0) = /e ™

RjeSenje: Primjenom Fourierove transformacije na zadac¢u dobivamo ODJ
4mP, +Ant i+ 4mEn =0,

odnosno
4+ (1+&EHa=0,

uz pocetni uvjet
(&) =e.

Rjesenje je dano s
a(,1) = ¢80 o (148N — o=t = (14)E2

Primjenom inverzne Fourierove transformacije dobivamo

4 Prostori Soboljeva
4.1 Soboljevljevi prostori cjelobrojnog reda na Q C R?
U nastavku podrazumijevamo da je Q@ C R? otvoren i ogranicen.
Definicija 4.1. Neka je k € Ny. Definiramo prostor Soboljeva H*(Q) s
HYQ):={uc 2'(Q): 9%u € L*(Q) za sve multiindekse o € NJ takve da je |o| < k}.

Napomena 4.2. (a) Uvijet definicije posebno kaZe da su sami elementi prostora H*, kao i derivacije reda
manjeg ili jednakog k, zapravo funkcije, i to kvadratno integrabilne.

(b) Primijetimo da vrijedi H*(Q) = L*(Q).

(c) Ako je k <1, tada je o¢ito H'(Q) C H*(Q).
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Na ovom prostoru definiramo skalarni produkt i normu na sljedeéi prirodan nacin:

<f7g>Hk = Z <aaf7aag>L2a

|or|<k
>
Il = (X 0%r1R:)
|ot|<k
Zadatak 4.1. Pokazite da je || - ||y« zaista norma.

S obzirom da je rije¢ o normiranom prostoru, opis konvergencije je jednostavan, i direktna je posljedica
definicije norme na ovom prostoru: niz (u,), C H*(Q) konvergira k u € H*(Q) u H*(Q) ako i samo ako za
svaki o € N¢ takav da je |a| < k vrijedi

10%un — 9%ul|2(q) — 0,
tj. ako i samo ako
0%u, L—2> 0%u.
Zadatak 4.2. H*(Q) je Hilbertov prostor.

Rjesenje: Preostalo je pokazati da je H*(Q) potpun. Neka je stoga (u,), Cauchyjev niz u H*(Q). Kako je

||”n_”m”§1k: Z Haa”n_aa”mHiZ
o] <k

vidimo da su posebno onda i (% fu,), Cauchyijevi nizovi u L?(Q) za sve |a| < k. Kako je L?(Q) potpun,
to svaki od d%u, konvergira prema nekoj funkciji u L?(Q), koju éemo oznaditi s g,. Dakle, imamo

2
0%, 5 g0, |t <k

Posebno vrijedi i
L2
U, — £o-

S obzirom da konvergencija u L? povladi konvergenciju u smislu distribucija, slijedi

!

Up — 80,

kao 1 e
0%u, — gq.

Kako je deriviranje distribucija nizovno neprekidno, imamo
o 7' qa
0%u, — d%gy.

Sada zbog jedinstvenosti limesa u prostoru distribucija slijedi go = d%go, odnosno

Hk
Un — 80-
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Napomena 4.3. U slucaju k = 1, tj. promatrajuéi prostor H'(Q), pripadna je norma dana s
2 2 - 2
leell7r = Nlullz + Y 19l
Jj=1

Dio koji pripada derivacijama prvog reda ¢emo krace oznacavati s || Vu||; 2, tj. koristit ¢emo niSta drugo nego
definiciju L?-norme vektorske funkcije:

d
1Vullf> = Y 19ull;>-
J=1

Naravno, vrijedi
Vu e LH(QRY) <= ducl?*(Q), j=1,...,d.

Sljedeci rezultat koji navodimo je vrlo bitna Poincareova nejednakost.

Teorem 4.4. Ako je |Q| < oo, onda postoji C > 0 takav da vrijedi
(Vue ) lull2 < CaallVullr2.

Napomena 4.5. Prostor C2°() nije gust u H*(Q). Zapravo je dovoljno vidjeti da to ne vrijedi za k = 1.
Uzmimo konstantnu funkciju u = 1 € H'(Q). Pretpostavimo da postoji niz (¢,) C C:*(Q) takav da

Hl
On — u.

Kako smo ve¢ vidjeli, to je ekvivalentno s

[|Pn — ullp2 =0,
1V ullr> =0

Prema Poincareovoj nejednakosti imamo
[|@allr2 < ClIV@ul[2 =0,
Sto povlaci
L2
¢, — 0.
Zbog jedinstvenosti limesa u L2, zaklju¢ujemo u = 0, §to je kontradikcija.

Kako sam prostor C*(Q) nije gust u H*(Q), prirodno je promatrati iduéi potprostor prostora H*(Q),
zatvaraé od C2°(Q) u normi prostora H*(Q)

Hk

H(Q) := C2(Q)

Napomena 4.6. Kao zatvoren potprostor Hilbertovog prostora, H(])‘ je 1 sam Hilbertov prostor.

Pokazimo sada da tvrdnja Poincareove nejednakosti vrijedi i za funkcije iz Hj (). Pritom koristimo
sljedeci jednostavan rezultat iz teorije mjere i integrala.

Zadatak 4.3. Neka je X normiran prostor te neka su x,,x € X takvi da vrijedi x, X, x. Tada vrijedi 1
[l | — -
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RjeSenje: Nejednakost trokuta za normu nam daje

[l < {2 = ][ + [l

odnosno
[l < [l =[] + [|xall-
Odavde slijedi
= [ = x| < el = [l < 20 =[],
tj.
[l = [Ixll] < flea =],
pa slijedi tvrdnja. 0

Zadatak 4.4. Ako je |Q| < oo, onda postoji C > 0 takav da vrijedi
(Vu € Hy(Q))  [lullz < CaallVullp.
RjeSenje: Neka je (u,), C C°(Q) niz takav da vrijedi

Hl
U, — U.

Tvrdnja zadatka vrijedi za u,, pa primjenom zadatka 4.1.9. na u,, i Vu, (u L?) slijedi

uall 2 = Tim [Juen | > < Clim [ Vagy |2 = C[| Vel 2.

Napomena 4.7. Na prostoru H} (Q) su norme u — ||u||1 i u — ||Vul|;> ekvivalentne. Zaista, o€ito je
[1Vallfs < HallF2 + 1Vul 22 = [JullZ
dok drugu ogradu daje upravo Poincareova nejednakost:
lull 7 = N2 + [ VatllF2 < (C+ D)Vl 7.

Sada definiramo Soboljevljeve prostore negativnog reda na Q. Razlog za ovakvu definiciju moze se
pronaci u odgovarajuéoj vezi prostora H*(R¢) i H~*(R“); oni su medusobno dualni (kao §to je slucaj s
prostorima L7 i L” za konjugirane eksponente). Pritom radimo jednu prilagodbu; kako prostor test funkcija
nije sam po sebi gust u H¥(Q) (3to ipak je slucaj u H*(R?)), promatrat éemo umjesto toga dual prostora
HA(Q).

Definicija 4.8. Neka je k € N. Prostor H¥(Q) definiramo kao prostor svih neprekidnih funkcionala na
Hg(Q).

Drugim rijeima, zbog gustoce C7” u H(’)‘ imamo iducu karakterizaciju:
ue H Q) < |(u,0)] <Cllully, ¢ €C2(Q).
Primjer 4.9. Ako je u € L*(Q), tada je dju € H~!. Zaista, neka je ¢ € C>°. Imamo
(@, 0)| < 10.2,0)| < [ 19591 < 21109112 < [1ual .

Na vrlo sli¢an nacin dobivamo i iduci rezultat.
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Zadatak 4.5. Neka je k € Z te o € Nd. Neka je u € H*(Q). Tada je 9% € H*1%,
Pokazimo sada na konkretnom primjeru kakve funkcije pripadaju prostorima H'!(€), odnosno H} (Q).
[

Primjer 4.10. Neka je Q = (—1,1) CR. Ako je u € H'({(—1,1)) tada pOStQ]l ieC(

—1
u=iis.s.iu' =i s.s. Dodatno, prostor H} ({(—1,1)) je tada jednak {u € H'({(—1,1)) : u(—

,1]) takva da je
1) =u(1) =0}.

Dokaz. Neka je u € H'. Kako smo na prostoru konaéne mjere, to je ' € L> C L!. Stoga je funkcija g na
(—1,1) dana s

dobro definirana i neprekidna na [—1, 1]. PokaZimo sada da je ¢’ = /. Neka je ¢ € C°((—1,1)). Imamo

(g 0)=—(g,9)

Zbog toga je u = g+ C s.s. za neku konstantu C, pa stavljanjem & = g 4+ C dobivamo prvu tvrdnju. Zbog
ovog rezultata od sad na dalje podrazumijevamo da je u € H'(Q) neprekidna (odnosno promatramo njenog
neprekidnog reprezentanta). Prije nego dokazemo drugu tvrdnju, pokazimo da je §, € H~!({—1,1)) za svaki
x € [—1,1] (primijetimo kako zbog prvog dijela zadatka ima smisla promatrati i vrijednosti na rubu). Neka
je@eC2((—1,1)). Tada je

160, @) = [@()] < /0 |0’ D)ldy < V2019'lli21.1) < V20@ (1.1

Kako su posebno &_1 i 8 u H~!({(—1,1)), te se oni poniStavaju na C*({(—1,1)), to za svaku u € H}(Q)
vrijedi u(—1) = u(1) =0.

Obratno, neka je u € H' takva da je u(—1) = u(1) = 0. Da bi pokazali da je u € H}(Q) potrebno je
aproksimirati # pomocu funkcija iz C*(Q) u H! normi. Za podetak, oznaéimo s h proSirenje funkcije u na
cijeli R nulom. Kako je u(41) = 0, & je takoder neprekidna funkcija, te je posebno i 4 € H'(R) i vrijedi
B =u'-1_; ). Neka je sadaza 0 < A < 1 funkcija i, definirana s

x
@) =h(3).
l(x> A
Vidimo ovdje da je supphy C [-A,A] C [—1,1]. Primijetimo takoder kako vrijedi sljedece za A — 1:
« hy =5,
* hallzr — ([l

Koristeci zadatak 4.1.16. (ispod), slijedi
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Neka je sada € > 0 te A takav da je ||hy — h|[;n < 5. Zan € Nimamo

t.

Uzmimo sada samo takav n da je %—Hl < 1. Tadaje supp p, xhy C[—A — %,l +%], Sto je kompaktu (—1,1),
pa vidimo da je p, *hy € CZ((—1,1)). Kona¢no, uzmimo jo§ takav n da vrijedi |[p, * hy — hy || r) =
||pn*h)L _thHl((—l,l)) < % Tadaje

1Pn by —ull g ((—1,1y) = lPn*ha — Al g —11)
< |pn*ha =Pl =119 + ha = Al =11y

E £
4o =e

< =
22

Zadatak 4.6. Neka su (f,,),.f € L?(Q). Pretpostavimo da vrijedi
d fn L) fa
* aller — 1 F 1l
L2
Tada f, — f.

RjeSenje: Oznacimo s g, = 2(|fu|> + |f1?) — | f» — f|*- Tada je g, > 0 s.s. te vrijedi g, — 4|f|°, pa
primjenom Fatouve leme slijedi

4/\f|2:/lin}1infgn Slirr}linf/gn

~ liminf / 22+ 1P~ fu— 12

—4 [ rimint(— [ 17, 17)

liminf ( / S ED

nmmm/lm—fﬁgo

Odavde slijedi

odnosno

4.2 Lax-Milgramova lema i primjene

Teorem 4.11 (Lax-Milgram). Neka je H Hilbertov prostor te
B:HxH—R

bilinearna forma za koju postoje konstante o, 3 > 0 takve da vrijedi
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1. (neprekidnost) |B(u,v)| < a||ul|||v]], u,v € H,
2. (koercitivnost) B(u,u) > B||ul|? u € H.

Takoder, neka je f : H — R ogranicen linearni funkcional. Tada postoji jedinstveni element u € H takav da
vrijedi
B(u,v) = (f,v),vEH.

Dokaz. Za fiksni u € H definiramo linearni operator A, : H - R s
A,(v) = B(u,v).
A, je ogranicen linearan operator zbog
[Au()| = |B(u, v)| < orf|ue] [ - []V],

pa prema Rieszovom teoremu reprezentacije za ogranicene linearne funkcionale postoji jedinstveni vektor
Au € H takav da je
Au(v) = (Au,v).

Preslikavanje A : H — H definirano s
u— Au

je ponovno linearan operator. Zaista, za svaki v € H vrijedi

(A(Muy 4+ up),v) = B(Auy + Apuz,v)
= M B(u1,v) + LB(uz,v)
= A1 (Auy,v) + A2 (Aup, v)
= (MAu; + hAuy,v).

PokaZimo da je A ogranicen i odozgo i odozdo. Imamo
Au[> = (Au Au) = A, (Au) = B, Aw) < oxu] A
Dijeljenjem s ||Au|| dobivamo Zeljenu ograni¢enost odozgo. S druge strane, imamo
[l ||Aul| = [{Au,u)| = |B(ut,u)| = Blul >

Ponovno, dijeljenjem s ||u|| dobivamo i Zeljenu ogranienost odozdo. Kako je A odozdo ograni¢en, on je
injektivan i njegova je slika zatvorena. Iz relacije

H =ImA @ KerA =ImA
vidimo da je A i surjektivan operator. Neka je u € H takav da vrijedi Au = f. Konacno, za sve v € H imamo

(f,v) = (Au,v) = B(u,v).

Promotrimo sada rubnu zadac¢u

—u"+a(x)u=f, nal
u=0, na dl,

gdje je I otvoren i ograniCen interval u R, te f,a € C(I) unaprijed poznate funkcije. Pretpostavimo da je u €
C?(I) rjesenje gornjeg problema. PomnoZimo prvu jednakost s proizvoljnom v € C2°(1) te prointegriramo:

/—u”v—i—auv:/fv,
I I
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odakle parcijalnom integracijom prvog ¢lana prvog integrala dobivamo

/u’v’—i—auv:/fv.
I I

Upravo smo vidjeli da u koji je klasi¢no rjeSenje rubne zadaée zadovoljava gornju relaciju za svaki v € C2°(1),
paondaizasvakiv € H(} (I). Primijetimo kako u gornjoj relaciji moZemo oslabiti pretpostavke na funkcije
ai f, ada ta relacija i dalje bude valjana i smislena. Pretpostavimo sada da je f € L>(I)ia € L*(I) te da
je dodatno a > 0 s.s. (razlozi za ovakve pretpostavke e postati jasni uskoro). Motivirani ovom raspravom
uvodimo pojam slabog rjesenja.

Definicija 4.12. KaZemo da je u € H] (I) slabo rjeSenje rubne zadace ako vrijedi

/u’v'+auv:/fv, v e H)(I).
1 1

Razlog zbog kojeg trazimo u € HOl () jesu rubni uvjeti (u = 0 na rubu). Pokazimo da tada postoji u €
H{ (I) slabo rjesenje rubne zadace. Kljucan alat je, naravno, Lax-Milgramova lema. Na H{} (/) definiramo
bilinearnu formu B : H} (1) x H}(I) = R's

B(u,v) = /u’v’—i—auv.
I

v»—>/lfv

S druge strane, za f € L%(I) je preslikavanje

neprekidan linearni funkcional na H} (1) zbog

%

Dakle, ukoliko pokaZemo da je B neprekidna i koercitivna bilinearna forma na Hé (I), Lax-Milgramova lema
nam osigurava postojanje jedinstvenog elementa u € H(} (I) takvog da vrijedi

/u/vl—}—auv:B(u,v) :/fv.
1 1

|B(u,v)| < /|u'v’|—|—\auv!
I

SRRV E

Neprekidnost slijedi iz:

< ol [z V]2 + [Nl Jul 2]V 2
< (1+ llal =) el gy |-
S druge strane, koercitivnost dobivamo zbog

a>0 Poincare
Bl = [ WP el [P =l "2 el
1 1

Lax-Milgramova lema sada daje jedinstveni u € Hé (I) slabo rjesenje rubne zadace. Nakon $to smo dosli do
slabog rjeSenja, prirodno se pitati je li (i pod kojim uvjetima) to ujedno i jako (klasi¢no) rjeSenje. Za pocetak
primijetimo kako je za svaki v € C:°(1)

' vy = —(ul V) = /Iu/v' - /I(f—au)v: (f —au,v),
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odakle zaklju¢ujemo da je u” = f —au € L>(I), tj. u € H*(I). Pretpostavimo stoga (ponovno kao na pocetku)
da su f,a € C(I). Podsjeéamo kako zbog primjera 3.3.6. svaku funkciju u € H'(I) smatramo neprekidnom
na 1. Tada je, kako smo maloprije dobili, u” = f —au € C(I), odnosno u € C?(I). Sada se moZemo "vratiti
natrag” iz relacije koju zadovoljava takvo slabo rjeSenje u do jake formulacije: za svaki v € C2°(I) vrijedi

/u’v’+auv—fv =0,

1

odakle parcijalnom integracijom prvog ¢lana dobivamo

/(—u" +au— f)v=0.

1

Kako ova jednakost vrijedi za svaki v € C;°(I), osnovna lema varijacijskog racuna daje
—u" +au=f.

Primijetimo ovdje za kraj jedno svojstvo koje ima pridruZeni (elipticki) parcijalni diferencijalni operator L
Lu=—u"+au.

Slabo rjeSenje pripadne rubne zadace ¢e biti "za dva prostora" bolje od desne strane koja je odredena funk-
cijom f. Ovdje smo vidjeli kako je za f € L?(I) = H°(I) rjeSenje bilo u H?, dok je za f € C(I) ono bilo u
C*(I).

4.3 Dodatak: Soboljevljevi prostori s realnim eksponentom

Za sam pocetak, uvodimo dvije oznake
1 o

(2i) el ",

D(X

te posebno
1

D, =——0,.
T milel™
Razlog tome je neSto jednostavniji zapis pri koriStenju svojstava Fourierove transformacije; uz ove oznake
imamo

Def =&°f.
Od sad na dalje A ¢e oznacavati funkciju A(§) = (1+1& ]2)%, te éemo opcenito, za s € R pisati A°(§) =
(141]&|?)2. Jo§ jedna Gesta oznaka za ovu funkciju je i (£).

Zadatak 4.7. Zasvakisc Ria € Ng postoji Cs ¢ > 0 takav da vrijedi
092 (§)] < Cyad* 1.
Posebno, zasve s e Rje A* € 0.

RjeSenje: Kako je

92 (&) =sA"2(8)¢;,
vidimo da ¢e opcenite derivacije d*A°(&) biti linearna kombinacija (s koeficijentima koji ovise o s i )
izraza oblika EBASIBI=1(&), pri emu je |B| < |a|. Kako je |EF| < AIBI(E) vidimo da je dovoljno dokazati
slu¢aj 9% = d;. Ovdje sli¢no kao ranije dobivamo

10;A°(8)] = sA° (&) I8 < sA*7H(E).
Tvrdnja slijedi indukcijom. O
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Definicija 4.13. Neka je s € R. Prostor Soboljeva H*(RY) definiramo kao

H'R'):={ue.s" t/R (L+IEP)1a(E)PdE = ||Aallfa < «}.

d

Napomena 4.14. Na prostoru H* definiramo skalarni produkt i normu na prirodan nacin:

U@%fﬂﬂﬁl%hr—/f@wﬁﬂkﬂﬂ5wa

1
2

[/ 1ls == A7l = (/HQd(lJrlélz)slf(é)lzdi)

Pokazimo u ovom trenutku da se za cjelobrojne vrijednosti te za Q = R prostori definirani u prethodnom
poglavlju zaista podudaraju s ovom novom definicijom. Neka je k € Ny. Imamo

[lullf = [1A%al[7.

d
ko
=11+ Y &)zallf
=1

- % (5 eale.

lor| <k
N\
o<k \*

1z prethodnoga mozemo zakljuciti sljedece:
Deuc? zasve|o| <k < ueH*.
odnosno, zbog Plancherelovog teorema
D*ucL? zasve|a| <k < uc H,
&ime je pokazano da se prostori podudaraju (skupovno). Stovise, vidimo da su norme

[l = 1A% 2]l

= (X llo“u)’

o <k
ekvivalentne, $to dodatno znaci da je struktura na ovom prostoru ista u oba slucaja.

Primijetimo ovdje kako obje definicije imaju svoje prednosti i nedostatke. Dok je ociti nedostarak prve
definicije taj §to ona ima smisla samo za k € Ny, nju moZemo Kkoristiti i za skupove osim samog R¢. S druge
strane, druga definicija je dobra za sve realne brojeve, medutim, zbog koristenja Fourierove transformacije
u definiciji, ograni¢eni smo samo na promatranje cijelog prostora kao domene funkcija/distribucija.

4.4 Soboljevljevi prostori na R?

U ovom dijelu éemo prokomentirati neke od osnovnih svojstava Soboljevljevih prostora H*.

a) Kako je za svaki ¢ € .7 funkcija A°@ € L2, to je ./ C H® za svaki s € R. S druge strane, iz same
definicije je H® C .’ za sve s € R.
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b) Fourierova transformacija je unitarni izomorfizam izmedu prostora H* i L2(R?, ), gdje je dus(&) =
AS(E)dE. To je vrlo jednostavno za vidjeti iz same definicije:

1Al = 112 Al = 1711 2 ap)-
Posebno, H* je Hilbertov prostor. Alternativno, tu tvrdnju moZemo dokazati i direktno. Neka je (uy),
Cauchyjev niz u H*. Tada je niz (A°i,), Cauchyjev niz u L. Stoga postoji v € L? takav da vrijedi
A%, — ]|z 0.
Stavimo u := (A ~*v)". To je dobro definiran element prostora H*, te vrijedi

||t = ul|s = [[A° (dtn = @) |2 = [[ A7t = V|2 = O.

c) & je gust potprostor od H*, za sve s € R. Dokazu ove tvrdnje takoder moZemo pristupiti na dva nacina.
Prvi je konkretna aproksimacija elementa iz H* Schwartzovim funkcijama, i taj je dokaz proveden na
predavanjima. Alternativno, moZemo se koristiti tvrdnjom a) te ¢injenicom da je C° gusto podskup
prostora (L2, d ). Kako je Fourierova transformacija unitarni izomorfizam, to je onda 6}‘ gust podskup

o —

od (L2,dus) = H®. S obzirom da je C2 C .7 i .7 = ., tvrdnja slijedi.

d) C7 je gusto u H® za svaki s € R. Kako smo u b) pokazali da je . gusto u H*, to je dovoljno pokazati da
je C gusto u ., ali gledano u normi H* prostora. U tu svrhu, uzmimo y € C° takvu da je y(0) =1, te
stavimo Y, (x) := y(x/n). Za ¢ € . definiramo niz ¢, := y,¢ € C;°. Imamo

[@n = @lls = [[2°(¢n — D)2

=</W@M®@%—W®2%>z

< sup (B VR(E)10,(8) 9@ - ([ 24 (E)ag)
EeR

SC1‘|(P7-_\(PHS+0!+1

< GOy — @||s12d+1-

Dakle, H® normu ove razlike smo ocijenili pomoc¢u jedne od normi prostora .%, pa bi nam za konver-
genciju gornjeg niza u H* bila dovoljna konvergencija istog u .. Medutim, taj niz je isti onaj koji smo
koristili u dokazu tvrdnje da je C;° gusto u ., $to daje tvrdnju.

e) Zat,s € R,t <s, je H® gust potprostor od H', te vrijedi || - ||, < || -||s. Prva tvrdnja slijedi zbog b) i
& CH CH,
dok je druga tvrdnja ocita iz definicije.
f) HO=1%i||-|jo=]|"|| 2. Ovo je direktna posljedica Plancherelovog teorema.

g) Zasvaki s € R vrijedi
ue H'"' «— u,Diu,--- ,Dyu € H’,

te vrijedi jednakost
d

ol 1 = Ml £+ Y 11Dl 2.
=

Kako je A*(§) = 1+[&|* = 1+X9_, &7, za it imamo

d d
AP = A%A%) = [A%a)P + Y |ASEa)* = |A%A)P + Y |ADjul,
j=1 Jj=1

iz Cega integriranjem odmah dobivamo tvrdnju.
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h) 9% je ogranien linearan operator s H* u H*~1%/. Tvrdnja f) nam osigurava da je slika zaista u H*~1%,
dok zbog

|o|
E% < 1g* < (141817
vrijedi

110%ul |- jq = [|12°71419%u|| > = 271|271 E%a | < Col|2%0) |2 = Col [l

i) Zas >0, zbog c) i d), distribucije u H* su zapravo i L? funkcije. Za s < 0 to opéenito ne mora biti slucaj.
Primjer toga je i &; prisjetimo se kako je 6y = 1. Stoga je & € H* ako i samo ako je s < —%.

o e . d
Propozicija 4.15. Neka je s > k+ 3.

a) Ako je u € H', onda je (d%u)y € L' i |[(d%u) |1 < Cisllu

s za sve o] < k.

b) d%u € Co, za sve |a| < k, uz ocjenu ||0%ul|1= < Cy||ul|s (posebno je u € C*).

Dokaz. a) Tvrdnju dokazujemo indukcijom po k. Za k = 0, zbog s > % imamo A~ € L2, pa je stoga
a=A"5(A%) e L,

uz ocjenu
all < [IA7 I lAa] |2 = Colfulls-

Korak indukcije radimo na sljedeci nacin. Ukoliko tvrdnja vrijedi za neki k, tada iz s > (k+ 1)+ % i
pretpostavke u € H* slijedi dju € H =1 adje sada imamo s — 1 > k+ %. Primjenom pretpostavke na d;u
slijedi tvrdnja.

b) Zbog a) dijela i Riemann-Lebesgueovoj leme vrijedi d%u € Cy, za sve |ot| < k. Takoder, koristec¢i ocjenu
iz a) dijela te neprekidnost Fourierove transformacije s L' u Cy, imamo i ocjenu

[10%ullLe < 1[0%ul|L < Closlfuls-

Korolar 4.16. Ako je u € H® za sve s € R, onda je u € C™.

Sljededi rezultat je svojevrsna verzija reprezentacije neprekidnih linearnih funkcionala za Soboljevljeve
prostore. Mi ga ovdje neCemo dokazivati, a osim §to je sam po sebni bitan rezultat, posluZit ¢e nam i kao
alat za progirivanje opisa prostora H* za cjelobrojni eksponent kao u raspravi proglog dijela.

Propozicija 4.17. Neka je s € Riu € H™*. Linearan funkcional na . dan s

@ (u, )

se na jedinstven nacin prosiruje do ogranicenog linearnog funkcionala na H*, s operatorskom normom
jednakom ||f||—s. Stovise, svaki se element (H*)" dobiva na takav nacin.

S obzirom da je prostor C=° gust u H¥, to imamo sljedeéu karakterizaciju prostora H X, za pozitivne
cjelobrojne k.

Propozicija 4.18. Neka je k € N. Prostor H*(R?) je jednak prostoru svih linearnih funkcionala u na
HK(RY) ¢ija je restrikcija na C*(RY) neprekidna, odnosno, za koje postoji C > 0 takav da vrijedi

(e, )| <Cllollk, @€CTRY).
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