Zadaci za vijezbu: osnove vjerojatnosti i uvjetna
vjerojatnost

Vjezbe 4

Napomena. Svi brojcani podaci i modeli pokusa u ovom listu hipotetski su, osim izri¢ito
navedenih ugradenih skupova podataka. Za svaki sluc¢ajni izbor navedite prostor moguc¢ih
ishoda ili jasno definirajte dogadaje. Pri simulacijama postavite set.seed(104), koristite
sample() i prema potrebi replicate(). Relativnu frekvenciju dogadaja mozete izracu-
nati kao sredinu logickog vektora. Za zadatke na papiru dovoljan je obican kalkulator;
potrebne tabli¢ne vrijednosti navedene su uz zadatke. U radu u Ru koristite osnovnu
instalaciju bez dodatnih paketa. Grafove opremite oznakama osi i jedinicama, a rezultate
kratko protumacite.

1 Zadaci za rjesavanje olovkom i papirom

Zadatak 1. Preklapanje dvaju obiljezja.
Medu 40 listova njih 18 ima oste¢en rub, 12 ima pjege, a 5 ima oba obiljezja.
Jedan list biramo tako da svih 40 listova ima jednaku vjerojatnost izbora.

(a) Dopunite tablicu 2 x 2 za prisutnost odnosno odsutnost obiljezja.

(b) Odredite vjerojatnost da list ima barem jedno, tocno jedno ili nijedno
obiljezje.

(c) Jesuli dogadaji “ostecen rub” i “pjege” nezavisni? Provjerite racunom.

Zadatak 2. Raspored mjerenja.
Cetiri razli¢ita uzorka, A, B, C i D, mjere se u slu¢ajnom redoslijedu; svi
redoslijedi jednako su vjerojatni.

(a) Koliko je moguéih redoslijeda? Kolika je vjerojatnost da A prethodi
B?

(b) Odredite vjerojatnost da su A i B neposredno jedan uz drugoga, u bilo
kojem poretku.

(¢) Ako znamo da je A prvi, kolika je vjerojatnost da su A i B susjedni?
Objasnite zasto se prostor moguéih redoslijeda smanjio.



Zadatak 3.

Zadatak 4.

Zadatak 5.

Dvostruka kontrola.
Dva neovisna senzora provjeravaju isti uzorak. Kada uzorak sadrzi tvar,
senzor A daje pozitivan signal s vjerojatnoséu 0.8, a senzor B s 0.6. U ovom
zadatku znamo da uzorak sadrzi tvar; nezavisnost se odnosi na rezultate
senzora u toj situaciji.

(a) Navedite Cetiri moguca para rezultata i njihove vjerojatnosti.
(b) Odredite vjerojatnost barem jednog i tocno jednog pozitivnog signala.

(c) Ako je barem jedan signal pozitivan, kolika je vjerojatnost da su oba
pozitivna?

Kontrolni uzorak medu mjerenjima.
Na stalku je Sest razli¢itih bocica: dvije kontrolne i cetiri s nepoznatim
uzorcima. Na slu¢ajan nacin biramo tri boc¢ice bez vracanja.

(a) Odredite vjerojatnost da izbor sadrzi barem jednu kontrolnu bocicu,
brojenjem jednako vjerojatnih troclanih podskupova.

(b) Ako izbor sadrzi barem jednu kontrolnu bocicu, kolika je vjerojatnost
da sadrzi obje?

(c) Jesu li dogadaji “odabrana je prva kontrolna bocica” i “odabrana je
druga kontrolna bocica” nezavisni? Obrazlozite racunom.

Pozitivan signal i rijetka pojava.

U hipotetskoj populaciji uzoraka 10% sadrzi promatranu tvar. Test daje
pozitivan signal u 90% uzoraka koji sadrze tvar i u 5% uzoraka koji je ne
sadrze.

(a) Nacrtajte stablo vjerojatnosti i izracunajte vjerojatnost pozitivnog sig-
nala.

(b) Odredite vjerojatnost prisutnosti tvari ako je signal pozitivan.

(c) Ponovite racun ako tvar sadrzi samo 1% uzoraka, uz ista svojstva testa.
Objasnite zasto pozitivan signal nema jednako znacenje u objema po-
pulacijama.



2 Zadaci za rad u R-u

Zadatak 1. Svi moguéi parovi oznaka.
Dvije boc¢ice neovisno dobivaju slu¢ajnu oznaku iz skupa {1,2,3,4,5,6}, pri
¢emu su oznake jednako vjerojatne.

(a) Naredbom expand.grid(a = 1:6, b = 1:6) popiSite sve uredene
parove.

(b) Odredite vjerojatnosti dogadaja A: zbroj oznaka je barem 9, B: oz-
nake su jednake, te ANBi AU B.

(c) Izracunajte P(A | B) i provjerite nezavisnost dogadaja. Prikazite
tocke (a,b), a pripadnost dogadaju A oznacite bojom.

Zadatak 2. Vracanje mijenja model.
Osam razlic¢itih sjemenki ima oznake 1-8; sjemenke 1, 2 i 3 su obojene.

(a) Simulirajte 10000 odabira po dvije sjemenke bez vrac¢anja i odredite
relativne frekvencije dviju obojenih te barem jedne obojene sjemenke.

(b) Ponovite simulaciju s vra¢anjem. Izracunajte i teorijske vjerojatnosti
za oba nacina izbora.

(c) Prikazite teorijske i simulirane vrijednosti u tablici te objasnite razliku
izmedu modela i odstupanja zbog konac¢nog broja simulacija.

Zadatak 3. Dogadaj uz poznat uvjet.
U 100 uzoraka vode zabiljezeno je:

‘ Tvar prisutna Tvar odsutna
Signal pozitivan 18 8
Signal negativan 2 72

Sluc¢ajno se bira jedan od tih 100 uzoraka.
(a) Unesite tablicu u matricu i izrac¢unajte rubne relativne frekvencije.

(b) Izracunajte P(pozitivan | prisutan) i P(prisutan | pozitivan) te objas-
nite razliku nazivnika.

(c¢) Simulirajte 20000 izbora s vra¢anjem iz te konacne populacije (Cetiri
vrste uzoraka birajte s odgovarajuéim vjerojatnostima) i provjerite
obje uvjetne vjerojatnosti relativnim frekvencijama.



Zadatak 4. Pojava ponovljene oznake.
Cetiri uzorka neovisno dobivaju jednako vjerojatnu oznaku iz skupa 1-10.

(a) Koristeéi komplement izracunajte vjerojatnost da barem dva uzorka
imaju istu oznaku. Ne zbrajajte vjerojatnosti svih parova bez provjere
preklapanja.

(b) Simulirajte 10000 dodjela oznaka. Za otkrivanje ponavljanja upotrije-
bite anyDuplicated() ili length(unique(...)).

(c) Ponovite za 2, 3, 4, 5 i 6 uzoraka te nacrtajte teorijsku i simuliranu
vjerojatnost u ovisnosti o broju uzoraka.

Zadatak 5. Isti test u razli¢itim populacijama.
Test ima P(+ | T) = 0.9 1 P(+ | T¢) = 0.05, gdje T oznacava prisutnost
tvari.

(a) Za udjele prisutnosti od 0.001 do 0.5 u koracima 0.001 izra¢unajte
P(T | +) i nacrtajte ga u ovisnosti o udjelu P(7T).

(b) Odredite najmanji udio na toj mrezi za koji pozitivan signal znaci
vjerojatnost prisutnosti tvari barem 0.8.

(c) Provjerite rezultat rjeSavanjem odgovarajuée nejednakosti na papiru i
objasnite mogucu razliku zbog mreze koraka 0.001.



