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Sazetak

Ovi zadatci namijenjeni su kao dopuna pradavanjima na kolegiju Osnove te-
orije vjerojatnosti koji se odvijaja na diplomskim studijima matematike na Mate-
matickom odsjeku Prirodoslovno-matematickog fakulteta Sveucilista u Zagrebu.
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1 Izmjerivost, svojstva vjerojatnosti i sluécajne vari-
jable

Zadatak 1.1. Dokazite:
a) Presjek o-algebri je o-algebra, tj.

{Foa : a € A} familija o-algebri — ﬂ F, je o-algebra.

a€cA
Dokazite da slicna tvrdnja za unije ne vrijedi.
b) o (U):= () F jenajmanja o-algebra na  koja sadrzi U C P (2).
Fo-algebra
UCF

C) ul,Z/{Q cP (Q), U ClUy — O'(ul) - O’(Z/lg).
d) U o-algebra = o (U) =U.

Zadatak 1.2. Neka je 7 skup svih otvorenih| skupova u R. Tzv. Borelova o-algebra
na R definira se kao B(R) = o(7T). Dokazite da za sljedete klase skupova: i) C =
{(—=o0,z] : © € R}, ii) C = {(—o0,z) : € R}, iii) C = {(z,y) : © < y € R}, iv)
C = {(z,y] : = <y € R}; vrijedi ¢(C) = B(R). Mozete li predloziti prebrojivu klasu C
koja generira B(R)?

Zadatak 1.3. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor. Dokazite:
a) Za disjunktne Ay, ..., A, € F vrijedi P(U;A;) = >, P(4,).
c) Za svaki A; € F, i € N, vrijedi p(U;A;) <>, u(A;).

)
b) P(A°) =1 —P(A) za svaki A € F.
)
d)

Za svaki Ay C Ay C...e FiA=UA; (tj. A; S A) vrigedi P(A) = lim,, P(A,,).
e) Za svaki Ay D Ay D ...e FiA=0A (. Ai \(A) vrijedi P(A) = lim, P(A,).
Zadatak 1.4. Dokazite da za A, B € F vrijedi

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANDB),

te induktivno pokazite da za proizvoljne Ay, ..., A, izmjerive skupove vrijedi
P (U Ai> =Y PA) - > PANA)+ D P(ANANA)-
i=1 1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

o (=DMP(AI N AN N A).

Zadatak 1.5. Pretpostavimo da su Py i Py dvije vjerojatnosne mjere na (R, B).

ISkup U C R je otvoren ako za svaki z € U postoji r > 0 takav da (x —r,x +7) C U
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a) Pokazite da P1(A) = Py(A) za A € G = {(—o0, 2] : x € R} povlaci Py = Ps.
b) Pokazite da isto vrijedi za G = {(a,b) : a < b € Q}.

Zadatak 1.6. Nadite A-sustav na {1,2,3,4} koji nije o-algebra.

Zadatak 1.7. Neka je h : 21 — €2y preslikavanje. Dokazite:

a) Ako je Sy o-algebra na €y, onda je {h* (B)| B € S;} o-algebra na ;.

b) Ako je §; o-algebra na 4, onda je {B C Qy | h*(B) € §;} o-algebra na .

Zadatak 1.8. Neka je h : Q; — )y preslikavanje. Dokazite: ako je Ay C P(€),), tada
Vrijedi h<_<0'(./42)) = O(he(Az))

Zadatak 1.9. Pretpostavimo da su X i Y sluc¢ajne varijable na (€2, 7, IP) i neka je A € F.
Pokazite: ako definiramo Z(w) = X(w) zaw € A, 1 Z(w) = Y(w) za w € A°, tada je Z
slucajna varijabla na (€, F, P).

Zadatak 1.10. Neka je X : Q — R proizvoljna funkcija takva da je | X | slucajna varijabla.
Je li tada i X nuzno slucajna varijabla?

Zadatak 1.11. Neka je X slucajna varijabla na (2, F,P) te A € Fic € R\ {0}.
Odredite o(Y') ako je

(a) YZ ]-A)
(b) YIClA,

(c) Y =X14. Jeliuovom slucaju o(Y) = o(X,14)?



2 Funkcije distribucije

Zadatak 2.1. Nadite funkciju distribucije slucajne varijable Y ako je Fx funkcija dis-
tribucije slucajne varijable X i

a =c¢, za neki c € R,

b

C =aX +b, a#0,

e X~

)Y

)Y

)Y

d) Y =X*,
)Y =

) Y =|X].

Zadatak 2.2. Ako su F) i Fy funkcije distribucije i ako je D C R gust u R takav da
Fy = Fy, na D. Tada je F} = Fy na R.

Zadatak 2.3. Dokazite da je skup prekida funkcije distribucije najvise prebrojiv.

Zadatak 2.4. Neka je U ~ U(0,2m). Odredite funkciju distribucije slucajne varijable
—% log (%) Ima li ta slucajna varijabla gusto¢u? Odredite je.

Zadatak 2.5. Neka je X ~ N(0,1). Odredite funkciju distribucije slucajne varijable e*.
Ima li ta slucajna varijabla gusto¢u? Odredite je.

Zadatak 2.6. Postoji li funkcija f : R — R koja ima prekid u svakoj racionalnoj tocki
q € Q, a neprekidna je u svakoj iracionalnoj tocki = € R\ Q7 Dokazite.

Zadatak 2.7. Neka su X 1Y slucajne varijable na (2, F,P). Odredite funkciju distri-
bucije slucajne varijable Z = X1;x<0y + Y1{y>o}.



3 Matematicko ocekivanje i nejednakosti

Zadatak 3.1. Neka je X € L'(Q, F,P). Dokazite E|X| =0 = X =0 g.s.
Zadatak 3.2. Pokazite da E|X| < oo implicira P({w € Q : | X (w)| < oo}) = 1.

Zadatak 3.3. Pokazite da je f = 1 ogranicena nenegativna funkcija koja nije Rieman-
nov integrabilna na [0, 1] te je jednaka 0 A-g.s., te da njen Lebesgueov integral postoji i
jednako je 0.

Zadatak 3.4. Smislite funkciju f : R — R koja je Riemann-integrabilna na [0, 00), ali
ne postoji f[o ) f(z)A(dx) kao Lebesgueov integral.

Zadatak 3.5. Izracunajte ocekivanje i varijancu sljedecih slucajnih varijabli:

a) X ~T'(a, ), tj. X ima gustocu

flz) = 350‘716_%1{@0}7
pri ¢emu su «, S > 0.

b) X ~ t(n) (Studentova razdioba), tj. X ima gustotu

pri ¢emu n € N.

Zadatak 3.6. a) Dokazite da za svaki € > 0 postoji v.p. (€2, F,P) i na njemu sluc¢ajna
varijabla X takva da je

P(|X|>¢) = Va;g)f).

b) Dokazite da za svaki € > 0 vrijedi

inf{P(|X| >¢): EX =0, Var(X) =1} =0.
Zadatak 3.7. Neka je Y > 0 P-g.s. takva da je EY? < co. Pokazite P(Y > 0) > (EQQ.
Zadatak 3.8. Zadana je funkcija F': R — R s

0, r < —1,
F(:L‘) = %a LS [_170)a
11— %e_r, x > 0.

Dokazite da je F' funkcija distribucije neke slucajne varijable X te izracunajte EX i
VarX.

Zadatak 3.9. Neka je X ~ N(0,1). Izracunajte EX™ za sve n € N. Sto izraz mijenja
ako je X ~ N(0,0?)?

Zadatak 3.10. Dokazite da za sve € > 0 i svaku slu¢ajnu varijablu X vrijedi

E[|X|A1] <e+P(|X|>e).



4 Konvergencija slu¢ajnih varijabli

Zadatak 4.1. Na izmjerivom prostoru ((0,1),8((0,1)),\) dane su funkcije X, (u) =
n 1(0 1)(u). Odredite X(u) = limy, o Xn(u) za sve u € (0,1) zajedno s vrijednostima

fXd)\ i hmn_mofX dA.

Zadatak 4.2. Pretpostavimo da su Xj, Xs,...: Q — [0, 00] slucéajne varijable takve da
je > EX, < oo, tada slucajni red ) X, < oo kovergira gotovo sigurno.

Zadatak 4.3. Pretpostavimo da su X, X,,... : © — R slucajne varijable takve da
je sup, E|X,| = M < oo, i pretpostavimo da je |o| < 1, tada sluc¢ajni red ) 0"X,
konvergira gotovo sigurno.

Zadatak 4.4. Pokazite da (X, ), konvergira po vjerojatnosti prema X ako i samo ako

lIimE[|X, - X|A1] =0.

(Uputa: koristite Zadatak[3.10)

Zadatak 4.5. Neka je (X,,),, niz na (2, F, P) koji je padajuéi (g.s.), tj. Xnt1 < X, (g.8.)

(g-s)

za svaki n € N. Dokazite da tada vrijedi X, P40 ako i samo ako X, — 0.

Zadatak 4.6. Neka su X, X,Z € L*(Q,F,P), n € N, i X, L X. Pokazite da
ZX, L5 Z X, ali ne mora vrijediti ZX,, 23 ZX.

Zadatak 4.7. Neka X, (gi>) X1iX, >0,n e N. Pokazite da ako ocekivanja konvergiraju,
tj. EX,, —» EX < oo, onda vrijedi i X, EaNS'¢

Zadatak 4.8. Neka je (X,,), niz slucajnih varijabli na (2, F, P).
(a) Neka X, ~ Exp(n), n € N. Konvergira li niz po vjerojatnosti?

(b) Neka X, = 6"1[71 1 (U), n €N, gdje je U ~U(0,1). Konvergira li niz (X,), u L?,
p>17

(c) Xy = nlam(U), n € N, gdje je U ~ U(0,1). Konvergira li niz (X,), po vjero-
jatnosti? A u LP?

Zadatak 4.9. Neka je (X,,), niz slu¢ajnih varijabli na (Q, F, P) takav da X,, ~ N(u,c?),
n € N. Dokazite:

(a) ako o, — 0, onda niz (X,,), konvergira u L' prema X = 0;
(b) ako o, — o > 0, tada (X,,),, konvergira po distribuciji prema X ~ N(u,0?);
(c) ako > o2 < oo, tada (X,,), konvergira (g.s.).
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5 Nezavisnost

Zadatak 5.1. Neka su X i Y nezavisne slucajne varijable i > 0. Pokazite da E[|X +
Y|"] < oo ako i samo ako E[|X]"] < oo 1 E[|[Y]"] < 0.

Zadatak 5.2. Neka su slucajne varijable X i Y nezavisne i takve da P-g.s. vrijedi
XY =ce R\ {0}. Dokazite da su tada i X 1 Y degenerirane (tj. P-g.s. konstante),

Zadatak 5.3. Neka su Xi,..., X, nezavisne jednakodistribuirane sluc¢ajne varijable s
funkcijom distribucije F'. Odredite Fx i Fy ako je

X =max{Xy,...,X,,}, Y =min{Xy,..., X, }.

Takoder, odredite funkciju distribucije F}, slu¢ajne varijable X 4y (k-ta po veli¢ini slu¢ajna
varijabla, tj. X(l) < ---X(k—l) < X(k) < X(k+1) < ...X(n)).

Zadatak 5.4. (a) Neka je (X,Y) ~ U(B(0,1)), tj. 2-dim sluc¢ajni vektor uniformno
distribuiran na kugli, ¢ija je gustoca fxy(z,y) = %13(071)(x,y). Dokazite da su X i
Y nekorelirane, ali nisu nezavisne.

(b) Neka je X ~ N(0,1) i Y = X?. Dokazite da su X i Y nekorelirane, ali su zavisne.

Zadatak 5.5. Dokazite da za svaki niz slucajnih varijabli (X,,), postoji niz konstanti
(cn)n takav da ¢, — oo i )C(—n — 0 (g.s.). (Uputa: Borel-Cantelli lema.)

Zadatak 5.6. Neka je (X)), niz nezavisnih jednakodistribuiranih slu¢ajnih varijabli.
Pokazite da niz (X,), konvergira (g.s.) ako i samo ako je niz degeneriran, tj. ako i samo
ako postoji ¢ € R takav da je X; = ¢ (g.s.) (aondai X, =c (gs.),n € N).

Zadatak 5.7. Neka je X neprekidna slucajna varijabla s gusto¢om fx. Odredite gustoc¢u
od X2

Zadatak 5.8. Neka su X, Y nezavisne slucajne varijable takve da X, Y ~ Ezp()\). Jesu
i X +Y iX/Y nezavisne?

Zadatak 5.9. Neka je (X,Y) ~ N(0,I), tj. X iY su nezavisne slucajne varijable s
distribucijom N(0,1). Odredite gustoce njihovih polarnih koordinata fg i fe, tj. R1 @
su slu¢ajne varijable takve da (X,Y) = (Rcos®, Rsin®).

6 Zakoni velikih brojeva

Zadatak 6.1. Neka je (X,,), niz njd. sl. var. i (Y},), takoder niz njd. sl. var. tako da
vrijedi EX; = EY; = p. Definiramo niz (Z,),, tako da Zs, 1 = X, Za, = Y, n € N.
Dokazite da (Z,), zadovoljava slabi zakon velikih brojeva.

(Napomena: nizovi (X,,), 1 (Yn)n ne moraju biti medusobno nezavisni.)

Napomena 6.2 (VAZNA NAPOMENA). U konkretnim primjerima cesto je vrlo korisno
za znati da vrijede sljedec¢e tvrdnje.



Za o > —1 vrijedi

n a
o Tkt 1
n—oo Motl o+ 1’
Sto krace oznacavamo s Y ,_, k* ~ n®*! jer nas konstanta u beskonacnosti cesto ne

zanima.
Takoder, za a = —1 vrijedi Y ;_ k* =Y ;_ k~! ~logn, tj.
no1
lim ZA=1E
n—oo logn
Ocito, za a < —1 niz (>, _, k*),, konvergira pa > ;_, k* ~ 1.

Zadatak 6.3. Neka je (X,,), niz nezavisnih sl. var. takvih da X,, ~ N(0,cn®) gdje je
¢ > 0,a € R. Pokazite da (X,), zadovoljava slabi zakon velikih brojeva za a < 1.
Zadatak 6.4. Neka je dan niz nezavisnih sluc¢ajnih varijabli (X, ), takav da X; =01
1 1 1
P(X, = —n) P(X,=0)=1—
Vrijedi li SZVB za (X,,),7

Zadatak 6.5. Neka je (X,,), niz njd. slucajnih varijabli takvih da X; ~ N(1,1) te neka
je a > 1. Dokazite da >_°° | 2= konvergira (g.s.).

n=1 qn

P(X,=mn) n>2.

:4nlogn’ :élnlogn7 2nlogn’

Napomena 6.6. Kada se u zadacima pita vrijedi li jaki zakon velikih brojeva za niz

(X;)n, misli se izricito na to konvergira li niz (22=E=), gotovo sigurno.

Zadatak 6.7. Neka je (X,,), nezavisan niz takav da

—vInn +vInn
an ~/ 1 1 .
2 2

Vrijedi li jaki zakon velikih brojeva za (X,,),?
Zadatak 6.8. Neka je (X,,), nezavisan niz takav da

—no 0 no

Xy~ ( 1o L) :

2n? n?  2n?
Vrijedi li jaki zakon velikih brojeva za (X,,),?
Zadatak 6.9. Neka je dan niz nezavisnih slucajnih varijabli (X, ), takav da X; =01

1 1 1
= , P(X,=-n) P(X,=0)=1 n > 2.
4dnlogn

~ 2nlogn’ ~
Vrijedi li JZVB za (X,,),?
Zadatak 6.10. Neka je f : [0, 1] — R neprekidna funkcija. Odredite

1 1
hm/.../f(w)dxlmm
n—oo n

0 0

——

n puta

P(X, =n)

:4nlogn’

(Uputa: Prikazite integral kao ocekivanje pogodne sume nezavisnih sluéajnih varijabli.)
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7 Karakteristicne funkcije

Zadatak 7.1. Izvedite izraze za karakteristi¢nu funkciju sluc¢ajne varijable X ako je:

(a) X ~ N(u,0?) (prvo izvedite X ~ N(0,1)),

(b) X ~ EXP()),

(¢) X ~ P(}),

(d) X ~ G(p) (geometrijska td. P(X = k) = ¢*"!p, k € N).

Zadatak 7.2. Dokazite da je p(t) = ;i(ri(fz) - z:(llni(l?) karakteristicna funkcija.

Zadatak 7.3. Navedite primjer slucajne varijable X koja ima gustocu, ali ¢ija karakte-
risticna funkcija zadovoljava

[letwlde =

Zadatak 7.4. Pokazite da je funkcija

f(z) = 1 /oo (%)ncos(tx) dt, zeR,
0

™

nenegativna, da je polinom na svakom intervalu (k,k + 1), k € Z, i jednaka je nuli izvan
skupa (—n,n). (Uputa: pokazite da je f gustoca sume n nezavisnih jednakodistribuiranih
varijabli (kojih?), te izvedite zakljucak iz svojstava tih varijabli.)

Zadatak 7.5. Neka su X i Y nezavisne i simetricne sluc¢ajne varijable takve da su X —Y
i X + Y nezavisne. Dokazite da je tada X 2y,

Zadatak 7.6. Neka su X i Y nezavisne i jednakodistribuirane. Dokazite
(a) px_y je parna, realna i nenegativna. Posebno, X — Y je simetri¢na.
(b) X — Y nije uniformno distribuirana.

Zadatak 7.7. Neka je X ~ N(0,0?). Odredite EX*.

Zadatak 7.8. Neka su X i Y nezavisne slucajne varijable na (£, F,P) takve da je
X +Y 2 X. Dokazite da je Y = 0 P-g.s.

Zadatak 7.9. Neka je (X,,), niz njd. sl. var. td. X,, ~ N(0,¢cn®), ¢ > 0, € R. Vrijedi
i SZVB za (X,,)n?

Zadatak 7.10. Neka je (X,,), niz nezavisnih sluc¢ajnih varijabli tako da X,, ~ N(0,02).
Dokazite

X, 2 X = o2 — 0? > 0ilimes je X ~ N(0,07),

gdje N(0,0) oznacava konstantu 0.



Zadatak 7.11. Neka je (X,), niz slucajnih varijabli takav da X, L. X te neka je
slucajna varijabla Y nezavisna od niza (X,,),. Dokazite da su tada X i Y nezavisne.

Zadatak 7.12. Neka je (X,), niz nezavisnih slu¢ajnih varijabli takvih da X, ~ P(5).
Konvergira lired ) >° | X,, (g.s.) 1 ako konvergira, ¢emu konvergira? (P(\) je Poissonova
distribucija s parametrom \.)

Zadatak 7.13. Ako su nizovi (X,,), i (Y,), nezavisni takvi da X,, — X po distribuciji i
Y,, — Y po distribuciji, dokazite da tada i (X,, + ¥,), konvergira po distribuciji.

Zadatak 7.14. Koje su od sljede¢ih funkcija karakteristi¢ne funkcije?

RS
d t p—t y
(@ ¢t {07 o

*(e) p(t) = e¥®~1 ako je ¢ karakteristi¢na funkcija.

Zadatak 7.15. Nadite slucajne varijable X, Y i Z takve da je X + Y 2 x4+ Z, ali
D
Y £ 7.

Zadatak 7.16. Neka je ¢ karakteristicna funkcija. Jesu li
(a) lol,

(b) Re(e),

(©) [l

nuzno karakteristicne funkcije? Dokazite.

Zadatak 7.17. Pokazite:

(a) Ako niz vjerojatnosnih funkcija (F,), slabo konvergira k vjerojatnosnoj funkciji dis-
tribucije F, tada lim,, sup g |Fn(x) — F(x)| = 0.

(b) Dokazite da tvrdnja iz (a) ne vrijedi ako F' nije vjerojatnosna funkcija distribucije.
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8 Centralni grani¢ni teoremi

Zadatak 8.1 (Iz teorije ekstremnih vrijednosti). Neka su X, Xs, ... nezavisne slucajne
varijable s distribucijom F'i neka je M,, = max,,<, X,,. Dokazite da tada vrijedi

PM, <xz)=F(x)", zeR
Dokazite sljedece granicne zakone za M,,:
(i) Ako je F(z) =1—2"*zaz > 1, gdje je a > 0, tada za y > 0 vrijedi
P(Mn/nl/o‘ < y) — exp(—y ).
(i) Akoje F(z) =1—|z|% za —1 <2 <0, gdje je B > 0, tada za y < 0 vrijedi
P(nl/ﬁMn <y) — exp(—|y|ﬁ).
(iii) Ako je F(x) =1—e"" za x > 0, tada za svaki y € R vrijedi
P(M, —logn <y) — exp(—e™Y).

Vazno: U sljede¢im zadatcima, kada se pita vrijedi li CGT, misli se vrijedi li “%%5" —
N(0,1) po distribuciji.

Zadatak 8.2. Neka je (X,,), niz nezavisnih sluc¢ajnih varijabli takvih da

an(_\/ﬁ 0 \/ﬁ), n e N,

IS T U O
2vn NN

Vrijedi li CGT?

Zadatak 8.3. Neka je (X,), niz njd. sluc¢ajnih varijabli takvih da X, ~ (_f 7;)
2 2
Definiramo Y,, = % Odredite limes po distribuciji niza (Y},)-

Zadatak 8.4. Pomoéu CGT-a nadite

" 1
lim

n—1_ —x
am | (n—l)!x e *dx.

Zadatak 8.5. Izracunajte
‘ [np) n\ -
JE&; (k>p (1—q)" ™
zap€ (0,1)ig=1—np.
Zadatak 8.6. Neka su x,t > 0. Izracunajte

[nx| k
: —nt (nt)
Jm e ) S
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Zadatak 8.7. Neka je (X,,),, niz nezavisnih slu¢ajnih varijabli takvih da X, ~ ( " 3@) :
2
Vrijedi li CGT?

-5

Zadatak 8.8. Neka je (X,,), niz nezavisnih sluc¢ajnih varijabli takvih da
(a) X, ~ N(1,1),
(b) X, ~ N(1,n).

Neka je Y, = w iz, = X1+—\/E+X”, n € N. Odredite konvergiraju li po distribuciji

nizovi (Y,)n 1 (Zn)n-

Zadatak 8.9. Neka je (X,,), njd. niz takav da EX; = 0, 0 < Var(X;) < oo, i neka je
Sp = X1+ -+ X,,. Upotrijebite centralni grani¢ni teorem i Kolmogorovljev zakon 0-1
kako biste zakljucili da vrijedi lim sup,,_,.. S,/+/n = 0o gotovo sigurno.

Zadatak 8.10. Neka je (X,,), njd. niz takav da X; > 0, EX; = 11 Var(X;) = 0% €
(0, 00). Pokazite da 2(1/S,, — v/n) = N(0,0?) po distribuciji.

9 Dodatni zadatci

Dodatne zadatke mozete pronaci na krajevima poglavlja sljede¢ih knjiga:
e Sarapa, N. Teorija vjerojatnosti. Skolska knjiga. 2002.,

e Durrett, R. Probability: Theory and Examples. Cambridge University Press. 2019.
(besplatna verzija dostupna na autorovoj stranici),

e Y. S. Chow i H. Teicher. Probability theory: independence, interchangeability,
martingales. Springer Science & Business Media, 2012.

e Bioci¢, I. Teorija vjerojatnosti - vjezbe. skripta
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