Elementarna geometrija — rjeSenja 4. ispitnog roka
8. rujna 2026.

1. Bududi da su B, D, C kolinearne tocke te su By, D, C; kolinearne tocke, pri ¢emu je D izmedu B; i C, vrijedi
|B1C1| = |B1D| + |[DCy| = [BD| + |[DC| = |BC|.
U trokutima ADB i Ay DB, vrijedi
|AD| = |A1D|, |DB| = |DB|, <ADB = <A1DB;  (vrsni kutovi).

Stoga je AADB = AA; DB po poucku S-K-S, pa je |AB| = |A1By].
U trokutima ADC i A1 DCy vrijedi

|AD| = |1411)‘7 ‘DC| = |Z)C'1‘7 <IADO = <IA1D01 (Z&Jednlékl kut)

Stoga je AADC = AA; DC, po poucku S-K-S, pa je |[AC| = |A1C].
Prema tome,
|AB| = |A1 By], |BC| = |B1C1|, |CA| = |C1A,],

pa je konatno AABC = AA;B1C1 po S—S-S poucku o sukladnosti.

Napomena. Sukladnost se moze izravno dokazati i preko S-K—S poucka o sukladnosti, koristeéi da je <ABD = <A1 B1 D,
Sto dobivamo iz prve sukladnosti. Takoder, postoji osna simetrija koja preslikava A u Ay, B u By i C u C1, §to rjesava
zadatak jer je osna simetrija izometrija.

2. Iz |PA| = |PB] slijedi da je P na simetrali duzine AB. Buduéi da je O sredidte opisane kruznice, vrijedi i
|OA| = |OB|, pa je i O na istoj simetrali. Zato je

OP 1 AB.

Analogno, iz |QA| = |QC| i |OA| = |0C] slijedi
oQ L AC.

Tocke P, A, @ leze na pravcu okomitom na BC, pa je i PQ 1 BC. Kutovi izmedu dvaju pravaca jednaki su kutovima
izmedu pravaca koji su na njih okomiti, stoga je

<POQ = <«BAC, <0PQ = <ABC.

Prema poucku K-K slijedi
ANOPQ ~ NABC.

Buduéi da su M i N polovista odgovarajucih stranica PQ i BC, vrijedi

[PM| _|PQ|/2 _|PQ| _ |OP|
|BN| |BC|/2  |BC| |AB|’

Uz <OPM = <ABN zato je AOPM ~ ANABN po poucku S-K-S. Slijedi <MOP = <NAB. Kako je OP L AB,
dobivamo
<(OM,AN) = —<MOP + 90° + <BAN = 90°,
odnosno OM L AN.
Napomena. Dovoljno je uociti da su odgovarajucée stranice dvaju slicnih trokuta medusobno okomite; tada su okomite
i odgovarajuce tezisnice.
3.
(a) Ne postoji. Povrsina upisane kruznice bila bi

1327 = 1697 cm? > 507 cm?,

§to je nemoguce jer se upisana kruznica nalazi unutar trokuta.
(b) Neka su a i b duljine kateta. Iz povrsine trokuta slijedi
b
% — 507,  ab=1014.
Za stranicu x kvadrata upisanog u pravi kut vrijedi sljedeée: trokut se sastoji od kvadrata povrsine 22 i dvaju
pravokutnih trokuta ¢ije su povrsine @ i @. Zato je
zla—z) xz(b-—2z) xz(a+Db)
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odakle je ab = xz(a + b), odnosno
ab

a+b
Kako je x = 13, dobivamo a + b = 78. Stoga su a i b rjeSenja jednadzbe

t2 — 78t + 1014 = 0.

Jednadzba ima rjeSenja, dakle takav trokut postoji i ima katete duljina

a=39—13v3 cm|, ]b=39+13\/§cm\.

4. Cetverokut ABCD je tetivan, pa je
<ADC = 180° — <ABC = 60°.

Po poucku o sinusima u trokutu ABC' dobivamo

|AC| = 2Rsin120° = 8 - ? =4v3 cm.

Primjenom poucka o kosinusu u trokutu ACD slijedi
|AC|? = |ADJ? + |CD|? — 2|AD||CD| cos 60°,

odnosno |CD|? — 6|/CD| — 12 = 0. Jedino je pozitivno rjesenje

|CD| =3+ 21 ecm|

Analogno, u trokutu ABC vrijedi
|AC|* = |AB|? + |BC|?* — 2|AB||BC| cos 120°,

paje |AB|?> +3|AB| -39 =01

— V1
|AB| = w cm|.

5. Neka je V' vrh piramide, ABCDEF pravilni Sesterokut baze, O srediste baze i |AB| = a. Buduéi da je |OA| =a i
<V AO = 60°, iz pravokutnog trokuta V AO slijedi

_ o4]

0s60° = VA

|[VA| = 2a.

Neka su M i N noziSta visina susjednih pobocki VAB i V BC. Ona su polovista pripadnih bridova, pa je

2 V15
|AM| = |BM| = |BN| = g VM| =|VN|=1/(2a)2 — (g) =4 T
Kako je <M BN = <ABC = 120°, poucak o kosinusu u trokutu BM N daje
2 a2 a a 3a?
MNJ|? = (9) (7) 9.8 % ns1200 = 2L
| | 5 + 5 5 "5 o8 0
Ako je ¢ = <MV N, tada iz trokuta VM N slijedi
3a? 15a2 15a2
T72~ 1 -2 1 cos ©,
pa je
cosp = 9
T 10f




