Matematicka logika — popravni kolokvij
19. veljace 2020.

Teorija
1. Definirajte sljede¢e pojmove, te navedite primjere gdje se trazi:
(a) (1 bod) antitautologija, te navedite tri primjera antitautologija
koje sadrze samo veznike — i —;
(b) (2 boda) izvod u sistemu RS, te navedite dva primjera izvoda,

(¢) (1 bod) navedite primjer jednog teorema u PD, te tri primjera
formula koje nisu teoremi sistema PD;

(d) (2 boda) o—term, te navedite tri primjera ozp—terma ¢ija duljina
nije vec¢a od 5;

(e) (2boda) istinitost formule neke teorije prvog reda za o—intrerpretaciju.
2. Iskazite sljedece tvrdnje:
(a) (1 bod) propozicija o kardinalnosti skupa svih formula logike su-
dova;
(b) (1 bod) Lindenbaumova lema za sistem RS}
(¢) (2 boda) generalizirani teorem potpunosti za teorije prvog reda,

te definirajte sve pojmove koji se spominju u teoremu.

3. (4 boda) Neka je S skup formula logike sudova za koji postoji to¢no
jedna interpretacija I tako da vrijedi 1(S) = 1. Dokazite da je skup S
konzistentan i potpun.

4. (4 boda) Dokazite da za sve formule F' logike prvog reda vrijedi: =3z F =
V- F.



Zadaci (svaki vrijedi 5 bodova)

1. Neka je I interpretacija takva da je I(P) = 1 za svaku propozicionalnu
varijablu P i F' formula u kojoj se od veznika pojavljuju samo — i <.
Dokazite da je I(F') = 1 ako i samo ako se = u F' pojavljuje paran broj
puta.

2. (a) Odredite jednu savrsenu konjuktivnu normalnu formu za formulu
(=P VQ) = (Q < R).

(b) Akosu Ay, ..., A, elementarne konjunkcijei A; V-V A, valjana
savrsena disjunktivna normalna forma, dokazite da je {Za,,...,Za, }
particija skupa svih interpretacija.

3. Dokazite da je svaki pravi podskup nezavisnog skupa formula logike
sudova ispunjiv.

4. Neka su S i T skupovi formula logike sudova takvi da za svaku inter-
pretaciju I vrijedi I(S) = 1 ako i samo ako I(T) # 1. Dokazite da su
S 1T konac¢no aksiomatizabilni te da i njihovi skupovi aksioma imaju
navedeno svojstvo.

5. Za skup formula logike sudova S sa [S] ozna¢avamo skup svih logickih
posljedica od S. Dokazite da je [S] maksimalno konzistentan ako i samo
ako je S potpun i konzistentan.

6. U sustavu prirodne dedukcije izvedite
~(P—=R)V(PANQ)F—-RVQ.
7. Glavnim testom ispitajte ispunjivost skupa formula
{Vz(Q(z) — —R(x,x)),y(VeR(z,y) — JzP(y,x)),JaVyR(z,y)}.
Ako je skup ispunjiv navedite jednu {P, @), R}-strukturu koja to doka-
zuje.

8. Dokazite da formula
VaVy-R(x,y)

nije logicka posljedica formule
VaVyVz(Jw(R(z,y) = Ry, w))A-R(z, 2)A(R(z,y) = (R(y, 2) = R(z,2))))

te da je svaka { R}-struktura koja to pokazuje beskonacna.



