Matematika 2 za kemicare 2024./2025.

Prva domaca zadaca
RjeSenja

Zadatak 1. Volonterima na manifestaciji Dan i no¢ na PMF-u podijeljene su zelene, plave i lju-
bicaste majice. Ukupno ima 102 majice, zelenih ima A viSe nego plavih, a kada bi bilo dvostruko

viSe ljubicastih majica i trostruko viSe plavih, ukupan broj majica bio bi 174.

U ovisnosti o cjelobrojnom parametru A odredite koliko je majica koje boje podijeljeno volon-

terima. Koliko najmanje, a koliko najviSe mozZze biti ljubicastih majica?

Rjesenje. Oznacimo broj zelenih majica sa Z, plavih s P iljubicastih sa LJ. Imamo sustav

Z+P+LJ]=102
Z=P+A
Z+3P+2L] =174

Sustav rjeSavamo Gaussovom metodom eliminacija:

1 1 1102 N 2 0 1] 102+A7 2 0 1]/102+A
1 -1 0| A 3~ 1 -1 0 A ].(_2) ~11 -1 0 A
1 3 2|174 '—j 4 0 21|174+31 0O 0 0| A-30

1°) Za A # 30 imamo redak (0 0 0| ¢) gdje je ¢ # 0, pa sustav nema rjeSenja.

2°) Za A =30 imamo nul-redak kojeg moZemo ispustiti, pa je matrica sustava
2 0 1]132
1 -1 0| 30
irjeSenje je
Z =1, P=1-30, L] =132-2¢

pri cemu je ¢ slobodni parametar. Kako Z, P i L] moraju biti nenegativni cijeli brojevi
(manyji ili jednaki 102),  mora zadovoljavati

30=<1=66.
Najmanji broj ljubicastih majica dobivamo za ¢ = 66 i on iznosi LJ = 0, a najvec¢i za ¢ = 30
ioniznosi L] =72.

3 boda

Napomene:

e Potpuno rjeSenje zadatka mora sadrzavati diskusiju o parametru A. Nije dovoljno samo
napisati A = 30 bez komentara da u suprotnom sustav nema rjesenja.

* Priznaje se i rjeSenje koje pretpostavlja da postoji barem jedna majica svake boje, ali to je
trebalo napraviti konzistentno: u tom slucaju je najmanji moguci broj ljubicastih majica
L] =2 (jerje L] =132 —2t, a t je cijeli broj), a najvec¢i L] = 70 (jer mora biti barem jedna
plava majica, paje ¢t = 31).
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Zadatak 2. Izracunajte determinantu:

1 1 2 1 1
1 9 2 12 1
1 1 12 1 6
1 1 1 2 1
1 16 2 1 16

Rjesenje. Najprije radimo elementarne transformacije:

Lo 2 12 1| JED o5 0 1 o

(-1 0 8 0 11 O
1 1 12 1 6 (-1) h ~l00 10 0 5
11 1 2 1 Dy 0 211 o
1 16 2 1 16 015 0 0 15

Laplaceovim razvojem po prvom stupcu dobivamo

8§ 0 11 O
0 10 0 5
0 -1 1 O

15 0 0 15

pa zatim razvojem po tre¢em retku

8§ 11 O 8§ 0 O
0 0 5(+|0 10 5|= —5‘
15 0 15 |15 0 15

8 11 10
‘ 8‘ =-5-(-165) +8-150 = 2025.

. 5
15 0 0 15

3 boda

Napomene:
* Priznaje se bilo koji valjani nacin racunanja determinante.

* Konacno rjeSenje u svim grupama je 2025.
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Zadatak 3. Linearni operator A: R? — R3 zadan je svojom matricom

1
[Alf=10
0
s obzirom na bazu f = ((3,0,1),(0,2,0),(1,0,1)).
— Y~ —
h f2 f3
(a) Dokazite daje f = (fi, f2, f3) zaista baza prostora R3.

(b) Odredite matricu operatora A u kanonskoj bazi.

(c) Odredite spektar operatora A. Odredite svojstvene vektore pridruZene cjelobrojnoj svo-
jstvenoj vrijednosti od A.

Rjesenje.
(@) Vektore f1, f>1 f3 zapiSemo u stupce matrice i raCunamo determinantu:
3 01
0 2 0/=3-2-1-1-2-1=4#0.
1 01
Kako je determinanta matrice # 0, njeni stupci su linearno nezavisni i ¢ine bazu za R3.
1 bod
(b) Znamo daje [A]f = T '[A].T, pri ¢emu je T matrica prijelaza iz baze f u kanonsku bazu
e=((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))

3
T=10
1

S N O

1
0].
1

Stoga je [Al, = T[A] fT_l. Odredimo inverz matrice T

301[100 2 0 0[1 0 -1} ]:2
020010].(_1)~020010|:2~
101001 10100 1
1003 0 —3 100[4 0 -4
1 1
~0100§0].(_1)~0100§0
101/00 1 001|-3 0 3
Lo
Dakle, 7' =| 0 % 0 |. Sada racunamo
L 9 3
2 2
30 1\(12 -1\(3 0 —3 3 4 -6
[Ale=T[Al;T'=|0 2 0o|l0 0 1|[[0 1 oO|=[-10 3
1 3
1 01/lo2 o0)\-3 0 2 1 2 -2
1,5 bodova
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(c) Prvo odredimo svojstveni polinom operatora A. To Ce biti lakSe ako uzmemo matricu u

bazi f:
1-1 2 -1 o
ka(A) =det(A-AD=| O -A 1 :(1—/1)‘2 _A‘:(I—A)(AZ—Z).
0 2 -

Nulto¢ke svojstvenog polinoma su 1; = 1i 123 = +V/2, pa je spektar o(A) = {1, £v/2}. Je-
dina cjelobrojna ultocka je A = 1. Odredimo pripadne svojstvene vektore: oni su rjeSenja
sustava Cija je proSirena matrica

3-1 4 -6 |0 2 4 -6]0
-1 0-1 3 0] =|]-1 -1 3 |0 j"' (-2)
1 2 -2-1|0 1 2 =30
01 010
1 00 ~( )
(-2 _
s 3|0 J2 1o =3]0

l
— o

Dakle, svojstveni vektoriza A = 1su {(3£,0, 1) : teR}.

1,5 bodova

Napomene:
* RjeSenja bez postupka (npr. traZenje inverza matrice) nose maksimalno 3 boda.

* Kod odredivanja svojstvenih vektora nuzno je promatrati matri¢ni prikaz u kanonskoj
bazi; u suprotnom se dobiveni koeficijenti odnose na prikaz vektora u bazi f!

* Svojstvene vektore je moguce i procitati direktno iz matrice [A] r: vidimo da je Af; = f1,
tj. 1 =(3,0,1) je jedan svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti A = 1. Onda je i
svaki njegov skalarni viSekratnik takoder svojstveni vektor.



