ELEMENTARNA GEOMETRIJA

Skice rjesenja pismenog ispita - 26. kolovoza 2025.

1. Neka je I srediste upisane kruznice trokuta ABC, a K i L redom diralista te kruznice
sa stranicama AB i AC. Kruznica k prolazi tockama A i I te sijece stranice AB i AC
redom u nekim tockama M i N. Dokazite da su trokuti K M1 i LN sukladni.
Rjesenge.

Pretpostavimo da je sjeciste N na duzini AL.

Uoc¢imo prvo da je |[IL| = |IK| te <ALI = <AKI = 90°. Kako je ¢etverokut ANIM
tetivan po konstrukciji, nasuprotni kutovi su mu suplementarni:

JANI = 180° — <AMI.

Buduéi da je <LNI = 180° — <ANI, zaklju¢ujemo <LNI = <AMI. Po KSK poucku o
sukladnosti trokuta zaklju¢ujemo da su trokuti K M1 i LNI sukladni.

Analogno zakljuéujemo i ako N nije na duzini AL, buduéi da je sada M na duzini AK.




2. Na stranici BC trokuta ABC odabrane su tocke D i E tako da vrijedi
IBAE = <DAC =90°, |BD|=2, |DE|=3, |EC|=23.

Izra¢unajte povrsinu trokuta ABC.

Rjesenge.

Bududi da je E poloviste hipotenuze pravokutnog trokuta AADC, to je i srediSte kruznice
opisane tom trokutu pa je takoder |[AF| = 3. Sada promatramo pravokutan trokut
AABE cija je hipotenuza duljine 5 i jedna kateta duljine 3 pa primjenom Pitagorinog
poucka dobivamo

|AB| = \/|BE? — |AE|2 = V52 — 32 = 4,

Povisina tog trokuta jednaka je Paapp = 3|AB||AE| = 6. S druge strane, povrsinu
mozemo dobiti i kao Paapg = 3| BE||AF|, pri éemu je F' noZiste visine iz vrha A na BE.
Uvrstavanjem dobivamo [AF| = 2.

Uo¢imo da je AF ujedno i visina trokuta AABC, §to znadi da moZemo izra¢unati njegovu

povrsinu kao
12 48
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Paase = 5|BC||AF| = s=—
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Napomena. Povr§inu smo mogli izra¢unati i pomoc¢u Heronove formule, za $to nam treba
i duljina stranice AC', a u ra¢unu smo mogli koristiti i trigonometrijske funkcije. Oboje
bi produljilo sami rac¢un.



3. Dvije kruznice razli¢itih polumjera se sijeku. Dokazite da njihova zajednicka sekanta
(pravac koji sadrzi zajednicku tetivu) raspolavlja odsjecak zajednicke tangente izmedu
dvaju diralista.

Rjesenge.
Neka su M i N sjecista kruznica, M N zajednicka sekanta kruznica, A i B diralista

kruznica sa zajednickom tangentom te neka je P sjeciSte zajednicke sekante i tangente.
Zelimo dokazati |PA| = |PB|.

Promatramo potenciju tocke P s obzirom na zadane kruznice:

|PA|* = |PM||PN|
|PB|? = |[PM||PN]|.

Izjedna¢imo gornje relacije da dobijemo |PA|?> = |PBJ?, odnosno |PA| = |PB|.

Napomena. Mogli smo promatrati i odgovarajuce sli¢nosti koje bi nas u konacnici zapravo
ponovno dovele do potencije tocke. Konkretno, APAN ~ APMAi APBN ~ APMB,
Sto dobivamo primjerice pomoc¢u teorema o kutu izmedu tangente i tetive te poucka KK
o sli¢nosti trokuta.



4. Povrgina pravilnog Sesterokuta ABCDEF iznosi 24v/3. Ako svaku stranicu tog Sestero-
kuta produljimo za duzinu duljine 1, i to AB preko vrha B, BC preko vrha C' itd., dobit
¢emo Sest tocaka koje su vrhovi novog Sesterokuta. Koliki je njegov opseg?

Rjesenge.
Povrsina pravilnog Sesterokuta jednaka je Sesterostrukoj povrsini karakteristi¢nog trokuta
koji je u ovom slucaju jednakostranican:

a?\/3

y — 24V3 — aq=4.

P6:6'

Neka je A; "produzetak" stranice FA preko vrha A te B; "produzetak" stranice AB
preko vrha B.

Vrijedi <A1 AB; = 180° — <B1AF = 60°. Koristec¢i kosinusov pou¢ak mozemo izra¢unati

1
|A1B1| = \/’AA1‘2 + |ABl‘2 - 2|AA1HA31’ COSAlABl = \/12 + 52-2-1-5- 5 = \/ﬁ

Zbog simetrije dobiveni Sesterokut je ponovno pravilan te smo izracunali da je duljina
njegove stranice jednaka /21, odnosno opseg mu je 6+/21.



5. Neka je ABCDA;B,C,D; kocka i neka su P, @, R redom polovista bridova AB, AD i
AA;. Ravninama PQR i B1C D, kocka je podijeljena na tri poliedra. Odredite u kojem
su omjeru volumeni tih triju poliedara.

Rjesenje. Neka je a duljina stranice kocke. Ravninama je kocka podijeljena na tetraedre
APQR i C1B1;CD; te nepravilno tijelo (ostatak).

Tetraedar C}B;C'D; mozemo promatrati kao tetraedar ¢ija je baza pravokutan trokut
ABC1Dy, a visina brid kocke C'Cy. Bududi da je |BCi| = |DiCy| = |CCy| = a,

dobivamo

1 1 3

1 a
Veugiep, = slamcn |CCy| = 3 (5\3101| : \D101!> |CCy| = e

Sli¢no radimo i za tetraedar APQR, duljine stranica njegove baze i visina su |AP| =
|AQ| = |AR| = § pa imamo

1 1 3

1 11 saN2a a
Vapor = =Paarg - |AR| = = - [ Z|AP|-]A -AR:——<—>—:—.
APQRgAAPQ||3<2|||Q|>||322248
Volumen preostalog poliedra V3 mozemo dobiti kao razliku volumena cijele kocke i izra-
¢unatih volumena tetraedara
a®  a® 393
Vs = Viocke — V4 -V =t - = - — ==
3 kock C1B1CD, APQR = G 6 48 48

Dakle, trazeni omjer je VC1BlCD1 : VAPQR : ‘/3 =8:1:39.

Napomena. Oba tetraedra mogli smo promatrati kao tetraedre ¢ija je baza jednakostra-
nic¢an trokut (AB;CD; duljine stranice av2 i APQR duljine stranice “72) Visinu na
bazu mozemo izracunati koristeéi visinu trokuta koji ¢ini bazu, omjer u kojem teziste
dijeli tezisnicu te Pitagorin poucak. Kao medurjesenja dobivamo sljedece (C7 i A’ su

nozista visina iz C i A na odgovarajuce baze):
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