Elementarna matematika 1
Vjezbe

Akademska godina 2024./2025.



Predgovor

Ova skripta nastala je tijekom akademske godine 2024./2025. kao nadopuna vjeZbama iz
kolegija Elementarna matematika 1. SadrZi vaZzne definicije i iskaze teorema obradene
na predavanjima te zadatke koji Ce se rjeSavati na vjezbama. Svrha skripte nije da zami-
jeni redovito pohadanje i aktivno pracenje vjezbi, ve¢ da studentima omoguci da sami
pogledaju nesto §to na nastavi nisu stigli zapisati ili Zele ponoviti.

Kako bi imali najviSe koristi od nastave i ove skripte, preporuka studentima je da ba-
rem neke zadatake pokusaju samostalno rijesiti prije dolaska na vjezbe. Na kraju svakog
poglavlja nalaze se upute za rjeSavanje nekih zadataka te rjeSenja. Napominjemo da je
Citanje rjeSenja zadataka gotovo beskorisno ukoliko prije toga niste dobro razmislili o
zadatku i pokusali ga rijeSiti, makar i bezuspjesno.

Buducdi da je skripta tijekom cijelog semestra u procesu nastajanja, gotovo sigurno ¢e sa-
drzavati gramaticke, sintaksne ili matematicke greske. Bit ¢emo iznimno zahvalni sva-
kome tko nam ukaZze na neku gresku ili sumnju na istu.

Posljednja izmjena napravljena je 22. sijecnja 2025.

Matea Celar, Ivan Novak i Ivan Puljiz
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Poglavlje 1

Logika

1.1 Logicki veznici

Definicija 1.1. Sud je svaka izjavna (matematicka) recenica (zapisana rijecima ili
simbolima) za koju se moZe utvrditi je li istinita ili laZna.

Primjer 1.2. Promotrimo sljedece izjave:

1.

2.

Izjava “Broj 13 je jednak broju7” je sud, i to lazan.
Izjava “14+1+1=2"jesud,ito lazan.

Izjava “x + 1 = 2” nije sud, jer nije moguce jednoznacno utvrditi je li istint ili laZan.
Za x =1 to bi bio istinit sud, a za npr. x = 2 to bi bio laZzan sud.

. Izjava “Za sve prirodne brojeve x vrijedi x + 0 = x” je sud, i to istinit.

Izjava “Svaki polinom stupnja veceg ili jednakog 1 ima nultocku u skupu komplek-
snih brojeva” jest sud. Iako u ovom trenutku nemamo dokaz te tvrdnje, jasno je
da se njena istinitost moZe jednoznacno utvrditi. Tvdrnje za koje nemamo dokaz
nazivamo hipotezama.

Dokaz ove tvrdnje napravit €e se na trecoj godini studija, na kolegiju Kompleksna
analiza. Dakle, ovaj sud je istinit.

Izjava “Ova izjava je lazna” nije sud, jer nije moguce jednoznacno utvrditi njenu
istinitost. Kad bi ona bila istinita, onda bi vrijedilo “Ova izjava je lazna’, tj. izjava
bi bila laZzna. Sli¢no, kad bi ta izjava bila lazna, onda ne bi vrijedilo “Ova izjava je
lazna’, tj. izjava bi bila istinita. Sud ne moZe istovremeno biti i istinit i lazan, pa
ova izjava nije sud.



POGILAVLJE 1. LOGIKA

Od jednostavnih sudova gradimo sloZene sudove pomocu logi€kih veznika. Radi kraceg
zapisa, sudove pritom simboli¢ki ozna¢avamo velikim slovima, npr.

A=“1+2=3", B=3"=9".
Definicija 1.3. (Logicki veznici)

* Negacija suda A je sud koji je istinit to¢no

onda kada je sud A lazan. Negaciju suda A f _|OA
oznacavamo sa A ili A te ¢itamo “‘ne A” ili
“nije A”. Of 1

* Konjunkcija sudova A i B je slozeni sud koji A|B| ANB
je istinit to¢no onda kada su istiniti i sud A 11 1
i sud B. Konjunkciju sudova A i B oznaca- 10 0
vamo sa AA B, A&Bili A- B, te ¢itamo “A i 01 0
B”. 0|0 0

* Disjunkcija sudova Ai B je sloZeni sud koji je A|B|AVE
laZzan to¢no onda kada su lazni i sud A isud 11 L

. . .. . g 10 1

B. Disjunkciju sudova A i B oznatavamo sa ol 1 1
AV B, A|Bili A+ B, te ¢itamo “A ili B”. olo 0

* Implikacija sudova Ai B je sloZeni sud koji je
lazan samo onda kada je sud Aistinit, asud B A|B||A=B
lazan. Implikaciju sudova A i B oznacavamo 1)1 1
sa A= Bili A — B, te ¢itamo “A povlaci B, 1|0 0
““A implicira B”, “Ako A, onda B”, “Iz A slijedi 0|1 1
B’, “B je nuZan uvjet za A” ili “A je dovoljan 00 1
uvjet za B”.

» Ekvivalencija sudova Ai B je sloZeni sud koji
je istinit tocno onda kada su i sud A i sud A|/B||AeB
B oba istiniti ili oba lazni. Ekvivalenciju su- 1)1 1
dova A i B oznacavamo sa A < Bili A < B, 10 0
te Citamo “A vrijedi ako i samo ako vrijedi B” 0|1 0
(kraci zapis “A akko B”) ili “A je nuZan i do- 00 1

voljan uvjet za B”.



POGILAVLJE 1. LOGIKA

Zadatak 1.1 Neka je A=23=8i B =7 > 5. Zapisite sljedeée sudove:
(@) A= "B
(b) Av-B
(c) "Ae B
(d) ~(0A)

(e) (ANB)=> A

Zadatak 1.2 Odredite istinitost sljedec¢ih sudova:
(@) Akoje3+2=7,ondajed+4=8."
(b) “Nije istina da je 6> = 32 ako i samo ako je4 =10.”
(c) “Nije istina da jelog, 16 =3 ilicos0=1."
(d) “Nije istina da, ako je 10 djeljiv s 3, onda je V9 = 4.”
Napomena 1.4. Uvodimo prioritet logickih veznika:
1. Najvisi prioritet ima negacija.
2. Srednji prioritet ima konjunkcija.

3. Najnizi prioritet imaju disjunkcija, implikacija i ekvivalencija. Ta tri veznika imaju
jednak prioritet.

Definicija 1.5. KaZzemo da je sloZeni sud tautologija ako se njegov pripadni stu-
pac u tablici istinitosti sastoji samo od oznaka 1.

Definicija 1.6. KaZzemo da su sloZeni sudovi A i B semanticki jednaki ili logicki
ekvivalentni ako i samo ako je sud A < B tautologija, tj. ako sudovi A i B imaju
identicne stupce u tablici istinitosti. Tada piSemo A = B.

Oznakom T oznacavamo tautologiju, tj. sud koji je uvijek istinit. Oznakom L oznaca-
vamo sud €ija negacija je tautologija, tj. sud koji je uvijek lazan.



POGILAVLJE 1. LOGIKA

Zadatak 1.3 Provjerite zakone asocijativnosti i distributivnosti za konjunkciju i disjunk-
ciju:

(@ ANBAC)=(AAB)AC
(b) Av(BvC)=(AvB)vC
(c) AN(BVCO)=(AANB)V(ANO)

(d Av(BAC)=(AVB)A(AV(O)

Zadatak 1.4 Dokazite da su sljedeci sloZeni sudovi tautologije.
@ (AN(A=>B))=>B
(b) (A= B) © ("B=1A)

) (A=>B)AB=>0)=>A=>0)

Negiranje sloZenih sudova

Primjer 1.7.

1. Negacija suda “Broj18 jedjeljivs3 is4”je “Broj 18 nije djeljiv s 3 ili nije djeljiv s4”.
Uz oznake A = “Broj 18 je djeljiv s3”1 B = “Broj 18 je djeljiv s 4” vidimo da je

—(AANB)=-"AvVB.

2. Negacija suda “Broj 9 je prost ili je paran” je “Broj 9 nije prost i nije paran”. Uz
oznake A = “Broj9 je prost”i B = “Broj9 je paran” vidimo da je

-(AvB)=-AA"B.

3. Negacija suda “Ako je 62 djeljiv s 4, onda je 6 djeljiv s 4” je ‘6 je djeljiv s 4 i 6 nije
djeljiv s4”. Uz oznake A = ‘6 je djeljivs4”i B = ‘6 je djeljiv s 4” vidimo da je

1(A=>B)=AAB.



POGILAVLJE 1. LOGIKA

Zadatak 1.5 Dokazite sljedece identitete:
(@ "(0A)=A
(b) A>B=-AVB
(c) "(AAB)=-AvV B
(d (AvB)=-AA-B
(e) "(A=>B)=AA—B

) "(AeB)=(AA"B)V(TAAB)

Definicija 1.8. Neka je A= B sud. Tada kaZzemo:
e Sud B = Aje obratsuda A= B;

* Sud =B = —1A je obrat po kontrapoziciji suda A = B.

Promotrimo tablicu istinitosti za navedene sudove:

A|B||A=>B |B=>A | B=>-A
00 1 1 1
0|1 1 0 1
10 0 1 0
11 1 1 1

Vidimo da je sud A = B semanticki jednak svom obratu po kontrapoziciji, a nije opce-
nito jednak svom obratu.

Zadatak 1.6 Odredite sud F takav da sud
(A -B)AC)=((AVB)A(1CVF))

bude tautologija.

1.2 Predikatiikvantifikatori

Jednomjesni predikat je izjavna (matematicka) recenica koja sadrzi varijablu i ¢ija isti-
nitost ovisi o vrijednosti te varijable. Uvr§tavanjem konkretne vrijednosti za tu varijablu
predikat postaje sud. Opcenito, n-mjesni predikat je izjavna reCenica koja sadrzi n va-
rijabli te koja postaje sud uvrStavanjem konkretnih vrijednosti za te varijable.



POGILAVLJE 1. LOGIKA

Definicija 1.9. Neka je P(x) predikat.

e Sud
(Vx)P(x)

je istinit to¢no onda kada je P(x) istinit za sve (dozvoljene) vrijednosti va-
rijable x. Citamo “Za svaki x vrijedi P(x)”, a oznaku V zovemo univerzalni
kvantifiktor.

e Sud
(3x)P(x)

je istinit tocno onda kada postoji barem jedna vrijednost varijable x za koju
je sud P(x) istinit. Citamo “Postoji x za koji vrijedi P(x)”, a oznaku 3 zovemo
egzistencijalni kvantifiktor.

U vecini slucajeva potrebno je eksplicitno navesti iz kojeg skupa dolaze vrijednosti neke
varijable. To moZemo uciniti na sljedeci nacin:

(VX)(xeS=>P(x)) 1 (Ax)(xe SAP(x)).
Ove sudove krace zapisujemo kao

(VxeSPx) i @AxeSP(x).

Ako zZelimo izjaviti da postoji to¢no jedna vrijednost varijable za koju je sud istinit (a ne
viSe njih!), onda koristimo kvantifikator jedinstvene egzistencije, u oznaci 3.

Primjer 1.10.

1. Sud “Svaki cijeli broj k djeljiv je s 1” moZemo zapisati kao (Vk € Z)(k je djeljivs 1)
ili VkeZ)(1| k).

2. Sud “Postoji realan broj koji nije racionalan” mozZemo zapisati kao (3x € R)(x ¢ Q).

3. Sud “Postoji jedinstven prirodan broj ¢iji kvadrat je jednak 9” moZemo zapisati kao
@AlneN)(n* =9).

Zadatak 1.7 ZapiSite simbolima sljedece sudove:
(a) “Za svaki realan broj postoji prirodan broj koji je veci od njega”

(b) “Postoji prirodan broj koji je djelitelj svakog prirodnog broja”



POGILAVLJE 1. LOGIKA

Zadatak 1.8 ZapiSite sljedecCe sudove rijecima i provjerite njihovu istinitost:
@ (VrneN)(@AmeN)(n<m)
(b) @meN)(VneN)(n<m)

Sto moZete zakljuciti o redoslijedu kvantifikatora?

Zadatak 1.9 Odredite istinitost sljede¢ih sudova:

@ (VxeR)(x=x?

(b) @xeR)(x=x?)

(c) (VxeR)(x+1>x)

(d @xeR)(x+2=x)

(e) @xeR)(Ix]=0)

) (VyeN)@xeN)(y=x)

(@ FxeN)(VyeN)(y=x)

(h) @xeR(VyeR)(y=x)

R

(=

) (VyeR)@ExeR)(xy=1)

Zadatak 1.10 Zapisite sljedece sudove simbolima:
(@) “Svaki prirodan broj manji je od nekog prirodnog broja”
(b) “Postoji pridodan broj veci od svakog prirodnog broja”
(c) “Svaki prirodan broj koji je djeljiv s 14 je djeljivs 2isa 7”
(d) “Svaki prirodan broj koji je kvadrat parnog broja je djeljivs 4”

(e) “Za svaka dva prirodna broja vrijedi: ako je njihov produkt djeljiv nekim prostim
brojem, onda je istim prostim brojem djeljiv barem jedan od njih”



POGILAVLJE 1. LOGIKA

Negiranje sudova s kvantifikatorima

Primjer 1.11.

1.

Negacija suda “Svaki prirodan broj je paran” je “Postoji prirodan broj koji nije pa-
ran”. Zapisano simbolima:

A(VreN)2|n)=3neN)(21n).

Uocavamo: negacija suda VxP(x) je Jx(7P(x)).

. Negacija suda “Postoji prirodan broj koji je negativan” je “Svaki prirodan broj je

nenegativan”. Simbolima:
—(AneN)(n<0)=(VrneN)(n=0).
Uocavamo: negacija suda 3xP(x) je Vx (7P (x)).

Odredimo negaciju suda “Svaki pozitivan broj veci je od reciprocne vrijednosti ne-
kog prirodnog broja”. Najprije zapiSimo taj sud simbolima:

(VxeR,)@neN) (x> 1),
Koristeci pravila iz prethodna dva primjera, sada moZemo zapisati negaciju:
@xeR)(VneN) (x=< 1),

tj. “Postoji pozitivan broj koji je manji ili jednak od recipro¢nih vrijednosti svih
prirodnih brojeva’.

Zadatak 1.11 ZapiSite negacije sljedecih sudova:

(@)
(b)
(©
(d
(e)
)
(8)
(h)

(@AxeN)(x+1=8)
(VxeN)(x < 8)
(VxeR)Ay e R)(x? + y? = 4)
(VxeR)(x>0vx<0)
(VxeQ)(x-0=0Ax-1=x)
HaeR)(a£-1=>a=-2)
(VxeR)(x*—x=0e (x<0Vx=1))

(Axe@(x*=2))=> ((VyeQ)(y+Vv2eQ)



POGILAVLJE 1. LOGIKA

Zadatak 1.12 NapiSite obrat po kontrapoziciji sljedec¢ih implikacija:
(@ (VXeER)(x*-7x+12>0=>x<3)
(b) (VxeR)(x*-2x>0= (x>2Vx<0))
(©) (VxeR)(VyeR) ((x>0Ay>0)=xy>0)

(d (VReN)2|n=> @FkeZ)(n=4kvn=4k+2))

Zadatak 1.13 Oznacimo P(x) = “x je prost broj”. Zadana je tvrdnja:
“Postoji prirodan broj manji od svakog prostog broja manjeg od 100.”

Napisite simbolima zadanu tvrdnju te njenu negaciju, obrat i obrat po kontrapoziciji.
Odredite istinitost zadane i svih dobivenih tvrdnji.

Zadatak 1.14 Zadana je tvrdnja:

“Za svaka dva prirodna broja vrijedi: ako je jedan od njih veci od drugog,
onda postoji paran broj manji od njihovog zbroja.”

Napisite simbolima zadanu tvrdnju te njenu negaciju, obrat i obrat po kontrapoziciji.
Odredite istinitost zadane i svih dobivenih tvrdnji.

1.3 Tehnike dokazivanja

Vrste matematickih tvrdnji

Aksiom je tvrdnja koja se smatra istinitom i koja se ne dokazuje.

Definicija je izjava kojom se na jednoznacan nacin, nabrajanjem njegovih nuznih i do-
voljnih svojstava, opisuje neki matematicki pojam.

Teorem je matematicka tvrdnja Ciju istinitost je potrebno utvrditi dokazom, tj. logickim
zaklju€ivanjem iz aksioma i ve¢ ranije dokazanih tvrdnji. Teoremi tipicno imaju oblik
implikacije P = Q, pri ¢emu sud P zovemo pretpostavkom teorema, a sud Q tvrdnjom
teorema.

Primjer 1.12. Razdvojimo pretpostavke od tvrdnji sljedecih teorema:

1. Neka je funkcija f : I — R strogo monotona na skupu I < R. Tada je ona injekcija.
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PRETPOSTAVKA f:I — Rje strogo monotana funkcija na skupu I c R

TVRDNJA f je injekcija

2. Apsolutna vrijednost zbroja realnih brojeva je manja ili jednaka od zbroja apsolut-
nih vrijednosti pribrojnika.

PRETPOSTAVKA a i b su realni brojevi

TVRDNJA |a+ b| <|al+|bl
3. Podskup linearno nezavisnog skupa je linearno nezavisan.

PRETPOSTAVKA S je linearno nezavisan skup i S’ € S je njegov podskup

TVRDNJA S je linearno nezavisan

Tehnike dokazivanja

Napraviti direktan dokaz tvrdnje P = Q znaci, uz pretpostavku da je tvrdnja P
istinita, logickim zaklju¢ivanjem pronaci tvrdnje Qy, Q», ..., Q, takve da vrijedi

P3Q13Q2$:’Qn:>Q
Zbog tranzitivnosti implikacije tada vrijedi P = Q.

Sli¢cno, napraviti direktan dokaz tvrdnje P znaci pronaci tvrdnje Qi,Q>,...,Qp
takve da je
01=>Q:=>...>0Q,>P,

pri cemu je Q; aksiom teorije ili neka ocito istinita tvrdnja.

Zadatak 1.15 Dokazite da za svaka dva pozitivna realna broja a i b vrijedi AG nejedna-
kost:

b
a42- > Vab.

Napraviti dokaz tvrdnje P = Q obratom po kontrapoziciji znaci dokazati tvrd-
nju 7Q = ~P. Kako je taj sud semanticki jednak sudu P = Q, time smo ujedno
dokazalii P = Q.

10
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Zadatak 1.16 DokaZite da za svaki cijeli broj x vrijedi: ako je broj x> —6x +5 paran, onda
je x neparan.

Napraviti dokaz tvrdnje P svodenjem na kontradikciju znaci dokazati P = 1,
pri cemu je L neka ocito lazna tvrdnja. Tada =P mora biti laz, pa P mora biti
istina.

Zadatak 1.17 Dokazite da ne postoje cijeli brojevi x, y i z takvi da je

x2+y2—zz+2xy:90.

11
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Upute za rjeSavanje zadataka

UputazaZ1.2 Uvedite oznake za jednostavne sudove i odredite im istinitost. Zatim za-
pisite sloZene sudove simbolima i promotrite odgovarajuci redak u tablici istini-
tosti.

UputazaZ1.3 NapiSite tablice istinitosti i uvjerite se da su odgovarajuci stupci jednaki.

Uputa za Z1.4 NapiSite tablice istinitosti i uvjerite se da se odgovarajuci stupci sastoje
samo od jedinica.

UputazaZl1.5 Tvrdnje (a), (b), (c) i (d) dokazite koristeci tablice istinitosti. Zatim isko-
ristite te tvrdnje za dokaz tvrdnji (e) i (f).

UputazaZ1.6 Implikacija P = Q je laZna samo ako je sud P istinit, a sud Q laZan. Odre-
dite za koje vrijednosti sudova A, B i C je sud P istinit, i odaberite F tako da u tom
slucaju sud Q mora takoder biti istinit.

UputazaZl1.14 Izjava “jedan od brojeva m i n je veci od drugog” ne specificira redosli-
jed, pa treba obuhvatiti obje moguc¢nosti pri zapisu tog suda simbolima. Zapisu-
jemogan>mvm>n.

12



POGILAVLJE 1. LOGIKA

RjeSenja zadataka

RjeSenje 1.1

(a)
(b)
(©
(d)
(e)

Ako je 23 =8, ondaje 7 <5.
23 =8ilije7<5.

23 # 8 ako i samo ako je 7 > 5.
Nije istina da je 23 # 8

Akoje 23 =8i7<5,ondaje 23 =8.

RjeSenje 1.2

(a)

(b)

(©)

(d)

Oznacimo A=3+2=71iB=4+4=8. Tada je zadani sud A= B. Imamo tablicu
istinitosti:

A|B| A=>B

oj1] 1

Zadani sud je istinit.

Ozna¢imo A =62 =32 i B =4 = 10. Tada je zadani sud (A < B). Imamo tablicu
istinitosti:

A|B| AeB|-(A<B)

ofof] 1 | o

Zadani sud je lazan.

Oznac¢imo A =1og,16 =3 i B = cos0 = 1. Tada je zadani sud =(A Vv B). Imamo

tablicu istinitosti:
A|B| AvB|-(AVB)

of1ff 1 | o

Zadani sud je lazan.

Oznatimo A = “10je djeljivs 3” i B = v/9 = 4. Zadani sud je =(A = B). Imamo
tablicu istinitosti:

A‘BHA:B‘—u(A:B)
ojoff 1 [ o0

Zadani sud je lazan.

13
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(@

RjesSenje 1.3 Semanticku jednakost sudova provjeravamo tablicom istinitosti.

(AANB)AC

(AvB)vC

(AANB)V(AACQC)

ANB

AV B

0

0

A|B|C||BAC|AAN(BAQC

(b)

A|B|C|BvC|Av(BVvV(O)

0

(c)

A|B|C||BvC|AANBVC)| ANB| ANC

14
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(d)
A|B|C||BAC|AV(BAC)| AvB | AvC | (AVvB)A(AV ()
0j0]|O0 0 0 0 0 0
001 0 0 0 1 0
0[1]0 0 0 1 0 0
0|11 1 1 1 1 1
10|60 0 1 1 1 1
1101 0 1 1 1 1
1160 0 1 1 1 1
111 1 1 1 1 1

Vidimo da zadani sudovi imaju jednake stupce u tablici istinitosti, pa su semanticki jed-
naki.

Rjesenje 1.4 PokaZimo da se stupci u tablici istinitosti koji odgovara zadanim sudovima
sastoje samo od jedinica:

(@

A|B|A=>B| AAN(A=>B) | (AN(A=>B)=> A
00 1 0 1
0|1 1 0 1
10 0 0 1
1|1 1 1 1
(b)
A|B||A=>B|B|7A|1A=>-B | (A=>B)< (WB=>A)
0|0 1 1 1 1 1
0|1 1 0 1 1 1
10 0 1 0 0 1
11 1 0 0 1 1
(c)
A|/B|C||A=>B|B=>C|(A=>BIA(B=>C)|A=>C | (A=>BAB=>0)=>A=>0
0/0]|0 1 1 1 1 1
0|01 1 1 1 1 1
0(1]0 1 0 0 1 1
011 1 1 1 1 1
100 0 1 0 0 1
1{0]1 0 1 0 1 1
1110 1 0 0 0 1
11111 1 1 1 1 1
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RjeSenje 1.5

(@

Al ~A| (4
0 1 0
(b)
A|B||A=B|-A|-AVB
00 1 1 1
01 1 1 1
10 0 0 0
1)1 1 0 1
(c)
A|B||AANB | (AAB) | "A| "B | AV B
00 0 1 1 |1 1
0|1 0 1 1|0 1
10 0 1 0| 1 1
1)1 1 0 0|0 0
(d)
A|B||AvB|(AvB) | ~A|-B| “AA-B
00 0 1 1|1 1
01 1 0 1 |0 0
10 1 0 0| 1 0
1)1 1 0 0|0 0

(e) "(A=>B)=1(mAvB)=(nA) A B=AA"B

) "(AeB)="1((A=>B)AB=>A)=1(A=>B)v1(B=>A) =(AAB)V(BAA)

Rjesenje 1.6 Implikacija P = Q je laZzna samo onda kad je sud P istinit, a sud Q laZan.
Prema tome, moramo osigurati da sud (A v B) A (7C Vv F) bude istinit kad god je sud

(A e —B) A C istinit.

Ako je sud (A © 1B) A C istinit, onda su oba konjunkta istinita. Dakle, Ci A & 7B su
istiniti. Ako je sud A < —B istinit, onda su A i —B ili oba istinitij, ili oba laZni. U svakom
slucaju, ti sudovi imaju iste vrijednosti, pa sudovi A i B imaju razli¢ite vrijednosti, tj.

tocno jedan je istinit, a drugi je laZzan.

Sada treba osigurati da sud ((Av B) A (mCV F)) bude istinit u slu¢aju kad je C istinit, a Ai
B imaju razlicite vrijednosti. Sud AV B je svakako istinit, jer je istinitili A, ili B. Jo§ treba
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posti¢i da sud 7C v F bude istinit. To moZemo npr. za F = C, jer znamo da je "Cv C
tautologija.
Provjerimo tablicom istinitosti da je sud ((A < 7B) A C) = ((AV B) A (7C v C)) zaista
tautologija:

N
oo

(AeB)AC| (AVB)A(=CVC) | (A& ~B)AC) =
0

—

(AVB)A(0CV(O))

— -0 O O O
— O~ O+~ O+~ OO

—_——_—0 O ~ ~= O O
— e e e - - O O
— e e e e e e

O O = O = OO

RjeSenje 1.7
@ (VxeR)Y@neN)(n>x)

(b) @neN)(VmeN)(n|m)

RjeSenje 1.8

(a) “Za svaki prirodan broj postoji prirodan broj koji je veci od njega.”
Ovaj sud je istinit.

(b) “Postoji prirodan broj koji je ve¢i od svakog prirodnog broja”
Ovaj sud je lazan.

Buducdi da je sud pod (a) istinit, a sud pod (b) lazan, vidimo da je redoslijed kvantifikatora
bitan. U suprotnom bi ova dva suda bila ekvivalentna, $to oc€ito ne vrijedi.

Rjesenje 1.9
(a) SudjelaZan jer x?> = x ne vrijedi za sve realne brojeve x; npr. 22 # 2.

(b) Sud je istinit jer postoji realan broj x koji je jednak svom kvadratu; takvi su brojevi
0il.

(c) Sud je istinit jer je x + 1 strogo vece od x za sve realne brojeve x.

17
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(d) Sud je laZzan, ne postoji realan broj x takav da je x + 2 = x jer bi u tom slucaju
vrijedilo 2 = 0.

(e) Sud je istinit, postoji realan broj x ¢ija apsolutna vrijednost je jednaka 0, to je 0.

(f) Sud je istinit, za svaki prirodan broj y postoji neki prirodan broj koji je manji ili
jednak y, npr. sam y.

(g) Sud je istinit, postoji prirodan broj koji je manji ili jednak od svakog prirodnog
broja; to je broj 1.

(h) Sud je lazan, ne postoji realan broj koji je manji ili jednak od svakog realnog broja;
zasvaki x e Rjenpr. x—1 < x.

(i) Sud je istinit, za svaki pozitivan realni broj y postoji pozitivan realni broj % takav
dajey- % =1.

RjeSenje 1.10
(@) (VneN)(nje manji od nekog prirodnog broja) = (Vrn e N)(I3m e N)(n < m)
(b) (In eN)(n je veti od svakog prirodnog broja) = (An e N)(Vm e N)(n > m)

(c) (VneN)(ako je n djeljivs 14, onda je n djeljivs 2isa 7)
=(VneN)(14|n=>2|nA7|n)

(d) (YneN)(ako je n kvadrat nekog parnog broja, onda je n djeljiv s 4)

= (Vn € N)((postoji parni broj ¢iji kvadrat je n) = 4 | n)
=(VneN)(AkeN)2|kAan=k?®) =>4|n)

(e) (VneN)(Vm eN)(ako neki prost broj p dijeli mn, onda p dijeli m ili p dijeli n)
=(VneN)(VmeN)(VpeN)((p prostAp| mn)= (plmV p|n))

RjeSenje 1.11

(@) (VxeN)(x+1#£8)

(b) IxeN)(x=8)

(©) @xeR)(VyeR)(x*>+y?<4)

(d @xeR)(x<=0Ax=0)

18
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(e) @xeQ)(x-0£0Vx-1#Xx)
) (VaeR)(a=-1rna#-2)
(@ AxeR)((X¥*-x=0A(x>0Ax<1)VX*—x<0A(x<0Vx=1)

(h) (AxeQ?=2))A (FyeQy+v2¢Q))

RjeSenje 1.12
(@) (VxeR)(x=3=>x?>-7x+12<0)
(b) (VxeR)((x<2Ax=0)=>x*-2x<0)
(©) (VXxeR)(VyeR) (xy<0=>(x<0vy=<0)

(d) (VneN)((VkeZ)(n#4kAn#4k+2)=21n)

RjeSenje 1.13
Zadana tvrdnja:

@AneN)(YmeN)((P(m) A m<100) = n< m)

Negacija:
(VreN)@meN)((P(m) Am<100) A n=m)

Obrat:
@AneN)(YmeN)(n< m= (P(m) A m<100))

Obrat po kontrapoziciji:

@neN)(VmeN)(n=m= (7P(m) Vv m = 100))

Zadana tvrdnja je istinita: broj 1 je manji od svakog prostog broja manjeg od 100. Nega-
cija tvrdnje je lazna, a obrat po kontrapoziciji je istinit.

Obrat nije istinit: ne postoji prirodan broj takav da je svaki prirodan broj koji je veci od
njega prost i manji od 100.

RjeSenje 1.14
Zadana tvrdnja:

(Vm,neN)((m>nvn>m)= FkeN)2|kAk<m+n))
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Negacija:
@m,neN)((m>nvn>m)ANkeN)21kVk=m+n))

Obrat:
(Vm,neN)(@keN)2|kAk<m+n)=(m>nvn>m))

Obrat po kontrapoziciji:

(Vm,neN)(VkeN)2tkvk=m+n)= (m<snAn<m))

Zadana tvrdnja je istinita: ako je jedan broj strogo veci od drugog, onda ti brojevi mogu
biti najmanje 1 i 2, pa je njihov zbroj najmanje 3. Tada je 2 paran broj koji je sigurno
manji od njihovog zbroja. Negacija tvrdnje je laZna, a obrat po kontrapoziciji je istinit.
Obrat nije istinit: za n = 3 i m = 3 postoji paran broj strogo manji od njihovog zbroja
(npr. 4), ali vrijedi n = m, tj. nijedan od ta dva broja nije strogo vec¢i od drugog.

Rjesenje 1.15 Dokazujemo implikaciju

a+b
a i b su pozitivni realni brojevi — — > Vab.

Tvrdnju ¢emo dokazati direktno, tj. pretpostavit ¢emo da vrijedi lijeva strana implikacije
i zakljuciti da tada vrijedi i desna strana.

Pretpostavimo da su a i b pozitivni realni brojevi. Tada su v/a i Vb (pozitivni) realni
brojevi, pa je njihova razlika realni broj. Stoga je

(Va-Vb)?=0.
Odavde slijedi
a-2vab+b=0,
odnosno
a+b=2vab.

Dijeljenjem s 2 dobivamo zadanu nejednakost.

20



POGILAVLJE 1. LOGIKA

RjeSenje 1.16 Neka je x proizvoljan cijeli broj.
Pretpostavimo da je x paran. Tada je x = 2k za neki k € Z, pa imamo

X2 —6x+5=4k*-12k+5=22k* -6k +2) +1.
—_—
ez

Dakle, dokazali smo
X paran = x*—6x+5 neparan,

§to je ekvivalentno s
x> —6x+5 paran = Xx neparan.

RjeSenje 1.17 Dokazujemo da ne postoje cijeli brojevi za koje vrijedi gornja jednakost.
Tvrdnju ¢emo dokazati svodenjem na kontradikciju.

Pretpostavimo suprotno, da postoje cijeli brojevi x, y i z za koje vrijedi
x2+y2—zz+2xy:90.

Tada je
(x+ y)2 — 2% =90,

odnosno
(x+y+2)(x+y—2)=90.

Uocimo: razlika brojeva x+ y+zi x+y—zje paran broj (2z), pa su ti brojevi iste parnosti.

1°) x+y+zix+y—zsuobaneparni. No, tada je i njihov umnozak neparan, pa ne
moZe biti jednak 90.

2°) x+y+zix+y—zsuoba parni. Tada je njihov umnozak djeljiv s 4. No, 90 nije
djeljiv s 4, pa umnozak ne moze biti 90.

U oba slu¢aja dobili smo kontradikciju s pretpostavkom da je x> + y? — z2 + 2xy = 90.
Dakle, pretpostavka ne vrijedi, tj. ne postoje cijeli brojevi x, y i z za koje vrijedi x* + y* —
z%+2xy = 90.
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Skupovi

2.1 Skupovne operacije
Neformalno, skup shvacamo kao neuredenu kolekciju razli¢itih objekata.

PiSemo x € S ako x pripada kolekciji objekata koji ¢ine S. U protivnom piSemo x ¢ S.

Primjer 2.1. Neki primjeri skupova:
1. $=1{1,2,3} je skup ciji elementi su prirodni brojevi 1, 2 i 3. Vrijedi

§=1{1,3,2}=1{2,1,3} ={2,3,1} ={3,1,2} = {3,2, 1}.

2. Skup prirodnih brojeva N = {1,2,3,...} je primjer beskonac¢nog skupa. Takoder
poznajemo skupove brojeva Z, Q, Ri C.

3. Skup parnih prirodnih brojeva P = {2,4,6,8, ...} moZemo zapisati kao
P={neN|njeparan} ={neN|2]|n}
ili, alternativno, kao skup svih visekratnika broja 2:
P={2n|neNj.
4. Prazan skup @ ne sadrZi niti jedan element. Drugim rijeCima, za svaki objekt x
vrijedi x ¢ @.

Napomena 2.2. @ je oznaka za prazan skup, tj. skup {} (skup bez elemenata), jednako
kao $to je N oznaka za skup {1,2,3,...}. Bilo bi pogresno pisati {¢} za prazan skup, jed-
nako kao $to bi bilo pogresno pisati {N} za skup prirodnih brojeva.
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Definicija 2.3. Neka su A i B skupovi. KaZemo da je A podskup skupa B i piSemo
A < B ako je svaki element skupa A ujedno i element skupa B, tj. ako vrijedi

Vx(xe A= x € B).
KaZemo da su skupovi A i B jednaki i piSemo A = B ako vrijedi A< Bi B< A, tj.
Vx(xe A x€ B).

KaZemo da je skup A pravi podskup skupa B i piSemo A ¢ B ako vrijedi A< B i
B & A.

Napomena 2.4. Prazan skup je podskup svakog skupa. Zaista, za bilo koji skup S tvrdnja
Vx(xeg=>x€S)

je istinita jer je za svaki objekt x sud x € @ lazan, pa je implikacija x € @ = x € S istinita.
Takoder, za svaki skup S vrijedi S < S: sud

Vx(xeS=>x€f)
je ocito istinit.
Primjer 2.5. ZapiSimo sve podskupove skupa {1, 2, 3}.

e Prazan skup @.

* Jednoclani podskupovi su {1}, {2} i {3}.

e Dvoclani podskupovi su {1,2}, {2,3} i {1, 3}.
¢ Jedini troclani podskup je {1,2,3}.

Definicija 2.6. Neka je S skup. Skup svih podskupova od S zovemo partitivni
skup skupa S i oznacavamo sa Z2(S).

Zadatak 2.1 Dokazite da vrijedi 22(A) = 22(B) ako i samo ako je A= B.

Operacije nad skupovima. Neka su A i B skupovi.
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Unija skupova A i B je skup Cciji elementi
su svi objekti koji pripadaju ili skupu 4, ili
skupu B. Uniju skupova A i B oznacavamo
sa AUB.

Vrijedi

xXeEAUBs xe AvxeB.

Presjek skupova Ai B je skup ¢iji elementi su
svi objekti koji pripadaju i skupu Aiskupu B.
Presjek skupova A i B oznacavamo sa An B.
Vrijedi

XeEANBo xe ANXx€EB.

Razlika skupova A1 B je skup Ciji elementi su
svi objekti koji pripadaju skupu A, a ne pri-
padaju skupu B. Razliku skupova A i B ozna-
Cavamo sa A\ B.

Vrijedi

xeA\Bo xe Anx¢B.

Simetri¢na razlika skupova A i B je skup ciji
elementi su svi objekti koji pripadaju jednom
od skupova Ai B, a ne pripadaju drugom. Si-
metri¢nu razliku skupova A i B oznacavamo
sa AAB.

Vrijedi

xXeAABo (xeANx¢B)V(x¢e ANXxEB).

Ako je A < i za neki skup 4, skup U\ A oz-
nacavamo jo$ sa A° i zovemo komplement
skupa A u odnosu na 4. Ovdje { ima ulogu
univerzalnog skupa.

Primjer 2.7. Nekaje (={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} i

A=1{1,2,4,8,, B={1,3579}
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Imamo

AuB=1{1,2,3,4,5,7,8,9} BnC=1{3,57} A\C={1,4,8}
C\A=1{3,5,7} (AUB)‘ =1{6,10} C\(AuB)=¢

Zadatak 2.2 Neka su A i B podskupovi univerzalnog skupa 4l. DokaZite da je

A\B=AnB".

Zadatak 2.3 Neka je L[ = N. Ako postoji, navedite primjer skupa A =N takvog da:
(a) Ajekonacani A€ je beskonacan;
(b) Ajebeskonacani A€ je konacan;
(c) Ai A° suobabeskonacdni;

(d) Ai A€ suobakonacan;

Definicija 2.8. Za skupove A i B takve da vrijedi An B = @ kaZemo da su disjunk-
tni.

Zadatak 2.4 Neka su A i B podskupovi univerzalnog skupa 4{. DokaZite da su Ai B di-
sjunktni ako i samo ako je A < B€.
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Zadatak 2.5 Neka su A, B i C skupovi. Dokazite da vrijedi

AcCiBc(C akoisamoako AuBcC.

Zadatak 2.6 Neka su A i B skupovi. Dokazite da vrijedi

(A\B)U(B\ A)=(AUuB)\(AnB).

Napomena 2.9. Primijetimo da je skup iz prethodnog zadatka upravo simetri¢na razlika
AAB.

Zadatak 2.7 Neka su A, B i C skupovi. Dokazite
A\(BuUC)=(A\B)\C.
Napomena 2.10. Skupovna razlika nije asocijativna aperacija, tj. vrijedi

A\(B\C) #(A\B)\C.

A B A B

C C
A\ (B\C) (A\B)\C

Primjerice, za skupove A ={1,2,3}, B= {2} i C = {2,3} vrijedi

A\NB\CO) =1{1,2,3}\ ({2} \ {2,3}) = {1,2,3}\ @ = {1,2,3}

(A\B)\C=({1,2,3}\{2) \ {2,3} = {1,3} \ {2,3} = {1},
aocito {1,2,3} #{1}.
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Ispitati odnos skupova S i T znaci provjeriti vrijedi li neka od inkluzija S< T i
T < S. Inkluziju koja vrijedi potrebno je dokazati, a za onu koja ne vrijedi potrebno
je naci kontraprimjer.

Zadatak 2.8 Neka su A, B i C skupovi. Ispitajte odnos skupova

(A\B)uC i (AUuQO)\ B.

Zadatak 2.9 Neka su A, B, C i D skupovi. Ispitajte odnos skupova

(A\B)u(C\D) i (AuC)\ (BuD).

Zadatak 2.10 Neka su A, B, C skupovi. Ispitajte odnos skupova

(AUB)AC i (AAC)UB.

Zadatak 2.11 Neka su A, B, C skupovi. Dokazite daje AA (BAC) = (AA B) AC, odnosno
da je operacija A asocijativna.

2.2 Kartezijev produkt

Definicija 2.11. Neka su Ai B skupovi te a € A, b € B. Objekt (a, b) zovemo ure-
deni par, pri Cemu a zovemo prvi €lan para, a b zovemo drugi €lan para.

Za dva uredena para (ay, by) i (az, by) vrijedi
(a1, b1) = (az,b2) < ay=ax N by =by.

Poredak elemenata u uredenom paru je bitan. Na primjer, ako je A= B ={1,2}, onda je
(1,2) # (2,1) iako za pripadne skupove vrijedi {1,2} = {2,1}.

Definicija 2.12. Kartezijev produkt skupova A i B je skup
AxB:={(a,b)|ae ANbe B}
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Napomena 2.13. Kartezijev produkt nije komutativan, odnosno ako je A # B, onda je
AxB#BxA.

Napomena 2.14. Primijetimo da su formalno (A x B) x Ci A x (B x C) razliCiti skupovi.
Naime, elementi prvog su oblika ((a, b), ¢) a elementi drugog su oblika (a, (b, ¢)) za neke
a€ A, be B, ce C. Medutim, dogovorno ih u veéini situacija smatramo jednakima, i
piSemo A x B x C za bilo koji od tih skupova, a elemente zapisujemo kao uredene trojke
(a,b,c).

Slicno moZzemo definirati Kartezijev produkt n skupova Ay, Ay, ..., A, kao skup svih ure-
denih n-torki:

Al x Ay x...x Ay :={(a,ay,...,a,) | ai € AiNa € Ay N--- A\ a, € Ayl

Zadatak 2.12 Neka su A, B i C skupovi. Dokazite daje Ax (BUC) =(Ax B)U (A x Q).

Napomena 2.15. Vrijede i sljedeca svojstva:

Ax(B\C)=(AxB)\(Ax (),
Ax(BNC)=(AxB)n(AxC(C).

Dokazi su sli¢ni prethodnom i ostavljamo ih za zadacu.

Zadatak 2.13 Neka su A, B, Ci D skupovi. Ispitajte odnos skupova

((A\C)x (B\D))U((C\A) x(D\B)) i (AxB)A(CxD).
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Upute za rjeSavanje zadataka

UputazaZ2.1 Za dokaz £ (A) = P(B) = A= B iskoristite A € 22(A), odnosno B € Z?(B)
i Cinjenicu A=B< A BABCA.

UputazaZ2.2 Dokazite daje x € A\ B logicki ekvivalentno s x € An B°. Pritom koristite
formule iz definicija skupovnih operacija.

Uputa za Z2.4 Koristite svodenje na kontradikciju! Konkretno, za smjer [ <], pretpos-
tavite da postoji neki element skupa AN B i pokuSajte iz toga dobiti neku laznu
tvrdnju.

UputazaZ2.5 Iskoristite SCcSUTiT<SUT.
UputazaZ2.7 DokazZite daje x € A\ (Bu C) logicki ekvivalentno s x € (A\ B) \ C.

Uputaza Z2.8 Najprije skicirajte Vennove dijagrame i uocite (A\ B)uC ;Dé (AUQO)\ B.
Treba dokazati inkluziju |2 |i naéi kontraprimjer za .

UputazaZ2.9 Kao u zadatku 2.8, skicirajte Vennove dijagrame kako biste ustanovili
koju inkluziju treba dokazati, a koju opovrgnuti. Vennov dijagram za Cetiri skupa
izgleda ovako:

UputazaZ2.11 Pomocu semanticke tablice dokaZite da susudovixe AA(BAC)ixe
(A A B) A Clogicki ekvivalentni.
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RjeSenja zadataka

RjeSenje 2.1 Dokazujemo ekvivalenciju
PA)=PB) e A=B.
Pretpostavimo da je 22(A) = 2(B). Treba dokazati A = B. Dokazat ¢emo A< B i
Bc A.

Kako je A < A, vrijedi A € 22(A). Zbog pretpostavke P (A) = Z22(B) odavde slijedi
AeP(B), tj. AcB.

Analogno, vrijedi B < B pa je B € 2(B) i zbog pretpostavke imamo B € £2(A), od-
nosno B c A.

Dakle, vrijedi ASBiB< A, tj. A=B.

Pretpostavimo da vrijedi A = B. Tada ocito vrijedi 22(A) = Z22(B): svaki podskup
od A je ujedno i podskup od B i obratno, pa 22(A) i 2 (B) sadrZe iste elemente, tj.
jednaki su.

RjeSenje 2.2 Neka je x € 4l proizvoljan. Vrijedi:

xeA\Boxe ANx¢B
o (xeAnxe)Axé¢B
S xeAN(xelUAXxEB)
o xeAANxe B¢
< x€ AnB°.

Dakle, vrijedi Vx(x€ A\B < xe€ AnB°),tj. A\B=AnB".

RjeSenje 2.3
(a) Skup A =1{1,2}je konacan. Njegov komplement A° = {3,4,5,...} je beskonacan.
(b) Skup A=1{2,3,4,...} je beskonacan. Njegov komplement A° = {1} je konacan.

(c) Skup parnih brojeva A = {2n | n € N} je beskonacan. Njegov komplement je skup
neparnih brojeva A° = {2n—1| n € N} koji je takoder beskonacan.

(d) Takav skup ne postoji; u suprotnom bi skup prirodnih brojeva N = AU A° bio unija
dva konacna skupa, pa bi i sam bio konacan.
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RjeSenje 2.4
Pretpostavimo da su A i B disjunktni, tj. AN B = @. Treba dokazati A< B°.
Neka je x € 4l proizvoljan. Pretpostavimo x € A.

Kada bi vrijedilo x € B, imali bismo x € AN B, tj. x € @ §to je nemoguce. Dakle,
vrijedi x ¢ B.

Imamo xe€$lix¢ B, paje x € BC.

Dakle, vrijedi (Vx)(x € A= x € B€), odnosno A € B°.

Pretpostavimo da je A < B¢. Dokazujemo AN B = ¢ svodenjem na kontradikciju.

Pretpostavimo da vrijedi AnB # @. Tada postoji x € ANB, tj.imamo x€ Aix€ B. Iz
¢injenice x € A koristeci pretpostavku A < B¢ dobivamo x € B¢. No, vrijedii x € B.
Kako x ne moZe istovremeno biti element i skupa B i njegovog komplementa, dosli
smo do kontradikcije. Dakle, vrijedi AN B = @.

RjeSenje 2.5

Pretpostavimo daje AcCiB<C.

Neka je x € AU B. Ako je x € A, zbog A c C slijedi x € C. Analogno, ako je x € B,
zbog B < C slijedi x € C. U svakom slucaju, vrijedi x € C.

Dakle, vrijedi (Vx)(xe AUB=x€(),tj. AUB<C.
Pretpostavimo da je AU B < C. Vrijedi:

XEA>x€eAvxeB=>xe AUB=>xeC

XeEB=>xeAvxeB=>x€ AuB=>xeC.

Dakle, vrijedi (Vx)(xe A= x€C)i(Vx)(xe B=>x€(C),odnosno AcCiBcC.

RjeSenje 2.6 Za pocetak, skicirajmo Vennove dijagrame za ove skupove.

A B A B

(A\B)U(B\ A) (AUB)\ (AN B)
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Podsjetimo se: kako bismo dokazali S = T, treba dokazati Sc Ti T < S.
Neka je x € (A\ B) U(B\ A). Imamo:

x€(A\B)U(B\A) <o (x€eA\B)v(xeB\A)
o SxeAAxEBlvgxeBAx¢Al
10 20

1°) Iz x € A slijedi x € AUB, aiz x ¢ B slijedi x ¢ An B. Prema tome, vrijedi
x€(AUB)\(ANB).

2°) Iz x € Bslijedi x€ AUB, aiz x ¢ Aslijedi x ¢ An B. Stoga i u ovom slucaju
vrijedi x € (AUB)\ (AN B).
Dokazali smo (A\B)U (B\ A) S (AUB)\ (AN B).
Neka je x € (AU B) \ (AN B). Imamo:

x€e(AUB)\(ANnB) © ((x€AUBA(x¢ ANnB)
< (xeAvxeB)Ax¢ AnB
& SxeAAxeAmBngxeBAxiAmBl
X >

1°) Akoje xe Aix¢ An B, ondaje nuzno x ¢ B. Dakle, imamo x € Ai x ¢ B, j.
x € A\B.

2°) AkojexeBix¢ AnB,ondavrijedix¢ A.ImamoxeBix¢ A, tj. x€ B\ A.

Kako mora vrijediti jedan od ova dva slucaja, zakljucujemo (x € A\ B) v (x € B\ A),
odnosno x€ (A\B)U (B\ A).

Ovime smo dokazali (AUB)\ (AnB) < (A\B)uU(B\ A) i dokaz je zavrSen.

RjeSenje 2.7 Skicirajmo Vennove dijagrame:

A B A B

C C
A\(BUCQO) (A\B)\C
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Imamo

xe A\(BUCQC) xeAnx¢eBUC
XEAN(x¢BAx¢C)
(xe ANxéB)Ax¢C
(xe A\B)Anx¢C

< xe€(A\B)\C.

¢ ¢ ¢ ¢

Dakle, vrijedi (Vx)(x€ A\ (BUC) © x€ (A\B)\ (), odnosno A\ (BUB) =(A\B)\C.

Rjesenje 2.8 Za pocetak, skicirajmo Vennove dijagrame za ova dva skupa.

A B A B

C C
(A\B)uC (AUC)\B

Sa slike naslu¢ujemo da vrijedi (A\B)UCZ (AUC)\Bi(AuC)\B< (A\B)UC.
Nekaje A=@iB=C=/{1}. Tadaje
(A\B)uC=(@\{1hu{l} =g u{l} ={1}

(AuO\B=(@u{Ih\{1} ={1}\ {1} = 2.

Kako ocito vrijedi {1} € @, ovime smo pokazali (A\B)UCZ (AUC)\B.

[2] Imamo
X€E(AUC)\B o (x€AuC)Ax¢B
& (x€eAvxeC)Ax¢B
& (x€eAAx¢éB)V(xeCAXx¢B)
= (xeA\B)vxeC (zbog PAQ=P)
<& xe(A\B)uC.

Dakle, (AuC)\B< (A\B)UC.
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RjeSenje 2.9 Skicirajmo Vennove dijagrame:

B C B C

(A\B)u(C\D) (AuC)\ (BuD)

Sa slike naslu¢ujemo da vrijedi (A\ B) U (C\ D) 2 (AuC)\ (BuD).

Neka je

A=B=C={1} i D=g.

Imamo
(A\B)u(C\D)=({1}\{1Du (1}\ @) =@ u{l} = {1}
i
(AuO)\NBUD)=({1}u{Ih\({1}u @) ={1}\{1} = @.
Ocito {1} £ @.
Vrijedi

xe(AuC)\(BuD) (x€e AUC)A(x¢ BUD)
(xeAvxeCOA(x¢e¢BAx¢D)
(xeANX¢BAx¢D)V(xeCAXxeEBAXx¢D)
(xeANXx¢B)V(xeCAx¢D)

(xe A\B)v(xeC\D)

xe(A\B)u(C\D),

¢ ¢ U ¢ ¢ ¢

Dakle (AuC)\ (BUD) < (A\B)u(C\ D).

RjeSenje 2.10

Pretpostavimo da je x € (AU B)AC. Razlikujemo dva slu¢aja:
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1°) AkojexeC,tadax¢ AUB,pax¢ A pajexe AAC. Dakle, xe (AAC)UB.

2°) Akox¢ C,ondaje xe AUB. Akoje x€ B,ondajexe (AAC)UB. Ako x ¢ B,
ondajexe A,pajexe AAC,pajexe (AAC)UB.

U oba slucaja dosli smo do zakljucka x € (AA C)U B, pa zakljucujemo (AUB)AC <
(AAC)UB.

Iz Vennovih dijagrama (nacrtajte ih sami) vidimo da regija koja pripada (BN C)\ A
lezi u skupu (AA C)U B i ne lezi u skupu (Au B) A C. Stoga, da bismo nasli
protuprimjer, trebamo naci skupove A, B, C za koje je ta regija neprazna. Na pri-
mjer, to vrijedi za izbor skupova A = @, B = C = {1}. Lako izracunamo da vrijedi
(AUB)AC=¢,(AAC)UB={1} # ¢. Dakle, ova inkluzija ne vrijedi op¢enito.

RjeSenje 2.11 Najjednostavniji (i najnaporniji) nacin za dokazati ovu tvrdnju je da pro-
motrimo 8 slucajeva, ovisno o tome u kojoj se "regiji" u Vennovom dijagramu nalazi x.
To moZemo prikazati tabli¢no.

x€eA | xeB | xeC || xe AAB | xe (AAB)AC | xe BAC | xe AA(BAC)
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0 1
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1 0
1 1 1 0 1 0 1

Iz tablice vidimo da su sudovi x € (AAB)AC i x € AA(BAC) logicki ekvivalentni, tj. vri-
jedi AA(BAC)=(AAB)AC.

Istu tablicnu metodu moZemo primijeniti i inace, ali Cesto je jednostavnije do zakljucka
do¢i bez promatranja svih 8 sluc¢ajeva (ili 2" slu¢ajeva ako imamo n varijabli).

RjeSenje 2.12 Vrijedi

(x,))EAx(BUC)e xe ANyeBUC
©xeAN(yeBvVvye()
o (xeANyeEB)V(xeAnye()
< (x,y)e(AxB)U(Ax ().
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U trecem redu smo koristili svojstvo distributivnosti za logicke veznike A i v:

PA(QVR=(PAQV(PAR).

Rjesenje 2.13 Neka je (x,y) € ((A\C) x (B\ D)) U ((C\ A) x (D\ B)). Tada imamo dva slu-
Caja.

1. (x,y)€((A\C)x(B\D). Tadajexe A\C, ye B\D.Ondaje (x,y) e AxBi(x,y) ¢
CxD,paje(x,y) € (Ax B)A(C x D).

2. (x,y)€(C\VA)x(D\B). Tadajexe C\A, ye D\B. Ondaje (x,y) € Cx D, (x,y) €
AxB,paje(x,y) € (Ax B)A(C x D).

Zakljucujemo da vrijedi inkluzija
(AAC)x(B\D))U((CNA) x(D\B))<(AxB)A(CxD).

Neka je sada (x,y) € (Ax B) A (C x D). Tadajeili (x,y) e Ax Biliu C x D.

Ako je (x,y) € Ax B,onda (x,y) € C x D. To znacidaili x ¢ Cili x¢ D. Medutim, jedno
od tog dvoje moZe biti istina. Panekaje (x,y)€e AxB,xeC, y¢ D.

Vidimo da je tada (x,y) € (Ax B)A(C x D), ali (x,y) € (A\C) x (B\ D) te (x,y) € (C\ A) x
(D\B), jer x nijeniu A\ C niu C\ A. Dakle, naslu¢ujemo da obratna inkluzija ne vrijedi,
a dobili smo iideju za protuprimjer.

Stavimo da je A= C = {1}, B = {2}, D = {3}. Promotrimo element (1,2). On se nalazi u
A x Binenalazise u C x D, pa se nalazi u skupu s desne strane. Medutim, skup s lijeve
strane je prazan.

Zaklju¢ujemo da inkluzija

(ANC)x (B\D)U((C\VA)x(D\B))2(AxB)A(Cx D).

ne vrijedi opcenito.
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Poglavlje 3

Relacije

3.1 Svojstvarelacija

Definicija 3.1. Neka su Ai B skupovi. Podskup p < A x B zovemo relacija.
Ako je (a, b) € p, kaZzemo da je a u relaciji p sa b i piSemo a p b.
Ako (a, b) € p, kaZzemo da a nije u relaciji p sa b i piSemo a g b.

Relacije sluZe da iskaZzemo vezu koja postoji izmedu elemenata.
Primjer 3.2.

1. Neki primjerirelacijanaRsu <,<,21i>.

2. Ako je S skup, onda je < relacija na 22(S).

3. Na skupu prirodnih brojeva imamo relaciju djeljivosti.
Primjer 3.3.

1. Neka je S bilo koji skup. Tada je = relacija na S.

2. Neka je £ skup svih pravaca u ravnini. Definiramo relaciju paralelnosti ~ sa

p~(q < pigqgsuparalelni.

3. Naskupu Z x N definiramo relaciju ~ sa

(a,b) ~ (¢,d) < ad—-bc=0.
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Definicija 3.4. Neka je p relacija na skupu A. KaZzemo da je p:
* refleksivna ako za svaki a € A vrijedi a p a,
* simetri¢na ako za sve a, b € A takve da je a p b vrijedi b p a,
* antisimetri¢na ako za sve razlicite a, b € Avrijedia p bilib g a,

e tranzitivna ako za sve a,b,c € Atakvedajeap bibp cvrijediap c,

irefleksivna ako za svaki a € A vrijedi a g a.

Napomena 3.5. Primijetimo da ako je A neprazan, relacija na A ne moZe istovremeno
biti refleksivna i irefleksivna.

Zadatak 3.1 Za svaku od sljedecih relacija odredite je li refleksivna, simetri¢na, antisi-
metriCna, tranzitivna, irefleksivna:

a) relacija <naRR,

b) relacija > naR,

¢) relacija paralelnosti na skupu pravaca u ravnini,
d) relacija djeljivosti na N,

e) relacija djeljivosti na Z\ {0},

f) prazna relacija na skupu {1, 2,3},

g) relacija A x A na proizvoljnom skupu A koji ima barem dva elementa.

Zadatak 3.2 Na skupu {1, 2, 3,4} dana je relacija
p=1(1,2),(2,3),3,4),1,3),2,4),4,4),(1,4)}.
Odredite je li p refleksivna, simetri¢na, antisimetri¢na, tranzitivna, irefleksivna.
U narednim zadacima, ’ispitati svojstva relacije’ znaci provjeriti je li relacija refleksivna,
simetri¢na, antisimetri¢na, tranzitivna, irefleksivna.
Zadatak 3.3 Na skupu prirodnih brojeva definirana je relacija p sa
m p n <= 3mib5n dajuisti ostatak pri dijeljenju sa 7.

Ispitajte svojstva ove relacije.
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Definicija 3.6. Neka je p relacija. Suprotna relacija od p je relacija
p~ ! :={( )| (x,) € ph.

Primjer 3.7. < je suprotna od >, < je suprotna od =.

Zadatak 3.4 Neka je p relacija na A.
a) p=p ! < pjesimetri¢na,
b) p je tranzitivna < p~! je tranzitivna,

c) pje antisimetricna < pnp ' <{(x,x)|x€ A}

Zadatak 3.5 Za svaku od sljedecih relacija na skupu realnih brojeva odredite njena svoj-
stva:

(@ xQy < x-y=0,
(b) x6y < x-y#0,
(€ x®y < |x—y|<5,
(d) x@y(:)xz—i-yzzl,

(e) xpy < x*+y*=0.

3.2 Relacije ekvivalencije

Definicija 3.8. Binarna relacija koja je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna zove se
relacija ekvivalencije.

Primjer 3.9. Relacije iz primjera[3.3|su relacije ekvivalencije.

Definicija 3.10. Neka je ~ relacija ekvivalencije na nepraznom skupu A, te neka
je x € A. Skup
[x]:={yeAlx~y}

zovemo klasa ekvivalencije elementa x. Nadalje, kazemo da je x reprezentant
klase [x].
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Skup svih klasa ekvivalencije zovemo kvocijentni skup od ~ i oznacavamo ga sa

Al :={[x]|x€ A}l

Teorem 3.11. Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu A, te neka su x, y € A pro-
izvoljni. Tada:

(@) xelxl];
(b) ako x # y, onda [x]N[y] = @;

(c) ako x ~ y, onda [x] = [y].

Dokaz teoremal3.11.

(a) Kako je ~ refleksivna, vrijedi x ~ x, paje x € [x].

(b) Nekaje x # y. Pretpostavimo suprotno, tj. [x]N[y] # @ i uzmimo z € [x] N [y]. Tada
je x ~z1iy~ z. Zbog simetri¢nosti od ~ iz y ~ z slijedi z ~ y. Sada imamo x ~ z i
z ~ ¥, pazbog tranzitivnosti slijedi x ~ y. Kontradikcija. Dakle, vrijedi [x]N[y] = @.

(c) Nekaje x ~ yize€[x]. Iz x ~y zbog simetri¢nosti slijedi y ~ x, a iz z € [x] slijedi
X ~ z. Zbog tranzitivnosti je tada y ~ z, tj. z€ [y]. Ako je z € [y], analogno iz x ~ y i
y ~ z zakljuCujemo x ~ z, tj. z € [x]. Dakle, vrijedi [x] = [y]. O

Napomena 3.12. Vrijede i obrati tvrdnji (b) i (c) iz teorema Dokazite to!

Zadatak 3.6 Na skupu N zadana je relacija ~ sa
m~n <= m— nje paran cijeli broj.
Dokazite da je ~ relacija ekvivalencije i odredite klase ekvivalencije.
Zadatak 3.7 Odredite relaciju ekvivalencije ~ na skupu A cCije klase su A/ -, ako je:
(@) A=1{1,2,3,4,5}, A/. ={{1,4,5}, {2,3}};
(b) A=N, A/.={{n} I neN};

© A=R, Al.={lk,k+1) | kez}.
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Definicija 3.13. Neka je A skup. Particija skupa A je bilo koja familija skupova
F < PP (A) sasljedecim svojstvima:

(i) Zasve X € & vrijedi X # @;
(i) Zasve X, Y e Z vrijedi X =Y iliXNnY = @;

i) J X=A
XeZF

Primjer 3.14.
1. 71 =1{{1,4,5}, {2,3}} je particija skupa {1,2,3,4,5}.

2. F={{2k| keN}, {2k +1| k € N}} je particija skupa prirodnih brojeva.
F3 ={{n} | n € N} je takoder particija skupa prirodnih brojeva.

3. F4={lk,k+1)| k€ Z} je particija skupa R.

Uocimo da su ovo to¢no kvocijentni skupovi iz zadataka([3.6]i[3.7)

Korolar 3.15. Neka je A neprazan skup i ~ relacija ekvivalencije na A. Tada je
kvocijentni skup A/ . particija skupa A.

Dokaz korolaral3.15 Dokazujemo svojstva (i)-(iii) iz definicije[3.13|za familiju
F = Al.={[x]| x€ A}.

Kako je ~ refleksivna, za svaki x € A je x € [x], paje [x] # @. 1z teorema slijedi da
za svake dvije klase [x] i [y] vrijedi [x] = [y] ili [x] n[y] = @. Konacno, ocito je [x] < A

zasvaki x € A, pajei [ J[x] = A. Obratno, za svaki x € A vrijedi x € [x] = ] [x], pa je
xX€A X€A
Ac Il O

XEA

Zadatak 3.8 Neka je A skup i neka je & particija skupa A. Definirajmo relaciju ~ na
skupu A sa
a~b < @AXeZF)lac XAbeX).

Dokazite da je ~ relacija ekvivalencije na Aida vrijedi A/ . = %.
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Zadatak 3.9 Na skupu N zadana je relacija p sa
apb < @ApeP)(planplb),
gdje je P skup prostih brojeva.
(a) Ispitajte svojstva relacije p. Je li p relacija ekvivalencije?

(b) Odredite najmanju relaciju ekvivalencije koja sadrzi p.

Zadatak 3.10 Na skupu Z x Z zadana je relacija p na sljedeci nacin:
(a,b)p(c,d) < 2|a—c Vv 3|b-d.
(a) Ispitajte svojstva relacije p. Je li p relacija ekvivalencije?

(b) Odredite sve nacine na koje se p moZe nadopuniti do relacije ekvivalencije.

Lema 3.16. Neka su A i B skupovi te f: A — B funkcija. Neka je ~ relacija na A
zadana s

x~y <= f(x)=f(.

Tada je ~ relacija ekvivalencije.

J

Dokaz. Relacija je simetricna jer je f(x) = f(y) ako i samo ako je f(y) = f(x). Relacija je
refleksivna jer f(x) = f(x) vrijedi za svaki x € A. Relacija je tranzitivna jer ako je f(x) =
fify) =f(2),tadajei f(x) = f(2). O

Zadatak 3.11 Neka je S # @ skup i T < S. Na skupu £2(S) zadana je relacija p sa
ApB < AnT=BnT.
(a) Dokazite da je p relacija ekvivalencije.
(b) ZaS=1{1,2,3,4,5}i T =1{2,3,4} odredite [{2,5}].
Dokaz.

(@) Nekaje f:22(S) — P(T) definirana s f(A) = AnT. Tada prema lemi[3.16]slijedi
daje p relacija ekvivalencije, jer je A p B ako i samo ako je f(A) = f(B).

(b) Klasa [{2,5}] sastoji se od svih podskupova A od S za koje je An{2,3,4} = {2,5} N
{2,3,4} = {2}. Dakle, klasa od {2,5} se sastoji od svih skupova koji sadrzZe 2, a ne
sadrzZe 3 i 4. Popisimo sve te skupove:

[{2,5)] = {{2},11,2},{1,2,5},{2,5}}.
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3.3 Relacije parcijalnog uredaja

Definicija 3.17. Relacija p na skupu A koja je refleksivna, antisimetri¢na i tranzi-
tivna zove se relacija parcijalnog uredaja ili jednostavno parcijalni uredaj.
Ako jos vrijedi

(Vx,ye A)xpy Vv ypx),

onda p zovemo relacija totalnog uredaja ili totalni uredaj.

Primjer 3.18. Relacije <, =, < i | iz primjera[3.2]su parcijalni uredaji. Pri tome su <iz=
totalni uredaji, a < i | nisu totalni uredaji.

Definicija 3.19. Relacija koja je irefleksivna i tranzitivna zove se relacija strogog
parcijalnog uredaja ili jednostavno strogi parcijalni uredaj.

Primjer 3.20. Relacije < i > su strogi parcijalni uredaji.

Napomena 3.21. Svaka relacija koja je irefleksivna i tranzitivna je automatski i antisi-
metri¢na. Zaista, neka je p irefleksivna i tranzitivna relacija na skupu A. Akosu x,y € A
razliCiti, onda mora vrijediti ili x g y ili y g’ x; u suprotnom zbog tranzitivnosti slijedi
X p x, §to je nemoguce zbog irefleksivnosti od p.

Posebno, svaka relacija strogog parcijalnog uredaja je antisimetri¢na.

Zadatak 3.12 Neka su <; i < parcijalni uredaji na nekom skupu A. Jesu li relacije <
definirana s <; U <, i <, definirana s <; N <, nuZno parcijalni uredaji?

Zadatak 3.13

(a) Neka je p relacija strogog parcijalnog uredaja na skupu A. Neka je o relacija na
skupu A definirana s
X0y < X=yV Xp}y.

DokaZzite da je o relacija parcijalnog uredaja.

(b) Neka je o relacija parcijalnog uredaja na skupu A. Neka je p relacija na skupu A
definirana s
Xpy < X0y ANX#Y.

Dokazite da je p relacija strogog parcijalnog uredaja.
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Definicija 3.22. Neka je p relacija parcijalnog uredaja na skupu Aineka je B ¢ A.
Kazemo da je a € A donja meda skupa B ako

(Vbe B)(apb).

KaZemo da je element a € A najvec¢a donja meda ili infimum skupa B i piSemo
a = inf B ako vrijedi

(i) aje donja meda skupa B;
(ii) za svaku donju medu x € A skupa B vrijedi x p a.

Ako vrijediiinfB € B, kaZzemo da je inf B najmanji element skupa B.

Definicija 3.23. Neka je p relacija parcijalnog uredaja na skupu A i neka je B < A.
KaZemo da je a € A gornja meda skupa B ako

(VbeB)(bp a).

KaZemo da je element a € A najmanja gornja meda ili supremum skupa B i pi-
Semo a = sup B ako vrijedi

(i) aje gornja meda skupa B;
(ii) za svaku gornju medu x € A skupa B vrijedi a p x.

Ako vrijedi i sup B € B, kaZzemo da je sup B najvec¢i element skupa B.

Zadatak 3.14 Na skupu N x N definirana je relacija p sa
(a,b)p(c,d) <= alc A b=d.
(a) Dokazite da je p relacija parcijalnog uredaja.
(b) Imaliskup {(6,16),(9,12),(15,8)} donju medu (s obzirom na uredaj p)? Ima li infi-
mum?
Zadatak 3.15 Na skupu A ={1,2, 3,4} dana je relacija p s

p=11,1),(1,2),(1,3),1,4),22),(3,3),3,4), 44D}
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(a) Dokazite da je p relacija parcijalnog uredaja.
(b) Odredite sve donje mede skupa {3,4}. Ima li taj skup infimum?
(c) Odredite sve gornje mede skupa {2,3}. Ima li taj skup supremum?

(d) Odredite sve gornje mede skupa {1}. Ima li taj skup supremum?

Zadatak 3.16 Neka je A proizvoljan neprazan skup. Na skupu « svih particija od A
definirana je relacija p s

F1pF —= (VXeF)AY eF)X Y.
(a) Dokazite da je p relacija parcijalnog uredaja. Je li totalan uredaj?
(b) Postojeliu (7, p) najmanji i najveci element?

(c) U slucajukadaje A=1{1,2,3,4} odredite supremum i infimum skupa {%, %»} gdje
sug = {{1}, {2}, {3,4}} i 7 = {{1}, {2, 3}, {4}}.
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Upute za rjeSavanje zadataka

UputazaZ3.2 PrikaZite p graficki: tabli¢no ili u koordinatnom sustavu.

Uputa za Z3.3 PokusSajte naci neke parove brojeva koji jesu u relaciji i iz toga zakljuciti je
li relacija refleksivna, irefleksivna, simetri¢na i tranzitivna. Uocite da su svi brojevi
oblika 7n medusobno u relaciji.

UputazaZ3.6 Refleksivnost, simetri¢nostitranzitivnost dokaZite direktno po definiciji.
Mozete iskoristiti Cinjenicu da, ako su p i g parni brojevi, onda sui—-p te p+q
parni.

Za odredivanje klasa, uocite da su dva broja u relaciji akko su iste parnosti.
UputazaZ3.7 Za (c), uocCite da vrijedi x, y € [k, k + 1) akko je | x] = |y] = k.
Uputa za Z3.8 DokazZite refleksivnost, simetri¢nosti i tranzitivnost po definiciji. Iskoris-
tite svojstva (i)-(iii) familije & iz definicije particije!

UputazaZ3.9 Uocite da vrijedi a p b akko a i b imaju zajednicki prosti faktor. Za (b)
podzadatak, provjerite koje parove brojeva treba dodati u p da bi ona bila reflek-
sivna i tranzitivna. MoZete iskoristiti ¢injenicu da za svaka dva prirodna broja
a, b > 1 vrijedi (objasnite zasto!) a p abiab p b.

UputazaZ3.10 Za (b) podzadatak, moZete iskoristiti Cinjenicu da za svaka dva uredena
para (a, b) i (¢, d) vrijedi (objasnite zasto!) (a, b) p (a,d)i(a,d) p (c,d).

UputazaZ3.11 Za (a) podzadatak, iskoristite lemu[3.16] Za (b) podzadatak, iskoristite
2,5} p A = An{2,3,4} ={2}.

UputazaZ3.12 Za <_: promotrite < U = (uniju standardnih uredaja na N). Je li to par-
cijalni uredaj?
Za <.: dokazite po definiciji da je ova relacija refleksivna, tranzitivna i antisime-
tricna.

UputazaZ3.14 Za (b) podzadatak: raspiSite $to znaci da je (a, b) donja meda zadanog
skupa. Koja donja meda je najveca?
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RjeSenja zadataka

RjeSenje 3.1

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g

Vrijedi a < a za svaki a, pa je relacija refleksivna i nije irefleksivna. Ne postoje
razliiti a, b e Rtakvidaje a < bi b < a pa je relacija antisimetri¢na. Vrijedi 1 <2 i
2 £ 1 parelacija nije simetri¢na.

Slicno kao i a), jedina razlika je da je ova relacija irefleksivna i da nije refleksivna.

Svaki pravac je paralelan sam sa sobom, pa je relacija refleksivna, i nije ireflek-
sivna. Ako su p i g paralelni, tada su q i p paralelni, pa je relacija simetri¢na. Ako
su p i g paralelni te su g i r paralelni, onda su p i r takoder paralelni, pa je relacija
tranzitivna. Postoje dva razlicita paralelna pravca, pa relacija nije antisimetri¢na.

Svaki prirodan broj dijeli sam sebe, pa je relacija refleksivna i nije irefleksivna. Vri-
jedi2|4i4+12, parelacijanije simetri¢na. Ako a| bib| a, tada je a = b pa je relacija
antisimetri¢na. Za tranzitivnost, prisjetimo se definicije djeljivosti:

a | b ako postoji cijeli broj k takav da je b = ka.

Nekasu a,b,ctakvida a| bib| c. Tada postoje k, ¢ takvidaje b= ka, c = ¢b, paje
c=klaial|c.Dakle, relacija jest tranzitivna.

Objasnjenja za sva svojstva osim antisimetri¢nosti su ista kao i u d) dijelu. Antisi-
metri¢nost ovdje ne vrijedi: a| —a i —a| a za svaki cijeli broj a # 0, pa relacija nije
antisimetricna.

Oznacimo relaciju s p. Vrijedi a p' a za sve a € {1,2,3}, pa je relacija irefleksivna, pa
nije refleksivna. Kako ni ne postoje a, b,c takvidaje a p bib p c, relacija je trivi-
jalno tranzitivna. Sli¢no, kako ne postoje a, b takvi da je a p b, relacija je trivijalno
simetricna.

Kako ne postoje razliCiti a, b takvi da je a p b, relacija je i antisimetri¢na.
Oznacimo s R ovu relaciju. Vrijedi aRa za svaki a € A, pa je relacija refleksivna i
nije irefleksivna. Ako je aRb. tada je i bRa, pa je relacija simetricna. Ako je aRb i

bRc, onda je i aRc pa je relacija tranzitivna. Ako su a # b elementi skupa A, tada
je aRbi bRa, parelacija nije antisimetri¢na.
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RjesSenje 3.2 Prikazimo p graficki na sljedeci nacin.

112|134

W N -

Tablica 3.1: Relacija p

Interpretirajmo sada svojstva relacija u terminima tablica.

* relacija je refleksivna ako i samo ako je dijagonala cijela osjencana,
* relacija je irefleksivna ako i samo ako je dijagonala cijela neosjencana,
* relacija je simetri¢na ako i samo ako je tablica simetri¢na u odnosu na dijagonalu,

* relacija je antisimetri¢na ako i samo ako ne postoje dva polja u tablici koja su si-
metricna u odnosu na dijagonalu i oba osjencana.

Za tranzitivnost naZalost nemamo vizualnu interpretaciju, vec ju trebamo provijeriti di-
rektno.

To znaci da za sve a, b, c takve daje a p bi b p c treba provjeriti je li a p c. Provjerimo to
u konkretnom slucaju:

* 1p2i2p3,tejelp3.
* 1p2i2p4,tejelp4.
* 1p3i3p4,tejelpd.
* 1pdidp4, tejelpd.
* 2p3i3p4,teje2p4.

* 3p4idp4, teje3p3.

NN N N NN

* 4p4didp4d, tejedpd.

Dakle, relacija jest tranzitivna.

Provjerimo sada ostala svojstva. Kako dijagonala nije cijela osjencana i nije cijela neo-
sjencana, relacija nije ni refleksivna niti irefleksivna. Kako tablica nije simetri¢na u od-
nosu na dijagonalu (npr. 1 p 212 p' 1), relacija nije simetri¢na. Kako ne postoje dva polja
simetricna u odnosu na dijagonalu koja su oba obojena, relacija jest antisimetri¢na.
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Rjesenje 3.3 Ova relacija se na prvi pogled ¢ini komplicirana, pa je najbolji prvi korak u
ovakvim zadacima izracunati za nekoliko parova jesu li u relaciji.

Za pocetak, vidimo 1 p'1,1p2,2 91, 2 p 2. Iz toga odmah vidimo da p nije simetri¢na
jerje1p2i2 g1. Takoder, p nije refleksivna jer 1 g'1.

Poku8ajmo sada naci neki element koji je u relaciji s 2. Vidimo 2 p 4 jer 5-4 daje ostatak
6 =2-3 pridijeljenjusa?7. Sadaimamo 1 p2i2p4,alil p4; naime, 3-1i5-4 ne daju isti
ostatak pri dijeljenju sa 7. Dakle, p nije tranzitivna.

Preostaje provjeriti irefleksivnost i antisimetricnost. Za to, primijetimo da ako su min
djeljivi sa 7, onda 3m i 5n daju ostatak 0 pri dijeljenju sa 7, pa je m p n. Dakle, svaka dva
elementa djeljiva sa 7 su u relaciji.

Onda posebno imamo 7 p 7, parelacija nije irefleksivna, te 7 p 14 i 14 p 7, pa relacija nije
antisimetricna.

Rjesenje 3.4 Primijetimo prvo da vrijedi (0~!)~! = p. To je jasno iz definicije suprotne
relacije.

a) Pretpostavimo da je p = p~!. DokaZimo da je p simetri¢na.
Neka je (x,y) € p. Tada je prema pretpostavci (x,y) € p~!, paje (y,x) € p.
Dakle, p je simetricna.

Pretpostavimo da je p simetri¢na. Treba dokazati daje p~! = p.

Neka je (x,y) € p~'. Tadaje (y, x) € p, paje (x, y) € p jer je p simetri¢na. Dakle,
p_1 cp.
Nekaje (x, y) € p. Tadaje (y, x) € p jer je p simetri¢na, paje (x, y) € p~!. Dakle,
p < p~!. Kako smo dokazali obje inkuzije, zaklju¢ujemo p = p~ L.

b) Primijetimo prvo da vrijedi (0p~!)~! = p. To je jasno iz definicije suprotne relacije.
Stoga je samo dovoljno dokazati da ako je p tranzitivna, onda je p~! tranzitivna,
jer drugi smjer slijedi primjenom prvog smjera na relaciju p~*.

Neka je p tranzitivna. Neka su a, b, c takvi da je (a,b) € p_l, (b, c) € p_l. Treba
dokazati da je (a,c) € p_l.

Iz (a, b) € p‘l, (b,c) € p_1 slijedi (c, b) € p, (b, a) € p. Primjenom tranzitivnosti od p
slijedi (¢, a) € p, odnosno (a,c) € p_l, pa je tranzitivnost od p‘1 dokazana.

c) Pretpostavimo da je p antisimetri¢na.
Neka je (x,y) € pnp~!. Treba dokazati da je (x,y) € {(a,a) | a € A}, odnosno
dajex=y.
Pretpostavimo suprotno, da je x # y. Imamo (x, y) € p, (x,y) € p~!, odnosno
(x,¥) € p, (3, x) € p, kontradikcija s antisimetricnos¢u od p. Dakle, x = y.
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Pretpostavimo da je p N p~! sadrzano u {(a, a) | a € A}. Treba dokazati da je p
antisimetric¢na.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoje razliCiti x, y takvi da je (x,y) € p i
(,x)€p.Ondaje (x,y)€pi(x,y) € p‘l, paje (x,y) €{(a,a) | a€ A}, odnosno
x =y, kontradikcija. Stoga, p je antisimetri¢na.

Rjesenje 3.5 Primijetimo prvo da su sve relacije simetri¢ne, jer zamjena x i y u definiciji
bilo koje relacije ne mijenja relaciju.

Provjerimo sada refleksivnost i irefleksivnost. Vrijedi 1-1 # 0, pa { nije refleksivna.
Sli¢no, 0-0 = 0, pa ¢ nije refleksivna. Iz istih razloga vidimo da ¢ i § nisu irefleksivne.
Relacija ® je refleksivna (te onda nije irefleksivna) jer je |x — x| =0 < 5 za svaki x € R.
Relacija © nije refleksivna i nije irefleksivna, jerje 12 + 12 # 1 i

1) (1)

) (5) -+
Relacija p nije refleksivna jer je 12 + 12 # 0, i nije irefleksivna jer je 0% + 0% = 0.
Provjerimo sada tranzitivnost. Relacija ¢ nije tranzitivna, jerje 1-0=0i0-1alil1-1#0.
Relacija 6 jest tranzitivna, jer ako su a, b, c € R brojevi takvidaje a-b #0, b- ¢ # 0, tada je
ia-c#0. Relacija ® nije tranzitivna. Naime, |5-1|<5,|1-0|<5ali|5-0] =5.
Relacija © takoder nije tranzitivna, jer je 0% + 12 = 1, 12 + 0 = 1 ali 0? + 0? # 1. Konacno,
relacija p jest tranzitivna. Naime, ako su a, b, ¢ € R takvi da je a® + b®> = b?> + ¢*> = 0, onda
jea=b=c=0,pajeia’®+c*>=0.
Jo§ treba provjeriti antisimetricnost. Relacija p jest antisimetri¢na, jer je jedini par koji
je urelaciji (0,0), pa ne postoje razli€iti a, b € R u relaciji p.
Za ostale relacije, mozemo naci razliCite a, b koji su u relaciji. Kako je svaka od tih relacija
simetri¢na, onda su i b, a u relaciji. Dakle, relacije nisu antisimetricne.
Ovdje smo zapravo koristili sljedeci princip koji slijedi iz prethodnog zadatka: neprazna
simetri¢na relacija koja nije sadrzana u relaciji jednakosti nije antisimetri¢na.

Rjesenje 3.6 Za svaki n € N vrijedi da je n — n = 0 paran, tj. n ~ n. Dakle, relacija ~ je
refleksivna. Ako vrijedi m ~ n, tj. m — n je paran, onda je i —(m — n) = n — m paran, pa
vrijedi n ~ m. Dakle, relacija ~ je simetri¢na. Konacno, ako vrijedi m ~ nin ~ p, onda
su brojevi m—nin— p parni, pajeinjihov zbroj (m—n)+ (n— p) = m— p paran, tj. vrijedi
m ~ p. Dakle, relacija ~ je tranzitivna.

Odredimo sada klase ekvivalencije. Uo¢imo da za bilo koja dva parna broja 2k i 2/ vrijedi
2k —21=2(k—1), odnosno 2k ~ 21. Dakle, svi parni brojevi su medusobno u relaciji ~.
Imamo

2]=[4]=[6]= ... ={2k| keNj}.
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Nadalje, za bilo koja dva neparna broja 2k +1i2[ + 1 vrijedi 2k +1) — (2[+1) =2(k - 1),
tj. 2k + 1 ~ 21+ 1. Dakle, svi neparni brojevi su medusobno u relaciji ~. Imamo

[11=[3]=I[51=... ={2k+1| keN}.

Mozemo pisati
N/.={{2k|keN}, {2k+1|keN}}

RjeSenje 3.7
(@) Imamo [1] = [4] = [5] = {1,4,5} i [2] = [3] = {2,3}. TraZena relacija je

~={1,1),(1,4),(1,5),(41),4,4),(4,5),(5,1),(5,4)(5,5),(2,2), (2,3),(3,2), (3,3)}.

(b) Kvocijentni skup je A/. = {{1},{2},{3},...}, pa imamo [1] = {1}, [2] = {2}, [3] = {3}
itd. Vidimo da je svaki prirodan broj jedini element svoje klase, tj. svaki broj je u
relaciji jedino sam sa sobom. Dakle, traZena relacija je

~={(n,n) | neN},
tj. relacija jednakosti N.

(c) Kvocijentni skup je A/. ={...,[-1,0),[0,1),[1,2),...}. Uocimo: ako je x € [k, k + 1),
onda je k najveci cijeli broj koji je manji ili jednak od x, tj. k = [ x]. Isto vrijedi za
sve elemente intervala [k, k + 1). Dva realna broja x i y su u relaciji ~ ako i samo
ako su elementi istog intervala, tj. ako i samo ako je | x] = | y]. TraZena relacija je

~={(x, )| x] =Lyl}

Rjesenje 3.8 Neka je a € A. Kako je | J X = A, postoji X € & takav da je a € X. Vrijedi
Xe&F

AXeF)ae XNae X),

tj. a ~ a. Dakle, ~ je refleksivna.
Pretpostavimo da vrijedi a ~ b. Tada postoji X € & takavdajeac X i be X. Zbog
komutativnosti konjunkcije automatski vrijedi i

AXeF)beXNnaceX),

tj. b ~ a. Dakle, ~ je simetri¢na.

51



POGLAVLJE 3. RELACIJE

Pretpostavimo da vrijedia ~ bi b ~ c. Zbog a ~ b postoji X € & takavdajeae Xibe X.
Nadalje, zbog b ~ c postoji Y € & takavdajebe Yice Y. Kakojebe XnY,skup XnY
je neprazan, pa prema svojstvu (ii) iz definicije[3.13]slijedi X = Y. Sada imamo

AXeF)ae XNce X),

tj. a ~ c. Dakle, ~ je tranzitivna.

Neka je X € &. Kako je X neprazan, postoji a € X. Budu¢ida je a ~ b © b € X, vrijedi
X = [a]. Obratno, svaki a € A se mora nalaziti u nekom skupu X € %, i tada vrijedi
[a]l = X. Dakle, klase ekvivalencije su to¢no elementi od &, tj. A/ . = .

Rjesenje 3.9 Uocimo: vrijedi a p b akko postoji prost broj koji dijelii a i b, tj. akko ai b
imaju zajednicki prosti faktor.

(a)

(b)

Relacija nije refleksivna jer 1 g'1. Samim time nije relacija ekvivalencije.
Relacija nije irefleksivna jer 2 p 2.

Relacija nije tranzitivna jer 2 i 6 imaju zajednicki prosti faktor, 6 i 3 imaju zajednicki
prosti faktor, ali 2 i 3 nemaju zajednicki prosti faktor.

Relacija jest simetri¢na jer zamjena uloga a i b ne utjece na definiciju relacije.
Relacija nije antisimetri¢na, jerje2 p6i6 p 2.

Trebamo naci najmanju relaciju koja je nadskup od p i koja je relacija ekvivalen-
cije. To moZemo ekvivalentno opisati kao presjek svih relacija koje sadrze p i koje

su relacije ekvivalencije, jer je presjek relacija ekvivalencije takoder relacija ekvi-
valencije.

Neka je ~ bilo koja relacija ekvivalencije koja je nadskup od p. Relacija ~ je reflek-
sivna, paje 1~ 1.

Nadalje, neka su a i b prirodni brojevi vec¢i od 1. Primijetimo sljedece: a p ab i
ab p b. Onda vrijedii a ~ ab, ab ~ b, pa zakljucujemo a ~ b.

Dakle, za sada smo dokazali sljedece: svaka relacija ekvivalencije koja sadrZi p
sadrzi i skup (relaciju)

R={1,D}u{(a,b)la,beN,a,b>1}.

Sada primijetimo da je R relacija ekvivalencije na N Cije klase su {1} i N\ {1}, pa je
R traZena relacija ekvivalencije.

52



POGLAVLJE 3. RELACIJE

RjeSenje 3.10

(a) Relacija je refleksivna jer 2| a—a, paje (a,b) p (a,b) za sve (a,b) € Z x Z. Odmah
slijedi da nije irefleksivna.

Relacija nije tranzitivna. Naime, (0,0) p (0,1) jer2|0-0i (0,1) p (1,1) jer3|1-1,
ali (0,0) p (1,1). Dakle, nije ni relacija ekvivalencije.

Relacija je simetri¢najer 2| a — c akoisamo ako 2| c—a te 3| b— d ako i samo ako
3|d-b.

Relacija nije antisimetri¢na jer je (0,0) p (0,1) i (0,1) p (0,0).

(b) Neka su (a,b) i (c,d) parovi cijelih brojeva. Tada je (a,b) p (a,d) i (a,d) p (c,d).
Ako je ~ bilo koja relacija ekvivalencije koja je nadskup od p, vrijedi (a, b) ~ (a, d)
i(a,d) ~ (c,d), pa zbog tranzitivnosti vrijedi (a, b) ~ (c,d). Dakle, ~ je nuzno jed-
naka cijelom Kartezijevom produktu Z x Z.

Kako je Z x Z relacija ekvivalencije, zaklju¢ujemo da se p na jedinstven nacin moze
prosiriti do relacije ekvivalencije.

Rjesenje 3.12 Unija dva parcijalna uredaja svakako ne mora biti parcijalni uredaj. Na
primjer, uzmimo uredaje " <" i" = " naN. Tada je njihova unija cijeli Kartezijev produkt
N x N, §to nije antisimetri¢na relacija.

DokaZzimo da presjek dva parcijalna uredaja <, i <, jest parcijalan uredaj. Primijetimo
a<pbakoisamoakojea<;bia<yb.

Refleksivnost je sada jasnajer a <) ai a <, a vrijedi za svaki a € A.

Dokazimo antisimetricnost. Akojea<~bib<na,ondajea<; bib<;a,pajea=bjer
je <1 antisimetri¢na.

Konacno, provjerimo tranzitivnost. Neka su a, b, c takvi da je a <, b, b < c. Tada je
a<ib,b<jczai=1,2,pajea<;czai=1,2odnosno a<nc.

RjeSenje 3.13

(a) Relacija p je po pretpostavci zadatka irefleksivna i tranzitivna. Treba dokazati da
je relacija o refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.

Za svaki x € A vrijedi x = x, paonda vrijedii x = x vV x p x, tj. x 0 x. Dakle, relacija
o je refleksivna.

Pretpostavimo da su x, y € Atakvidaje x # yix o y. Tada nuZzno vrijedi x p y. Kad
bi vrijedilo y o x, na isti nacin bismo mogli zakljuciti y p x. Zbog tranzitivnosti od
p bi tada vrijedilo x p x, $to je nemoguce jer je p irefleksivna. Dakle, za razlicite
x,y € Avrijediili x o yili y o x, tj. 0 je antisimetricna.
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(b)

Pretpostavimo da su x, y,z € A takvi da vrijedi x o0 yi yo z. Akoje x=yili y = z,
automatski vrijedii x o z. U suprotnom vrijedi x p y i y p z, pa zbog tranzitivnosti
od p slijedi x p z, §to povlaci x o z. Dakle, o je tranzitivna.

Relacija o je po pretpostavci zadatka refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna. Treba
dokazati da je p irefleksivna i tranzitivna.

Irefleksivnost je oc€ita: niti za jedan x € A ne vrijedi x # x, pa ne moZe vrijediti
XpXx.

Pretpostavimo dasu x,y,z€ Atakvida vrijedixp yiypz. Tadajexo yix# yte
yo ziy# z. Kad bi vrijedilo x = z, imali bismo x o yi y o x, §to je nemoguce jer je
X # y 10 je antisimetricna. Dakle, vrijedi x # z. Nadalje, x o zslijediizxo yiyo z
zbog tranzitivnosti od o. Dakle, vrijedi x p z, pa je p tranzitivna.

Rjesenje 3.14

(@

(b)

Treba dokazati da je p refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.

Neka je (a,b) € N x N. Budu¢i da vrijedi a | ai b < b, vrijedi (a, b) p (a, b). Dakle, p
je refleksivna.

Pretpostavimo da za neke (a, b), (c,d) € N x N vrijedi (a, b) p (¢,d) i (¢,d) p (a, D).
Tadaimamo a|c, b<d, c|aid < b. Zbog antisimetricnosti relacija | i < vrijedi
a=cib=d,tj. (a,b) =(c,d). Dakle, p je antisimetricna.

Pretpostavimo da za neke (a, b), (c,d), (e, f) € N x N vrijedi (a, b) p (¢,d) i (c,d) p
(e,f). Tadaimamo a|c,b<d, c|eid < f. Zbog tranzitivnosti relacija | i < vrijedi
aleib<f,t.(a,b)p (e f). Dakle, p je tranzitivna.

Element (a, b) je donja meda skupa {(6, 16),(9,12), (15, 8)} ako i samo ako vrijedi
(a,b) p (6,16), (a,b)p(9,12) i (a,b)p(15,8),
odnosno ako i samo ako vrijedi

alé, b<16, al9, b=<12, all5 i b=8.

To ¢e vrijediti za bilo koji a € {1,3} i b < 8. Npr. (1,1) je jedna donja meda zadanog
skupa.

Tvrdimo da je (3,8) infimum zadanog skupa. Zaista, (3,8) prema gore navedenim
uvjetima jest donja meda, te za bilo koju drugu donju medu (a, b) vrijedia |3ib <
8, tj. (a, b) p (3,8). Dakle, (3,8) je najveca donja meda skupa {(6, 16),(9,12), (15, 8)}.

54



POGLAVLJE 3. RELACIJE

RjesSenje 3.15

(@

Pokazite po definiciji da je p refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna. (DZ)

(b) Ako je a € A donja meda od {3,4} mora vrijediti ap3 i ap4. Vidimo da to svojstvo

(9]

(d)

imaju a = 11i a = 3. Pokazimo da je 3 najveca donja meda. Trebamo provjeriti da
za sve donje mede a danog skupa vrijedi ap3. To ocito vrijedi jer je 1p31i3p3.

Ako je a € A gornja meda od {2,3} mora vrijediti 2pa i 3pa. Takav element ne
postoji pa je skup gornjih meda prazan te skup nema supremum.

Za svaki a € A vrijedi 1pa pa je svaki element u A gornja meda za {1}. Kada bi neki
a € Abio supremum moralo bi vrijediti apx za svaki x € A. Vidimo da a =1 ima to
svojstvo pa je to supremum danog skupa.

RjeSenje 3.16

(@

(b)

Treba dokazati da je p refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.

Neka je & € «f. Za bilo koji X € of moZemo uzeti Y = X paje FpF. Dakle, p je
refleksivna.

Pretpostavimo da za neke &1, %, € of vrijedi F,pF» i FpF,. Uzmimo X € F.
Tada postoji Y € &, takavdaje X € Y. Zataj Y postoji Z € &) takavdaje Y <
Zpajei X <Y c Z Kako je &) particija mora biti X = Z pajei X =Y € %,.
Zakljutujemo &, < &, i analogno dobijemo %, < %,. Dakle, &, = %, paje p
antisimetricna.

Pretpostavimo da za neke &, %,, %3 € &/ imamo F1pF» i FopF3. Za X € I
postoji Y € &, takavda X € Y, aza taj Y postoji Z € &3 takavdaje Y < Z. Slijedi
X c Zpaje F1pFs.

Ako je Ajednoclan, A = {a} jedina particija je {{a}} pa je tada uredaj ocito totalan.
Ako je A dvoclan, A = {a, b} particije su &, = {{a}, {b}} i #» = {{a, b}} te tada ocito
vrijedi &1 p%> paje i uovom slu€aju uredaj totalan.

Promotrimo sada slucaj kada A ima neka tri razliita elementa a, b,c. Uzmimo
particije &1 = {{a}, {b,c}, A\ {a, b, c}} i F» = {{a, b}, {c}, A\ {a, b, c}}. Tada ne postoji
Y € &, takav da je {b,c} € Y pa & p F,. Slicno, ne postoji Y € &, takav da je
{a,b} € Y pa &, p F,. Dakle, u ovom slucaju uredaj nije totalan.

Pokazimo da je & = {{a} : a € A} najmanji element u (<, p). Primijetimo prvo da
je oCito & € o/ . Pokazimo da je & = inf«/.

55



POGLAVLJE 3. RELACIJE

(9]

Pokazimo prvo da je & donja meda. Neka je 4 € of proizvoljna particija. Tada
je FpA. Zaista, ako je X = {a} za neki a € A, kako je .# particija mora postojati
Y e A takavdajeacV,tj {alcY.

Pokazimo da je & najveca donja meda. Neka je A € «f proizvoljna donja meda za
. Kako je & € of posebno imamo #p5. Slijedi tvrdnja.

Slicno se pokaze da je ¢ = { A} najveci element (DZ).

Pokazimo da je sup{%;, %>} = {{1},{2,3,4}} = &. Primijetimo da je 0% i F2pF
paje & jedna gornja meda za {%,, %,}. Pokazimo da je ujedno i najmanja gornja
meda, odnosno supremum. Neka je # proizvoljna gornja meda. Tada je 5 p A
i Fop#. Trebamo pokazati da je & p#. Kako je A particija jasno je da postoji
Y € A takav da je {1} € Y. Kako je &, p# postoji Y € A takavdaje {3,4}c Y, a
kako je F,p A postoji Z € A takav da je {2,3} < Z. Tadaje Y N Z # ¢ pa kako je
€ particija mora biti Y = Z. Dakle, {2,3,4} < Y. Slijedi tvrdnja.

Sli¢no se pokaze da je ¢4 = {{1}, {2}, {3}, {4}} infimum (DZ).

56



Poglavlje 4

Matematicka indukcija

Aksiom matematicke indukcije. Neka je S < N takav da:
i 1€esS;
(i) (VneN)(neS = n+1¢€S).

Tadaje S =N.

Aksiom matematicke indukcije koristit ¢emo kada Zelimo dokazati da neka tvrdnja vri-
jedi za sve prirodne brojeve. NajceSce cemo ga koristiti u sljedecem obliku:

Teorem 4.1 (Princip matematicke indukcije). Neka je P(n) predikat koji ovisi o
prirodnom broju 7 € N. Neka vrijedi:

BAzA: P(1) jeistina.

Korak: Ako je P(n) istina zaneki neN, ondajei P(n+ 1) istina.

Tada je P(n) istina za sve prirodne brojeve n, tj. vrijedi (Vn € N)P(n).

Dokaz. Definirajmo skup S := {n € N | P(n) jeistina}. Tada iz BAZE slijedi 1 € S, a iz
KorAkaA slijedi (VneN)(ne S = n+1 € S). Prema aksiomu matematicke indukcije

tada vrijedi S =N, §to je upravo tvrdnja teorema. O

Zadatak 4.1 Dokazite da za sve prirodne brojeve 7 vrijedi

L nn+1)
I=14+2+...+n= .
=1

2

1
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Zadatak 4.2 Dokazite da za sve prirodne brojeve 7 vrijedi

n
Y @Ri-1)=1+3+...+2n-1)=n
i=1

Zadatak 4.3 Dokazite da za sve prirodne brojeve 7 vrijedi

2 nn+1)(2n+1)
= 5 .

n
i=12+2°+...+n
i=1

Zadatak 4.4 Dokazite da je broj 322 —8n — 9 djeljiv sa 64 za svaki cijeli broj n = 0.
Zadatak 4.5 DokaZite da je broj 11*2 + 122"*! djeljiv sa 133 za svaki cijeli broj n = 0.

Zadatak 4.6 Dokazite da je broj 37”72 + 16"*! + 23" djeljiv sa 7 za svaki cijeli broj n = 0.

Varijante principa matematicke indukcije

Neka je P(n) predikat koji ovisi o prirodnom broju n.
(1) Nekaje me Z. Ako vrijedi:

BAzA: P(m) je istina.

Korak: Ako je P(n) istina za neki n = m , ondajei P(n+1) istina.
Tada je P(n) istina za sve cijele brojeve brojeve n = m.
(2) Neka vrijedi:

BAzA: P(1)iP(2) je istina.

Korak: Ako je P(n) istina za neki n € N, onda je i P(n + 2) istina.
Tada je P(n) istina za sve prirodne brojeve n.
(3) (Potpuna ili jaka indukcija) Neka vrijedi:

BAzA: P(1) jeistina.
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Korak: Ako je P(k) istina za sve prirodne brojeve k manje ili jednake od nekog
neN, ondajeiP(n+1) istina.

Tada je P(n) istina za sve prirodne brojeve n.

Zadatak 4.7 U nekom restoranu brze hrane, pile¢i medaljoni prodaju se u pakiranjama
od 3 ili od 5 komada. DokaZzite da se za svaki prirodan broj n = 8 moZe naruciti to¢no n
medaljona.

Zadatak 4.8 DokaZite da je 2" > 10n? za svaki prirodan broj n = 10.

Zadatak 4.9 Dokazite da za svaki prirodan broj n veci od 1 vrijedi

n 1 1
—<l+—+—+---+
2 2 3 21—1

<n.

Zadatak 4.10 DokaZite da za svaki prirodan broj n veci od 1 vrijedi

1 1 1 1 n-1
Rttt s T

1 <1 35 2n-1 1
2yn~ 2 4 6 2n ~ V3n+1

|
i
I
A

Zadatak 4.12 DokaZite da za svaki prirodan broj n vrijedi

\/4+\/4+\/---+\/Z<3.

n korijena

Zadatak 4.13 Dokazite da za svaki n € N vrijedi

n®+3n
4

1+V2+V3+-+yn<

59



POGLAVLJE 4. MATEMATICKA INDUKCIJA

Zadatak 4.14 Dokazite da vrijedi

2025
Y i-2 =1+42-2+3-2% 4420252292 = 20242202 + 1.
i=1

Zadatak 4.15 Dokazite da za sve a, b > 0 i za svaki prirodan broj n vrijedi

2" Y a" + b)) = (a+ b)".

Zadatak 4.16 DokaZite da za svaki prirodan broj n vrijedi

/ T
L\/2+ 2+...+@:20032n+1.

n korijena

iuocite a,+1 = v2 + a,. U koraku indukcije moZete iskoristiti cos2x = 2cos®x—1.

Zadatak 4.17 Neka je x € R\ {0} takav da je x + % cijeli broj. Dokazite da je za svaki n e N
broj x" + % cijeli.

Zadatak 4.18 DokaZite da za svaki prirodan broj n vrijedi da je umnozak bilo kojih n
uzastopnih brojeva djeljiv s n!.

Zadatak 4.19 Kuglice su sloZene u pravilnu trostranu piramidu tako da je n kuglica duz
svakog brida (vidi sliku. Dokazite da se piramida sastoji od én(n +1)(n +2) kuglica.

Slika 4.1: Piramidazan =5

Zadatak 4.20 Dokazite da se za svaki prirodan broj n plo¢a dimenzija 2" x 2" kojoj je

otklonjen jedan kut moZe poplocati trominama oblika H:I
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Zadatak 4.21 U nekoj drzavi postoji n gradova. Izmedu svaka dva grada postoji jedna
jednosmjerna cesta. Dokazite da postoji ruta kojom mozemo obici svih n gradova tako
da svaki posjetimo to¢no jednom.

Zadatak 4.22 Neka je n = 2 prirodan broj te neka su Aj, Ay, ..., A, skupovi. DokaZite da
se element x nalazi u skupu
AlANAN...NA,

ako i samo ako za neparno mnogo indeksa i € {1,2,..., n} vrijedi x € A;.

Zadatak 4.23 Neka je < bilo koji parcijalni uredaj na kona¢nom skupu S. DokaZite da se
< moze proSiriti do totalnog uredaja na S.

Cauchyjeva indukcija ili indukcija unaprijed-unatrag
Neka je P(n) predikat koji ovisi o prirodnom broju 7 i neka vrijedi:
BAZA: P(2) jeistina.
KORAK 1: Ako je P(2") istina za neki prirodan broj n € N, onda je i P(2"*1) istina.
KoRrAK 2: Ako je P(n) istina za neki prirodan broj n = 2, onda je i P(n — 1) istina.
Tada je P(n) istina za sve prirodne brojeve n.

Zadatak 4.24 (Aritmeticko-geometrijska nejednakost) Neka su x,...,x, = 0. Tada vri-
jedi
JC1 + b + .Xn

. .

VX1 Xp <
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Upute za rjeSavanje zadataka

UputazaZ4.4 U dokazu koraka, “namjestite" izraz uz 3™ tako da dobijete izraz iz
pretpostavke.

Uputa zaZ4.9 Uocite da suma iz zadatka za n + 1 ima 2" pribrojnika viSe nego suma za

n. U koraku indukcije iskoristite zin > ﬁ > > ﬁ > 2n+1

UputazaZ4.12 Oznacite zadani izraz s n korijena sa a, i uocite a,1 = v4+ a,.

Uputa za Z4.14 Formulirajte tvrdnju za opceniti n tako da se zadana tvrdnja dobije uvr-
Stavanjem n = 2025 i dokazite indukcijom tu opcenitu tvrdnju. Tada ocito vrijedi i

zadana tvrdnja.
UputazaZ4.16 Oznacite a, := \/2 +\24+...+ V2

n korijena

UputazaZ4.17 Tvrdnju dokaZite jakom indukcijom

Uputa za Z4.18 Tvrdnju dokaZite indukcijom po n. Za dokaz tvrdnje u koraku indukcije
iskoristite indukciju po k.

UputazaZ4.19 Uocite da je svaki “sloj” piramide jednakostrani¢ni trokut sa k kuglica
duz stranice, za k= n,n—1,n-2,...,1. Nadalje, piramida sa n + 1 slojeva se sastoji
od jednakostrani¢nog trokuta s n + 1 kuglica duZ stranice na dnu, na kojeg je do-
dana piramida s 7 slojeva. Koliko je kuglica potrebno za jednakostranicni trokut?

Uputa za Z4.20 U koraku indukcije podijelite plo¢u dimenzija 2**! x 2"*1 na getiri ma-
nje ploce dimenzija 2" x 2. Jednoj od te Cetiri ploCe je uklonjen jedan kut. Mozete
li krenuti s poplocavanjem tako da svakoj od preostale tri ploce “zauzmete” jedan
kut?

Uputaza Z4.21 Tvrdnju dokazite jakom indukcijom. U koraku indukcije, pokus$ajte po-
dijeliti gradove Gy, ..., G, u dvije skupine tako da sigurno postojiruta Ry — G471 —
R», pri cemu R; obilazi sve gradove iz prve skupine, a R, obilazi sve gradove iz
druge skupine.

Uputa za Z4.22 U koraku indukcije, promatrajte A} A A, A...A A4 kao simetri¢nu raz-
liku dva skupa (A; A Ap A...A A,) A Ay . Iskoristite definiciju simetri¢ne razlike
i pretpostavku indukcije.

62



POGLAVLJE 4. MATEMATICKA INDUKCIJA

UputazaZ4.23 Uocite sljedeCe: u svakom kona¢nom skupu s parcijalnim uredajem
postoji element od kojeg nijedan drugi element nije strogo vedi, tj. postoji mak-
simalni element. U koraku indukcije primijenite pretpostavku indukcije na skup
svih elemenata osim maksimalnog, i zatim proSirite taj uredaj i na maksimalni
element.
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RjeSenja zadataka

RjeSenje 4.1 Tvrdnju dokazujemo pomocu principa matematicke indukcije.

1(1+1
Zan=1vrijedil= ( ).

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N, tj. da je

nn+1)
1424, +n="20""
2
Tada je
1 D+2(n+1 D(n+2
1+2+...+n+(n+1):—n(n2+ ) s (nyp =Y ); (n+1) (n+ )2("+ )

tj. tvrdnja vrijediiza n + 1.
Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve n € N.

Rjesenje 4.2 Tvrdnju dokazujemo pomocu principa matematicke indukcije.
Zan=1vrijedi2-1-1=1=12%
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N, tj. da je

143+...+2n-1) =n?

Tada je
143+...+C2n-D+QCn+) -1 =n*+2n+1) = (n+1)>?

tj. tvrdnja vrijediiza n+ 1.

Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve n € N.

RjesSenje 4.3 Tvrdnju dokazujemo pomocu principa matematicke indukcije.
11+1)(2-14+1)

Zan=1vrijedi1°=1=
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N, tj. da je

2 nn+1)2n+1)
= 5 )

1°+2%2+...+n
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Tada je

12+2%+...+n*+(n+1)?%= n(n+1)6(2n+1) +(n+1)>?
_n(n+1@2n+1)+6(n+1)>°
- 6
_ (n+1)(2n*+n+6n+6)
- 6
_ (n+1(2n*+7n+6)

6

S druge strane, vrijedi

(n+1)(n+2)2n+1)+1) (n+1)(n+2)2n+3)

6 6
_ (n+1)(2n*+7n+6)

6

1 2)(2 1+1
pajelz+22+...+n2+(n+1)2:(n+ Jn+2)@n+1)+ )tj.tvrdnjavrijediizan+1.

)

6
Prema principu matematicke indukcije, tvrdnja vrijedi za sve n € N.

RjeSenje 4.4 Tvrdnju dokazujemo pomocu principa matematicke indukcije.

Za n =0 vrijedi 329*2 -8.0-9=9-9=0, pa zbog 64| 0 tvrdnja vrijedi za n = 0.
Pretpostavimo da za neki cijeli broj n = 0 vrijedi da 64 | 32"*2 —8n -9, tj. postoji cijeli broj
k takav da je 32"*2 — 8n —9 = 64k. Racunamo:

32+ 0+2 _ g4+ 1)-9=32""*_8p-8-9
=323%""2_-8n-9)+3%-8n+3%-9-8n-17
=9.64k+64n+64 =649k +n+1).

Dakle, 64 | 32"*D*+2 _g(n+1) - 9.
Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve cijele brojeve n = 0.

RjeSenje 4.7 Za n = 8 moZemo naruciti po jedno pakiranje od 5 i od 3 medaljona. Za
n =9 moZemo naruciti tri pakiranja po 3 medaljona. Za n = 10 moZemo naruciti dva
pakiranja po 5 medaljona.

Pretpostavimo da za neki n = 8 moZemo naruciti to¢no n medaljona. Tada naruciva-
njem jednog dodatnog pakiranja od 3 medaljona dobivamo narudzbu od n + 3 meda-
ljona.

Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki prirodan broj n = 8.
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Rjesenje 4.8 Za n = 10 vrijedi 1024 = 2!° > 10- 10? = 1000.

Pretpostavimo da za neki prirodan broj n > 10 vrijedi 2" > 10n%. Treba dokazati da je
tada 2*! > 10(n + 1)2. Zbog pretpostavke imamo 2”1 =2.2" > 2.10n?, pa je dovoljno
dokazati daje 2-10n? > 10(n + 1)2.

Vrijedi

20n°>10n+1)° o 2n®>n*+2n+1
o n*-2n-1>0
s (m-1°2>2.

Zan=10je (n—1)?>9%2=81> 2, pavrijedi 2-10n? > 10(n + 1)2.
Po principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve n = 10.

RjeSenje 4.9 Za n = 2 zadana tvrdnja glasi

2 1 1
-<l+-+-<2,
2 2 3
odnosno

11

1<—x<2

6
Sto je ocito istina.
Pretpostavimo da za neki prirodan broj n = 2 vrijedi

n 1 1
—<l+—+—+---+
2 2 3 2n—1

<n.

Treba dokazati

n+1 11 1 1
<l+=+=+-+ et
2 23 an—1 2n an+l 1

\

<n+1.

N~

=5 =102
Iz pretpostavke znamo da je 4 < Sy < n. Jo§ treba pokazati da je % < 8 < 1. Uocimo:

1 1 1 1

2n g1 T gmioy T el

Dakle, suma S, se sastoji od (2**! —1) — (2" — 1) = 2""*1 — 2" = 27 pribrojnika koji su svi
vei od 57 i manji ili jednaki od 5. Stoga vrijedi

1
2" <Sz$2n'—n,

) 2n+1
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odnosno )
-<S <1
5 2

$to je i trebalo pokazati.
Po principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve n = 2.

RjeSenje 4.10 Za n = 2 zadana tvrdnja glasi

1 1

JE— < -
22 2

$to je ocito istina.

Pretpostavimo da za neki prirodan broj n = 2 vrijedi

1 N 1 N 1 ey 1 - n-1
22 32 42 n? n
Treba dokazati
1 N 1 N 1 . 1 < n
22 32 42 n+12 n+1l
Po pretpostavci imamo:
1 1 1 1 n—-1 1

—+=+—++ < +
2232 42 (n+1)>2 n (n+1)>2

pa je dovoljno dokazati
n-1 1 n
+ < .
n  (n+1)? n+l
Raspisom se dobije da je ta nejednakost ekvivalentna s 1 = 0 koja je ocito istinita.
Po principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve n = 2.

RjeSenje 4.11 Za n = 1 tvrdnja glasi:

1 <l 35 2n—1< 1
2yn~ 2 4 6 2n ~ V3n+1

1 _135 2n+1)-1 _ 1
2vVn+1 2 4 6 2(n+1) ~ V3m+D+1
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Po pretpostavci znamo:

1 2n+1 1 3 5 2n+1 1 2n+1
< <

207 2n+2 2 4 6 2n+2 \ABn+l 2n+2°

Vidimo da je dovoljno dokazati da vrijedi:

1 1 2n+1 1 2n+1 1

< . i . < )
2vVn+1 2yn 2n+2 V3n+1l 2n+2 +/3n+4

Kvadriranjem i sredivanjem izraza se dobije da je prva nejednakost ekvivalentnas n = —1
§to je oCito istina te slicno za drugu nejednakost (DZ).

Rjesenje 4.12 Oznacimo a, := \/4+ 4+ -+ V4. Tada je an+1 = V4 + a, za svaki

n korijena

neN.
Za n=1imamo a; = V4 = 2, §to je o&ito manje od 3. Dakle, tvrdnja vrijedi za n = 1.
Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi a, < 3. Tada je

Ani1=VA4+a,<Va+3=V7<3.

Po principu matematicke indukcije za svaki n € N vrijedi a, < 3, §to je upravo tvrdnja
zadatka.

RjesSenje 4.13 Za n = 1 vrijedi
12431
ls—=1
4
Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi

2
n“+3n
1+V2+V3+--+vn< T

Tada je

2
n“+3n
1+V2+V3+-+yvn+Vn+1s T Vn+lL

Dovoljno je dokazati
2 2
n-+3n n+1)*+3(n+1
+\/n+ls( ) ( ).

2 (%)

Kako je
(n+1)*+3(n+1) n*+2n+1+3n+3 n*+3n n+2

+
4 4 4 2

’
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treba dokazati

\/ms”f, )

$to je ekvivalentno s

WVn+1?-2vVn+1+1=0,

odnosno
WVn+1-1%=0.

Kako je kvadrat realnog broja nenegativan, ovo je o¢ito istina, pa stoga vrijedi i (&), $to
povlaci (k). Dakle, trazena tvrdnja vrijedi za n + 1.
Po principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve n € N.

RjeSenje 4.14 Dokazat ¢emo da za svaki n € N vrijedi
n .
Y2t =1+2-243-2%+ - +n-2" ' =(n-1)-2"+1.
i=1
Za n =1 tvrdnja glasi 1 = 0-2! + 1, §to je ocito istina.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Tada je
142-243-2% 4+ +n-2" 4y (n+1)-2"=(n-1)-2"+1+(n+1)-2"
=2".2n+1

=21 pi1.

Dakle, tvrdnja vrijediiza n + 1.
Po principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za sve n € N, pa onda posebno vrijedi
iza n=2025.

RjesSenje 4.15 Neka su a, b > 0 proizvoljni. Matematickom indukcijom dokazujemo
(VneN)2"'(@"+b™) = (a+b)".

Baza za n = 1 je o¢ito ispunjena: 2°(a' + b') = (a+ b)'.
Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi 2"~ ! (a” + b™)) = (a+ b)"*. Imamo:

(a+b)" ' =(a+b)P@a+b) <2" N a"+b"(a+b) =2"" @ + b + @b+ ab™)
Dovoljno je dokazati:
2n—1(an+1 +bn+1 +anb+abn) Szn(an+1 +bn+1)
sad"™ + b +a"b+ab” <2(@" + b
sad +bp" —a"b-ab" 20
& (a"—b"(a-b)=0.

Promotrimo dva slucaja:
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(i) akoje a=b,tadaje a” = b" paje (a"—b™)(a—b) =0;
(ii) akoje a< b,tadaje a” <b" paje (a”-b™)(a-b)=0.

Dakle, u svakom slu¢aju vrijedi (a” — b™) (a— b) = 0 ¢&ime smo dokazali 2"~ (a**1 + b1 +
ab+ab™ <2™(a"! + "), Dakle,

(a+b)n+1 52”_1(a”+1+b”+1+a”b+ab”) Szn(an+1 +bn+1)-

Po principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi Vn € N.

Rjesenje 4.16 Oznacimo sa a; broj \/2 +1/2+...+ V2. Tada vidimo da vrijedi a; = v21i

n korijena

an+1=V2+ ay.

Matematickom indukcijom dokazujemo da je a, = 2005% za svaki ninN. Zan =1

tvrdnja vrijedi jer je V2 =2cos F.
Pretpostavimo da a;, = 2cos 2,;’“ vrijedi za neki prirodan broj n = 1.
Treba dokazati

an+1 = 2C0S oz’
Vrijedi

an+1=vV2+ay

_ T
= 2+2COSW
T

_ 2 _
—\/2+2(2(:os o 1)

T
— 2
—\/4COS on+2

2 /A
= COSW,

kao §to je i trebalo dokazati. Ovdje smo u drugom redu koristili pretpostavku indukcije,
u tre¢em redu identitet cos(2x) = 2cos?x—1,iu zadnjem redu Cinjenicu da je cosx = 0
za x € [0, %] (pa moZemo uzeti korijen bez apsolutnih vrijednosti).
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Rjesenje 4.17 Tvdrnju ¢emo dokazati jakom indukcijom po n.
Za n =1 tvrdnja vrijedi po pretpostavci zadatka. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve
k < n. Tada je i broj
1 1 1 1
(x+—) (x”+—) =x" 4 +x" 4
X xh xn+l

xn—l

cijeli kao umnozak dva cijela broja. Kako je n—1 < nimamo da je i

cijeli broj (ovo vrijediiza n=1) paje

1 1 1 1
x4 = (x+—) (x”+—)—(x”‘1+ )
xh+l X xn xh-1

cijeli broj kao razlika dva cijela broja.

RjeSenje 4.18 Trebamo dokazati sljedecu tvrdnju:

Za svaki prirodan broj 7 i za svaki prirodan broj k, broj k- (k+1)-...- (k+n—1) je djeljiv
s nl.

Dokazat ¢emo tvrdnju indukcijom po n.
Za n =1, treba dokazati da je svaki prirodan broj k djeljiv s 1!, §to je ocito.
Pretpostavimo da za neki prirodan broj vrijedi sljedeca tvrdnja:
Za svaki prirodan broj k, broj k- (k+1)-...- (k+n—1) je djeljivs n!.
Da bismo proveli korak indukcije, potrebno je dokazati sljedeéu tvrdnju:
Za svaki prirodan broj k, broj k- (k+1)-...- (k+n—1)-(k+ n) je djeljivs (n+ 1)\
Tu tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po k. Za k = 1, tvrdnja je oCitajerje 1-2-...-n-(n+
1) = (n+ 1)! svakako djeljivo s (n+1)!.
Pretpostavimo sada da za neki prirodan broj k vrijedi sljedeca tvrdnja:
Brojk-(k+1)-...-(k+n—-1)-(k+n) jedjeljivs (n+1)..
Promotrimo broj (k+1)-(k+2)-...-(k+ n)-(k+n+1). Rastavljanjem posljednje zagrade
na dva dijela, moZemo ga zapisati kao

k-tk+1)-...-(k+n-1D-(k+n+n+1)-(k+1)-(k+2)-...-(k+n).

Prvi pribrojnik je prema pretpostavci indukcije (za varijablu k) djeljiv s (n +1)!. Drugi
pribrojnik je oblika (n +1) - £, gdje je £ umnozak n uzastopnih brojeva. Po pretpostavci
indukcije (za varijablu n), t je djeljiv s n!, paje (n+1)-¢ djeljivs (n+ 1)!. Dakle, na$
promatrani broj je zbroj dva broja koji su djeljivi s (n+1)!, pa je i sam djeljivs (n+1)!,
¢ime je korak indukcije zavrSen.
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RjeSenje 4.19 Promotrimo piramide za prvih nekoliko prirodnih brojeva n:

Uocimo da se piramida sa n+ 1 kuglica duz bridova sastoji od jednakostrani¢nog trokuta
s n+ 1 kuglica duz stranice na kojeg je dodana piramida s n kuglica duz brida.
Matematickom indukcijom dokazujemo da formula vrijedi za sve n € N. Za n = 1 for-
mula daje % -1-2-3 =1, §to je toc¢no jer se piramida u tom slucaju sastoji od samo jedne
kuglice.

Pretpostavimo da je za piramidu s n kuglica duz brida potrebno %n(n +1)(n+1) kuglica.
Za piramidu s n + 1 kuglica duz brida potrebna je piramida s n kuglica duz brida i trokut
s n+ 1 kuglica duzZ stranice.

Odredimo koliko je kuglica potrebno za trokut. Trokut takoder moZemo promatrati “po
slojevima”:

2999

Zatrokutje potrebno 1+2+3+---+n+(n+1) = W kuglica. (Koristili smo formulu

iz zadatka

Ukupno je za piramidu potrebno

(n+ 1)2(n+2) N n(n+ lé(n+2) _ %(3(n+1)(n+2) +n(n+1)(n+2)

= é(n+1)(n+2)(n+3)

kuglica, kao $to je i trebalo dokazati.
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Rjesenje 4.20 Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po n € N. Za n = 1 tvrdnja je ocita: koji
god kut bio otkinut, moZemo poplocati ostatak 2 x 2 ploce jednom trominom.
Pretpostavimo da za neki prirodan broj n moZemo trominama poplocati 2" x 2" plo¢u
kojoj nedostaje jedan kut.

Promotrimo 2”1 x 21 plo¢u kojoj je otkinut neki kut. Bez smanjenja opéenitosti, neka
je to gornji lijevi kut.

Podijelimo plo¢u na €etiri 2" x2" ploce. Gornju lijevu plo¢u od te €etiri moZemo po pret-
postavci indukcije poplocati trominama. Sada stavimo jednu trominu u centar ploce
tako da pokriva toCno po jedno polje od preostale tri manje ploce.

Tada je u svakoj od te tri takoder otklonjen jedan kut pa ju po pretpostavci takoder mo-
Zemo poplocati.

RjeSenje 4.21 Promotrimo najprije nekoliko primjera:

AN X &

Slika 4.2: Primjeri gradova i cesta za n = 3,4, 5.

Tvrdnju ¢emo dokazati jakom indukcijom po n.

Za n =1 postoji samo jedan grad, pa tvrdnja trivijalno vrijedi.

Pretpostavimo da za svaki skup od k gradova, k < n postoji ruta koja obilazi svaki grad
to¢no jednom. Neka je {G1, Go,...,Gp+1} skup od n+ 1 gradova. Promotrimo grad G +1.
Prema uvjetu zadatka, za svaki od preostalih n gradova G; postojiili cesta G; — Gj41, ili
cesta G,41 — G;. Oznacimo

S1=1{G; | postojicesta G; — Gp+1} 1 S2 =1{G;| postojicesta G,+1 — Gij}.
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Kako su S; i S2 skupovi od najviSe n gradova takvi da izmedu svaka dva grada postoji
jedna jednosmjerna cesta, po pretpostavci indukcije postoji ruta R; koja obilazi sve gra-
dove iz S, te ruta R, koja obilazi sve gradove iz S, to¢no jednom. Sada je Ry — G,+1 — R2
ruta koja obilazi svih n+1 gradova, svaki to¢no jednom. (Ako je S; = @ ili S» = @, traZzena
ruta je G,4+1 — Ro, odnosno Ry — Gj41.)

RjesSenje 4.22 Tvrdnju ¢emo dokazati matematickom indukcijom.
Za n = 2 tvrdnja slijedi iz definicije simetri¢ne razlike: x € A; A A ako i samo ako je x u
to¢no jednom od Aj, A».
Pretpostavimo da tvrdnja zadatka vrijedi za neki prirodan broj n = 2. Promotrimo n + 1
skupova Ay, Ay, ..., Ay+1.
Oznacimo s B,, skup

AAAA.LAA;,

Tada je
AAANAN ... AAA A =By A Ay,

Pretpostavimo da je x € B, A Aj,+;. Tada imamo dva slucaja.

* x€ By, x¢ Ap+1. Tada po pretpostavci indukcije ima neparno mnogo indeksa
i €{1,2,...,n} za koje je x € A;. Kako x ¢ A+, slijedi da ima neparno mnogo
indeksaie€{l1,2,...,n,n+1} zakoje je x € A;.

* x¢ By, x € Ap41. Tada po pretpostavci indukcije ima parno mnogo indeksa i €
{1,2...,n}zakojeje x € A;. Kakoje x € A;41, slijedi daima neparno mnogo indeksa
i€ef{l,2,...,n,n+1} zakojeje x € A;.

Pretpostavimo sada da x € B, A A,+1. Ponovno imamo dva slucaja.

* x € By, x € Ayy1. Tada po pretpostavci indukcije ima neparno mnogo indeksa
i €{1,2,...,n} za koje je x € A;. Kako je x € A;,41, slijedi da ima parno mnogo
indeksai€{l1,2,...,n,n+1} zakoje je x € A;.

* x ¢ By, x ¢ Ay+1. Tada po pretpostavci indukcije ima parno mnogo indeksa i €
{1,2...,n} za koje je x € A;. Kako x € A,+1, slijedi da ima parno mnogo indeksa
i€efl,2,...,n,n+1} zakojeje x € A;.

Dakle, x € B, A A+ ako i samo ako postoji neparno mnogo indeksa i € {1,2,...,n+ 1}
za koje je x € A;, ¢ime je korak indukcije zavrSen.
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RjeSenje 4.23 Prisjetimo se da je totalni uredaj onaj u kojem su svaka dva elementa us-
porediva, odnosno za sve a, b iz S vrijedi a < bili b < a.

Dokazat ¢emo tvrdnju matematickom indukcijom po broju elemenata skupa S.

Ako je S jednoclan, onda postoji samo jedan parcijalni uredaj na S i on je totalan, pa
tvrdnja vrijedi.

Pretpostavimo da se svaki parcijalni uredaj na skupu s n elemenata moZe proSiriti do
totalnog uredaja.

Promotrimo skup S koji ima 7 + 1 elemenata.

Prvo ¢emo dokazati da postoji element a € S za koji ne postoji b € S razlicit od a takav
daje a < b (drugim rijeCima, a je maksimalan).

Pretpostavimo da takav element a ne postoji. Tada za svaki x € S postoji y € S takav da
jex#Ayix<y.

Neka je sada xj bilo koji element skupa S. Tada moZemo konstruirati niz xy, x1, X2, ...
tako da za svaki i = 0 vrijedi x; < x;1; i x; # x;41. Tvrdimo da su svi elementi tako kons-
truiranog niza razliciti. Naime, pretpostavimo da je x; = x; za neke i < j. Tada vrijedi

Xi=Xj+1=... = Xj = X;.

Iz tranzitivnosti slijedi x;+; < x;. Medutim, otprije znamo da je x; < x;11 i X; # Xj+1, pa
dobivamo kontradikciju s antisimetricno$c¢u. Dakle, svi elementi x, x1, x2,... su medu-
sobno razliciti. To je nemoguce jer je S konacan skup. Dakle, na3a pretpostavka je bila
pogresna, i postoji element a € S takav da niti jedan ¢lan S razli¢it od a nije veci od a.
Sada promotrimo skup S’ = S\ {a}. Restrikcija parcijalnog uredaja < je parcijalni uredaj
na S, te S’ ima n elemenata. Stoga moZzemo primijeniti pretpostavku indukcije na S’ i
< te mozemo < proéiriti do totalnog uredaja < na §'. Sada < mozemo jo$ prosiriti na S
tako da definiramo b < a za svaki b € S.

Dobivena relacija je totalni uredaj na S, ¢ime je zavrSen korak indukcije.

RjeSenje 4.24 Tvrdnju ¢emo dokazati pomoc¢u Cauchyjeve indukcije. Za n = 2! tvrdnja

slijedi zbog:
X1+ X2

VX1X2 = — (\/x_l—\/x_g)zzo.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n = 2% i dokazimo da tada vrijediiza n = 2**1,
Primjenom pretpostavke indukcije i AG nejednakosti na 2 ¢lana, vrijedi

1
(x1 "'xn) :(x1 "'xzkak+1 "'x2k+1)2k+1

1 1
<(X1+"'+x2k)2 (x2k+1+"'+x2k+1 2

2k 2k
X1+ +Xp
- )

75



POGLAVLJE 4. MATEMATICKA INDUKCIJA

Nadalje, primijetimo da ako tvrdnja vrijedi za neki n € N, tada vrijedi i za n — 1. Naime,

kako tvrdnja
X1+ +Xp

1
(- Xp) 7 <

n
vrijedi za sve nenegativne realne brojeve, posebno vrijedi i u slu¢aju kad odaberemo x,

koji ovisi o prvih n — 1 brojeva na naéin x,, ;= 2X"*¥n-1 ha yyr§tavanjem dobivamo:
n-1
1 X1+t Xp1
(xl---x 1(x1+---+xn_1))z Nt X tE o Xt X
P Pt e -
n—-1 n n—-1

1
Konatno, tvrdnja slijedi dijeljenjem obje strane s (<=1} " j sredivanjem izraza.
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Poglavlje 5

Elementarna teorija brojeva

5.1 Djeljivost i najveca zajednicka mjera

Definicija 5.1. KaZzemo da broj a € Z\ {0} dijeli broj b € Z i piSemo a | b ako pos-
toji broj k € Z takav da je b = k- a. Tada kaZzemo da je a djelitelj od b, a da je b
viSekratnik od a.

Napomena 5.2. Primijetimo da po definiciji slijedi da je 0 djeljiv svakim brojem a # 0,
jer za svaki a # 0 postoji k € Z takav da je k- a = 0. Naime, moZemo uzeti k = 0.

Propozicija 5.3 (Svojstva dijeljenja). 1. VaeZ)(a|a),
2. Va,b,ceZ)((albAb]|c)= alc),
3. WVa,beZ)((a|bAb|a)=> (a=bVva=-b)),
4. Wa,b,ceZ)((albAalc)=al|b+c),
5. Ya,a',b,b'eZ)((a|bra’'|b)= ad' | bb"),

6. Wa,beZ)(a|b=> (NceZ)(al|b-c)).

Teorem 5.4 (Teorem o dijeljenju s ostatkom). Neka su a, b € Z cijeli brojevi takvi
daje b > 0. Tada postoje jedinstveni brojevi g, r € Z takvi da je

a=q-b+r, pricemuje0<r<b.

Broj g zovemo kvocijent, a broj r ostatak pri dijeljenju broja a brojem b.

77



POGLAVLJE 5. ELEMENTARNA TEORIJA BROJEVA

Definicija 5.5. Neka su a, b € N. Najveca zajednicka mjera brojeva a i b je najveci
prirodan broj koji dijeli i broj a i broj b. Taj broj oznacavamo s M(a, b). Najma-
nji zajednicki viSekratnik brojeva a i b je najmanji prirodan broj koji je djeljiv i
brojem a i brojem b. Taj broj oznacavamo s V'(a, b).

Pojam najvece zajednicke mjere moZemo definirati i za cijele brojeve: ako su a, b, € Z,
definiramo

0, akojea=b=0;
Mab) = lal, akOJ:ea;éO%b:O;
|b|, akojea=0ib#0;

M(lal,|bl), akojea#0ib#0.

Uocimo da je najveca zajednicka mjera dvaju brojeva uvijek prirodan broj (ili 0).

Definicija 5.6. KaZemo da su brojevi a, b € Z relativno prosti ako je M(a, b) = 1.

Teorem 5.7. (Bézoutov identitet) Neka su a,b € Z. Tada postoje cijeli brojevi
X,y € Z takvidaje
M(a,b)y=x-a+y-b.

Dodatno, M(a, b) je najmanji prirodni broj koji se moZe zapisati u gornjem obliku.

Zadatak 5.1 Neka su a, b € Z, te neka je d = M(a, b). Pokazite da je tada
{xa+yb|x,yeZ}={nd|neZ}.

Zadatak 5.2 Izratunajte najvecu zajedni¢ku mjeru brojeva 22024 — 122022 _ 1,

Najveca zajednicka mjera se moZze ekvivalentno definirati na sljedeci nacin:

Definicija 5.8. Neka su a,b € Z. Za broj d € Ny kaZemo da je najveca zajednicka
mjera brojeva a i b, te piSemo d = M(a, b), ako vrijedi:

(i dlaid]|b,

(ii) ako je d' € Ny neki drugi broj takav da vrijedi d’ | a i d’ | b, onda vrijedi i
d|d.
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Zadatak 5.3 Dokazite da za sve a, b € N vrijedi sljedece:
(@ Ml(a,b) =M(-a,b) = M(a,—b) = M(-a,-b);
(b) M(a,b) = M(a,a+ b);

(c) WYneN)(M(na,nb)=nM(a,b)).

Propozicija5.9. Nekasu a,beNte q,r e Ny takvida je a=gb+r. Tada je

M(a,b) = M(b, ).

Euklidov algoritam

Neka su a i b prirodni brojevi. Sve dok je b # 0, ponavljamo sljedece korake:

(1) Koristeciteorem o dijeljenju s ostatkom odredimo ¢, r takve daje a= gb+r
i0<r<b.

(2) Zamijenimo a s bi b s r (tj. nastavljamo postupak kao da Zelimo odrediti
M(b, ).

Ako smo u nekom koraku dobili b = 0, tada je broj a iz tog koraka traZzena najveca
zajednicka mjera.

Zadatak 5.4 Izracunajte M (420, 195) Euklidovim algoritmom.
Zadatak 5.5 Dokazite da su za svaki prirodni broj n brojevi 28n + 10 i 8n + 3 relativno
prosti.

Zadatak 5.6 Neka su a i b prirodni brojevi. DokaZite da je M(5a+3b,13a+8b) = M(a, b).

Zadatak 5.7 Neka su a i b prirodni brojevi takvi da ab | a® + b®. DokaZite da je a = b.
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5.2 Kongruencije

Definicija5.10. Nekasu a, b € Z te n € N. KaZzemo da je a kongruentan b modulo
nipiSemo a = b (mod n) ako vrijedi n | a—b.

Napomena 5.11. Neka su a, b € Z cijeli brojevi i n € N prirodan broj takvi daje 0 < b <
n. Lako se vidi da je a = b (mod n) ako i samo ako je b ostatak pri dijeljenju a sa n.
Pokus3ajte to sami dokazati!

Propozicija 5.12. Relacija “biti kongruentan modulo n” je relacija ekvivalencije
na Z, za svaki n € N.

Dokaz propozicije[5.12 Neka je n € N proizvoljan.

Zasvaki a€ Z vrijedin|0=a—a, paje a=a (mod n). Dakle, relacija “biti kongruentan
modulo n” je refleksivna.

Pretpostavimo da za neke a, b € Z vrijedi a = b (mod n). Tada vrijedi n | a — b, pa vrijedi
in|—-(a—b)=b-a,tj. b=a (mod n). Dakle, relacija je simetri¢na.

Pretpostavimo da za neke a, b,c € Z vrijedia= b (mod n)ib=c (mod n). Tadan|a—b
inlb—c,panl|(a—b)+(b—c)=a—c,tj.a=c (mod n). Dakle, relacija je tranzitivna. [J

Napomena 5.13. Neka je n € N. Odredimo klase ekvivalencije za relaciju “biti kongru-
entan modulo n”. Za neki cijeli broj a € Z imamo

belal] < a=b (mod n)
<~ nla-»b
< (GkeZ)(a—b=kn)
— (@keZ)(b=a+ (-k)n)
— (JkeZ)(b=a+kn)

Dakle, [al ={beZ|Qke Z)(b=a+ kn)} ={a+ kn| k € Z}. Drugim rije¢ima, [a] je skup
svih brojeva koji se od a razlikuju za viSekratnik od #, ili ekvivalentno, skup svih brojeva
koji pri dijeljenju s n daju isti ostatak kao a.
MozZe se pokazati (pogledajte propoziciju 5.19. u skripti za predavanja) da je pripadni
kvocijentni skup

Z1=(mod my = {[0,(11,12],...,[n—1]}.

Zadatak 5.8 Dokazite sljedeca svojstva kongruencije: ako je

ap=b; (modn) i ax=b, (mod n),
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tadajei
amrta=bixtb, (modn) te aja,=biby (mod n).

Zadatak 5.9 Dokazite da za sve a,b € Z i n, k € N vrijedi: ako je
a=b (mod n)

tadaje i
a® = bk (mod n).

Napomena 5.14. 1z zadataka5.8)i[5.9|slijedi da kongruencije smijemo medusobno zbra-
jati, oduzimati i mnoziti. Posebno, kako je relacija kongruencije refleksivna, smijemo s
obje strane kongruencije dodati ili oduzeti neki cijeli broj, te obje strane pomnoZiti ne-
kim cijelim brojem. No, kongruencije ne moZemo “kratiti”, tj. ne moZemo obje strane
podijeliti nekim brojem. Primjerice, vrijedi 6 =2 (mod 4),alinei3=1 (mod 4).

Zadatak 5.10 Dokazite da je zbroj kubova triju uzastopnih cijelih brojeva uvijek djeljiv s
9.

5+(=D"
Zadatak 5.11 Dokazite da niti jedan ¢lan niza a,, = 4" + % nije kvadrat prirodnog

broja.

Zadatak 5.12 Nadite sve parove prirodnih brojeva (x, y) takve da su brojevi 4x? +3y? i
3x2 +4y? kvadrati prirodnih brojeva.

Zadatak 5.13 Dokazite da je mn(m® — n®) djeljivo s 21 za sve m, n e N.

5.3 Prostibrojevi

Definicija 5.15. Prirodan broj p > 1 koji je djeljiv samo brojem 1 i samim sobom
zovemo prosti ili prim broj. Za ostale brojeve vece od 1 kazemo da su sloZeni.
Broj 1 nije ni prost ni sloZen.

[ Teorem 5.16. Prostih brojeva ima beskona¢no mnogo. ]
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Teorem 5.17 (Osnovni teorem aritmetike). Za prirodan broj n > 1 postoje jedin-
stveni brojevi k, a1, a»,...,ar € N te prosti brojevi p; < p» <--- < pi takvi da je

— 21 a2 (473
n—pl -pz pk .

Zadatak 5.14 Dokazite: ako je broj n sloZen, onda postoji njegov djelitelj razlic¢it od 1
koji je manji ili jednak v/n.

Napomena 5.18. Cesto se koristimo obratom po kontrapoziciji tvrdnje iz zadatka
za provjeru je li neki broj prost: ako nijedan broj 1 < p < v/n ne dijeli broj n, tada je
n prost. Drugim rijeCima, djelitelje broja n je dovoljno traziti medu prostim brojevima
manjim ili jednakim /7.

Propozicija5.19. Nekasu a, b € Z, te p € N prost broj. Tada vrijedi:

pla-b = plailip|b.

Zadatak 5.15 Dokazite:
(a) Ako su pi8p —1 prosti brojevi, onda je 8p + 1 sloZen broj.
(b) Ako su pi8p? + 1 prosti brojevi, onda je 8p? — 1 prost broj.
Zadatak 5.16 Odredite sve proste brojeve p, g, r za koje vrijedi jednakost p9 = r — 1.

Zadatak 5.17 Dokazite da ostatak pri dijeljenju prostog broja s 30 ne moze biti slozen
broj.

Zadatak 5.18 Dokazite da postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva oblika4m+3, m €
No.

5.4 Eulerov teorem i mali Fermatov teorem

Definicija 5.20. Neka je funkcija ¢ : N — N definirana ovako: ¢(n) je jednak broju
elemenata skupa {1, 2,..., n} koji surelativno prosti sa n. Funkciju ¢ zovemo Eule-
rova funkcija.
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Propozicija 5.21. Vrijede sljedeca svojstva Eulerove funkcije:

(1) Ako su a,b > 1 prirodni brojevi takvi da je M(a,b) = 1, onda je ¢(ab) =
p@a)p(b).

(2) Ako je p prost broji k =1, onda je p(p*) = p¥ - p*-1.

Teorem 5.22. Neka je n = pflpgz pzk rastav broja n na proste faktore. Tada

vrijedi

(p(n):n(l_%)(l_é)m(l_i)

a1—1 ar—2

= (p{ - p (s - p ) (pFE - pPTh

a—1_ax-1 ap—1

=P Py Py (p1—D(p2—-1D---(px—D.

Zadatak 5.19 Rijesite jednadzbu ¢(7%) = 294.
Zadatak 5.20 Dokazite da jednadzba ¢(n) = 14 nema rjesenja.

Zadatak 5.21 Odredite sve prirodne brojeve n takve da ¢(n) | n®+1.

Teorem 5.23 (Eulerov teorem). Neka je n € N, te a € Z takav da je M(a,n) = 1.
Tada vrijedi
a?™ =1 (mod n).

Teorem 5.24 (Mali Fermatov teorem). Neka je p € N prost broj, te a € Z takav da
p1a. Tada vrijedi
a’"'=1 (mod p).

Zadatak 5.22 Odredite ostatak pri dijeljenju broja 13° +230 + ... + 10%° brojem 11.

Zadatak 5.23 Dokazite da je za svaki prost broj p i svaki prirodan broj k suma

1+1%P=D k=1 g pkp=D
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djeljiva s p.

Zadatak 5.24 Dokazite da je za svaki prirodan broj n koji nije djeljiv s 4 zbroj
1" +2"+3"+4"

djeljiv s 5.

Zadatak 5.25 Odredite posljednju znamenku broja

719981997 " 3 19981997

Zadatak 5.26 Dokazite da je broj 22225%° + 55552222 djeljiv sa 7.
Zadatak 5.27 Odredite ostatak pri dijeljenju broja 140%7 + 153°! brojem 17.
Zadatak 5.28 Dokazite da 7 | 32"+1 + 22"*2 73 svaki n € N.

Zadatak 5.29 Neka su n € Ni a € Z takvi da je M(a,n) = 1. Pretpostavimo da je d € N
najmanji prirodni broj za koji vrijedi

a® = (mod n).

Dokazite: ako je m € N takav da je a™ =1 (mod n), tada d dijeli m. Posebno, d dijeli
p(n).

Napomena 5.25. Potencija dobivena Malim Fermatovim ili Eulerovim teoremom ne
mora biti najmanja moguca. Prethodni zadatak nam kaze da se najmanji takav broj na-
lazi medu djeliteljima onih potencija dobivenih tim dvama teoremima. To nam mozZe
pomoci da lakSe pronademo potencije koje ¢e davati "male" ostatke; idealno 1 ili —1.

Zadatak 5.30 Odredite ostatak pri dijeljenju broja 3% + 419 brojem 13.

Zadatak 5.31 Neka je p prost broj koji daje ostatak 3 pri dijeljenju s 4. DokaZite da ne
postoji cijeli broj x takavda p | x> +1.
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Zadatak 5.32 Dokazite da postoji beskona¢no mnogo prostih brojeva oblika4m+1, m e
N.

Zadatak 5.33 Dokazite da za svaki prost broj p vrijedi

(a+b)’ =a” +b” (mod p).
Zadatak 5.34 Neka je 3% potencija broja 3 koja ima m znamenaka. Dokazite da postoji
veéa potencija broja 3 kojoj se zadnjih m znamenaka poklapa sa znamenkama od 3¥.

Zadatak 5.35
a) Odredite sve ostatke koje potencije broja 2 mogu davati pri dijeljenju sa 7.

b) DokaZite dajednadzba 2" + 1 = 11m® nema prirodnih rjesenja.

Zadatak 5.36 Odredite zadnje tri znamenke broja 52024,
Zadatak 5.37 Odredite sve proste brojeve p takve da p |29” + 1.

Zadatak 5.38 Odredite sve prirodne brojeve n za koje je 7" — 2" — 9 kvadrat prirodnog
broja.

Zadatak 5.39 Odredite sve prirodne brojeve n takve da je ¢(n) = 56.
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Upute za rjeSavanje zadataka

Uputa za Z5.5 Odredite najvecu zajednicku mjeru Euklidovim algoritmom.
UputazaZ5.9 Tvrdnju dokazZite indukcijom po k.

UputazaZ5.10 Oznacite tri uzastopna prirodna broja sa k—1, ki k+ 1 te izraCunajte
zbroj njihovih kubova. DokaZite da je izraz k(k? + 2) uvijek djeljiv s 3.

UputazaZ5.11 Odredite a, ovisno o parnosti od n. Uocite koji ostatak a, daje pri di-
jeljenju sa 4. Zatim provjerite koje ostatke kvadrat prirodnog broja moZe dati pri
dijeljenju sa 4.

Uputaza Z5.12 PokuSajte dokazatisljedece: ako je (x, y) rjeSenje zadatka, onda je i (%, %)
rjeSenje zadatka. MoZete li pomocu toga dobiti kontradikciju?

Uputaza Z5.13 Promatrajte posebno djeljivost sa 3 isa 7. Analizirajte ostatke koje Sesta
potencija prirodnog broja moZe dati pri dijeljenju sa 3 ilisa 7.

Uputa zaZ5.16 Promatrajte parnost.
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RjeSenja zadataka

RjesSenje 5.1 Kakod | aid | b, to posebno d | xa+ yb za sve x,y € Z. Drugim rijeCima, za
sve x, y € Z postoji n € Z takav da je

ax+by=nd.

Iz toga zakljucujemo da inkluzija < vrijedi.
S druge strane, iz Bezoutove leme slijedi da postoje xy, yp € Z takvi da je

d=xpa+ yb.
Tadajezasvakine Z
nd = n(xpa+ yob) = (nxg)a+ (nyo)be {xa+yb| x,yecZ}.

pa vidimo da vrijedi i obratna inkluzija 2, te je jednakost skupova time dokazana.

RjeSenje 5.2 Oznacimo brojeve s
a=22024_1 | p=22022_7
Primijetimo za pocetak kako je
a=4-2292_1=4.2*2_1)+4-1=4b+3,
Zakljucujemo kako se broj 3 moZze prikazati kao linearna kombinacija brojeva a i b na
sljedeci nacin:
3=a-4b.
Kako je M(a, b) prema Bézoutovom identitetu najmanji prirodni broj koji se moZe pri-

kazati na takav nacin, slijedi M(a, b) < 3.
PokaZzimo sada da vrijedi 3| ai3 | b. Prvo imamo

1011

22022 — (22)1011 =B+ 1)1011 — 31011 +1011 .31010 +( )

)31°°9+...+ 1011-3+1,
paje

b=220%2_1=3-(3"1941011-3"9% + ... + 1011)
tj. 3| b. S druge strane, kako je a=4b+31i3| b, vidimo da 3 | a. S obzirom da je M(a, b)
najveci prirodan broj koji dijelii a i b, zaklju¢ujemo da je 3 < M(a, b), $to u kombinaciji
s maloprije dokazanim daje M(a, b) = 3.
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RjeSenje 5.3

(@

(b)

(©

Pokazimo prvo M(a, b) = M(—a, b). Kako M (a, b) dijeli a, taj broj mora dijelitii —a,
akako ondijelii b, slijedi M(a, b) | M(—a, b). Sli¢cno, M(—a, b) dijelii —(-a) = aib,
paje M(—a,b) | M(a, b). Kako je djeljivost antisimetricna na Ny, slijedi M(a, b) =
M(—a,b).

Primjenom upravo dokazanog, te koriStenjem Cinjenice da je poredak za najvecu
zajednicku mjeru nebitan, dobivamo redom

M(a,b) = M(b,a) = M(-b,a) = M(a,—b) = M(-a,—b).

Kako M(a, b) dijelii ai b, ondijelii a+ b, slijedi
M(a,b) | M(a,a+b).

Sli¢no, kako M(a, a+ b) dijelii ai a+ b, on dijelii (a+ b) — a = b, pa vrijedi
M(a,a+b)| M(a,b),

odakle kao u prethodnom podzadatku zaklju¢ujemo

M(a,b) = M(a,a+ b).

Neka je n € N. Oznacimo s d; = M(a,b) i d» = M(na,nb). Treba dokazati da je
dz = ndl.

Prema Bézoutovom identitetu, postoje cijeli brojevi x1, y1, X2, y» takvi da vrijedi
di=x1a+ynb i dy=xx(na)+y(nb).

Imamo
dy =n(xa+ y»b).

Kako su d, i n prirodni brojevi, i x,a + y»b mora biti prirodan broj. Kako je d;
najmanji prirodan broj koji se moze prikazati kao xa + yb, slijedi da je

Xoa+ y2b=d,

paimamo
dy = n(axy + by,) = nd,.

S druge strane, imamo

nd; = n(xya+ y1b) = x;(na) + y;(nb).

88



POGLAVLJE 5. ELEMENTARNA TEORIJA BROJEVA

Kako je x;(na) + y, (nb) prirodan broj, a d je najmanji prirodan broj koji se moze
zapisati u ovakvom obliku, slijedi

nd; = dy,
$to u kombinaciji s prethodno dobivenim daje

I’ldl = dg.

RjesSenje 5.4 Dijelimo s ostatkom brojeve 4201 195:
420=2-195+30.
Sada radimo isto za brojeve 1951 30:
195=6-30+15,

te konacno
30=2-15+0.

Dakle, M(420,195) = 15.
Rjesenje 5.5 Imamo
28n+10=24n+9+4n+1=28n+3)+ (4n+1),
pa iz Propozicije[5.9]slijedi
M@28n+10,8n+3)=M@Bn+3,4n+1).
Sada ponavljamo postupak:

8n+3=8n+2+1=24n+1)+1,
paje
M@Bn+3,4n+1)=M@An+1,1)=1.

Dakle, ovi brojevi su relativno prosti.
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Rjesenje 5.6 Koristit cemo viSe puta svojstvo M(x, y) = M(x, y — x). Imamo

M@Ba+3b,13a+8b) = M(5a+3b,13a+8b—2(5a+3b))
=MGBa+3b,3a+2b)
=M@GBa+3b—-(3a+2b),3a+2b)
=M(Qa+ b,3a+2b)
=MQ@a+b,3a+2b-22a+ b))
=MQa+b,—a)
=MQa+b,a)
= M(b,a) = M(a,Db).

RjeSenje 5.7 Neka je d = M(a, b). Tada moZemo zapisati a = day i b = dby, gdje su ap i
by relativno prosti prirodni brojevi. S novim oznakama, uvjet djeljivosti postaje

d*agby | d*(a; + bj).

To je ekvivalentno s agby | aj + b;. 1z toga slijedi da ag | a5 + b3, pa ag | b;. Medutim,
kako su ag i by relativno prosti, isto vrijedi i za ag i b2, pa mora biti ap = 1. Analogno
zakljuCujemo by =1, pajea=b=d.

RjeSenje 5.8 Pretpostavimo da vrijedi
ap=b; (modn) i ax=b, (mod n),

odnosno
ﬂ|b1—611 i I’l|b2—6l2.

Tada imamo i
n|(by—a) = (ba —ap) = (b £ bp) — (a1 + ap),

$to daje prvu tvrdnju.
Za dokaz druge tvrdnje primijetimo da je

bi1by — a1 a; = b1by — araz + braz — byaz = by (b2 — az) + ax (by — av),
pa kako n dijeli svaki od pribrojnika, zaklju¢ujemo da vrijedi

n | blbg—dldg.
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RjeSenje 5.9 Neka su a,b € Z i n € N takvi da je a = b (mod n). Dokazujemo a* = b*
(mod n) indukcijom po k. Za k = 1 tvrdnja vrijedi po pretpostavci zadatka.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k € N, tj. da je a* = b* (mod n). Kako je a**! =
a-akibkl =p. bk, primjenom zadatkana brojeve a; = a, a; = a* by =bib, = bk
slijedi

k+1 — bk+1

a (mod n),

Cime je dokaz zavrSen.

RjeSenje 5.10 Oznacimo tri uzastopna cijela broja s k-1, k, k + 1. Ratunamo zbroj ku-
bova:

-1+ +k+1°2 =2 -3k*+3k-1D+ K>+ (K2 +3k* +3k+1)
=3k3 +6k
=3k(k*+2).

Kako broj 3 vec dijeli ovaj izraz, za djeljivost s 9 nam je dovoljno pokazati da za sve k € Z
broj 3 dijeli k(k? +2). Promotrimo stoga ostatke koji ovaj izraz moZe dati pri dijeljenju s
3, ovisno o tome koji ostatak broj k daje pri dijeljenju s 3. Razlikujemo tri slucaja:

1°) k=0 (mod 3). Tada 3 | k, pa posebno i 3 | k(k% +2), te u ovom slucaju tvrdnja
vrijedi.

2°) k=1 (mod 3). Koristec¢i prethodni zadatak, tada je k2 =1 (mod 3), pajeondai
k*+2=1+2=3=0 (mod 3).
Dakle, u ovom slucaju 3 dijeli k? + 2, pa ponovno zaklju¢ujemo da tvrdnja vrijedi.
3°) k=2 (mod 3). Sli¢no kao u prethodnom slucaju je tada
k*+2=2°+2=6=0 (mod 3),

pa tvrdnja vrijedi i u ovom, posljednjem slucaju.
RjeSenje 5.11 ZapisSimo opci €lan niza a, na sljedeci nacin:

a, =

3 4" +3, nparan,
4" +2, nneparan.

Vidimo da svaki ¢lan ovog niza pri dijeljenju s 4 daje ostatak ili 2 ili 3. Provjerimo kakve
ostatke mogu davati kvadrati prirodnih brojeva. Neka je n € N proizvoljan prirodni broj.
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Akoje n=0 (mod 4), ondajein®=0 (mod 4);

akojen=1 (mod 4), ondajei n?=1 (mod 4);

akoje n=2 (mod 4), onda je n?=4=0 (mod 4);

akojen=3 (mod 4),ondajein*=9=1 (mod 4).

Vidimo da kvadrati prirodnih brojeva pri dijeljenju s 4 mogu davati samo ostatke 0ili 1,
pa zaklju¢ujemo da nijedan od ¢lanova niza a,, nije kvadrat prirodnog broja.

Rjesenje 5.12 Iz prethodnog zadatka znamo da kvadrati daju samo ostatke 1 i 0 pri di-
jelienju s 4. Ako je x neparan, onda x> = 1 (mod 4), pa je 3x> +4y? = 3 (mod 4), to
je nemoguce jer je to potpun kvadrat. Zakljucujemo da x mora biti paran. Analogno
zakljucujemo da je y nuZno paran. Zapi$imo x = 2x;, y =2y,. Tada je

3x% +4y* = 4(3x7 +4y%),
3y% +4x* = 4(3y% +4xD).

Zakljutujemo da su i 3x7 +4y7 i 3y7 + 4x7 kvadrati prirodnih brojeva. Drugim rijecima,
ako je (x, y) rjeSenje zadatka, tada je (%,%) rjeSenje zadatka. Dakle, pocevsi od nekog
rjeSenja, dobili smo "manje rjeSenje". To zvuci nemoguce jer se ne moZemo beskonac¢no
spustati, samo trebamo smisliti kako to precizno argumentirati.

Pretpostavimo da postoji barem jedno rjeSenje zadatka (x, y).

Neka je (xp, yo) rjeSenje zadatka ¢ija je x-koordinata minimalna (to ima smisla jer je skup
N dobro ureden). Medutim, tada je (3, %) rjeSenje zadatka €ija je x-koordinata strogo
manja od najmanje moguce. To je kontradikcija. ZakljuCujemo da nema ni jednog rje-
Senja.

Napomena 5.26. Metoda iz ovog zadatka zove se beskonachni spust: krenuvsi od nekog
rjeSenja, konstruiramo novo rjesenje koje je na neki nacin "manje" od pocetnog. Ponav-
ljanjem tog postupka dolazimo do kontradikcije i zakljucujemo da ne postoje rjeSenja.

RjeSenje 5.13 Neka su m,n e N.

Kako je 21 = 3-7 (a3 i 7 su relativno prosti), dovoljno je pokazati da je broj mn(m® —n
djeljivs 31i7.

PokaZzimo prvo djeljivost s 3. Ako je jedan od brojeva m, n djeljiv s 3, tada je ocito i cijeli
izraz djeljiv s 3. Ako niti jedan od brojeva m i n nije djeljiv s 3, tada oni pri dijeljenju s 3
daju ostatak 1ili 2. UoCimo

6)

k=1 (mod3) = k®=1 (mod 3)
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k=2 (mod3) = k®=64=1 (mod 3),

odnosno, Sesta potencija broja koji nije djeljiv s 3 uvijek daje ostatak 1 pri dijeljenju s 3.
Prema tome, ako niti jedan od brojeva m i n nije djeljiv s 3, onda i m® i n® pri dijeljenju
s 3 daju ostatak 1, pa m® — n® daje ostatak 0, tj. djeljivije s 3.

Na identi¢an nacin pristupamo i djeljivosti sa 7. Odredimo prvo sve moguce ostatke pri
dijeljenju Sestih potencija prirodnih brojeva sa 7.

e k=0 (mod7) = k5=0 (mod 7)

e k=1 (mod7) = k%=1 (mod 7)

e k=2 (mod7) = k%=64=1 (mod 7)

e k=3 (mod7) = k5=35=93=23=8=1 (mod 7)

Za analizu preostala tri ostatka iskoristit cemo sljedece: ako je a = b (mod n), onda je i
a=b—-n (mod n). Ovo je vrlo korisno kada je b “blizu” n (tj. ako je blize n nego nuli),
jer je tada b — n negativan broj “male” apsolutne vrijednosti, pa je ratunanje potencija
puno lakse.

e k=4=-3 (mod7) = k6=(-3)5=3%5=1 (mod 7)
e k=5=-2 (mod7) = k8=(-2)6=26=1 (mod 7)
e k=6=-1 (mod7) = kS=(-1)%=1 (mod 7)

Sada su argumenti isti kao u prethodnom dijelu: ukoliko je jedan od brojeva m i n djeljiv
sa 7, cijeli izraz je takoder djeljiv sa 7, a ako nijedan nije djeljiv sa 7, onda njihove Seste
potencije obje daju ostatak 1, pa je razlika Sestih potencija djeljiva sa 7.

RjeSenje 5.14 Pretpostavimo suprotno, tj. je broj n sloZen te da su svi njegovi djelitelji
koji su razli¢iti od 1 ujedno veci od y/n. Kako je broj n slozen, postoje p, g > 1 takvi da je
n = p-q. Prema pretpostavci su oba broja p, g veca od /n, pa slijedi

n=p-q>vn-vn=n,
Sto je nemoguce.
RjeSenje 5.15

(a) Pretpostavimo dasu pi8p—1 prosti brojevi. Promotrimo tri uzastopna broja 8p —
1,8p,8p + 1. Jedan od njih mora biti djeljiv s 3, pa promotrimo te slucajeve:
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1°) 8p —1 je djeljiv s 3: kako je prema pretpostavci 8p — 1 prost broj, moralo bi
biti 8p — 1 = 3, pa je ovaj slucaj neostvariv.

2°) pjedjeljivs 3, odnosno zbog toga $to je p prost, p = 3. Tadaje 8p—1 =23, §to
je prost broj, a 8p + 1 = 25 je sloZen, pa je implikacija valjana u tom slucaju.

3°) 8p+1jedjeljivs 31 ocito razli¢it od 3, pa je i sloZen.

(b) Pretpostavimo da su p i 8p? + 1 prosti brojevi. Promotrimo ponovno tri uzastopna
broja 8p? —1,8p%,8p? + 1. S obzirom da je 8p? + 1 prost i o¢ito veéi od 3, imamo
dvije moguénosti: p =3ili 3 |8p?—1. Za p = 3 je 8p? + 1 = 73 prost broj, te je
8p? — 1 = 71 prost, pa je implikacija valjana u tom slu¢aju. PokaZimo jo$ da je
slu¢aj 3| 8p? — 1 nemogué. Ako je p=1 (mod 3) imamo

8p2—15751 (mod 3),
dok je u slucaju p =2 (mod 3) isto
8;92 —1=1 (mod 3),

pa zaklju¢ujemo da 3 nikad ne dijeli broj oblika 8p? — 1.
Rjesenje 5.16 Ako je r = 2, tada bi imali p? = 1, $to je nemoguce za proste brojeve p, g.
Stoga mora biti r > 2, te je broj r — 1 u tom slucaju uvijek paran. Dakle, da bi jednakost
vrijedila, lijeva strana mora biti paran broj, §to je moguce jedino u slucaju p = 2, pa
trazimo sve moguce proste brojeve g, r takve da je

29+1=r.

Ako je g = 2, onda vidimo da jednakost vrijedi za r = 5, pa je jedno rjeSenje (p,q,r) =
(2,2,5). Ako bi bilo g > 2, g bi posebno bio neparan broj, pa bi imali

294+1=(-1)7+1=0 (mod 3).

Tada bi broj r morao biti djeljiv s 3, a to je moguce jedino ako je r = 3. Medutim, to se
ne moze dogoditi jer je 29 > 4 za sve proste brojeve g. Dakle, jedino rjesenje je (p,q,1) =
(2,2,5).

RjeSenje 5.17 Neka je p proizvoljan prost broj. Primjenom teorema o dijeljenju s ostat-
kom dobivamo brojeve g,r €N, 0 < r < 30 takve da je

p=30-g+r.
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Pritom je M(p,30) = M(30,r). Ako je p < 30, tada tvrdnja ocito vrijedi jer je p = r. Ako je
p > 30, pokazimo da je tada r prost. Kako je u tom sluc¢aju

1=M(30,p) = M(30,1),

slijedi da brojevi 2,3 i 5 ne dijele r. Kako je v/7 < v/30 < 6, prema tvrdnji zadatka 5.14]
slijedi tvrdnja.

RjeSenje 5.18 Pretpostavimo suprotno, tj. da prostih brojeva oblika 4m + 3, m € Ny pos-
toji kona¢no. Oznacimo ih s
3:P1,7:P2,---»Pk—1»pk, k eN.
Promotrimo broj
n=4paps--- pi +3.
Pokazimo da je ovaj broj prost. Ocito, n nije paran. Takoder, 3 f 7 jer bi u suprotnom
jedan od brojeva po, ps, ..., px bio djeljiv s 3, §to je nemoguce jer su to po pretpostavci
prosti brojevi veci od 3.
Takoder, nijedan od brojeva p», ps, ..., px ne dijeli n: u suprotnom bi taj broj morao di-
jelitii n—p1p2 - pr = 3, §to je nemoguce. Kako su to po pretpostavci svi prosti brojevi
oblika 4m + 3, zakljucujemo da n nema prostih faktora tog oblika.
Dakle, prosti faktori od 7 mogu biti jedino oblika 4m + 1, pa imamo
n=q1qz2q;
pri ¢emu su q1, qo, ..., q; prosti brojevi kongruentni s 1 modulo 4. Sada imamo
n=qq2---q;=1-1-...-1=1 (mod 4),
a s druge strane je
n=4p;ps3---pr+3=3 (mod 4)

¢ime smo dosli do kontradikcije. Dakle, prostih brojeva oblika 4m + 3 ima beskonac¢no
mnogo.

RjeSenje 5.19 Koristimo propoziciju Imamo
294 = (7% =7 -7""1=6.7""1,

odakle slijedi
49 =71,

pa je jedino rjeSenje x = 3.
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Rjesenje 5.20 Zapisimo proizvoljan prirodan broj u obliku n = p{"* --- pzk , gdje je p1 <
p2 <--- < pg. Kako je tada

ar—1 ar—1

pm)=p; -p.- (pr=D-(pe—1),
da bi n bio rjeSenje jednadZbe moralo bi biti
p‘lxl‘l...ploc‘k‘l(pl —1D-(pr—1) = 14.
Kako 7 dijeli desnu stranu, mora dijeliti i lijevu stranu. Imamo dva slucaja:

1°) 7| pi—1zanekiie{l,...,k}. Tadaje p;—1="7ili p; —1 =14, tj. p; =8ili p; =15,
$to je nemoguce jer je p; prost broj.

2°) 71 p?"_l zanekiie{l,...,k}. Tadaje p; =7, paseslijeve strane javlja faktor p; -1 =
7—1 =6, Sto nije moguce jer 6 f14.

Dakle, ne postoji broj n takav da je ¢(n) = 14.

Rjesenje 5.21 Za n =1ili n =2 imamo ¢(n) =1, pasu n =11 n =2 rjeSenja zadatka.
Primijetimo da iz formule za ¢(n) slijedi da je ¢(n) paran kad god je n > 2. Naime, ako
je n djeljiv neparnim prostim brojem p, onda je ¢(n) djeljiv parnim brojem p — 1, pa
je ¢(n) djeljivis 2. Ako n nije djeljiv neparnim prostim brojevima, onda je n potencija
broja 2, ali p(25) = 2571 5to je djeljivo s 2 ako je k> 1.

Neka je sada n > 2 takav da ¢(n) | n®+1. Tada 2| pn) | n®+1, pa je n nuzno neparan.
Pretpostavimo da dva razli¢ita neparna prosta broja p i g dijele n. Tada (p—1)(g—1)
dijeli ¢(n), pai4 dijeli ¢(n), paje n?+ 1 djeljiv s 4. Medutim, otprije znamo da kvadrati
daju ostatak 0 ili 1 pri dijeljenju s 4, pa n? + 1 daje ostatak 1 ili 2 pri dijeljenju s 4 i ne
mozZe biti djeljiv s 4. Dosli smo do kontradikcije, pa n moze biti djeljiv najviSe jednim
neparnim prostim brojem. Dakle, n = p* za neki neparan prost broj p i neki prirodan
broj k.

Tada djeljivost ¢(n) | n? + 1 moZemo zapisati kao

pk — pk=1| p2k 41,
Ako je k > 1, onda je lijeva strana djeljivosti djeljiva s p, ali desna nije, $to je nemoguce.
Dakle, k=11

p—1| pz +1.

Medutim, imamo p =1 (mod p—1), paje p?+1=2 (mod p-1). Dakle,2=0 (mod p-1)
odnosno p—112. To je moguce jedino za p = 3.
Zakljutujemo da su 1,2, 3 jedina rjeSenja zadatka.

96



POGLAVLJE 5. ELEMENTARNA TEORIJA BROJEVA

RjeSenje 5.22 Su svi brojevi 1,...,10 relativno prosti s 11, prema Malom Fermatovom
teoremu vrijedi

1'°=1 @mod11), 1"°=1 mod11), ... 10°=1 (mod 11).
Odavde slijedi
130423 4 410°=13+13+---+13=10 (mod 11),

tj. traZeni ostatak je 10.

Rjesenje 5.23 Prema Malom Fermatovom teoremu, za brojeve a € {1,..., p — 1} vrijedi
a"PV = (@PHk =1 =1 (mod p),
paje

1+ 1KP=D L okp=D Ly (p—DRP=D 4 pkP=D = L pEP=D =0 (mod p).

RjeSenje 5.24 Prema Malom Fermatovom teoremu, za svaki prirodan broj n =4k +11i
brojeve a € {1,...,4} vrijedi

a4k+l:(a4)k,alzlk.al:al (mod 5),
paje
(4kHL g gtk gaktl y gaktl g1y ol oyl (—1)! (mod 5).

Zal=11il=3je dobiveni izraz jednak 0, a za [ = 2 je jednak 10. U svakom slucaju,
dobiveni izraz je kongruentan nuli modulo 5.

Rjesenje 5.25 Kako je M(7,10) = M(3,10) = 1 i ¢(10) = 4, prema Eulerovom teoremu
vrijedi

7*=1 (mod 10), i 3'=1 (mod 10).
Kako je 1998 =2 (mod 4), to je

1998997 = 2197 =0 (mod 4).

Konac¢no, imamo 1997 1997
71998750 9199875 _ 50 L 30 — 9 (mod 10).
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RjeSenje 5.26 Napravit cemo nekoliko pomo¢nih racuna. Prvo, obi¢nim dijeljenjem vi-
dimo da vrijedi
1111=5 (mod 7).

Stoga je
2222=10=3 (mod7) i 5555=25=4 (mod 7),

pa nam je dovoljno provjeriti da je broj
35555 | 42222
djeljiv sa 7. Takoder, primjenom Malog Fermatovog teorema, dobivamo
3=1 (mod7) i 4%°=1 (mod?7).
Kakoje 1111 =1 (mod 6), tada je

39995 4 42222 =354 42=542=0 (mod 7).

RjeSenje 5.27 Prvo vidimo kako je
140=4 (mod 17) i 153=0 (mod 17).
Takoder, prema Malom Fermatovom teoremu je
4*%=1 (mod 17),
pajerje 67 =3 (mod 16) imamo

14057 +153°1 =43 +0=4-16=-4=13 (mod 17).

RjeSenje 5.28 Za svaki n € N imamo

32t on+2 = 3.9 4 o2 =3 .91 1 4.2 =7.2"=0 (mod 7).

Rjesenje 5.29 Nekaje 0 <r < d takavdaje m =r (mod d). Tada je
a =am=1 (mod n),

pa kako je po pretpostavci d bio najmanji prirodni broj za koji to vrijedi, mora biti r =0,
$to znaci upravo da d dijeli m.
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RjeSenje 5.30 Mali Fermatov teorem nam daje
3%=4%=1 (mod 13).
Ako promotrimo neke od djelitelja broja 12, mozemo vidjeti da vrijedi
3°=1 (mod13), 4°=-1 (mod 13)

paje
310514152 333 4 43P =1% 4+ (-1)® =0 (mod 13).

RjeSenje 5.31 Ovaj zadatak mozemo svesti na zadatak [5.29] Pretpostavimo da postoji
takav x. Tada x> = —1 (mod p) implicira da je x* =1 (mod p). Nadalje, tvrdimo da je
x* je najmanja potencija od x kongruentna s 1 modulo p. Naime, ako je x=1 (mod p),
onda je x> =1 (mod p), kontradikcija. Iz pretpostavke slijedi x> # 1 (mod p). Ako bi
bilo x3 =1 (mod p), onda bi zadatak implicirao da 3 | 4, kontradikcija. Dakle, x* je
stvarno najmanja takva potencija.

Prema spomenutom zadatku, slijedi da 4 | ¢ (p) odnosno 4 | p — 1, kontradikcija s pret-
postavkom zadatka.

RjeSenje 5.32 Pretpostavimo suprotno, tj. da prostih brojeva oblika 4m + 1 postoji ko-
nacno. Oznacimo ih s p1, p, ..., px. Promotrimo broj

@2p1p2- pr)* +1.

Taj broj je veéi od 1, pa je djeljiv nekim prostim brojem. OCcito nije djeljiv s 2 niti s
p1,---, Pk jer daje ostatak 1 s njima. Prema prethodnom zadatku, nije djeljiv prostim
brojevima oblika 4m + 3. Medutim, onda nije djeljiv ni jednim prostim brojem, ¢ime
smo dosli do kontradikcije.

RjeSenje 5.33 Dat cemo dva rjeSenja:

(I) Za proizvoljni prirodni broj n € N uvijek vrijedi n” = n (mod p). Zaista, imamo
dva slucaja:

(@) | p 1 n|Tada je prema malom Fermatovom teoremu

n’=n (mod p).

(b) Tada je

n?=n=0 (mod p).
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Primjenom upravo dokazanog dobivamo

(a+b)P=a+b=a”+b” (mod p).

(IT) RaspiSimo izraz

p p-1
(a+b)P =) (p)akbp_k =a’+b"+ ) (p)akb”_k.
izo\k o1 \k

Promotrimo koeficijente (}) za1 < k < p — 1. S obzirom da je

p|_ pp=-1---(p—k+1)
cijeli broj (razmislite zasto) i uz ¢injenicu da su svi 1, 2,... k strogo manji od p te ga
samim time ne dijele, zakljuCujemo da vrijedi

p
, k=1,2....p-1.
pl(k) p

Tada je
-1

P
(a+b)P=aP+b"+ )

Plakppr* = aP 4 pP (mod p).
i=1\k

Rjesenje 5.34 Oznacimo s 3’ tu vecu potenciju broja 3 koju trazimo (cilj je konstruirati
prikladni 7).
ZapiSimo preko kongruencija $to to znaci da se zadnjih m znamenaka poklapa sa zad-
njih m znamenaka od 3%,
To moZemo zapisati kao

3'=3F (mod 10™).

Sada treba pronadi prikladni 7. To moZemo pomoc¢u Eulerovog teorema. Naime, 3i 10
su relativno prosti, pa je 3?19 =1 (mod 10™). Ako pomnozimo obje strane kongruen-
cije s 3%, dobivamo

3k+e0™ =3k (mod 10™),

pa mozemo uzeti t = k+ ¢(10™).
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RjesSenje 5.35

a) Imamo 2! =2 (mod 7), 22 =4 (mod 7), 22 =1 (mod 7) i nakon toga se ostaci po-
navljaju. Dakle, moguci ostaci su 1,2, 4.

b) Prema a) dijelu zadatka, lijeva strana jednadzbe daje ostatke 2,3,5 pri dijeljenju
sa 7. Prema malom Fermatovom teoremu, m® daje ostatak 0 ili 1 pri dijeljenju
sa 7. Onda 11m°® daje ostatak 0 ili 4 pri dijeljenju sa 7. Kako su {2,3,5} i {0,4}
disjunktni skupovi ostataka pri dijeljenju sa 7, zaklju¢ujemo da jednadZba nema
rjeSenja (Stovise, ¢ak ni kongruencija 2" +1=11m® (mod 7) nema rjesenja).

RjeSenje 5.36 VaZzno je napomenuti da ovdje ne moZemo iskoristiti Eulerov teorem jer 5

i 1000 nisu relativno prosti.

Svejedno, moZemo isprobati koje ostatke daje prvih nekoliko potencija broja 5, pa mo-
Zda primijetimo neki uzorak.

Vrijedi5' =5 (mod 1000), 5% =25 (mod 1000), 5% = 125 (mod 1000), 5* = 625 (mod 1000),
5° = 125 (mod 1000), 5° = 625 (mod 1000). Vidimo da se ostatci 125 i 625 izmjenjuju
nakon 53. Onda je

52024 = 52022 - 56 = 5% =625 (mod 1000),

pa su zadnje tri znamenke 625.

Rjesenje 5.37 Ocito p = 29 nije rjeSenje zadatka. Zato su p i 29 relativno prosti pa po ma-
lom Fermatovom teoremu slijedi da je 29”~! =1 (mod p), odnosno 29” = 29 (mod p).
Po uvjetu zadatka imamo daje 29” = —1 (mod p)paje29=-1 (mod p), odnosno p | 30.
Iz ovoga slijedi da su jedina moguca rjeSenja p = 2,3,5. To i jesu rjeSenja jer imamo
297 +1=29+1=0 (mod p) za svaki od tih slucajeva.

Rjesenje 5.38 Neka je k € N takav da je 7" — 2" — 9 = k?. Lijeva strana je paran broj pa
k mora biti paran. Slucaj n = 1 ocito nije rjeSenje pa pretpostavimo da je n = 2. Tada
imamo 7" = k2 +2"+9=1 (mod 4). Po Eulerovom teoremu imamo da je 72=1 (mod 4)
te je stoga 72/ =1 (mod 4) i 7%'*! =3 (mod 4). Dakle, n mora biti paran, ozna¢imo n =
2m.

Primijetimo da je k? = 72™ —22™ —9 < 72" pa je k < 7™, odnosno k < 7" — 1. Dakle,
72M _22Mm _ g = k2 < (7™ —1)? iz Gega dobivamo 2 -7 < 4 +10. Uo¢imo da m = 1
zadovoljava nejednadzbu te je n = 2 rjeSenje jer je 72 — 22 — 9 = 36 = 6. PokaZimo da za
m > 1 vrijedi 2- 7™ > 4™ + 10 matematickom indukcijom. Za m = 2 ocito vrijedi 2 -49 >
16 + 10. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za m. Tada:

2.7 S 7™ +10)=7-4"+70>4-4"+10= 4" 1+ 10.
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Rjesenje 5.39 Pretpostavimo da je n € N takav da je ¢(n) = 56. Oznacimo sa p najveci
prosti faktor od n. Tada je
n= poc n

zaneki n' € N, pri éemu je M(p, n') = 1. Vrijedi
56 = (n) = p(pMen) = p*~(p-Den).
Vidimo da broj p — 1 mora dijeliti 56, pa je
p—-1€{1,2,4,7,8,14,28,56},
odnosno

p € {2!3)5}8!9)15!29}57}

(eliminiramo brojeve koji nisu prosti).
Promotrimo redom slucajeve:

1°) Imamo
56=299"1.28.p(n) = 2=29"1.pm).
Kako 29 f2, jedina moguc¢nost je @ = 1. Dakle, preostaje naci sve n’ € N takve da je
o) =2.

Oznaéimo sa p’ najveci prosti faktor od n’, tj. n’ = p’-n", pri¢emuje M(p', n") = 1.
Na isti na¢in kao gore zaklju¢ujemo da p’ — 1 dijeli 2, odakle slijedi p’ € {2,3}.

Akoje p’ =3, imamo 2 = 3/71.2.¢(n"), odakle slijedi 351 ¢ (n") = 1. Jedina mogu¢-
nost je § = 1, §to nas vodi na jednadzbu ¢(n") = 1 CijarjeSenjasu n”’ =1in" = 2.

Ako je p’' =2, mora biti n’ = 2° (jer je p' najveéi prosti faktor od '), pa imamo
2=¢@2P)=2p"1

odakle slijedi f =2, tj. n’ = 4.

Dakle, nasli smo tri rjeSenja polazne jednadZbe: n=29-3-1=87,n=29-3-2=174
in=29-22=116.

2°) Imamo

Kako 5 J14, ponovno je jedina moguénost a = 1, pa preostaje naci sve n’ € N takve
daje @(n') = 14.

56=5%"14.p(n) = 14=5%1.p).
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Bududi da je p = 5 po pretpostavci najveci prosti faktor od n, prosti faktori od n’
mogu biti samo 2 i 3. Dakle, imamo tri moguénosti: n' =3P2Y, ' =3Fin' =2f Ta
tri slucaja vode do jednadzbi

14=3"1.2.2v"11,  14=3F1.2 i 14=2f11
od kojih nijedna nema rjeSenje.
3°) Ako je p = 3 najveci prosti faktor od 7, jedine moguénosti su n = 3%25 ili
n =3%. Slijedi
56=3%"1.2.2"1.1 ili 56=3%"1.2,

pa ni u ovom slucaju nema rjeSenja.

4°) Jedina moguénost je n = 2%, odnosno
56=2%"1
pa ponovno nema rjesenja.

Dakle, rjeSenja jednadzbe ¢(n) =56 su n € {87,116, 174}.
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Poglavlje 6

Polinomi

6.1 Osnovni pojmovi

Definicija 6.1. Polinom 7-tog stupnja (nad R) je funkcija f : R — R dana sa

n
f@) =apx" +ap 1 x" 1+ taix+ay= > a;x',
i=0

gdje su neNy, ag, ay, ..., a, € R. Brojeve ay, ..., a, zovemo koeficijenti polinoma.
Ako je f(x) =0 zasve x € R, onda polinom f zovemo nulpolinom i piSemo f =0.
Ako je a, # 0, broj n zovemo stupanj polinoma te piSemo deg f = n, a broj a,
zovemo vode¢i koeficijent. Broj ay zovemo slobodni koeficijent.
Skup svih polinoma f : R — R oznacavamo sa R[x].

Napomena 6.2. Stupanj nulpolinoma se uglavnom ne definira. No, nekad je iz formal-
nih razloga pogodno staviti deg0 = —1 ili deg0 = —oo.

7~

Teorem 6.3 (O nulpolinomu). Polinom p(x) = ¥7 a;x' jednak je nulpolinomu
akoisamo akojea;=0zasvei=0,1,...,n.

Teorem 6.4 (O jednakosti polinoma). Polinomi p(x) = ?:0 aixi iqgx) = Z;.Z 0 b,-xi

su jednaki ako i samo akoje m=nia; = b; zasve i =0,1,...,n.
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Zadatak 6.1 Odredite polinom f € R[x] koji zadovoljava sljedece uvjete
* degf =3,
e f(0)=0,
e f(X)—f(x—-1)=x% VxeR.

Operacije na polinomima

Neka su f, g € R[x],
fx) = anx" + an1x" '+ + a1 x+ ag (6.1)

(%) = by X™ + b1 x™ L+ -+ b1x + by. (6.2)

Operacije zbrajanja i mnoZenja polinoma definiramo kao i pripadne operacije na funk-
cijama, tj. po tockama: za x € R definiramo vrijednost funkcija f+ g i f g utocki x ovako:

(f+8)x):=f(x)+g),
(fg)(x) = f(x)g(x).

Pokazimo da su funkcije f + g i fg su ponovno polinomi. Imamo

(f+@ @) =apx"+ - +a1x+ap+byux" +---+by1x+ by (6.3)
anx" +--+(@m+bp)x™+--+ (a1 +b)x+ (ap+by), n>m
=4 (@n+b)x"+--+ (a1 + by)x + (ap + by), n=m
bpx™ 4+ (an+bp)x" + -+ (a1 + b)) x + (ap + by), m>n
te
(fg)(x) = (apx" + -+ a1 x+ ag) (byx™ + -+ + by x + bg) 6.4)
= Ay X"+ (A1 b + by )X 4 (a1 by + agby) x + aghy,
odakle vidimo da se f + g i fg mogu zapisati u obliku iz definicije[6.1}
Kompozicija polinoma definira se takoder kao kompozicija funkcija: za x e R je
(fog)(x):= f(g(x)).
Kompozicija polinoma je ponovno polinom:
(fo@)(x) = an(byx™ +---+b1x+bg)" + ap_1(Dyx™ + -+ by x+bp)" 1 +...
+a1(bmxm+---+b1x+b0)+ao (6.5)

= a, b}, x"" + (nize potencije)
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Ovdje bi bilo komplicirano zapisati tocan raspis po potencijama od x, ali moZemo is-
koristiti poznate &injenice: svaki izraz oblika a;(b,,x™ + -+- + b1 x + by) je polinom kao
produkt polinoma, pajei f o g polinom kao zbroj takvih izraza.

Dijeljenje polinoma nije standardna operacija jer rezultat ne mora ponovno biti poli-
nom. Opcenito, funkciju dobivenu dijeljenjem polinoma zovemo racionalna funkcija.

Zapolinome f, g € R[x] je
(f _f

g)(") =

s domenom {x € R: g(x) # 0}.

Iz formula (6.3), i lako se vidi da za stupanj ne-nul polinoma f i g vrijedi
* deg(f + g) < max{deg f,degg},
* deg(f-g)=degf +degg,
e deg(fog)=degf-degg.

J

Napomena 6.5. Osim realnih polinoma, moZemo na identi¢an na¢in promatrati i poli-
nome nad proizvoljnim prstenom K. Polinom nad K je funkcija f : K — K oblika

n
fO=apx"+ap X" '+ taxt+ag =) ax',
i=0

gdje susada ay, ..., a, € K. Skup svih polinoma nad K oznacavamo sa K|[x].
Na EM1 Ce najcesce biti K = Z,R ili C.

6.2 Nultocke i dijeljenje polinoma

Definicija 6.6. Nultocka polinoma f € C[x] je (kompleksni) broj a takav da je
f(la)=0.

Definicija 6.7. Polinom f € R[x] je djeljiv polinomom g € R[x] \ {0} ako postoji
polinom £ € R[x] takavda f = gh. PiSemo g| f.

Uocimo: akoje f = ghif #0,ondajedeg f = degg+degh (paje posebno deg f = degg).
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Teorem 6.8 (O dijeljenju s ostatkom). Neka su f,g € R[x], g # 0. Tada postoje
jedinstveni polinomi ¢g,r € R[x] takvida je f = gg+r, pricemujer =0ili0 <
degr <degg.

Ista tvrdnja vrijedi i za polinome iz Q[x] i C[x].

J

Primjer 6.9. Odredimo ostatak pri dijeljenju polinoma f(x) = x>—2x?+x+3 polinomom
g(x)=x*+2x-1.

( -2+ x +3):(x2+2x—1):x—4

-3 -2x°+ x

—4x%+2x +3

+4x*+8x —4

10x-1

Kako je deg(10x —1) =1 < degg, traZeni ostatak je 10x — 1.

Definicija 6.10. Za polinom f € R[x] kaZemo da je normiran ako mu je vodeci
koeficijent jednak 1.

Definicija 6.11. Neka su f, g € R[x] \ {0}. Najve€a zajednicka mjera polinoma f
i g je normirani polinom h € R[x] najveceg stupnja takavda sui f i g djeljivi s h.
PiSemo h = M(f, g).
Primjer 6.12. Odredimo najveéu zajednicku mjeru polinoma
f(x) =x*+x3+20% +x+1,
glx) = ¥ -2x*+x-2.
To moZemo napraviti na dva nacina:
() Primijetimo da je
fO=C+DE+x+1D) i g =" +D(x-2).

Kako polinom x? + 1 dijelii f i g, znamo da M(f, g) mora biti normirani polinom
stupnja = 2. Ocito, deg M(f, g) < degg = 3. Kada bi postojao normirani polinom
p(x) = x>+ ax® + bx + c koji dijelii f i g, imali bismo

g(x) = h(x) (3 +ax®+bx+c¢)
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$to je moguce samo ako je h(x) = 1, tj. p = g. No g o¢ito ne dijeli f, pa je x> +1
normiran polinom najve¢eg moguceg stupnja koji dijelii f i g, dakle M(f,g) =
x?+1.

(II) Najvecu zajednicku mjeru polinoma takoder moZemo racunati Euklidovim algo-
ritmom, analogno kao za cijele brojeve. Redom dijelimo:
( x'+ FP+2x*+ x+D): (P -2x°+x-2)=x+3

—xt 23— xP+2x

3x3 + x2+3x+1
-3x3+6x>-3x+6

7x° +7

1 2
( x3—2x2+x—2):(7x2+7):§x—?

- X - X

—2x* -2
+2x° 42

0

Zadnji ne-nul ostatak je 7x* + 7. Da bismo dobili najve¢u zajednicku mjeru, tre-

bamo normirati taj polinom, tj. podijeliti ga s vode¢im koeficijentom. Dakle, M (f, g) =
T+ =x*+1.

Zadatak 6.2 DokaZite da je ostatak pri dijeljenju polinoma f polinomom x — a jednak

fla).

Teorem 6.13 (Bezout). Broj a € C je nultocka polinoma f € C[x] ako i samo ako je
f djeljiv polinomom x — a.

Dokaz teoremal6.13 Prema zadatku[6.2]vrijedi
fX)=qgx)(x—a)+ f(a), VxeC.

Ako je f(a) =0, onda prema gornjem izrazu polinom x — a dijeli polinom f. Obratno,
ako x — a dijeli f, ondaje f(a) =0, tj. a je nultocka od f. O
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Zadatak 6.3 Neka je f(x) =3x° +x*+ x3+ x> - x+ 11 g(x) = x® — ax? — ax - 1. Dokazite
da M(f, g) nije djeljiva polinomom x + 1 ni za koji a € R.

Zadatak 6.4 Dokazite da je polinom f(x) = (x*> + x — 1)?"* + (x? — x — 1)2" — 2 djeljiv poli-
nomom g(x) = x2—xzasve neN.

Hornerov algoritam

Hornerov algoritam je efikasan algoritam za racunanje vrijednosti polinoma f u
zadanoj tocki a (ili dijeljenje polinoma f polinomom x — ). Stovie, moZe se
pokazati da je to optimalan algoritam za izvrednjavanje polinoma.
Neka je

fx)=aux"+---+ayx+ ay,

gdje je @ € R. Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom i Bezoutovom teoremu pos-
toji polinom

1

q(x) = bn_lx”_ +---+b1x+ by

takav da je
fx)=qx)(x—a)+ f(a), VxeR.
UvrStavanjem formula za f(x) i g(x) dobivamo

1 1

AnX" + a1 X" 4+ ax+ag= (b1 X" 4+ bix+ b) (x — ) + f(a)
= D1 X"+ (bp—o — abp_1) X" L4+ (bg— ab)) x + (f(a) — aby).

Prema teoremu o jednakosti polinoma, slijedi

an = bp-1 = b,-1=ay,
ap-1=bp-2—aby = bp—2=au_1+ab,,
=
ay =by_1—aby = bi_1 = ay + aby
=
alzbo—abl = by=a; +ab;
ap = f(a) — aby = fla)=aop+abg

Dakle, vrijednost f(a) i koeficijente b; moZemo izracunati iz « i koeficijenata a;
jednostavnim mnoZenjem i zbrajanjem. Ovo se moZe kompaktno zapisati ta-
bli¢no:

| aw |ans || a |... |& ]| a
@ | bpy | buz | ... [ Beo1 | . | bo | fl@)
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Primjer 6.14. Izracunajmo f(3) ako je f(x) = 3x% —2x? + 8x — 5. Za ra¢un ¢emo koristiti
Hornerov algoritam.

Redom popunjavamo tablicu. Najprije zapiSimo ono $to nam je poznato: koeficijente
a;ia=3.

| 3
J NN

Iz tablice ¢itamo da je f(3) = 82.

Zadatak 6.5 Podijelite f(x) =2x° - x3+x+8s g(x) = x—2.

Zadatak 6.6 Odredite ostatak pri dijeljenju polinoma f(x) = x'% +3x% + x = 3x +9 po-
linomom g(x) = X2 +2x-3.

Zadatak 6.7 Polinom f(x) = x3+ ax? —3x+ b pri dijeljenju polinomom x — 2 daje ostatak
6, a pri dijeljenju polinomom x + 1 ostatak 0. Odredite koeficijente a i b.

Zadatak 6.8 Polinom f pri dijeljenju s x + 1 daje ostatak 4, a pri dijeljenju s x> + 1 daje
ostatak 2x + 3. Odredite ostatak pri dijeljenju polinoma f s (x + 1) (x? + 1).

Zadatak 6.9 Odredite sve polinome f € R[x] koji zadovoljavaju

xfx—-1)=(x-3)f(x), VxeR.
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6.3 Kratnost nultoCke i derivacija polinoma

Definicija6.15. Nekaje f € C[x]ik € Ny. Za a € C kaZemo da je k-struka nultocka
(ili nulto¢ka kratnosti k) polinoma f ako je f djeljiv polinomom (x — a)*, ali nije
djeljiv polinomom (x — a)**1.

Primjer 6.16. Odredimo kratnost nultoc¢ke a = 2 polinoma f(x) = x> —5x*+7x3-2x%+
4x — 8.
Racunamo Hornerovim algoritmom:

24
jo]4]

|7
1

Vidimo da je f(x) = (x —2)(x* - 3x® + x? + 4). Podijelimo sada kvocijent s x — 2:

[1]-5 -8
2| 1]-3 0

Vidimo daje f(x) = (x —2)?(x® - x*> — x — 2). Nastavimo postupak:

-1 -2
[1f1]o

|1
2|1
Imamoi f(x) = (x—2)3(x*+x+1). Kona¢no, kako je 22+2+1 = 7 # 0, vidimo da (x—2)* } f.
Dakle, 2 je nultocka polinoma f kratnosti 3.

Teorem 6.17 (Osnovni teorem algebre). Neka je f € C[x], deg f = 1. Tada postoji
a € Ctakavdaje f(a) =0, tj. a je nultocka polinoma f.

Korolar 6.18. Svaki polinom f € C[x] stupnja n = 1 se moZe na jedinstven nacin
zapisati kao produkt n polinoma prvog stupnja. Preciznije, ako je a, € C vodeci
koeficijent od f, onda postoje a;,a»...,a, € C takvi da je

f)=ap(x—a)(x—az)-- (x—ap), VxeC.

J

Iz korolara[6.18]slijedi da se svaki polinom f € C[x] stupnja n = 1 moZe zapisati u obliku
f)=apx—apfx-ank(x—ayk,

pri¢emusuay,..., @, € C medusobno razlicite nultocke polinoma f s kratnostima ki, ..., kp,
te vrijedi X ki = n.
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Nadalje, svaki polinom f € R[x] se moZe zapisati u obliku

) =apx—an® - (x—a)S @+ Brx+y) (P +Bx+y)",

gdjesuay,...,as B1,.... Be, Y1, Y ER tevrijedi 2Y ) 7 +Z;:1 kj=n.

Korolar 6.19. (1) Svaki polinom f € C[x] stupnja n = 1 ima to¢no n nultocaka,
pri ¢emu svaku nultocku brojimo onoliko puta kolika joj je kratnost.

(2) Ako se polinomi f, g € C[x] stupnja najviSe n podudaraju u barem n +1 to-
Caka, ondaje f = g.

Definicija 6.20. Neka je f € C[x], f(x) = a,x" + a,_1x" ' +--- + ay. Derivaciju
polinoma f definiramo kao polinom f’ € C[x] dan s

) =nax" L+ (n-Dan1x" 2+ +2a2x+ ai.

Takoder, induktivino moZemo definirati n-tu derivaciju polinoma: f@ = f/, f@ =
f" itd., opéenito
fUY =™y, vneN.

Propozicija 6.21 (Svojstva derivacije). Neka su f, g € C[x] te a, f € C. Tada vrijedi
D) (af+pg) =af'+pg,
@ (fg)=f'g+fg
3) (fog)'=(f"08)g"

Propozicija 6.22. Ako je a € C nultocka kratnosti k = 2 polinoma f € C[x], onda
je a nultocka kratnosti k — 1 polinoma f.

Dokaz propozicije[6.22. Ako je a € C nultocka kratnosti k = 2 polinoma f € C[x], tada

postoji polinom g € C[x] takav da je

f@)=qx)-(x-ak.
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Deriviranjem gornje jednakosti dobivamo

fl=qw x-a*+q0) k- x-a)!
=(x-0" (¢ W x-a)+k-gW),
iz ¢ega vidimo da (x — @)*~! dijeli f’. Kada bi (x — a)* dijelio f, iz posljednje jednakosti

bi slijedilo da
x-—a)| g x) - x—a)+k-q(x),

odnosno
(x—a)|qx),

$to je nemoguce jer bi tada a bila nultocka kratnosti k + 1 polinoma f. O
Zadatak 6.10 Dokazite da polinom x” — 1 nema visestrukih nultocaka.
Zadatak 6.11 Odredite nuZne i dovoljne uvjete na koeficijente polinoma
p(x) = ax’ +bx*+cx® +dx® + ex + f
da bi on bio djeljiv polinomom g(x) = x3 —3x? +3x - 1.

Zadatak 6.12 Odredite koeficijente a i b polinoma f(x) = x* + ax® —2x? + b tako da bude
djeljiv polinomom (x — 2)2.

Zadatak 6.13 Odredite ostatak pri dijeljenju polinoma f(x) = x'% — x°° + 1 polinomom
gx) = x2—2x+1.

Zadatak 6.14 DokaZite da je polinom f(x) = x*" — nx"*! + nx"""! — 1 djeljiv polinomom
g(x)=x3>—x*—x+1zasvakineN.

Zadatak 6.15 Odredite sve polinome f € R[x] koji zadovoljavaju

x+Dfx)=x>+1, VxeR.

Zadatak 6.16 Odredite sve polinome f € R[x] koji zadovoljavaju

fx?-3)=x*f(x—1), VxeR. (%)
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6.4 Cjelobrojne iracionalne nultocke polinoma

Teorem 6.23. Neka je f polinom s cjelobrojnim koeficijentima koji ima raci-
onalnu nultocku a = % € Q, M(p,q) = 1. Tada p dijeli slobodni koeficijent, a g
vodeci koeficijent polinoma f.

Dokaz teoremal6.23, Neka je
f(x) = anx" + an1x" '+ + a1 x+ ag,
priemusu ay,...,ap € Z, a, # 0. Prema pretpostavci teorema je f (g) =0, tj.

pn—l

qn—l

n
0= an% +a,

+---+a1£+a0.
q

MnoZenjem s g” dobivamo

0=app"+an1p" g+ +a,pqg" ' +apq".
Kako g ocito dijeli sve pribrojnike osim prvog, mora dijeliti i a,p,, a kako su p i g re-
lativno prosti, slijedi g | a,. Isto tako, p dijeli sve pribrojnike osim posljednjeg, pa ana-
logno zaklju¢ujemo p | ay. O
Napomena 6.24. Ako polinom f € Z[x] ima cjelobrojnu nultocku a, tada iz teorema|6.23

slijedi da «a dijeli slobodni koeficijent od f.

Zadatak 6.17 Odredite nultocke polinoma f(x) = x* —2x3 - 5x? + 4x +6.
Zadatak 6.18 Odredite nultocke polinoma f(x) = 2x3 - x%2—6x+3.

Zadatak 6.19 Odredite koeficijente a i b polinoma f(x) = x* + x> — 18x? + ax + b ako je
poznato da on ima trostruku cjelobrojnu nultocku.

Zadatak 6.20 Nadite polinom s cjelobrojnim koeficijentima kojemu je nultocka broj a =

V2 + V3.

Lema 6.25. Neka je f polinom s cjelobrojnim koeficijentima i k € Z cijeli bro;j.
Tada dijeljenjem polinoma f polinomom x— k ponovno dobivamo polinom s cje-
lobrojnim koeficijentima.
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Dokaz lemel6.25. Neka je f(x) = apx"+-+-+ a1 x+ ag, G(x) = bp_1x" L +...b1x+ by i
fx)=kx-kqkx), VxeR.

Prema Hornerovom algoritmu, za koeficijente b,,_1,..., by polinoma q vrijedi b,-1 = a,
i
bi=aj1+kbiiq, Vie{n-2,...,0}.

Odavde vidimo da su koeficijenti b,_1, ..., by takoder cijeli brojevi. O

Zadatak 6.21 Neka je f polinom s cjelobrojnim koeficijantima. DokaZite: ako su f(0) i
f (1) neparni brojevi, onda f nema cjelobrojnih nultocaka.

Zadatak 6.22 DokaZite da ne postoji polinom f s cjelobrojnim koeficijentima takav da

je f(0)=2i f(2) =5.

Zadatak 6.23 Neka je f polinom s cjelobrojnim koeficijentima i neka su a, b, ¢ € Z me-
dusobno razliciti brojevi takvi da je f(a) = f(b) = f(c) = 3. DokaZite da ne postojid € Z
takavdaje f(d) =2.

Zadatak 6.24 Odredite sve nultoCke polinoma
F(x)=x°—2x*—5x> +8x* —16x—40

ako znate da je jedna od njih x; = 1—iv/3.

Zadatak 6.25 Zadana su dva polinoma
fx)=x"—(a+4)x*+ (4a+3)x-3a,

glx) = x%—9x% +26x - 24.

Odredite sve a € R takve da je njihova najveca zajednicka mjera M(f, g) polinom stupnja
2.

6.5 Viéteove formule
Neka je
f(x) = anxn + an_lxn_l + ..o 4 a1x+ aO)

te neka su xi,...,x, € R sve njegove nultocke (ne nuzno razli¢ite). Tada prema korolaru

vrijedi

fx) =au(x—x1)(x—x2) - (x—Xxp).
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MnoZenjem svih zagrada u posljednjem izrazu te izjednacavanjem koeficijenata vidimo
da mora vrijediti

n
ap=(=D"apx1x2---xp

n-1
a1 = (=1)"" ap(X2 X3 Xp+ X1 X3+ Xy + oo + X1 Xp o+ K1),

An—p = an(X1X2 + X1 X3+ -+ + X1 Xp + X2 X3+ -+ Xp X + -+ + X1 Xp),

An-1=—an(X1+ X2+ +Xp).
Posebno, ako je polinom f normiran, tj. ako je a, = 1, dobivamo sljedece formule:

X1+Xp+:+Xp=—dap-1
X1 X2+ X1X3+- -+ X1 Xp+XoX3+ -+ XX+ -+ Xp—1Xpn=Ap—2

XoX3+ Xp+X1X3+ Xp+ -+ X1 X2 Xp_1 = (-1)" Ly

n
X1x2--Xxp=(—1)"ap

Zadatak 6.26 Odredite povrsinu trokuta kojemu su duljine stranica nultocke polinoma

fx) =x>+ax*+bx+c.

Zadatak 6.27 DokaZite: ako polinom f(x) = x3 — px + g s realnim koeficijentima ima tri
realne medusobno razlicite nultocke, onda je p > 0.

Zadatak 6.28 RijeSite sustav jednadzbi

xt+y+z=9,

Xy+yz+zx =27,
1,1, 1_

r + ? + z = 1.

Definicija 6.26. Jednadzbu koja nakon zamjene bilo kojih dviju varijabli ostaje
ista nazivamo simetriénom.

Sustav takvih jednadZbi nazivamo simetri¢nim sustavom.
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Primjer 6.27. UoCimo da su izrazi x+ y+ 2z, xy + yz+ zx i xyz iz Viéteovih formula
simetri¢ni. Nadalje, svaki simetri¢ni izraz u tri varijable moze se izraziti pomocu ta tri
osnovna simetricna izraza. Primjerice:

2_zy?

x3+y3+z3:(x+y+z)(x2+y2+z2)—xyz—xzz—yxz—yzz—zx
=(x+y+2)((x+y+2*-2(xy+yz+2zx)) - xy(x+y+2)
—yz(x+y+z2)—zx(x+y+2)+3xyz

= (x+y+z)3—3(x+y+z)(xy+yz+zx)+3xyz.

Zadatak 6.29 Rijesite sustav
xX+y+z=2,
X2+ Y%+ 22 =14,
x3+y3+z3:20.

Zadatak 6.30 Rijesite sustav

xyz=1,
X+y+z=xy+yz+2zx,
73

C+y+ =2

6.6 Rastav na parcijalne razlomke

Prisjetimo se: racionalna funkcija je funkcija oblika

f@
g(x)

pri Cemu su f, g € R[x] polinomi. Ovakve funkcije Cesto je korisno izraziti kao sumu $to
jednostavnijih racionalnih funkcija. Tehnika kojom to postiZemo je rastav na parcijalne
razlomke.

Ako je deg f = deg g, prvi korak je primjena teorema o dijeljenju s ostatkom. Time dobi-
vamo polinome ¢ i r takve da je

=g+ ——,

fx) r(x)
g(x) g(x)

pri cemu je degr < deg g. Dakle, problem se svodi na prikaz racionalne funkcije é u zZe-
ljenom obliku. Stoga ¢e nas postupak koji slijedi uglavnom zanimati za slucaj deg f <
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deg g. Takoder, moZemo pretpostaviti da je g normiran (u suprotnom podijelimo i broj-
nik i nazivnik vode¢im koeficijentom od g).
Neka g ima sljedecu faktorizaciju:

g)=(—a)f - (x—ag)S P+ frx+y) - (P + Bx+y)",

gdje su a;,..., s medusobno razli¢ite realne nultocke od g, a X%+ Bix+vyi, i€fl,...,r}
medusobno razliciti polinomi bez realnih nultocaka koji odgovaraju parovima konjugi-
rano kompleksnih nultoc¢aka od g.

Za svaki faktor oblika (x — a;)* rastav na parcijalne razlomke sadrzavat ¢e pribrojnike

A N A Ajk;
x—a;  (x—a;)? (x—ayki’

Takoder, za svaki faktor oblika (x? + 8;x +v;)" rastav na parcijalne razlomke sadrzavat
Ce pribrojnike

Biix+Ci Bizx+Cip . Bir; x + Cir,
X2+ Bix+yi (P4 Pix+yi)? X2+ Bix+y)hi

Primjer 6.28. Rastav na parcijalne razlomke funkcije

f(x) B x2+3x+5
g(x) (x-13x2+x+2)3

bit ¢e oblika
fx) A B . C .\ D .\ E
gx) x-1 (x-1D2 (x-1D3 (x-D* (x-1)5

Fx+G Hx+1 Jx+K
+ + + )
X2+x+2 (xX2+x+2)2 (x2+x+2)3

Pritomesu A, B,C,..., ], K € R koeficijenti koje je potrebno odrediti.

Zadatak 6.31 Rastavite na parcijalne razlomke

3x2-2
x3B—x
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Zadatak 6.32 Rastavite na parcijalne razlomke

1
WBHxt-x-1
Zadatak 6.33 Rastavite na parcijalne razlomke

14x2 —51x+43
xX3—-7x2+17x-15

Zadatak 6.34 Rastavite na parcijalne razlomke

6x3 —29x%+100x — 64
(x2—-4x+13)2

Zadatak 6.35 Rastavite na parcijalne razlomke

15x% +26x -5
x3+3x2-4 -
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Upute za rjeSavanje zadataka

UputazaZ6.1 Prviuvjet kaZe daje f(x) = ax®+ bx?+ cx + d za neke nepoznate koefici-
jente a, b, c,d € R. Iskoristite drugi i treci uvjet kako biste dobili sustav jednadzbi
iz kojeg je moguce odrediti te koeficijente.

Uputaza Z6.2 Iskoristite teorem o dijeljenju polinoma s ostatkom. Koji je stupanj os-
tatka? Uvrstite pogodnu vrijednost varijable x kako biste dobili vezu f(a) i ostatka.

Uputa za Z6.6 Iskoristite teorem o dijeljenju s ostatkom. Koji je stupanj ostatka? Uvr-
stite nultocke polinoma g kako biste ponistili izraz uz q(x) i sveli problem na rje-
Savanje sustava jednadzbi.

Uputa za Z6.7 Iskoristite Bezoutov teorem.

UputazaZ6.9 Dokazite dasu 0, 1i2 nultocke trazenog polinoma f, tj. da vrijedi f(x) =
x(x—1)(x—2)g(x) za neki polinom x. Sto iz uvjeta zadatka moZete zakljugiti o poli-
nomu g? Iskoristite ¢injenicu da je jedini polinom s beskona¢no mnogo nultocaka
nulpolinom.

Uputaza Z6.10 ViSestruka nultocka nekog polinoma mora biti nultocka njegove deri-
vacije.

UputazaZ6.11 Uocite da je g(x) = (x—1)3, pa g | f ako i samo ako je 1 nultocka od p
kratnosti barem 3.

Uputaza Z6.12 Koeficijenti a i b moraju biti takvi da 2 bude barem dvostruka nultocka
od f, 4. f(2) = f'(2) =0.

Uputa za Z6.13 Uvrstite pogodne vrijednosti varijable x u izraz dobiven primjenom te-
orema o dijeljenju s ostatkom. Isto moZete uciniti s derivacijom tog izraza.

UputazaZ6.14 Pokazite da su sve nultocke polinoma g ujedno i nultocke polinoma f.
Uputaza Z6.15 Iskoristite teorem o dijeljenju s ostatkom.

UputazaZ6.16 Najprije odredite stupanj polinoma, a zatim njegove koeficijente.
UputazaZ6.17 Prvo odredite cjelobrojne nultocke.

UputazaZ6.18 Prvo odredite racionalne nultocke.

UputazaZ6.19 Trostruka nultocka polinoma mora biti nultocka njegove prve i druge
derivacije.
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UputazaZ6.21 Pretpostavite da je k € Z nultocka polinoma f. Tada je f(x) = (x —
k)q(x). Uvrstite x =01 x = 1 i promatrajte parnost.

Uputa za Z6.22 Promatrajte parnost od f(0) i f(2).

Uputaza Z6.25 Odredite nultocke polinoma g. M(f, g) Ce biti stupnja 2 akko fi g
imaju to¢no dvije zajednicke nultocke.

Uputa za 76.26 Iskoristite Heronovu formulu: P = v/s(s— a)(s— b)(s — ¢), gdjeje s = %(a+
b+ c).

Uputa za Z6.28 Koristeci Viéteove formule pronadite polinom kojemu su x, y i z nul-
tocke.

121



POGLAVLJE 6. POLINOMI

RjeSenja zadataka

RjeSenje 6.1 Kako je traZeni polinom stupnja 3, trazimo ga u obliku
f(x) =ax®+bx*+cx+d.
UvrStavanjem x = 0 u gornji izraz dobivamo
fO)=d,

odakle prema prvom uvjetu slijedi d = 0.
Sada uvrstimo f u tre¢i uvjet, te dobivamo da za svaki x € R mora vrijediti

ax®> +bx*+cx—ax-1°2-bx-1%-cx=x?

odakle nakon sredivanja izraza slijedi

3ax’+@2b-3a)x+a—-b+c= x>

Prema teoremu o jednakosti polinoma, izjednaCavanjem koeficijenata uz odgovarajuce
potencije slijedi

3a=1,

2b-3a=0,

a-b+c=0.

RjeSavanjem ovog sustava dobivamo

1 1 1
a=-, b==, c=-
3 2 6
odnosno ) ) )
3 2
X)==x"+-x"+—-x.
S 3 2 6

RjeSenje 6.2 Prema teoremu o dijeljenju polinoma s ostatkom vrijedi
fx)=qx) (x—a)+r(x), VxeC

pri cemu je degr < deg(x — a) = 1, tj. r je konstantni polinom r(x) = a. UvrStavanjem
X = a u gornju jednakost dobivamo a = f(a), §to je upravo traZena tvrdnja.
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RjeSenje 6.3 S obzirom na to da je

fED)==-3+1-1+1+1+1=0

g-)=-1-a+a-1=-2,

za bilo koji a € R, zakljuCujemo kako polinom x + 1 dijeli f, ali ne dijeli g. Stoga ni
M(f, g) ne moZe biti djeljiva polinomom x + 1; u suprotnom bismo imali x+ 1| M(f, g),
pax+1]|g.

Rjesenje 6.4 Kako je g(x) = x(x — 1), polinom g dijeli f ako i samo ako polinomi xi x—1
dijele f, Sto je prema Bezoutovom teoremu ekvivalentno s time da je f(0) = f(1) = 0.
Direktnim racunanjem vidimo da je

FO)=(=D*"+(-1)*"-2=0

f()=1"+(-1)*"-2=0,
paglfzasveneN.
RjeSenje 6.5 Racunamo Hornerovim algoritmom:

[2]o][-1]0]1]38
22|4]7]14]29]66

Dakle, f(x) = 2x* +4x3 +7x% + 14x +29) (x — 2) + 66.
Rjesenje 6.6 Koristeci teorem o dijeljenju polinoma s ostatkom, moZemo zapisati
fx)=qx)-gx)+r(x), VxeC (%)
pri Cemu je degr < degg = 2. Dakle, ostatak traZimo u obliku
r(x)=ax+Db,

gdje su a,b € R. Kako je g(x) = (x—1)(x+3), u izraz uvr§tavamo x = -3ix =11
dobivamo:

f(=3)=q(-3)(-3-1)(-3+3)-3a+b=-3a+b,
f)=qg)A-1)1-3)+a+b=a+b.
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S druge strane, imamo

F(=3)=(=3)104+3.(=3)% + (=32 -3 (-3) +9 =27,
Ff1)=1143.19412-3.1+9=11,

pa dobivamo sustav
-3a+b=27
a+b=11

Cije rjeSenje je

Dakle, traZeni ostatak je
r(x) =-4x+15.

RjeSenje 6.7 1z uvjeta zadatka, prema Bezoutovom teoremu vrijedi f(2) =61 f(-1) =0.
S druge strane, direktnim racunom dobivamo

f2)=8+4a-6+b=4a+b+2,
f(-1)=-1+a+3+b=a+b+2,

$to nam daje sustav
{4a +b=4

RjeSavanjem sustava dobivamo

RjeSenje 6.8 Prema uvjetu zadatka vrijedi

fX)=qx)(x+1)+4, VxeC (%)

fX)=qx)x*+1)+2x+3, VxeC. (A)

UvrsStavanjem x = —1 u (x) dobivamo f(—1) =4, a uvr§tavanjem x = +i u (A) dobivamo
i) =+2i+3.

124



POGLAVLJE 6. POLINOMI

Prema teoremu o dijeljenju polinoma s ostatkom vrijedi
fO=gx) - x+DE*+1)+(ax*+bx+c) VxeC,

za neke a, b, ¢ € C. Kako su nultocke polinoma (x + Dx2+1) brojevi x1 = -1, xo =i i
x3 = —I, uvrStavanjem tih vrijednosti u gornju jednakost dobivamo sustav

a-b+c=4
—a+bi+c=2i+3
—a—bi+c=-2i+3.

RjeSenje sustava je

. . 3, 9
paje trazeni ostatak 7 (x) = 5% +2x+ >

RjesSenje 6.9 Uvrstimo nekoliko vrijednost za x u gornju relaciju:
Dobivamo 0 = 3f(0), tj. £(0) =0, pa zakljuCujemo da x | f.
Dobivamo 3f(2) =0, tj. f(2) =0, pa zakljucujemoda x—-2| f.
Dobivamo f(0) = -2f(1), pa kako je f(0) =0 slijedi f(1) =0. Dakle, x-1] f.
Dakle, ako postoji, traZzeni polinom f je oblika
fX)=x(x-D(x-2)g(x),
za neki polinom g € R[x]. UvrStavanjem ovog izraza u poCetnu relaciju dobivamo
x(x-Dx-2)(x-3)gx-1)=(x-3)x(x-1)(x-2)g(x), VxeR.

Za sve vrijednosti varijable x razlicite od 0,1,2,3 izraz x(x — 1)(x — 2)(x — 3) s obje strane
Ce se skratiti, pa slijedi

glx—-1)=g(x), VxeR\{0,1,2,3}.

Posebno, imamo g(3) = g(4) = g(5) = g6) =..., tj. g(3) = g(n), Vn e N\ {1,2}. Promo-
trimo polinom h(x) = g(x)—g(3). Za svaki prirodan broj n = 3 vrijedi h(n) = g(n)—g(3) =
0, pa su svi prirodni brojevi veci od 2 nultocke polinoma £. To je moguce samo ako je h
nulpolinom, a u tom slucaju je g(x) = h(x) + g(3) = g(3) konstantni polinom. Dakle, ako
je f polinom koji zadovoljava uvjet zadatka, on mora biti oblika

fX)=C-x(x-1)(x—-2)

za neku konstantu C € R. Direktnom provjerom lako vidimo da zaista svaki takav poli-
nom zadovoljava traZenu jednakost.
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RjeSenje 6.10 Kada bi neka od nultocki bila viSestruka, tj. kratnonsti barem 2, tada bi
ona ujedno bila i nultocka polinoma

f'(x) =nx""1.

Jedina nultocka ovog polinoma je x = 0, a kako to nije nultocka polaznog polinoma,
zakljuCujemo da polinom nema viSestrukih nultocaka.

RjeSenje 6.11 Kako je g(x) = (x— 1)3, polinom p ée biti djeljiv polinomom g ako i samo
ako je 1 barem trostruka nultocka polinoma p. To je pak ekvivalentno s time da je 1
nultocka polinoma p, p’i p”. Imamo

p'(x) =5ax* +4bx® +3cx* +2dx+e i
p"(x) = 20ax® + 12bx* + 6¢x + 2d,

paiz p(1) = p’'(1) = p’'(1) = 0 dobivamo sustav

a+b+c+d+e+f=0,
5a+4b+3c+2d+e=0,
10a+6b+3c+d=0.

Kako imamo tri jednadZbe i Sest nepoznanica, rjeSenje sustava Ce biti parametrizirana
familija s tri slobodna parametra, npr. a, bi c. Preostali koeficijenti moraju zadovoljavati

d=-10a-6b-3c, e=15a+8b+3c i f=-26a-15b-"7c.

Rjesenje 6.12 Da bi f bio djeljiv s (x —2)%, x = 2 mora biti njegova barem dvostruka
nultocka. Stoga mora biti f(2) = f'(2) = 0. Kako je

f'(x) =4x® +3ax* - 4x,

dobivamo sustav
{8a+b+8:Q

12a+24=0

Cije rjeSenje je
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Rjesenje 6.13 Uocimo da je g(x) = (x — 1)2. Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom, vri-
jedi
fxX)=qx)(x-—1)%*+ax+b, VxeR. (%)

Odredimo koeficijente a i b. UvrStavanjem x = 1 u gornju jednakost dobivamo
1=fM)=a+b.
Deriviranjem izraza (x) dobivamo
100x% -50x = f'(x) = ¢’ (W) (x - 1)* + g(x) - 2(x — 1) + a,
pa ponovnim uvrstavanjem x = 1 dobivamo

50 = f'(1) = a.

a+b=1
a =50,

a=50 1 b=-49.

Dakle, imamo sustav

Cije rjeSenje je
Konacno, traZeni ostatak je r(x) = 50x —49.

RjeSenje 6.14 Kako je g(x) = (x — 1)?(x + 1), dovoljno je provjeriti da je f(1) = f'(1) =
f(=1) =0 za sve n € N. Direktnim uvrstavanjem lako vidimo da je f(1) = f(—1) =0, dok
je

) =2nx*"1—nm+Dx"+n(n-1x""2,

pa uvr$tavanjem x = 1 vidimo dajei /(1) =0.

RjeSenje 6.15 Prema teoremu o dijeljenju polinoma s ostatkom, postoji jedinstven poli-
nom f koji zadovoljava zadani uvjet. Kako je x3+1 = (x+1)(x*>— x+1), slijedi da je jedino
rjeSenje f(x) = x> — x + 1.

RjeSenje 6.16 Najprije uo¢imo da nulpolinom zadovoljava zadanu jednakost, paje jedno
rjeSenje f(x) =0.
Pretpostavimo sada da f # 0 zadovoljava zadanu jednakost i oznacimo n := deg f. Kako
je
deg f(x* —3) =deg f -deg(x* —3) =2n
te
degx®f(x—1) = deg(x*) + deg f -deg(x—1) =2 +n,

slijedi n = 2. MoZemo nastaviti na dva nacina:
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@

n

UvrStavanjem x = 0 u (%) dobivamo f(-3) =0, pa slijedi x + 3 | f. Nadalje, uvrsta-
vanjem x = —2 dobivamo f(1) =4f(-3) =0, paslijedi x+ 2| f. Kako je deg f = 2,
zakljuCujemo da su —3i 1 jedine nultocke od f, paje f oblika f(x) = C(x—1)(x+3)
za neku konstantu C € R\ {0}. UvrStavanjem u (*x) dobivamo

Cx*-4)-x*=x*-C(x-2)(x+2)
$to zaista vrijedi za sve x € R. Dakle, svaki polinom tog oblika je rjeSenje zadatka.

Kako je deg f = 2, polinom f je oblika f(x) = ax? + bx +c, a # 0. Uvr§tavanjem u
dobivamo

a(x*-3)*+b(x*-3)+c=x*(alx—D*+b(x-1) +c),
odnosno
ax* + (b—Ga)x2 +9a-3b+c=ax*+ (b—Za)x3 + (a—b+c)x2.

Iz teorema o jednakosti polinoma dobivamo sustav

b-2a=0
7a-2b+c=0
9a-3b+c=0

Kako oduzimanjem trece jednadzbe od druge dobivamo prvu, vidimo da necemo
dobiti jedinstveno rjeSenje. RjeSenje sustava je jednoparametarska familija

{(a,2a,—3a) | a € R\ {0}.
Dakle, traZeni polinomi f moraju biti oblika

f(x) =ax*+2ax-3a=a(x*+2x-3), acR\{0}.

(Uotimo daje (x—1)(x+3) = X% +2x-3, tj. na oba nac¢ina smo dobili isto rjeSenje.)
Uzevsi u obzir i ranije spomenuto rjeSenje f = 0, sva rjeSenja moZemo zapisati kao

f=Cx-1(x+3), CEeR.
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Rjesenje 6.17 Prvo potrazimo moguce cjelobrojne nultocke polinoma f koristeci pret-
hodni teorem. Ukoliko postoji cjelobrojna nultocka, tada ona mora dijeliti 6, pa su nam
kandidati brojevi +1, +2,+3, +6. Provjerimo Hornerovim algoritmom koji od kandidata
su zaista nultocke:

\\1254\6
1 —6 24 X
1 60 v

Vidimo da je f(x) = (x+ D(x3-3x2-2x+86), pa Ce sve ostale nultocke od f biti nultocke
polinoma x> — 3x% — 2x + 6. Nastavimo provjeru s tim polinomom:

1{-3|-2| 6
-1)j11-4(2| 4 X
2 (1|-1]|-4| -2 X
2)1]-5[-8]-10 X
3{1/0}-2| 0 V

Dakle, imamo
fx) = (x+1)(x-3)(x*-2).

Kako su nultocke polinoma x%-2 brojevi +v/2, zakljuCujemo da su -1, 3, —V2iv2sve
nultocke polinoma f.

Rjesenje 6.18 Kandidati za cjelobrojne nultocke od f su +1 i +3. Imamo

21-1]-6| 3
12]1]-5]| -2
-112-3(-3] 6
3125|930
3| 2|-7 |15 -42

Pa vidimo da f nema cjelobrojnih nultocaka.
Kandidati za racionalne nultocke su brojevi +

le

. Kako je

NI»—'

2]
2o

imamo

fx) = (x— 1) 2x* -6),

pa su nultotke polinoma f brojevi 1, —/3, V/3.
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Rjesenje 6.19 Neka je a € Z trostruka cjelobrojna nultocka polinoma f. Tada je a tako-
der nultocka polinoma
f(x) =4x3 +3x* - 36x + a,

te polinoma
" 2 2 3
f(x) =122 +6x-36 = 6(2x" +x~6) = 12(x+2) (x = 7).

Kako je —2 jedina cjelobrojna nultocka polinoma f”, zaklju¢ujemo da mora biti a = —2.
Sada koristimo f'(a) = f(a) = 01idobivamo

0=f'(-2)=52+a
0=f(-2)=-64—2a+b

odakle slijedi a = —52 i b = —40.

RjeSenje 6.20 Imamo

a=Vv2+V3
V3=a-V2

3:a3—3\/§a2+6a—2\/§
(3a2+2)\/§:a3+6a—3
29a* +12a®° +4) = a® +36a® + 9+ 12a* — 6a° - 36a

a®—6a*-6a®+12a®>-36a+1=0.

Tet 1

Odavde vidimo da je a nultocka polinoma

fx)=x°—6x*—6x°+12x* —36x+1.

RjeSenje 6.21 Dat cemo dva rjeSenja:

(I) Nekaje f(x) = apx"+---+ a;x + ay. Primijetimo prvo kako je prema pretpostavci
zadatka

fO=ay=1 (mod2) i f(l)=ap+---+a3+ay=1 (mod 2).

Neka je k € Z. Imamo dvije mogucnosti:
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1°) ’kzo (mod 2)‘Tadaje

flky=a,-0+---+a;-0+ap=ap=1 (mod 2),

pa k ne moZe biti nultocka polinoma f.
2°) ’ k=1 (mod 2) ‘Tadaje

f=a,-1+---+a;-1+ap=1 (mod 2),
pa vidimo da ni u ovom slucaju k ne mozZe biti nultocka polinoma f.
Dakle, f nema cjelobrojnih nultocaka.

(IT) Pretpostavimo da je k € Z nultocka polinoma f. Tada je prema Bezoutovom te-

oremu

fx)=(x-kqx), (%)
za neki polinom ¢ s cjelobrojnim koeficijentima. Uvr§tavanjem x=0ix=1u
dobivamo

~k-qO)=f0) i (1-kqQ)=rQ).

Kako su —k i 1 — k uzastopni cijeli brojevi, barem jedan od njih mora biti paran.
No, to nas vodi na kontradikciju: kada bi primjerice —k bio paran, bududi da je
q(0) cijeli broj, prema gornjoj jednakosti bii f(0) trebao biti paran, $to je suprotno
pretpostavci zadatka. Slicno, kada bi 1 — k bio paran, i f(1) bi morao biti paran.
Dakle, f ne moZe imati cjelobrojnu nultocku.

RjeSenje 6.22 Iz f(0) = 2 slijedi da je f(x) = x- g(x) + 2 za neki polinom ¢ s cjelobrojnim
koeficijentima. UvrS§tavanjem x = 2 u tu formulu dobivamo

f@2)y=2-q2)+2
§to je paran broj, pa ne moZe biti f(2) =5.
RjeSenje 6.23 Pretpostavimo da je d € Z takav da je f(d) = 2. Tada je
fx)=x-d)qx)+2, (%)
za neki polinom ¢ s cjelobrojnim koeficijentima. Uvr§tavanjem x = a u (*) dobivamo
3=f(a)=(a-d)q(d)+2,

odnosno (a—d)q(d) = 1. Kako su a—d i q(d) cijeli brojevi, oni moraju biti djelitelji od 1,
pajea—de {+1}.
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Analogno, nakon uvrStavanja x = b i x = c u (*) zakljucujemo b—-d, c—d € {+1}. Dakle,
vrijedi

d—a,d-b,d—-ce{tl},
pa po Dirichletovom principu barem dva od ta tri broja moraju biti jednaka. No, ako je
npr.d—a=d—-b,ondajeia=Db,sto je ukontradikciji s pretpostavkom zadatka.

Rjesenje 6.24 Kako je & = 1 —iv/3 nultocka polinoma f € R[x], onda je i
a=1+iV3

takoder nultocka. Dijeljenjem polinoma f polinomom (x — a)(x —a) = x% —2x + 4 dobi-
vamo polinom
q(x) = x> —9x - 10.

NultocCke ovog polinoma trazimo medu cjelobrojnim djeliteljima broja 10. Standardnom
provjerom Hornerovim algoritmom dobivamo

|0
-2

-9 | -10
5] 0

|1
21

. qg(x) = (x+ 2)(x%2 = 2x —5). Nultotke ovog polinoma su jo§ i

244120

1+ 6.
2

X1,2 =
Dakle, sve nultocke polinoma f su {-2,1+ v6,1+iv3}.
Rjesenje 6.25 Najprije faktorizirajmo polinom g:

gx) = (x-2)(x-3)(x—4).

Dabi M(f, g) polinom stupnja 2, to¢no dvije nultocke polinoma g moraju biti i nultocke
polinoma f. Imamo

f2)=8-4(a+4)+24a+3)-3a=a-2
fB)=27-9(a+4)+3(4a+3)-3a=0
f(d)=64-16(a+4)+4(4a+3)—-3a=12-3a.

Vidimo da je 3 nultocka polinoma f za sve a € R. Za a = 2 broj 2 ¢e takoder biti nultocka
od f. Sli¢no, za a = 4 broj 4 ¢e takoder biti nultocka od f.
Dakle, polinomi f i g ¢e imati to¢no dvije zajednicke nultocke akko je a € {2,4}.
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Rjesenje 6.26 Koristimo Heronovu formulu za povrSinu trokuta: ako su xj, x2, x3 duljine
stranica trokuta, tada je povrSina trokuta P jednaka

P=/s(s—x1)(s— x2) (s — X3),

pri ¢emu je s = %(xl + x2 + x3). UoCimo idaje f(x) = (x—x1)(x — x2)(x— x3), paje P =
V' §- f(s). Prema Viéteovim formulama imamo x; + xp + x3 = —a, paje s = -ia.

2
Dakle, imamo
P=\/s-f(s)

1 1 1 1
= \/——a(——a3+—a3——ab+c)
2 8 4 2

1
= Z\/a(4ab— a3 —8c).

Rjesenje 6.27 Prema Viéteovim formulama imamo
X1+Xx2+x3=0,
X1X2 + XpX3 + X3X1 = —P.
Kvadriranjem prve jednakosti slijedi
— 2_ .2, .2, 2
0=(x1+Xx2+x3)° =X + X5 + X3 +2(X1 X2 + X2 X3 + X3X1),

odakle dobivamo
x%+x§+x§ =2p.

Kako je zbroj kvadrata realnih brojeva veci ili jednak od nule, zaklju¢ujemo p = 0. Ko-
nacno, p ne moze biti jednako 0 jer bismo tada imali x; = x» = x3 = 0, §to je nemoguce
prema pretpostavci zadatka.

RjeSenje 6.28 Primijetimo prvo kako iz druge jednadzbe slijedi

1 1 1 yz+xz+xy 27
l=—+—+-= = ,
X y z xXyz xXyz

paje xyz =27. Sada vidimo da x, y, z rjeSavaju sustav

X+y+z=9,
xXy+yz+zx=27,
xXyz =27,
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§to su upravo Viéteove formule za polinom
£ —91* +27t-27=(1-3)°,

Dakle, rjeSenje sustava su sve moguce uredene trojke (x, y, z) nultocaka navedenog po-
linoma. S obzirom da ¢ = 3 jedina (trostruka) nultocka ovog polinoma, onda je jedino
rjesenje ovog sustava

x=y=z=3.

Rjesenje 6.29 Ponovno ¢emo rjeSenje pronaci kao sve moguce trojke nultocaka poli-
noma koji zadovoljava odgovarajuce Viéteove formule. Kvadriranjem prve jednakosti
dobivamo

4= (x+y+z)2 =14+2(xy+yz+zx),

odakle slijedi
Xy+yz+zx=-5.

Nadalje, prema formuli iz primjera[6.27]je

X L3, 3 3 3
yz—s(x +y° 42— (x+y+2)°+3(x+y+2)(xy+yz+zx))

1
:590—8+&2%—&)
=-6

Dakle, x, y, z zadovoljavaju sustav

X+y+z=2,
Xy+yz+zx=-5,
Xyz=—6,

$to su Viéteove formule za polinom
f(t)y=1>-2t>* -5t +6.

Odredimo nultocke ovog polinoma. Kandidati za cjelobrojne nultocke su djelitelji od 6.
Direktnom provjerom pomoc¢u Hornerovog algoritma dobivamo

[1]-2
11]-1

5|6
6|0

1
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Paje f(t) = (t—1)(t? - t - 6). Preostale nultocke polinoma f su

_1+V1+24 145
B 2 2

)

Dakle, skup nultocaka polinoma f je {—2,1,3}, pa imamo 6 razlicitih rjeSenja ovog sus-
tava:
(x) y) Z) € {(_2) 173)) (_2)3} 1)) (]-) _2y3)) (1)3y _2)) (3) _2y ]-)) (37 1» _2)}

RjeSenje 6.30 OznaCimo sa a = x+ y + z = xy + yz + zx. RjeSenja sustava x, y, z Cemo
traziti medu nultockama polinoma oblika

fo=—at’*+at-1.

Primijetimo odmah kako je f(1) =1—-a+a—-1=0, tj. £ =1 je jedna nultocka ovog poli-
noma. Dakle, ako je (x, y, z) rjeSenje sustava, jedna od varijabli ¢e biti jednaka 1. Zbog
simetricnosti moZemo bez smanjenja opéenitosti uzeti x = 1. Tada imamo sustav

yz=1,

l+y+z=y+z+yz,

_1
-1

yz=1,

yr+z22=%
Iz prve jednadzbe imamo z = + (uo¢imo da y = 0 ne moZe biti rjeSenje!), pa uvrstava-
njem u drugu jednadzbu dobivamo

1+y3+z3

odnosno

6 3
-—y*+1=0.
Yy =37
Supstitucijom ¢ = y* dobivamo kvadratnu jednadZbu ¢ija rjeSenja su

. 1
Hh=8 1 K=

)

8
odakle slijedi
1
=2 1 =—.
h4! )2 )
Konacno, imamo
1
Z21=— 1 20=2
1=3 2

135



POGLAVLJE 6. POLINOMI

Dakle, rjeSenja su

el 032 Ga b e )

RjeSenje 6.31 Imamo g(x) = x> — x = x(x — 1)(x + 1), pa rastav na parcijalne razlomke

trazimo u obliku
3x>-2 A B C

¥-x x x-1 x+1°

MnoZenjem jednakosti s x> — x dobivamo
A(* = 1)+ B(x* + x) + C(x* — x) = 3x* -2,

odnosno
(A+B+C)x*+(B-C)x—A=3x>-2.

Izjednacavanjem odgovarajucih koeficijenata dobivamo sustav

A+B+C=3
B-C=0
-A=-2,

Cije rjeSenje je
1
A=2, B=C=-.
2
Dakle, rastav na parcijalne razlomke glasi

1

1 1 1
2x-1 2x+1

3x2-2

2+
xX3—-x x

Rjesenje 6.32 Imamo g(x) = x> + x> — x— 1 = (x - 1)(x + 1), pa rastav traZimo u obliku

1 A B C
= + + )
x3+x2-x-1 x-1 x+1 (x+1)2

MnoZenjem s (x —1)(x + 1)2 dobivamo
Ax+1)?+Bx+1D)(x-1)+C(x-1)=1.
UvrS§tavanjem x = +1 u gornju jednadZbu dobivamo

4A=1 i -2C=1,
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1 1
tj. A= 1 iB= ~5 konacno, uvr§tavanjem x = 0 dobivamo
A-B-C=1,
1
odakle slijedi B = T Dakle, traZeni rastav je

1 1 1 1
WB+x2—x—1 4(x-1) 4(x+1) 2x+12

RjeSenje 6.33 Imamo g(x) = x> —7x?+17x—15 = (x—3)(x*> —4x +5), pa rastav traZimo u

obliku
14x%—51x+43 A Bx+C

= + :
x3—-7x>+17x-15 x-3 x?>—4x+5
MnoZenjem s (x —3)(x? — 4x + 5) dobivamo

A(x*—4x+5)+(Bx+C)(x—3) = 14x> —51x +43.

Izjednacavanjem odgovarajucih koeficijenata (ili uvrStavanjem odgovarajucih vrijednosti)
dobivamo sustav Cije rjeSenje je

A:8, B:6, C:_].

Dakle, rastav glasi
14x> —51x+43 8 6x—1

= + )
x3—-7x2+17x-15 x-3 x%2—-4x+5

Rjesenje 6.34 Imamo g(x) = (x*> — 4x + 13)?, pa rastav trazimo u obliku

6x°—29x*+100x—64  Ax+B L Cx+D
(x2 —4x +13)2 Cx2—4x+13  (x2—4x+13)2°
RjeSenje je
6x3—29x%+100x —64 6x—5 2x+1
= + .
(x2 —4x+13)2 x2—-4x+13 (x2—-4x+13)2

Rjesenje 6.35 Imamo g(x) = x> +3x% —4 = (x — 1)(x + 2)?, pa rastav traZimo u obliku

15x2+26x-5 A B C
= + + .
x3+3x2-4 x—-1 x+2 (x+2)?

RjeSenje je
15x% +26x—5 4 11 1
= + - .
x34+3x2-4 x—1 x+2 (x+2)2
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