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Problem

— Problem kod raznih "black box" modela u strojnom ucenju je sto ne
dopustaju jednostavnu interpretaciju; npr. koje kovarijate (i kako)
najvise utjeCu na odziv? Ako i dobijemo da neka kovarijate utjeCe na
odziv, kako provjeriti je li to moglo biti samo plod slu¢ajnosti u
prikupljanju uzorka?

— U raznim disciplinama, interpretabilnost je jos uvijek nesto sto je
jako pozeljno i vazno (npr. u medicini), ali u zadnje vrijeme se i u
strojnom ucenju sve vedi naglasak stavlja na interpretabilnost
("Interpretable ML").



Klasi¢ni statisticki pristup

— Imamo uzorak
T = {(X(i)vyi)v I = 17"'7"}
gdje je y; odziv, a x() = (x;1, ..., x;,) € RP kovarijate.

— Pretp. da je odziv Y slucajna varijabla, kovarijate X = (Xi, ..., X,)
su slucajni vektor te trazimo dobar model za (X, Y), a (tipicno)
pretpostavljamo da je (x(),y;),i =1,..., n njd uzorak iz (X, Y)

— ipak, u nastavku ¢emo pretposaviti tzv. fixed design, tj. pretpostavit
¢emo da su vrijednosti kovarijata X() = x() zadane, tj. neslucajne,
a odziv y; je realizacija sluCajne varijable Y; koja ima istu distribuciju
kao i Y, ali uvjetno na X = x(9.

— tipino pretpostavljamo da su Yi,..., Y, nezavisne



Primjer 1 — normalni linearni model (NLM)

— NLM pretpostavlja da je

P
Yi=> xiBj+e=(D)B+e,i=1,..,n,
j=1

gdje su 8 = (B1,--.,05p) € RP nepoznati koeficijenti, a €, . .

N(0, 0?) slucajne varijable za neki o > 0.

— Problem: Sto ako je Y; € {0,1}ili Y; €{0,1,2,...}?

., €p Njd



Reformulacija NLM-a i GLM

— Pretpostavke NLM-a mozemo zapisati i na sljede¢i nacin: Yy,...,Y,
su nezavisni t.d.

1. Y; ~ N(pj,0?), uz

2. pi=E[Y; | X = x0] = (x(0)73 = #;, pri éemu 7; zovemo
linearnim prediktorom.

— Generalizirani linearni model (GLM) generalizira (ocito!) gornji
model u dva smjera

1. Y; ~ distribucija iz neke eksponencijalne familije razdioba
(binomna, Poissonova, itd.), te

2. u; = h(n;), za moguce nelinearnu funkciju h.



Eksponencijalne familije distribucija

— Familija distribucija
{Pg)qg N N=XS) QR,¢E $ C (0,00)},

na R je eksp. familija distribucija ako je gustoca (diskretna ili
neprekidna) fy 4, od Py, oblikal

fo,s(y) = h(y, @) exp {;(Hy - b((’))} ,y €R,

za neke funkcije h i b.

— 0 zovemo prirodni parametar, a ¢ parametar disperzije.

1Ako je Y ~ Py, diskretna varijabla, fy »(y) :=P(Y = y), zasve y € R.



Neka svojstva

- Ako je Y ~ Py 4 vrijedi
E[Y] = b'(8), Var(Y) = ¢b"(0).

— Uz pretpostavku da je Var(Y) > 0 za sve 0, ¢, imamo da b’ strogo
rastu¢a pa dakle i invertibilna, pa mozemo umjesto parametra 6
koristiti parametar ocekivanja u € M, uz 0 = 6(u) = (b')"*(p).

— Tada imamo vezu izmedu varijance i ocekivanja
Var(Y) = ¢b”(0(r)) =: ¢V (1) ,

pri ¢emu funkciju V/(u) := b”(0(1)) zovemo funkcijom varijance.



Primjer 2 — N(a, 02)

— za sve y € R imamo

1 y —a)?
fN(Ot,a'z)(y) = \/% exp {_( 20-2 ) }

! ex v’ ex ! ( 2/2)
= - —(ay — o
2o P1 202 Plo2\

—th(y,0?)

— dakle, {N(a,0?) : @ € R,0 > 0} je eksponencijalna familija
razdioba uz 6 = o, ¢ = o i b(6) = 62 /2.

- iz b'(8) =0, imamo u =E[Y] =0 (= «)
— iz b"’(0) = 1, imamo V(p) = 1, pa je Var(Y) = V(1) = ¢ (= 0?)



Primjer 3 — Poiss(\)

— za sve y € R imamo

N 1
fPoiss(A)(JV) = l{yENo}i exp{f)\} = Fl{yENo} EXp{y Iog()\) - )‘}

y!
N——
=:h(y)

— dakle, {Poiss(A) : A > 0} je eksponencijalna familija razdioba uz
0 =log(N\) (€R), p =11 b(0) =exp(d) (= A).

— iz b'(0) = exp(6), imamo u =E[Y] =exp(f) (= A), te 0 = log(p)

iz b"”(0) = exp(f), imamo V(u) = b”(log(1)) = 1, pa je
Var(Y) = ¢V(p) = (= A)



Primjer 4 — B(m, p)

— ispostavlja se da je umjesto Y ~ B(m, p), potrebno gledati
proporciju uspjeha Y := Y /m.

— za sve y € R imamo
o) = fgl) = L0/ (o )70 = )

m
:1{y6{0,1/m,...,1}}<my) exp{ (ylog(li) |0g(%))}

=:h(y,1/m)




Primjer 4 — B(m, p)

— dakle, {%B(m,p) :meN,pe(0,1)} je eksponencijalna familija
razdioba uz

0 = log(12;) =: logit(p) € R,
te o = 1/mi b(#) = log(1 + €”) (= log(73))-
— vrijedi = E[Y] = 1+e@ =: expit(d) (= p), te
= V(p) = p(1 = ) (DZ).



GL

— Za danu eksponencijalnu familiju {P, 4}, GLM pretpostavlja da su

Y1,..., Y, nezavisne i takve da
Yi~ Py ,i=1...,n
pri Cemu
1. za neki 3 € RP, ocekivanje p; i linearni prediktor n; = (x(0)73

su povezani preko strogo monotone funkcije veze g t.d.
g(ui) = mi, 1.

pi = E[Y; | X0 =x0] = g7 ()

. parametar disperzije je oblika ¢; = % pri Cemu su "tezine"

wi,...,w, poznate, a parametar ¢ > 0 potencijalno nepoznat.?

2 ¢ takoder zovemo parametar disperzije (modela). Npr. kod B(m, p) odziva,

w; = m;.



Funkcije veze

— bitno je da je funkcija veze takva da je g~1(#;) dopustiva vrijednost
za jij, za sve vrijednosti koeficijanata 3, npr.

1. kod normalnih odziva, y; € R pa mozemo uzeti p; = n; (tj.
g(u) = u) i tako dobiti NLM kao specijalan slucaj GLM-a.

2. kod binomnih odziva, ;= p € (0,1) pa se moze uzeti

. enl
i = expit(n;) = 14+em’

tj. ni = g(wi) = Iog(lf"ul_) = logit(p) ~~ logisticki model

3. kod Poissonovih odziva, 1 = A € (0,00) pa se moze uzeti
Hi = e )

tj. i = g(ui) = log(pi).



Kanonska funkcija veze

— Cesto za g uzmimamo tzv. kanonsku funkciju veze g. — to je funkcija
gc(p) :=0(u), tj. u tom slucaju je

0 = 0(ui) = (g (ni)) = i -

— lako se provjeri da su funkcije veze u gornja tri primjera upravo
kanonske funkcije veze (DZ)

— koristenje kanonskih funkcija veze ima neka dobra statisticka
svojstva, ali nisu nuzno uvijek najbolji izbor



Procjena parametara

u nastavku pretpostavijamo da je ¢ poznat (tako je npr. u binomnom
i Poissonovom slucaju), pa preostaje procijeniti koeficijente 5.

— za procjenu [ koristimo procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti:
ako je

0B) =Y logf(s).(yi), BERP
i=1

log-vjerodostojnost, § := arg maxg £(3).

— Osim za NLM, j aproksimiramo numerickim (iterativnim)
algoritmima (IRLS).

— Opcenita teorija ML progjenitelja daje da, pod nekim dodatnim
uvjetima, kada n — oo, 8 asimptotski ima (visedimenzionalnu)
normalnu distribuciju §to omogucuje izradu intervala pouzdanosti
npr. za svaki j3;.



Usporedba modela — test omjera vjerodostojnosti

— Pretpostavimo da imamo model wq koji koristi samo kovarijate
X1,..., Xpy, te model wy koji koristi Xq,..., X, (uz
1 < po < p1 <p)3 izelimo testirati
Ho : model wp je tocan, tj. Bpyr1 == Fp, =0

H; : potreban je model w;
— Moze se pokazati da, ako je Hp tocan, za velike n vrijedi
— 2 A 2
T = 2(0(Bun) = £(Buo)) ~ Xpy—po -

— Intitivno, ako nam je potreban ws, tj. ako nam je potrebna bar jedna
od kovarijata Xpy+1, ..., Xp,, o€ekujemo da ¢e log-vjerodostojnost
modela wy biti puno veéa nego za wyp.

3Kazemo da su modeli ugnjezdeni.



Devijanca

— Kada smo procjenili koeficijente E zanima nas koliko se dobro na3
model prilagodava podacima (goodness-of-fit).

— Mijera koju mozemo koristiti je devijanca modela, a definiramo je s
D= 2(/5@ - f)
gdje je
1. 7 = ¢(B) maksimizirana log-vjerodostojnost, te
2. Zsat je vrijednost koja se dobije kada u izrazu za
log-vjerodostojnost >, log f,, 4, (yi) uvrstimo ;== y;,

i=1,...,n (tzv. saturirani model koji ima po jedan parametar
za svakl podatak (x, y))-

— Intuitivno, manja devijanca znadci bolju prilagodbu, ali ne nuzno i
bolji model (jer je mogu¢ overfitting).



Devijanca

- npr., za normalne odzive lako se pokaze (DZ) da je
D=3 (v~ (x")By
i=1

tj. devijanca je tocno suma kvadrata reziduala (RSS).

— Moze se pokazati da u nekim slucajevima, za velike n i ako je nas
model tocan, tzv. skalirana devijanca D/¢ ima priblizno x? razdiobu
s brojem stupnjeva slobode jednakim n — p, sto omogucava
testiranje hipoteze da je nas model (priblizno) tocan.*

— Uocimo, ako je ¢ =1 (kao u binomnom i Poissonovom modelu),
skalirana devijanca i devijanca su jednake, te se statistika
T =2(¢(Bu,) — ¥(Bu,)) za usporedbu dva ugnjezdena modela moze
zapisati kao razlika devijanci
T=D,,— D,

1

4Nazalost, ova tvrdnja ne vrijedi u slu€aju binarnih odziva, tj. kada je Y € {0,1}.



Binarni/Bernoullijevi odzivi

— ako imamo y; € {0, 1}, pretpostavljamo da Y; ~ B(p;) = B(1, p;) uz
pi=P(Yi=1| X0 = X(i)) = ;.

— ako koristimo kanonsku funkciju veze g(p) = Iog(ﬁ) =: logit(p)
dobivamo tzv. logisticku regresiju — dakle, pretpostavka je
e’

1+ en

p=P(Y =1|X = X) =expit(n) =

gdieje n =050+ Bixs + -+ Bpxp, za X = (x1,..., Xp).

— ako pretpostavimo da je p = ®(n) gdje je ® funkcija distribucije
N(0, 1) razdiobe (tj. g(p) = ®~1), govorimo o probit regresiji.

Primjer u R-u



Interpretacija parametara

— interpretacija parametara (3 sada vise nije jednostavna kao u NLM-u
jer vjerojatnost p na nelinearan nacin ovisi o linearnom prediktoru
N =Po+ Brx1 + -+ Bpxp.

— u logistickoj regresiji moguca je interpretacija koriste¢i koncept
izgleda (engl. odds).

— Za Bernoulijevu slu€ajnu varijablu Y ~ B(p), izgledi se definiraju kao

__p _BEY=1)
odds(Y) = T—p P(Y=0)

- npr. ako je p = 1/2 imamo odds(Y) =1, ako je p = 2/3 imamo
odds(Y)=2/1=2.



Interpretacija parametara

- neka je p(x) =P(Y =1 | X =x)

— u logistickoj regresiji imamo log (1 (p( ) Bo + Bixy + - 4 BpXp,
tj.

odds(Y | X = x) := 1,3(:()X) =exp{fBo + Bixi + -+ Boxp} -

— npr., ako imamo samo jednu kvantitativnu kovarijatu x (npr. visina,
temperatura ili slicno), linearni prediktor je oblika 7 = By + S1x te je
odds(Y | X =x+1)

odds(Y | X = x)

= exp{f1}

~ dakle, faktor exp{1} je promjena izgleda kada se X poveca za 1.
~> (1 > 0 povlali exp{f1} > 1, a B1 < 0 povlaci exp{f1} < 1.



Interpretacija parametara — kategorijalne kovarijate

— ako imamo samo jednu kategorijalnu kovarijatu x € {0,1} (npr. spol
uz 0 = musko, 1 = Zensko)

Bo s x = musko,

n = Bo+ f1 l{x:iensko} = {[7)0 s x = zensko .

— u ovom slucaju imamo

odds(Y | X = zensko)

odds(Y | X = musko) = i

~ dakle, faktor exp{ 31} omjer izgleda za Zene u odnosu na
muskarce

~~ koriste¢i npr. test omjera vjerodostojnosti mozemo testirati ima li
statisticki znacajne razlike u izgledima izmedu muskaraca i zena, tj.
testirati Hp : 51 = 0.



Interpretacija parametara — kategorijalne kovarijate

— ako imamo samo jednu kategorijalnu kovarijatu s npr. 3 razli¢ite
vrijednosti, tj. x € {0,1,2},

[3)07 X:07
n= P00+ B1l{x=1}P2lx=2y = { o+ B, x=1,
Po+ P2, x=2.

— u ovom slucaju imamo

odds(Y | X =1)
odds(Y | X =0)

odds(Y | X =2)

=Pl Saas(Y X = 0)

= exp{ﬂz}

~ dakle, 51 (52) mjeri promjenu za sluéaj X =1 (X = 2) u odnosu
na X =0.

~» u ovom slucaju 0 je tzv. bazna kategorija, ali taj izbor je
proizvoljan — ako izaberemo neku drugu baznu kategoriju, dobijemo
isti model, samo se mijenja interpretacija parametara.



Interpretacija parametara — opceniti slucaj

— u opcenitom logistickom modelu imamo p kovarijata i

__p(x)
OddS(Y ‘ X = X) = m = eXp{()’o + ﬁle + -4 ‘Bpxp} .
- ako je X; npr. kvantitativna kovarijata, te X’ dobijemo iz X tako da
samo x; povetamo za 1, a sve ostale kovarijate ostavimo
nepromijenjene, imamo da je

odds(Y | X = x’)
odds(Y | X = x)

= exp{j}

~ dakle, kada se X; poveta za 1 i sve ostale kovarijate ostanu iste,

izgledi se mijenjaju za faktor exp{f;}.

~ gornja interpretacija ima manje (ili nimalo) smisla ukoliko postoji
barem jedna kovarijata X; koja je (jako) zavisna s X; (ili ak funkcija
od Xj, npr. X; = XJQ)



Interpretacija parametara — slobodni ¢lan

— za slobodni ¢lan imamo da je
P(Y=1|X =(0,...,0)) = expit(Fo)

— ipak, slucaj X = (0,...,0) Cesto nema smisla pa Sy u tom slucaju
nema neku posebnu interpetaciju.



Zadatak 1

U datoteci upisi.csv nalaze se podaci o uspjesnosti upisa 400
studenata na poslijediplomske studije. Za svakog su aplikanta dani
rezultati GRE testa, prosjek ocjena (GPA) i rang fakulteta na koji se
aplicirao; rang je kategorijalna kovarijata (1,2,3 ili 4).

(i)

(i)

Izracunajte relativne frekvencije upisa (koriste funkcije table i
prop.table) u odnosu na rang apliciranog fakulteta te graficki
prikazite ovisnost upisa s obzirom na GPA, odnosno GRE test
(koristite jitter). Ima li indikacija da neke od ovih kovarijata
utjeCu na vjerojatnost upisa?

Prilagodite logisticki model za dane podatke koriste¢i samo
kovarijatu GPA. Napisite model te interpretirajte dobivene
koeficijente. Na temelju smanjenja devijance u odnosu na nul-model,
zakljuCite je li ova kovarijata statisticki znacajna u modeliranju
vjerojatnosti upisa (u odnosu na nul-model). Prikazite graficki
vjerojatnost upisa u ovisnosti o GPA u ovom modelu te na istom
grafu prikazite i odgovarajuce stvarne podatke.



Zadatak 1

(iii) Procijenite parametre logistickog modela za dane podatke koristedi
sve kovarijate; bitno je koristiti naredbu factor (rank) kako bi R
znao da se radi o kategorijalnoj kovarijati. Napisite koji je model te
interpretirajte dobivene koeficijente. Usporedite koeficijent uz
kovarijatu GPA u odnosu na model iz (ii) — mozete li objasniti zasto
je doslo do razlike? Testirajte statisticku znacajnost svake od
kovarijata tako Sto Cete koristeci test omjera vjerodostojnosti
usporediti puni model s modelom u kojem ste ispustili jednu
kovarijatu. Koje su kovarijate statisticki znaCajne na razini
znacCajnosti 5%, a koje na razini 1%. lzraCunajte vjerojatnosti upisa
u ovom modelu za studenta s GRE rezultatom 750 i prosjekom 3.88
koji zeli upisati poslijediplomski program na sveucilistu ranga 1,2,3,
odnosno 4.



Zadatak 2

Promatramo podatke Whickam iz paketa mosaicData. Za 1314 Zena u
Velikoj Britaniji, u periodu od 1972-1974 uzeta je informacija o tome da li
je pusac ili ne (kovarijata smoker) te koliko ima godina (age). Dvadeset
godina nakon provjereno je jesu li jos uvijek zive (odziv outcome).
Zelimo ispitati utjecaj pusenja na smrtnost koriste¢i logisticki model.

(i) Prilagodite logisticki model za dane podatke koriste¢i samo
kovarijatu smoker. Napisite model te interpretirajte dobivene
koeficijente; koristite naredbu contrasts(outcome) kako biste
vidjeli kako je R kodirao odziv. Jesu li rezultati ocekivani?

(ii) Podijelite kovarijatu age u 5 grupa koriste¢i naredbu cut.
IzraCunajte relativne frekvencije odziva, te kovarijate smoker, u
odnosu na tako grupirane godine. Kako godine utjecu na smrtnost
dvadeset godina nakon? Kakva je proprcija pusaca ovisno o
godinama? Mozete li sada objasniti 5to se dogodilo u (i)?



Zadatak 2

(iii) Prilagodite logisticki model za dane podatke koristeci obje
kovarijate. Napisite model te interpretirajte dobivene koeficijente.
Jesu li sada rezultati intuitivniji? Testirajte statistiCku znacCajnost
kovarijate smoker na razini znaCajnosti 5% tako 5to Cete usporediti
puni model i model u kojem je ta kovarijata ispustena, koristeci test
omjera vjerodostojnosti.



Napomena

— Fenomen iz prethodnog zadatka naziva se Simpsonov paradoks — u
model nismo bili ukljucili kovarijatu koja znacajno utjece na odziv
(confounder).



Modeliranje proporcija

— Pretpostavimo da imamo binarne odzive y; € {0,1}, ali da se neke
vrijednosti kovarijata x() za razlicite i-eve ponavljaju.

— Tada takve parove mozemo grupirati te kao odziv uzeti proporciju
y-ona koji su bili jednaki 1.

— Sve skupa, modeliramo odzive kao m%B(m;,p,-) slucajne varijable,
gdje je m; ukupan broj parova koje smo grupirali za danu vrijednost
kovarijata. UoCimo da je ukupan broj podataka m nuzno manji ili
jednak n,

— interpretacija parametara je ista kao i u obi¢noj logistickoj regresiji

— razlika je 5to u ovom slucaju mozemo koristiti devijancu za provjeru
prilagodbe modela, tj. devijanca za velike m i ako je nas model
tocan ima priblizno x? razdiobu s brojem stupnjeva slobode
jednakim m — p, Sto omogucava testiranje hipoteze da je nas model
(priblizno) toan; m je broj podataka nakon grupiranja.®

51pak, ovo ne vrijedi uvijek, ali diskusija o tome izlazi van okvira naseg kolegija.



Primjer 5

— Istrazujemo vezu odredenog krvnog enzima i pojave srcanog udara.
Dani su podaci za 360 pacijenata — za svakog je dana razina tog
enzima te je li ili nije imao srcani udar. Razine enzima su grupirane
u m = 12 grupa tako da mozemo koristiti binomni model.

Primjer u R-u



Zadatak 3

(i) Nastavno na Primjer 5, ubacite u linearni prediktor kubicni ¢lan.
Testirajte statistiCku znacajnost dodane kovarijate koristeéi test
omjera vjerodostojnosti. Provjerite i prilagodbu modela usporedujudi
devijancu modela s odgovaraju¢om x? razdiobom. Sto vam se &ini,
treba li nam model s kubi¢nim ¢lanom?

(i) Dodajte u model iz (i) i potenciju reda 4, te ponovite analizu iz
dijela (i).

(iii) Prikazte prilagodbu modela iz (i) i (ii) graficki, po uzoru na Primjer
5.
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