Statisticko ucenje 23./24.
Treéa domaca zadaca

Rok za predaju: 12. sije€énja, 2023.
Broj bodova: 15

Teorijski dio
Napomena: Dovoljno je rijesiti jedan teorijski zadatak po izboru. U tom slucaju
preostali zadatak sluzi kao vjezZba za zavrsni ispit.

Zadatak 1 (Eksponencijalne familije)

Gama razdiobu I'(«, #) s parametrima «, 5 > 0 definiramo kao neprekidnu razdiobu s
gustocom{|

_ _Y
fap(y) = Y e P00 (y), y € R.

[(a) e

(a) Pokazite da je familija gama razdioba eksponencijalna familija distribucija uz
prirodni parametar 6§ = ;—é < 0 i parametar disperzije ¢ = é > 0.

(b) Koristeéi dio (a), izvedite formule za p := E[Y] i Var(Y) u ovisnosti o a, f3,
odnosno 6, ¢, ako je Y ~ I'(a, ), te napisite kako izgleda funkcija varijance
V).

(c¢) Odredite koja je kanonska funkcija veze g.(u) za GLM za gama familiju razdioba,
te napisite formulom kako u takvom GLM-u ocekivanje p; = E[Y | X = @] ovisi
o linearnom prediktoru n; = ()73 za f € R”

Zadatak 2 (Devijanca GLM-a)

Za danu eksponencijalnu familiju {F,}, GLM pretpostavlja da su Y3,...,Y,, neza-
visne i takve da

}/;Npgi7¢i,i:1,...,n

pri cemu je 0; = 0(y;) za ocekivanje p; = E[Y; | X = 2], te

IPostoje i drugaéije parametrizacije.

2Ukoliko nema nikakvih restrikcija na koeficijente 3, ako umjesto funkcije veze g(u) koristimo
cg(u) za proizvoljnu konstatnu ¢ # 0 dobivamo ekvivalentan GLM (razlika je samo u procijenjenim
koeficijentima). U slu¢aju gama razdiobe se tipi¢no —g.(u) navodi i koristi kao kanonska funkcija
veze.



1. za neki 3 € R?, yu; i linearni prediktor 7; = (2(7)73 su povezani preko strogo
monotone funkcije veze g t.d. g(u;) = ni, tj. s = g ().

2. parametar disperzije je oblika ¢; = wﬂ pri ¢emu su " tezine” wq, ..., w, i parametar
¢ > 0 poznati.

Neka su yy, ..., y, realizacije od Yi,...,Y, te

f(ﬂ) = Zlog f9¢,¢i(yi>> 5 eR?

i=1

log-vjerodostojnost.

(i) Pokazite da vrijedi

008 = 3 (M 6/ws)) + 5 D s Ol = bOw).

-~

(ii) Ako su B\ koeficijenti koji maksimiziraju log-vierodostojnost, a fi; = g~ ((2V)73)
procijenjena ocekivanja, pokazite da je devijanca oblika

D = 2Zwi [ (0(ys) — 0(7:)) — (0(0(y:)) — b(O()))]

te specijalno ne ovisi o ¢. E|

(iii) Pokazite da u sluc¢aju Poissonovog GLM-a (dakle ¢ = w; = 1) uz kanonsku
funkciju veze, vrijedi

D = 22 [yi log(yi/ 1) — (yi — Fia)] -

3To je zapravo bitno u sluéajevima kada je ¢ nepoznat.

2



Prakticni dio

Zadatak 1 (Poissonov GLM)

U ceb.rda nalaze se podaci o broju rodene djece (”childern ever born”) ovisno o
odredenim grupama zZena, u drzavi Fiji. Dostupne varijable su:

nwom: broj zena u svakoj grupi
nceb: broj rodene djece u grupi (odziv)

dur: vrijeme (u godinama) od vjencanja; ovo je kategorijalna varijabla, a kate-
gorije su 0-4 (1), 5-9 (2), 10-14 (3), 1519 (4), 2024 (5) i vise od 25 (6)

res: kateogrijalna varijabla o mjestu stanovanja; kategorije su Suva (1), urbana
(2), ruralna (3)

educ: kategorijalna (ili preciznije, ordinalna) varijabla o razini obrazovanja; ka-
tegorija su bez obrazovanja (1), nize osnovno (2), vise osnovno (3), srednja skola
ili vise (4)

var: procijenjena varijanca za broj djece unutar svake grupe

Zelimo koriste¢i Poissonovu regresiju ispitati ovisnost broj rodene djece o dostupnim
kovarijatama.

(i)

(i)

(iii)

Treba li u ovom modelu ukljuciti offset i zasto? Ako da, koju varijablu treba
ukljuciti kao offset?

Prilagodite Poissonov GLM (uz kanonsku funkciju veze) koji ukljucuje offset i
kovarijate dur, res i educ. Provjerite prilagodbu modela koriste¢i njegovu devi-
jancu. Napisite precizno koji je toéno model pretpostavljen te interpretirajte sve
koeficijente (ukljuc¢ujuéi i slobodni ¢lan ako je to moguée). Koristeéi test omjera
vjerodostojnosti ispitajte statisticku znacajnost svake od kovarijata u ovom mo-
delu. Koja je kovarijata najznacajnija?

U model ukljucite interakciju izmedu kovarijata dur i educ. Objasnite kako se
u ovom modelu mijenja ocekivanje odziva ako usporedujemo zenu kojoj je od
vjencanja proslo 5-9 godina u odnosu na onu kojoj je proslo 0-4, ukoliko imaju
istu vrijednost kovarijata res i educ; ovisi li ta promjena o konkretnoj zajednickoj
vrijednosti kovarijate res i/ili educ? Koristeéi test omjera vjerodostojnosti pro-
vjerite je li potrebno u model ukljuciti ovu interakciju.



Zadatak 2 (Poissonov GAM)

U ovom zadatku primijenit ¢ete generalizrani aditivan model (GAM) za Poissonovu
razdiobu na podatke chicago iz paketa gamair. Jedna od poruka je da GAM-ovima
mozemo neparametarski modelirati trendove i sezonalnost u vremenskim nizovima.

Podaci sadrze informacije o dnevnom broju umrlih osoba u gradu Chicagu (death)
(odziv), a potencijalne kovarijate su: razine ozona (o3median), sumporovog dioksida
(so2median) i odredenih Stetnih Cestica (pmiOmedian) u zraku, te prosje¢na dnevna
temperatura (tmpd) i dan (time); dan 0 je 31. prosinca 1993. U GAM-ovima u nastavku
zadatka vezu izmedu odziva i svake od kovarijate modelirajte koristec¢i smoothing spline;
ako broj stupnjeva slobode nije eksplicitno zadan, koristite zadanu (default) vrijednost
(to je 4). Prije svega:

e Temperatura je zadana u stupnjevima Fahrenheita — pretvorite ih u stupnjeve

Celzijeve.

e Izbacite stupac koji odgovara kovarijati pm25median.

e Izbacite sve retke koji sadrze barem jednu NA vrijednost.

(a)

(b)

Nacrtajte podatke o broju dnevnih smrti u ovisnosti o vremenu. Trebali biste
primijetiti 4 uzastopna dana s neobicno visokim brojem smrti. Kojim datumima
odgovaraju te vrijednosti (koristite funkciju as.Date)?

Prilagodite GAM za Poissonovu razdiobu uz kanonsku funkciju veze, za odziv
death u ovisnosti o svim dostupnim kovarijatama; za kovarijatu time, ovdje i u
nastavku, koristite 150 kao broj stupnjeva slobode.

(b1) Precizno napisite koji ste model zapravo pretpostavili.

(b2) Nacrtajte procijenjene funkcije za svaku kovarijatu (tzv. parcijalne funkcije).
Interpretirajte grafove (npr. kako svaka od kovarijata utjece na odziv, jesu
li veze priblizno linearne, koja se ¢ini da ima veéi/manji utjecaj na odziv,
Sto znadi kada je funkcija pozitivna/negativna itd.).

(b3) Nacrtajte vrijednosti dnevnih smrti dobivene iz modela u ovisnosti o kovari-
jati time zajedno sa stvarnim podacima. Koliko dobro ovaj model predvida
4 "outliera”?

(b4) Koliko je ukupan broj stupnjeva slobode?

Sada ¢ete umjesto kovarijate o dnevnoj temperaturi te kovarijata koje opisuju
koli¢inu plinova/¢estica u zraku u jednom danu, koristiti prosjek vrijednosti tre-
nutnog i 3 prethodna dana. Zasto to ima smisla? Ponovite korake (b2)-(b4) s
transformiranim kovarijatama i komentirajte rezultate. Sto se promijenilo? Jesu
li "outlieri” jos uvijek tu?
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Slika 1: Predikcije dnevnih smrti (crveno) iz modela u Zadatku 1(d) u ovisnosti o
vremenu zajedno sa stvarnim podacima.

(d) *(dodatni zadatak) Sada u model dodajemo interakcije, tj. utjecaj (transfor-
miranih) kovarijata tmpd i o3median modelirat ¢emo zajedno umjesto zasebno.
Ponovite korake te odgovorite na pitanja kao u (b2)-(b4) dijelu zadatka. Cini li
se efekt ove interakcije znacajan? Je li dodavanje ove interakcije znacajno utje-
calo na predvidanje nasih ”outliera”?ﬁ (Napomena: Ukoliko Cete rjesavati ovaj
dio zadatka, trebat ¢ete koristiti paket mgcv te malo prouciti kako se on koristi.
Ovdje nije potrebno fiksno zadati broj stupnjeva slobode veé¢ algoritam to radi
sam; mozete za kovarijatu time zadati gornju ogradu od npr. 200).

4Opéenito, znamo da koliko se dobro koja metoda prilagodava podacima nije dobar indikator koliko
je ta metoda zaista dobra. Ipak, za modele koji koriste podjednak broj stupnjeva slobode, smisleno
je izabarati onu koje sa najbolje prilagodava podacima.



