Elementarna matematika 2

predavanja

Sveudiliste u Zagrebu, PMF-MO



Analiticka geometrija



Ravnina u E3

o Uz 3= [ToT1] = (3 — x0,¥1 — Y0, 21 — 20), tj. Ta(x1,y1,21) i
b= [To ;2] = (X2 — X0,Y2 — Yo,22 — Zo), tj. T2(X2,y2722), jednadiba
ravnine kroz tri tocke:

X=X Y—Yo Z—2
X1—X Y1—Y z1—2|=0. (1)
X=X Y2—Yo 22— 2

e |zralunavanjem determinante dobivamo izraz oblika
Ax+By+Cz+D =0, (%)

za neke A, B, C, D € R. Obratno, pokaZimo da je skup svih
(x,y,z) € E3 za koje vrijedi () jedna ravnina, &im je barem jedan
od koeficijenata A, B, C # 0.



Ravnina u E3

Teorem 3
Neka su A, B, C, D € R takvi da je A% + B> + C? # 0. Skup svih totaka (x,y,z) € E3

takvih da vrijedi Ax + By + Cz + D = 0 je ravnina u E3. Ovakav zapis zovemo opci
oblik jednadZbe ravnine.

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti, uzmimo A # 0 (analogno za B # 0 ili C # 0).

Neka je S C E3 skup svih totaka prostora za koje vrijedi uvjet, tj.
S={(x,y,z) € E3: Ax+ By + Cz+ D =0}.

-B-C-D
To (7,17 1) €S,

Uotimo da je totka

A

. B-C-D
_-B-¢-D -1, zm=1
X0 A ) Yo 0
Stavimo
= (A, B, C)

i dopunimo {7} do ortogonalne baze od V3:

{#,3,b}.

PokaZimo da je S = (T, a, E), tj. da je S ravnina koja prolazi totkom Ty, razapeta

vektorima 3'i b.



Ravnina u E3

Neka je T(x,y,z) € S. Tvrdimo da je
T € n(To, 3 b).
Budu¢i da
TeS=— Ax+By+Cz+D=0

ToeS=—= Axo+Byw+ Czx+ D=0,
oduzimanjem dobivamo

A(x — x0) + B(y — yo) + C(z — z0) =0,

A [To T ]=0.
PrikaZimo [Tg 7] u bazi {A, 3, 5} Postoje v, o, 5 € R takvi da je
[To7] = v+ ad + Bb.

odnosno

Tada
0=[ToT] -A=~i A+ad-i+pBh- 7
Kako je {f, 3, b} ortogonalna baza, vrijedi
F-i=0, b-iA=0.
Zato je
0 = |l



Ravnina u E3

Buduéi da je @ # 0, slijedi da je v = 0. Dakle,
[To7]= s+ Ab,

pa je
T € n(To, 3, b).

Neka je T € n(To, 4, b), T = (x,y,2). Tvrdimodaje T € S.

Tada za neke o, 8 € R vrijedi

[ToT] = ad+ 85
Stoga
[ToT] A=ad i+Bb A=0+0=0
Dakle,

A(x — x0) + B(y — yo) + C(z — z) = 0.
Odavde slijedi
Ax+ By + Cz+ D = Axy + Byg + Czo + D = 0,
jer je To € S. Prema tome,
T(x,y,z) €S.

Zaklju&ujemo:
S =n(To, 3, b).



Ravnina u E3

Uocimo, ako ravnina 7 ima jednadzbu 7w : Ax+ By + Cz+ D = 0, onda iz
dokaza vidimo da vrijedi

Tl,T2€7T < [lez]J_ﬁ,

Za

= (A, B, C).

Vektor A zovemo vektor normale ravnine 7.
Takoder, za T(x,y, z) € 7 vrijedi

fr-i+D=Ax+By+ Cz+ D =0. (*)
Nadalje, ako vrijedi Ax + By + Cz+ D = 0, onda za svaki A € R\ {0}

(AM)x + (AB)y + (AC)z + AD = 0.
Dakle, opéi oblik jednadZbe ravnine nije jedinstven.
Uo&imo, vektori normale (A, B, C) i (AA,AB, AC) su kolinearni.

Cesto odabiremo jedini¢ni vektor normale.



Udaljenost tocke od ravnine u E3

Definicija
Udaljenost tocke T od ravnine w definira se kao

d(T,r) :)Lr%fﬂd(T,X).
Teorem 4
Neka je ravnina w zadana s

Ax+ By + Cz+ D =0,

te neka je tocka
To(x0, y0, 20) € E>.

Tada je

_ ‘AXO + Byy + Czo + D]

Wom) = s &



daljenost tocke od ravnine u E3

Dokaz.
Neka je T
= (AB,C)

vektor normale od 7 i neka je T sjeciSte ravnine 7 R
i pravca kroz Ty paralelnog sa A. Tn
Tada je ‘

—_— -3

[TrTo] L[T<X] zasve X €, =

s X T7r

pa je trokut ATy TrX pravokutan.

Stoga vrijedi

[ToTx| < [ToX],
pri €emu se jednakost postize ako i samo ako je X = T.
Dakle,
d(To,m) = d(To, Tx) = |[T= Tol| = |- M| = |af,
pri &emu je

= A B C
n = b b
’ <\/A2+B2+C2 VAT BT C2 \/A2+82+c2>
normirani vektor normale.



daljenost tocke od ravnine u E3

Odredimo a. Neka je
Tr = (Xx, Y, Zr) € .
Tada
[Tr Tol = (X0 — Xy Y0 — Y, 20— Zx) = - .
Buduéi da je fp jedini¢an,

T = o =
[TWT0]~no:om0‘n0:a7.

Dakle,
Oé:—TﬂB-ﬁ‘o—‘rTo - 1.

Buduéi da je
. AX7r + By7r + Cz7r D
T-0 - -nm = = —

A2 L B2 1 C2 A2+B2+C27

0.7 Axop + Byo + Czo
ToO -fp= 22 T =2

jerje Tr €, te

np = )
VA2 + B2 4 (2
dobivamo
O/——(— D )+AXO+B_VO+CZO _AX0+By0+CZo+D
' VA2F B2+ C2' AL B2fC? VA2L B2+ C2
Stoga

|Axg + Byo + Czo + D|

d(To,m) = lo| = A2y B2yC2 8




daljenost tocke od ravnine u E3

Uocimo, predznak od «a ovisi o tome jesu li T Tg i np iste orijentacije.

Udaljenost ishodista od ravnine 7 je
|D]
VA2 + B? + C?

Predznak od D je > 0 ako vektor normale pokazuje prema ishodidtu, a < 0 ako
pokazuje u suprotnom smjeru.

Podijelimo op¢i oblik jednadZbe ravnine sa

—sign(D)V/ A2 + B2 + C2, sign(D) € {#£1}.

Tada dobivamo

A B
— 5=
sign(D)VA2 4+ B2 + C2 sign(D)V A2 + B2 + C2y
C D 0
— 2= =
sign(D)VA2 4+ B2 + C2 sign(D)V A% + B2 + C?

Pisemo
cosa-x—+cosfB-y+cosy-z—4d=0,

§to zovemo Hesseov ili normalni oblik jednadZbe ravnine.



Udaljenost tocke od ravnine u E3

Uocimo:
i = (cos o, cos 3, cosy)

je jedini€ni vektor normale, a «, 3,7 su kutovi koje i’ zatvara redom s

- - —

i).j? k'

Takoder,
6>0

je udaljenost ravnine od ishodista.

Kako definirati (i izratunati) kut medu ravninama?
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Kut izmedu dviju ravnina

>\ Definicija
T Neka su dane ravnine w1 i m Ciji je
m p presjek pravac p.
Neka je A € p proizvoljna to¢ka, te m
pL ; - -
y P~ ravnina okomita na pravac p koja
— p p koj

,% prolazi kroz A.

5 N X q
&,><\ i
p1:=m N, p2 i=mo M.

p2

)< Kut medu ravninama w1 i w definira

se kao manji od kutova koje zatvaraju

pravci p1 i p2.

\

Oznaka:
(1, m2).

Ako se ravnine ne sijeku, kaZemo da su

paralelne.
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Kut izmedu dviju ravnina

Napomena. Neka su p, p1 i p2 jedini¢ni vektori u smjeru pravaca p, p1 i p2 redom, a
Ay i > jediniéni vektori normale za 1 i 7.
Tada je

cos p = [cos £(p1, p2)| = |p1 - P2l -
Buduéi da {p1, A1, p} i {p2, M2, P} &ne ortonormiranu bazu,

p1 = £ (p x 1), p2 = £ (p x ),
slijedi
[P - P2 = |(Px fir) - (B x )]
MozZe se pokazati (preko determinanti matrica) da vrijedi
(3xb)-(exd)=(5-8)(b-d)— (5-d)(b- ).
Zato je
[(px m) - (pxm)|=|(pp)(M M) —(F )AL p)l.

Kako je pL A1, pLmi|p] =1, slijedi

cos p = |y - fiz| = |cos £(71, )] .

Dakle, kut koji zatvaraju ravnine jednak je manjem od kutova koje zatvaraju vektori
njihovih normala.
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Kut izmedu dviju ravnina

Propozicija 5
Ako su

7r1:Alx+Bly+Clz+D1:07 T2 - A2X+Bzy+C2Z+D2:0,

onda je
|A1A> + B1By + G G
cos A(m1,m) = .
VA + B+ C\/AB+B+C
Dokaz.
Jedini&ni vektori normale su
o AuBLG) L (ABaG)

VA2 + B2+ C? VAS+ B2+ C?

Uvrstimo u formulu
cos £ (1, m2) = |cos £(, )| .
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Pravac u E3

Neka je p proizvoljan pravac, te Ty, T1 € p. Stavimo
5= ToTh.

Ocito za bilo koji X € p su Ty, T1, X kolinearne, pa postoji

acR
tako da
ToX = aa.

Neka je O ishodiste koordinatnog sustava u E3. Tada je
x —rr, =ad
pa je
Xep < ix=i,+ad, aclR
§to je vektorski parametarski oblik jednadZbe pravca.

14



Pravac u E3

Ako uvedemo koordinatni zapis
TO(XO7_y07ZO)7 5: (aX7ayaaZ)7 X(X,y,Z)7

onda:
X = Xp + qay,

Xep <= y=y+aa, a€R.

Z = Zy + ag,

To su parametarske jednadZbe pravca.

Budu¢i da je rx — rr, kolinearan s &, vrijedi
(Fx — 7r,) x3=0
$to je vektorski oblik normalne jednadzbe pravca.

15



Pravac u E3

Sada je
i j k
X — Xo Y —Y zZ— 2y :6,
ax ay a;
tj.
(3:(y = y0) — ay(z — 20))7
—(a:(x = x0) — ax(z — 20))J
+(ay(x — x0) — ax(y — y0))k = 0.
Dakle:

a:(y — yo) = ay(z — ),
a:(x — x0) = ax(z — 20),
ay(x = x0) = ax(y — yo)-
Iz parametarskih jednadZbi dobivamo kanonsku ili normalnu jednadZbe pravca.

X*Xo_y7y0_2720

ax dy az

16



Pravac u E3

Neka pravac p prolazi kroz totke Ti(xi,y1,21) i Ta(x2,¥2, 22).

Pravac ima smjer

Zato u gornje formule uvrstimo

Dobivamo vektorski parametarski oblik jednadzbe pravca kroz dvije to&ke:

Xep < x=HA+a(h—HA), a € R.

Odnosno:
x =(1—a)A + anr.
Parametarske jednadZbe pravca kroz dvije tocke:
x = (1-a)x + ax,
y=(1—a)y1+ ays, a€R.

z=(1-a)z1 + azn,

Kanonske jednadZbe pravca kroz dvije tocke:
X=—X1 _yYy—»M zZz—21

X2 — X1 y2=—5n 22—
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Pravac u E3

Neka je pravac p presjek ravnina 71 i 72,
m: Aix+ Biy+ Gz+ Dy =0, m: Aex+ Bay + Goz+ Dy = 0.
Tada su opce jednadzbe pravca:
Aix+ Biy + Giz+ D; =0,
Aox + Boy + Goz+ Dy, = 0.
Sve toke koje zadovoljavaju obje jednadZbe, i samo one, pripadaju pravcu p.

Da bi presjek ravnina postojao i bio pravac, njihove normale ne smiju biti

kolinearne, tj.
A1 B: C1

A B G
ne smiju sve biti iste.

Ekvivalentno,
(A17 Bl7 Cl) i (AQ, BQ, CQ)

ne smiju biti kolinearni vektori.
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Kut izmedu pravaca u E3

Ve¢ smo definirali kut izmedu pravaca p; i po koji leZe u istoj ravnini.
No, $to ako su pravci mimosmjerni?

U tom sluéaju, naéi ¢emo njima paralelne pravce g1 i g koji se sijeku.
Definicija

Kut izmedu pravaca py i po u E3 je manji od dva suplementarna kuta
koja zatvaraju pravci qi i g, takvi da

q || p1, q || P2, gLNag # 2.
Oznaka:
£(p1, p2)-
Po definiciji vrijedi
T
K(plap2) S 5

19



Kut izmedu pravaca u E3

Propozicija 6 B
Neka jep1: Fr=n+aa, po: r=r+ (b, gdje su

&= (& &l B b = (b, by, b,).

Tada vrijedi

laxbx + ay b, + a,b,|
NCEE RN R R

cos £(p1, p2) =

Dokaz.
Ocito vrijedi

. b by + a,b, + a,b,
COSK(pl,pz):‘COSK(ib)’: |3 _‘| |3 +aybyta ‘ )
|4l |b] \/a§+a§+a§\/b§+b3+bg

O 20



Kut izmedu pravaca u E3

Uo&imo, pravci su okomiti ako vrijedi
- b=0,

tj.
axby +ayb, + a,b, = 0.

Pravci su paralelni ako postoji A € R takav da

3= \b.

Odnosno:

21



Kut izmedu pravca i ravnine

Def. Kut £(p, ) izmedu pravca p i
ravnine 7 je kut izmedu pravca p i
njegove ortogonalne projekcije (u
oznaci p;) na 7.

Jasno,
L(p,m) <

N_\ B

Ako je ortogonalna projekcija od p na
7 tocka, stavljamo

0
L(p,m) = >
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Kut izmedu pravca i ravnine

Propozicija 7
Neka je p pravac dan jednadZzbom

p...F=1+ta &= (o, B,7),
a 7 ravnina dana jednadZbom

m...Ax+ By + Cz+ D =0.

Tada za kut p = L(p, ™) vrijedi

laA + BB +~C|
\/a2+62+'y2\/A2+B2+C2.

singp =

Dokaz.
A B C
sin = cos (2 — @) = cos £(&,7) = |oA+ BB +C| 7
2 VaZ + 32 ++2/A2 1 B2 £ C2
gdje je
= (A,B,C)
vektor normale ravnine . -
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Kut izmedu pravca i ravnine

Napomena. Pravac p i ravnina 7 su paralelni ako
4(p,m) =0,

t].
aA+ B +~C =0.

Pravac p i ravnina m su okomiti ako

>
w
Al

tj. smjer pravca jednak je smjeru normale ravnine.
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