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Klasi¢éna geometrija vektora



MjeSoviti produkt

Definicija
Neka je

m:V3IxVix ViR
preslikavanje dano sa

-,

m(&, b, ¢) :=(ax b)-C.
Tada m zovemo mjedovito ili vektorsko-skalarno mnoZenje u V3.

Pisemo
m(3, b, ) = (3, b, ©).



MjeSoviti produkt

Propozicija 21

Mjesoviti produkt (3, E, €) = 0 ako i samo ako su vektori &, bic komplanarni.

Dokaz.
Neka su &, E, ¢ komplanarni.
Ako je bilo koji od njih 0, slijedi (&, 57 €) = 0. Pretpostavimo da su svi razliiti od 0.

Neka je [ai\)] = [@] = b, te 7 ravnina kroz O, A, B. Tada je & = [O—C>] za neku
to¢ku C € 7.

Slijedi da je

pa zbog ¢ € T,

Neka je

(x b)-&=0.
Tada je ili 3% b= 0, pasuadi b kolinearni, ili €= 0 ili 7 x bL €, pa je € paralelan s
ravninom koja sadrzi O, A, B.

U svakom sluéaju, vektori &, bi¢csu komplanarni. O 2



MjeSoviti produkt

Propozicija 22
Neka su dani vektori

= (O{]_,O{Z,Oé?,), B: (ﬁlaﬂ2vﬂ3)7 B= (71372773)'

Tada vrijedi:

(a)
. a1 G2 Q3
(3,b,0)= |1 B2 f3
M Y2 73

(b)



MjeSoviti produkt

Dokaz.
(a)

-,

(3,b,8) = (Fx b)-&=¢&- (3 x b)
= (Mity2i+73k) (283 —a3Bs)i+(as 1 —an Ba)j+ (a1 fo—Bacr ) k)
= (283 — azf2)y1 + (a3f1 — a163) 72 + (12 — Bacr1)y3

772 3 broi vam o a1 Q2 Q3
paran broj zamjena redaka
=l ax a3 = Br Ba Bsl-
Br B2 B3 Mmoo M3

(b) Zamjenom dva retka, determinanta mijenja predznak.

(c)
(37 Ev E) - (Ev S, 5)



MjeSoviti produkt

Propozicija 23
Volumen paralelepipeda razapetog vektorima a, b, ¢ jednak je

(& b, ).
Dokaz. . o .
’ Pretpostavimo da su @ x b i C's iste
¢ strane ravnine OAB.
52 B Neka je
s S
- f V=B-h=|3xb|-|0C|cosy
=|(&@x b)- 2.

Ako 3% b i € s razlititih strana OAB,

-,

V=—(axbh)-c.



Analiticka geometrija



o U vektorskim prostorima V!, V2 V2 izborom baze dobili smo
koordinatizaciju
e Sada Zelimo koordinatizaciju u euklidskim prostorima E* (euklidski
pravac),E? (euklidska ravnina) i E* (euklidski trodimenzionalni prostor).
e Zadamo najprije totku O u E*, E? ili E3. Svakoj totki T pravca E?,
ravnine E2 ili prostora E3 moZemo pridruZiti jedinstvenu usmjerenu duZinu
O# s poetkom u O, a krajem u T.
Definirajmo preslikavanje
ri B2 V¥0),  H(T):=[0T],
koje totki T pridruZuje vektor [O#]
Pigemo:
Fr=r(T) =0T
i kazemo da je rr radijvektor pridruZen totki T. Totku O zovemo
ishodiste.
Analogno, s r ¢emo oznatavati i preslikavanje s E*, tj. E% u V! tj. V?

e Uoc&imo, preslikavanje r je bijektivno.



o Neka su u vektorskim prostorima V!(0), V?(0), V3(0) izabrane baze.
Koordinate totke T definiramo kao koordinate radijvektora OT s obzirom
na odabrane baze.

_>
e Za T € E' i odabranu bazu {Ol} prostora V!(0), pripadni radijvektor
OT moZemo rastaviti na jedinstven nacin

ﬁ:xm, x € R.

KaZemo da je x koordinata totke T, pisemo T = (x) ili T(x).
— —
e Za T € E? i odabranu bazu {Ol, OJ} prostora V?(0), pripadni
radijvektor moZemo rastaviti na jedinstven nadin

O#:Xa—kya)l, x,y € R.

Uredeni par (x,y) € R? zovemo koordinate totke T, pisemo T = (x, y) ili
T(x,y).

Ako je baza ortonormirana, koordinate zovemo pravokutnima. Skup

{O; OI, OJ} nazivamo pravokutnim ili Kartezijevim koordinatnim

sustavom u E2. Totku O nazivamo ishodistem, a pravce odredene

totkama O, I, te O, J koordinatnim pravcima, tj. osi koord. sustava. -



— — —
e Za T € E3 i odabranu bazu {Ol, OJ, OK} prostora V3(0O), pripadni
radijvektor O# moZemo rastaviti na jedinstven nacin

O#:x&—ky&/—kzﬁ, x,y,z € R.

Uredenu trojku (x, y, z) € R3 zovemo koordinate totke T, pisemo
T =(x,y,z)ili T(x,y,2z).

AkoLe}biia o_rt>onormirana, opet su koordinate pravokutne te skup
{0; Ol,0J, OK} Kartezijev koordinatni sustav u E3. Totka O je
ishodiste, pravci Ol, OJ, OK koordinatni pravci, a ravnine OlJ,
OJK, OIK koordinatne ravnine. Radijvektore Ol, OJ, OK, tj.

F=[0l, j=[0), K=[OK]

zovemo koordinatni vektori.



Definicija
Preslikavanje k : E3 — R3 dano sa

Tw— = Xi_’—i—y]‘—k 7k (x,y,2),

tj. k(T) = (x,y,z), je bijekcija i nazivamo ga koordinatizacija prostora
=
Pisemo T = (x,y, z) ili T(x,y, z).

Propozicija 1
Neka su A(xa, ya, za) i B(xs,ys,zg) tocke u E® dane svojim
koordinatama u odnosu na neki koordinatni sustav.

Tada vektor [/@] u istom sustavu ima koordinate

[/ﬁ] = (XB — XA, YB — YA, ZB — ZA)~



Dokaz.

Fa = xai + yai + zak = [OA],
s = xgi + ny—i— zgk = [O?]
[AB] = [A) + [0B]
= —[OA] + [0B]
= _XAF_ )/AJ?_ ZA/?-&- X37+ YBJ?-F ZB/:
= (xg — xa)i + (v8 — ya)j + (28 — za)k

= (XB — XA, YB — YA, ZB — ZA)'

Analogno bi se dokazala tvrdnja za totke u E2.

10



Propozicija 2
Za A(xa, ya, za) i B(xs,ys,28) € E3 vrijedi

d(A,B) = \/(x8 — xa)? + (v8 — ya)® + (28 — za)2.

Dokaz.

d(A, B) = [AB| = |[AB]| "2 ' /(xs — xa)? + (v& — ya)? + (25 — 2a)2.
O

Analogno bi se dokazala tvrdnja za koordinate totke u E2.

11



Pravac u E?

U iducoj cjelini promatramo euklidsku ravninu E? s Kartezijevim koordinatnim
sustavom {O; Ol, OJ}.

Neka su zadani totka Ty € E? i vektor §€ V2, §# 0. Tada postoji jedinstveni pravac

p kroz to¢ku Ty paralelan vektoru § (Euklidov 5. aksiom). KaZemo da je vektor §

vektor smjera pravca p.

Neka su koordinate to¢ke Ty, vektora s'i po volji odabrane to¢ke T pravca p redom
To = (x0,)0), §=ai+ bf: T = (x,y).

Kako je vektor [Ty 7] kolinearan s vektorom s, postoji (jedinstveni) skalar A € R takav

da je
[ToT] = As.
Odavde je N
[07] - [0T6] = A3,
tj.

[OT] = [OT¢] + 2.

Cesto pisemo
F= 1+ AS, A ER, (1)
—
pri ¢emu je = [ﬁ]7 R = [OTo].

12



Pravac u E?

e Uocimo, pridruzivanje to¢aka T pravca p i brojeva A € R je bijekcija.
e JednadZbu (1) nazivamo parametarskim vektorskim oblikom jednadZbe
pravca p.

e Raspisujudi jednadzbu (1) po koordinatama, dobivamo
X = X0+ Aa
(2)
Y = Yo+ Ab, AER,
tzv. parametarski koordinatni oblik jednadZbe pravca p.

e Ako je a # 0, tada iz prve jednadZbe iz (2) slijedi

1
A= —(x—
a(X X0)7
$to uvrsteno u drugu jednadZzbu daje
b
y =y = (x =) 3)
Prethodnu jednadZzbu moZemo pisati i u obliku
X — X0 Y —Y
= 4
- -, (4)

§to nazivamo kanonskim oblikom jednadZbe pravca p. 13



Pravac u E?

Koeficijent g iz jednadzbe (3) ima i geometrijsko zna&enje: jednak je
tangensu kuta $to ga pravac p odreduje s pozitivnim dijelom x-osi,

b
tg oo = —.
a

Uocimo: omjer koordinata iz razli¢itih koordinatnih prikaza isti je za
razli¢ite vektore smjera s pravca p (sli¢nost trokuta).
Broj g nazivamo koeficijent smjera (nagib) pravca p, oznaka k.
Sada imamo jednadZbu pravca zadanog koeficijentom smjera k i
to¢kom (xo, ¥o)

Y — Yo = k(x — xo). (5)
Uo&imo, ako je a = 0, koeficijent smjera k nije definiran. Tada je
§= (0, b), tj. pravac je paralelan s y-osi, a njegova jednadzba glasi

X = Xp-
Ako je b =0, tada je @ = 0, a koeficijent smjera k = 0. Takav je

pravac paralelan s x-osi, a njegova jednadzba glasi

14
Y =Y.



Pravac u E?

e Pravac moZemo zadati i dvjema totkama Ti(x1,y1), Ta(x2,y2). Ako
za vektor smjera uzmemo vektor

—
[TiT2] = (2 — x1, y2 — 1),

dobivamo sljedeée jednadzbe pravca:
parametarski vektorski oblik

[07] = [OT1] + A([OT3] - [OT1]),  A€R,

odnosno
F=n+Xmn-—n), A €ER;

te parametarski koordinatni oblik

x=x1+ Ax2 —x1)

y=y1+Ay2— ), A eR.

15



Pravac u E?

e Ako je x; # xp, tada je koeficijent smjera pravca jednak

= 02" )/17
X2 — X1
te je opet neovisan o izboru totaka (sli¢nost trokuta).

e Sada je

Yo—n
Yy—-n-=
X2 — X1

(x — x1)
jednadzba pravca odredenog totkama T, T».

e Posebno, ako pravac presjeca x-os, tj. y-os u totkama M = (m,0),
tj. N =(0,n), m,n# 0, tada dobivamo segmentni oblik jednadzbe
pravca (takav pravac ne prolazi ishodistem)

X4 Yo
m n

Brojevi m, n nazivaju se odsjecci (odresci, segmenti) na osima x i y.

16



Pravac u E?

e Ako pravac presijeca y-os u totki L = (0, /) i ima koeficijent smjera k,
tada (5) prelazi u
y =kx+1 (6)
§to se naziva eksplicitnim oblikom jednadZbe pravca. Broj / zove se
odsjetak (odrezak) na osi y.
e Pravcu umjesto vektora smjera mozemo zadati i vektor normale
= (A, B) koji je okomit na vektor smjera.
Neka je To = (xo, ¥0) zadana to&ka pravca, T = (x,y) po volji odabrana
tocka pravca. Tada je [ToT] = (x — xo, ¥ — yo)L f te je njihov skalarni
produkt jednak 0. Slijedi:
A(x —x0) + B(y — y0) = 0.
Iz prethodnog mo¥emo uotiti da se jednadzba pravca u E? mo¥e napisati
u obliku
Ax+ By + C =0, )
gdje je C = —(Axo + Byo). Jednadzbu (2.7) nazivamo implicitnim ili
opc¢im oblikom jednadZbe pravca. Za razliku od eksplicitne jednadzbe
pravca (6) njome su obuhvaceni i pravci paralelni s y-osi. 17



daljenosti u E2

Propozicija 3
Udaljenost to¢ke Ty = (xo, yo) od pravca p zadanog jednadZbom Ax + By + C =0

iznosi A 5 i
X0 + Byo +
d(To,p) = ———-——. 8
(To.p) o ©)
Dokaz.

Neka je N noZiste okomice iz to¢ke Ty na pravac p te neka je @ = (A, B) vektor

normale pravca p. Uo&imo, za svaku to&ku T na pravcu p vrijedi
[OT]- 7= —C.
Takoder,
[OTo] - 7 = (x0,%0) - (A, B) = Axo + Byo.
Vrijedi
— —
[(lo] ~ [0TaD) - A]

|

[

d(To, p) = d(To, N) = [ToN| = |[ToN] -

===
[[ON]- 7 —[OTo]- |  |Axo + Byo + C|
|7l VA +B?

3

18



Kut izmedu dva pravca u E?

e Neka su pravci pp, p> zadani jednadzbama
y:k1X—|—/1, y:k2X+/2. (9)
(Radijanska) mjera kuta dvaju pravaca ima vrijednost u [0, 5.

e Koeficijenti smjera pravaca py, po su tangensi kuteva 1, ¢, koje
pravci zatvaraju s pozitivnim dijelom x-osi

ki = tg ¢1, ko = tg ©».

e Oznatemo mjeru kuta izmedu pravaca p1,p2 s ¢, ¢ € [O, g] Ta je
mjera jednaka |2 — ¢1] ili mjeri suplementarnog kuta te razlike.

s

Kako je tangens kuta iz [0, 3| nenegativan broj,
ko — kq
1+ kiko

e Uo&imo, pravci su paralelni ako i samo ako je mjera kuta izmedu njih

. (10)

_

jednaka 0, a to je ako i samo ako je

ki = ko.
19



Kut izmedu dva pravca u E?

e Pravci su okomiti ako i samo ako je mjera kuta izmedu njih jednaka %

5. a
to je ako i samo ako je
kl = —l.
ko
Tada tg ¢ nije definiran, odnosno, nazivnik izraza (10) jednak je 0.

e Mogli smo kut odrediti i kao kut vektora smjera si, 5, pravaca pi, p2.
Mjera kuta dvaju pravaca jednaka je mjeri kuta $to ga zatvaraju njihovi
vektori smjera ili mjeri suplementarnog kuta, pa je

|51 - S|
cos p = HIER (11)

Naime, vektori smjera su

§1:(15k1)a 52:(171(2)

Sada je
51-5 =1+ kiko, S| = \/1+4 K2, |2] = /14 k2,
o |1+k1k2| ‘szkl‘
cosp =

S —————— sing =y/1—cos?p) = ————,
V314 k314 k2 V314 k314 k2

20



Ravnina u E3

e Neka je m proizvoljna ravnina u E3 te Ty, T1, T» nekolinearne totke
u 7. Oznadimo &= [ToT1], b = [T Ta). Oito, za bilo koju totku
T € m, vektori [ﬁ] Fibsu komplanarni, pa postoje o, f € R
takvi da vrijedi

[ToT] = ad+ Bb.
Neka je O ishodiste koordinatnog sustava u E3. Tada:
[ToT] = Fr — P, = a5+ b,
tj.
Ten < rr=rr,+ad+ pb, za neke o, f € R.
e Dakle, postoji jedinstvena ravnina u E3 koja prolazi to¢kom Ty i
paralelna je s dva nekolinearna vektora 3, b € V3.
KaZemo da je ravnina odredena ili razapeta vektorima &, b i to¢kom
To. Ovaj oblik jednadZbe ravnine zovemo zovemo parametarski
vektorski oblik jednadZbe ravnine 7.
e Uotimo: za svaku to¢ku ravnine skalari A, i € R jedinstveno su

odredeni. et



Ravnina u E3

e Ako su tocke T, Ty i vektori &, b dani pravokutnim koordinatama
To=(x0,%0,2), T=(xy,2), &=(a,a, ), b= (b,b,bs),
ista jednadZba zapisana koordinatno glasi

X = xp + Aay + pbi,
Y = Yo+ Aay + uby, (12)
z = zg + Aas + ubs, A peR.

To je parametarsk| koordinatni oblik jednadzbe ravnine.
e Vektori [To ], 3, b su komplanarni ako i samo ako je njihov mjeSoviti

produkt ([To7], 3, b) jednak 0, tj. akko
X=X Y—Y Z—2
al an as =0 (13)
by by b3

pa dobivamo jednadZbu ravnine odredene to¢kom Tq i dvama

nekolinearnim vektorima 3, b.
22



Ravnina u E3

L UZ 5: TOTI] - (Xl — X0, Y1 — Y0,241 — ZO), t_J Tl(XI»YI721) I
b=[To j2] = (% — x0,¥2 — Y0, 22 — 20), tj. T2(x2,y2,22), jednadzba

X=X Y—Yo Z—2
X2 —Xo Y2o—Yo z2—2|=0, (14)
X3—Xo Y3—Yo 23— 2

jednadzbu ravnine kroz tri tocke.

23
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