1.

VEKTORSKI PROSTORI
1. kolokvij - 25. studenog 2019.

(i) (2 boda) Definirajte pojam regularnog operatora A € L(V) i dokazite da je A
regularan ako i samo ako je surjektivan.

(ii) (4 boda) Definirajte pojam minimalnog polinoma zi 4 linearnog operatora A i pokazite
da je jedinstveno odreden s time da je normiran i najmanjeg pozitivnog stupnja
izmedu polinoma koji se poniStavaju na A. Dokazite da je stupnja manjeg ili jed-
nakog dimenziji prostora.

(iii) (4 boda) Iskazite teorem o nilpotentnim operatorima u opéem slucaju. Navedite
formulu za broj k—dimenzionalnih invarijantnih potprostora koji se javljaju u tom
teoremu. NapiSite matri¢ni zapis nilpotentnog operatora. Tvrdnje nije potrebno
dokazivati.

. (5 bodova) Operator B € L(C*) zadan je u kanonskoj bazi matriénim zapisom

1 1 -2 0
1 -1 2 0
B= 5 2 0 0
0 O 0 2

Odredite pp(X). Ako ne koristite algoritam sa vjezbi, obrazlozite kako ste dosli do
zakljucka.

. (5 bodova) Zadani su vektori @ = (1,1,—1,1), b = (0,1,2,2), ¢ = (0,2,1,3) u R?*, te

njihova linearna ljuska W = [{a,b,c}] < R*. Zapisite W kao skup rjeSenja sustava
linearnih homogenih jednadzbi.

. (5 bodova) Neka je operator A € L(C®) takav da mu se Jordanova forma sastoji od

jednog elementarnog 3—bloka za svojstvenu vrijednost —7, dva elementarna 2—bloka za
svojstvenu vrijednost 3 te jednog 1—bloka za svojstvenu vrijednost 3. Odredite pa()),
tr(A + 7I), det(A% — 41), te pea—snz(A).

. (5 bodova) Operator A € L(C*) zadan je u kanonskoj bazi matri¢nim zapisom

0 1 1 0
-1 2 0 1
4= -1 0 -2 1
0 -1 -1 0

Dokazite da je A nilpotentan operator, odredite Jordanovu formu od A i neku Jordanovu
bazu za A.

. (5 bodova) Neka je N € L(C'8) nilpotentan operator indeksa 12 i ranga 16. Odredite

Jordanovu formu od N?3(nije potrebno crtati matricu). Nadalje, ako je (€) = (eq, ..., €18)
Jordanova baza za N, odredite i neku Jordanovu bazu za N3. (Pomoé¢: TraZena je baza
odgovarajuéa permutacija baze (e).)

REZULTATI I TERMINI UVIDA CE BITI OGLASENI NA WEB STRANICI KOLEGIJA.
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(i) (2 boda) Definirajte pojam regularnog operatora A € L(V) i dokazite da je A
regularan ako i samo ako je surjektivan.

(ii) (4 boda) Definirajte pojam minimalnog polinoma zi 4 linearnog operatora A i pokazite
da je jedinstveno odreden s time da je normiran i najmanjeg pozitivnog stupnja
izmedu polinoma koji se poniStavaju na A. Dokazite da je stupnja manjeg ili jed-
nakog dimenziji prostora.

(iii) (4 boda) Iskazite teorem o nilpotentnim operatorima u opéem slucaju. Navedite
formulu za broj k—dimenzionalnih invarijantnih potprostora koji se javljaju u tom
teoremu. NapiSite matri¢ni zapis nilpotentnog operatora. Tvrdnje nije potrebno
dokazivati.

. (5 bodova) Operator B € L(C*) zadan je u kanonskoj bazi matriénim zapisom

0 3 20
2 -1 10
B= -1 1 10
0 0 01

Odredite pp(X). Ako ne koristite algoritam sa vjezbi, obrazlozite kako ste dosli do
zakljucka.

. (5 bodova) Zadani su vektori a = (1,2,1,0), b = (0,3,2,—1), ¢ = (1,—1,—1,1) u R*,

te njihova linearna ljuska W = [{a,b,c}] < R*. Zapisite W kao skup rjesenja sustava
linearnih homogenih jednadzbi.

. (5 bodova) Neka je operator A € L(C?) takav da mu se Jordanova forma sastoji od

dva elementarna 2—bloka za svojstvenu vrijednost 5, jednog elementarnog 4—bloka za
svojstvenu vrijednost —4 te jednog 1—bloka za svojstvenu vrijednost —4. Odredite k4 ()),
tr(A 4 71), det(A? + 1), te pa—sp2(N).

. (5 bodova) Operator A € L(C*) zadan je u kanonskoj bazi matri¢nim zapisom

0 -2 -2 0
2 -4 0 =2
4= 2 0 4 =2
0 2 2 0

Dokazite da je A nilpotentan operator, odredite Jordanovu formu od A i neku Jordanovu
bazu za A.

. (5 bodova) Neka je N € L(C') nilpotentan operator indeksa 9 i ranga 13. Odredite

Jordanovu formu od N?3(nije potrebno crtati matricu). Nadalje, ako je (€) = (eq, ..., €15)
Jordanova baza za N, odredite i neku Jordanovu bazu za N3. (Pomoé¢: TraZzena je baza
odgovarajuéa permutacija baze (e).)

REZULTATI I TERMINI UVIDA CE BITI OGLASENI NA WEB STRANICI KOLEGIJA.



