3 Teorem o reziduumima i primjene

3.1 Reziduumi

Definicija. Neka je funkcija f holomorfna na probusenom krugu K*(zg,r) i neka je

o0

Z an(z — 29)"

n=—oo

njen Laurentov red oko tocke z,. Koeficijent a_; uz —— tog reda zove se reziduum
0 z—20
funkcije f u tocki zy i oznacava se s res(f, zo).

Po formuli za koeficijente Laurentovog reda imamo

res(f, zo) = = f(z)dz,

2mi Jp,
gdje je I'y bilo koja po dijelovima glatka pozitivno orijentirana kontura unutar K(zg,r)
koja obuhvaca singularitet zy. Dakle, vrijedi

f(2)dz = 2mires(f, z),
o

pa se racunanje integrala moze svesti na rac¢unanje reziduuma. Ako je zy uklonjivi singu-
laritet, onda je res(f, zo) = 0. Ako je zy pol funkcije f, onda postoji i jednostavniji nac¢in
racunanja reziduuma (od razvijanja funkcije u Laurentov red).

I. Ako je zy pol prvog reda za funkciju f, onda je za z € K*(zo,7)

a— a_
f(z) = L fagtai(z—20) +Fas(z—2)+ ... = !

Z— 20 Z— 20

+¢(2)

i funkcija ¢ je holomorfna na K*(zy,7) i u 2o ima uklonjivi singularitet,

Sada iz

uzimanjem limesa kad z — 2y dobivamo

a_y = 1i_>rn (z — 20)f(2).

Ako je funkcija f oblika f(z) = Z%v gdje su g i h holomorfne, g(zy) # 0, h(z) =0

i 29 je nultocka prvog reda funkcije h, onda je zy pol prvog reda funkcije f i vrijedi

. o) _ o 96) _ g)
ao = B0 e =20y = B ieshe = ()
Z—20



Primjer 1. Funkcija f(2) = ;_22 ima u tocki zg = 2 pol prvog reda i vrijedi

res(f,2) =
gdje je g(z) =22 i h(z) =z — 2.

IT. Opéenitije, ako je zy pol n-tog reda funkcije f, onda je za z € K*(2g,r)

. a_n a_q
f(z>_—(z—zo)” +...+Z_z0

+ap+ai(z—2)+...
pa je
(z—20)"f(2) =a_pn+...+a_1(z—20)" " +aolz — 20)" +...

sto je dakle Taylorov red za funkciju (z — 29)" f(z). Reziduum a_; je koeficijent u
tom redu, pa ga mozemo izracunati pomocu derivacija. Funkcija g definirana s

9(2) = (2 — 20)"f(2)

holomorfna je na K*(zp,7) i u zy ima uklonjiv singularitet, pa imamo formulu

sin z

Primjer 2. Razvijmo u Laurentov red oko tocke 7 funkciju f(z) = oy Imamo

_osinz sin((z-m4w)  —sinz-m) -1 &, (-

O =~ Gorp G-y _(2—7?)3;( V' G
dakle . : Jon2
R

Funkcija f u tocki 7w ima dakle pol drugog reda. Sada imamo
1 . d 5 sinz . d (sinz
ves(f,m) = (2-1)! ll_l?}r@ ((z - ) (z — 7r)3) B ll—%lr% (z — 7r>

(z —m)cosz —sinz
2

f— 1.
2 (z —m)

pa je po L’Hospitalovom pravilu

—(z —m)sinz + cosz — cos z

1
res(f,ﬁ):;iilgr =) :——liilgrsinz:O.

Uoc¢imo da smo reziduum mogli procitati i direktno iz gornjeg Laurentovog reda.

Napomena. U predzadnjem koraku koristili smo L’Hospitalovo pravilo koje glasi:

Ako su funkcije f i g holomorfne u tocki a € C i vrijedi f(a) = g(a) = 0, onda je

I T
) g

Dokazite L’Hospitalovo pravilo.



Zadatak 3.1.1. Izracunajte reziduume funkcija u njihovim singularitetima:

() f(2) = 5
0) f() = o
(©) f(2) = 1—

3.2 Teorem o reziduumima

Teorem. Neka je 2 C C otvoren skup i neka je f funkcija koja je holomorfna svugdje na
Q) osim u tockama zi, ..., 2, u kojima ima izolirane singularitete i neka je I" jednostavno
zatvoren u €\ {z,...,2,} nulhomotopan po dijelovima gladak put koji obuhvaca te
singularitete. Tada vrijedi

/f(z) dz = 27Tizn:res(f, 2k),
r k=1

pri cemu za integral uzimamo da je po pozitivno orijentiranoj krivulji I'.

Zadatak 3.2.1. Izracunajte integrale:

(a) /F% T = S(1,1)

dz .
(b) /F(ZJFUQ(Z”D,F:S(—1+z,2)

Definicija. Za funkciju f: (2 — C kazemo da ima izoliran singularitet u tocki co ako

postoji p > 0 takav da je vijenac V (0, p,00) = {z € C| |z| > p} sadrzan u Q i funkcija f
je holomorfna na tom vijencu.

Definicija. Ako je oo izoliran singularitet funkcije f, onda reziduum funkcije f u tocki
oo definiramo formulom

1
=—— d
st o0) =~ [ gy
gdje je R > 0 radijus takav da kruznica {z € C | |z| = R} obuhvaca sve singularitete
funkcije f u kompleksnoj ravnini C.

Ako je f holomorfna na vijencu V (0, p,00), onda je na tom vijencu mozemo razviti u
Laurentov red

f(z) = Z anz", 2| > p,

n=—oo



pa zbog

1
a1 =— f(z)dz
271 |z|=R
vrijedi
res(f,00) = —a_;.
Ako je f analiticka funkcija svugdje na C osim u kona¢no mnogo tocaka 24, ..., 2, € C

u kojima ima izolirane singularitete, onda je zbroj svih reziduuma funkcije f jednak nuli,

Zres(f, zk) + res(f, 00) = 0.

k=1

Kako se ra¢una res(f,00)? Ako je f holomorfna na V (0, p, 00), onda je

FE =3 asn, J2l >,

. 1
pa je za |z < 5
a, a
f(%):...+a,222+a,1z+a0+;1—i—Z—;—i—...
i onda 1 a . "
1\ _ 1 0 1 2
;(;) +a,2+—+§+;+;+

dakle vrijedi

Slijedi

Oznacimo

U posebnom sluéaju kad f; ima uklonjiv singularitet u 0 (tada kazemo da je f; analiticka
u 0), mozemo res( f, 00) izracunati jednostavnije. Tada mozemo prosiriti domenu funkcije
f1 tako da bude definirana u 0, f1(0) :=lim,_,¢ f1(2). Imamo

fiz) =ag+a_1z+a_s2® + ...
pa je
fiz)=a_1+2a 22+ ...
iz cega slijedi
a_1 = fi(o)a

to jest

ves(f, 00) = — f1(0).



Takoder, ako oznacimo s f(oo) := f1(0), mozemo pisati

F(0) — i B AO)

z2—0

=lim - (f(2) = f(c0)) = lim w(f(w)— f(c0)),

z—0 2 wW—00
dakle,
res(f.00) = lim 2(f(o0) — f(2)).

Pri tome z — 0o oznacava |z| — oo to jest £ — 0.

Zadatak 3.2.2. Izracunajte reziduum u tocki oo za funkcije

(@) f(5) = S
(b) f(z) = zsinzi1
(c) f(z) = sinz+ T

Zadatak 3.2.3. Izracunajte integral

3
/ dz, T'=.5(0,2).
r

-1

Zadatak 3.2.4. Izracunajte integral
1 dz

210 [z (22 = 1)3(2 = 3)

Zadaca 3.2.

1. Izracunajte integrale

1 — 1"
(a) 2—/ (2 )1 dz, gdje je T' kruznica oko 0 radijusar >1in € N
™ Jp 2" —

dz
(b) /M EENE

dz
(c) /|22 z+r1)i(z2—9)(z—4)

Sve krivulje su pozitivno orijentirane.

2. Odredite reziduum u tocki oo za funkcije
1
(a) f(z) =sinzsin—  (uocite da je ova funkcija parna funkcija)
2

(b) f(z) = zcos? g

COS 2



3.3 Rouchéov teorem

Teorem. (Rouché) Neka su f i g holomorfne funkcije na otvorenom skupu 2 C C
i neka je I' C Q kontura ¢ije je unutrasnje podrucje sadrzano u 2. Ako za svaki z € I’
vrijedi |g(z)] < |f(2)], onda I" obuhvaca jednak broj nultocaka funkcija f i f + g, pri
¢emu svaku nultocku treba ubrojiti onoliko puta kolika je njena kratnost.

Zadatak 3.3.1. Nadite broj nultocaka polinoma
p(z) =28 —62° — 2% + 2

unutar kruga K(0,1).

Zadatak 3.3.2. Odredite broj rjesenja jednadzbe
2t =sinz
u podrucju {z € C| |z| < 7}.

Zadatak 3.3.3. Odredite broj nulto¢aka polinoma p(z) = 2° + 5z — 1
(a) unutar K(0,1)
(b) u vijencu V(0,1,2).

Zadatak 3.3.4. Odredite broj nultocaka polinoma p(z) = 2* — 22 + 1 u desnoj polu-
ravnini.

Zadaca 3.3.
1. Odredite broj nultocaka polinoma u zadanom podrucju.

(a) 42* —2922 425, {z € C|2< |2| <3}
b) 24 =22 —42+1, {z€eC|1<|z| <2}

2. Odredite broj rjesenja zadane jednadzbe u zadanom podrucju.

(a) 22 —cosz=0,{z€C||z| <2}
(b) e#—42"+1=0,{z€C||z| <1}

* 3. Pomoéu Rouchéovog teorema dokazite Osnovni teorem algebre:

Polinom stupnja n s koeficijentima u C ima to¢no n nultocaka u C racunajuci
njihove kratnosti.



3.4 Racunanje integrala funkcija realne varijable pomocu rezi-
duuma

Pretpostavimo da je funkcija f definirana na ¢itavoj realnoj osi te da se moze analiticki
prosiriti na otvorenu okolinu zatvaraca gornje poluravnine do funkcije z — f(z) tako da
to proSirenje ima najvise kona¢no mnogo singulariteta zi,..., 2, u gornjoj poluravnini
{z € C|Imz > 0}. Promatrajmo glavnu vrijednost integrala

/OO f(x)dx:Rli_r>n Rf(x)d:v.

-R
Odaberimo R dovoljno velik tako da polukruznica Cg obuhvati sve singularitete funkcije
f u gornjoj poluravnini. Vrijedi

n

/[_R’R] f(z)dz+ . (2)dz = QWines(f, 2k)-

k=1
Po definiciji je . .
L, f@de= [ sowrea= [ o

pri ¢emu je vy parametrizacija v(t) = ¢, t € [—R, R]. Zanima nas pod kojim uvjetima
vrijedi

lim f(z)dz=0,

R—o0 CR

jer u tom slucaju imamo jednostavno
/ f(z)dx = ZWines(f, 2k)-
- k=1

Jordanova lema. Neka je funkcija f holomorfna u gornjoj poluravnini osim mozda
u tockama zi,...,z, koje se ne nalaze na realnoj osi i neka se moze prosiriti do nepre-
kidne funkcije na zatvaracu gornje poluravnine osim u najvise konacno mnogo tocaka.
Oznacimo

M(R) := max |f(2)].

zeCRr

Tada vrijedi sljedece.

(a) Ako je R}im R-M(R) =0, onda je Rlim f(z)dz=0.
—00

— 00 CR

(b) Ako je P}im M(R) =0, onda je I%im f(z)e"**dz =0za a > 0.
—00

—00 CR

Zadatak 3.4.1. Izracunajte integral

/OO dzx
o (22+1)%



Integrali tipa ffooo f(x) cos ax du, ffooo f(x)sinazdr, a > 0. Po definiciji je

" = cosax + 1sin ax.

Definiramo
F(z) = f(z)e" .
Funkcija F' je holomorfna gdje je funkcija f holomorfna. Vrijedi

/[_Rﬂ] F(2) dz+/ F(z)dz = 2mi Z res(F, z).

Cr Im z;, >0

Ako za M(R) = max |f(z)| vrijedi I%im M (R) = 0, onda je po Jordanovoj lemi
—00

zeCpr
lim (2)e"** dz = 0,
R—o00 CR
pa je
}%gr;o ) F(z)dz = 2mi Z res(F, z).
[ R’R} Im 23, >0
Sada zbog
R ‘ R R
/ F(z)dz = / ft)e™ dt = / f(t) cosat dt + Z/ f(t)sinat dt
[_RvR] -R -R —-R
imamo

/_Z f(x) cosax dr = Re <2m' Z res(F), zk)>

Im z;,>0

/Z f(x)sinazrdr = Im <2m' Z res(F), zk)>

Im 2, >0

Zadatak 3.4.2. Izracunajte integral

*  cosz

Zadatak 3.4.3. Izracunajte integral
*® xrsinx
dz.
/0 241

Zaobilazenje singulariteta na realnoj osi. Ako funkcija f ima konac¢no mnogo sin-

gulariteta na realnoj osi i oni su polovi prvog reda, mozemo ih zaobi¢i. Uzimamo konturu
I" koja se sastoji od polukruznice Cg, dijelova realne osi unutar intervala [—R, R] i polu-
kruznica v, .. koje zaobilaze singularitete na realnoj osi.

Ako je zp € R pol prvog reda funkcije f, onda je

f(z) = za—lzo +agt+a(z—2)+...= za—lzo + ¢(2)




i funkcija ¢ je holomorfna u zy. Dakle,

/ f(z)dz = a_l/ dz + o(z)dz.
YTr,zg Yrzg Z T R0 Vrozo

»20

/ dz
Yr

»Z20

dz 0 rjett _
= —dt = —im,
rzg 2 20 . ore

jer je 7, ., negativno orijentirana, uz parametrizaciju t — re' + zy, za t u segmentu [0, 7,

Vrijedi

¢(2) dz

Tr,zg

< max [¢(z)] -

= max |¢(z)|-mr — 0 kad r — 0.
ZE'YT,ZO

ZG’}/T,ZO

Uz to,

od 7 prema 0. Slijedi da je tada

lim (2)dz = —a_yim = —imres(f, 2o).
r—0
Vr,zg
Ako je
lim f(z)dz =0,
R—o0 Cr
onda iz
270 Z res(f, zx) :/f(z)dz: f(z)dz+/ f(z)dz+ Z / f(z)dz,
Im z;,>0 r Cr [-R,R\U Im 2z, =0 Y Vr.2p
gdje je

U= U <Zk—7’,Zk+T>,

Im 2z, =0

imamo da je limes kad R — oo, r = 0

/_OO f(2)dz = 2mi Z res(f, zx) + i Z res(f, zx).

Im 2z, >0 Im z;,=0

Zadatak 3.4.4. Izracunajte sljedece integrale.

*®sinw
(a)/o " dx

*®  sinax
b ———d b
0 [ e ab>0

Zadatak 3.4.5. Izracunajte integral

*  gin?ax
———d b> 0.
/0 x2(22 + b?) Lo



Integrali oblika fooo féi) dr, 0 < a < 1, za f racionalnu funkciju bez singulariteta

u RTU{0}. Pretpostavimo dodatno da postoje R > 0, M i m > 1 tako da je

M
If(z)] < ER za sve x € R takve da je |z| > R.
€T m
Definiramo

roy - 1)

- |Z’aeia arg z’
gdje arg z uzimamo iz intervala (0, 27). To je jedna grana viseznacne funkcije z — %

Ta je funkcija holomorfna svugdje na podrucju
D={zeC|O0<argz<2r}=C\{ze€eR|z>0}

osim u kona¢no mnogo tocaka. Uoc¢imo da se F' ne moze definirati da bude neprekidna u
tockama = € Rt U {0} pozitivnog dijela realne osi i nuli.
Za put integracije I'r . uzimamo da se sastoji od ovih dijelova:

o Cg — pozitivno orijentiran luk kruznice z = Re'®, 0 < ¢ < 27, koja obuhvaéa sve
singularitete z1, ..., 2,

o ¢, — negativno orijentiran luk kruznice z = re®®, 0 < ¢ < 2w, dovoljno malog
polumjera da ne obuhvaca niti jedan singularitet

o L; —duzina paralelna s realnom osi u gornjoj poluravnini na udaljenosti 5, od tocke
manje kruznice do tocke veée kruznice

o Ly — duzina paralelna s realnom osi u donjoj poluravnini na udaljenosti 5, od tocke
vece kruznice do tocke manje kruznice

Promatrat ¢emo limes integrala po toj krivulji kad R — oo, r — 0, € — 0. Vrijedi
sljedece.

o Kad z — z € [r, R] uz Im z > 0, njegov argument arg z — 0, pa

S — |Z|a6iaargz N |Z|a'

o Kad z - = € [r, R] uz Im z < 0, njegov argument arg z — 27, pa

S0 — ‘Z|aeiaargz N ’Z’aeio&w'

Kada pustimo ¢ — 0, dobivamo dakle
R T
/ Mdl’+/ F(z)dz+ #dw+/ F(z)dz:QWineS(F,zk).
, l-a CR R :L»Oée QT e zkED

Ovdje nismo mogli odmah uzeti krivulju koja sadrzi segmente [r, R] realne osi jer ona ne
bi bila sadrzana u D, a D je maksimalno podrucje na kojem F moze biti definirana da
bude neprekidna. Sada imamo

Lo [

2
iRe”dt‘ < / %iRdt _ M
0

Ra Rm+a—1

10



kad R — oo. Takoder,
2 it ) 2 K

’/ F(2)dz| = ‘/ f(rg )i’r’e” dt‘ §/ —rdt=Kr' "2 — 0
Cr 0 (rezt)oc 0 T

kad r — 0, pri cemu je K neka konstanta kojom je modul funkcije f ograni¢en na nekoj

okolini tocke 0, a ona postoji jer je f holomorfna u 0. Iz toga dobivamo, kada pustimo
R — o0, r— 0,

0 0

zr€D

iz cega slijedi formula

> f(z) 271
/0 x dr = 1 _ ¢—2mia Z res(F i),

€D

za granu funkcije pod integralom F(z) = M(fef—jlrgz, arg z € (0, 2m).

Zadatak 3.4.6. Izracunajte integral

| v

TEX-irala: Martina Stoji¢ stojic@math.hr http://web.math.hr/~stojic Lipanj 2022.



