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Realizacije tzv. Erdos—Rényi slucajnog grafa — svaki par od ukupno n vrhova je spojen bridom

s vjerojatnosti p. Gore je n = 1000, a p je oblika p = £ — ¢ > 0 (priblizno) predstavlja prosjecan

broj susjeda svakog vrha. Vrijednosti za ¢ su, s lijeva na desno, 0.1, 0.5, 1, 1.1, 1°g2("), 2log(n).
Vrhovi oznaceni crvenom bojom predstavljaju najve¢u povezanu komponentu grafa. Poznati
rezultati iz teorije slucajnih grafova kazu da ¢im je ¢ > 1 s velikom vjerojatnosti graf sadrzi
jednu divovsku komponentu reda veli¢ine p.n, za p. € (0,1), a ¢im je ¢ > log(n) da je graf
s velikom vjerojatnosti povezan, sto je u skladu s gornjim simulacijama. Podruéje slucajnih
grafova je trenutno jedno od najvaznijih i najzanimljivijih podrucja teorije vjerojatnosti. Slika

preuzeta iz [Cur24].
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Predgovor

Ove biljeske su napisane kao nadopuna (a ne zamjena) predavanjima — tako da neke stvari mogu
ostaviti studentima da sami pogledaju te da studenti mogu pogledati nesto sto na predavanjima
nisu stigli napisati (ili nisu uspjeli procitati). Stvari koje se nalaze u uglatim zagradama su
nesto sto tipicno samo ispricam. Uglavnom koristim podebljani font za stvari koje definiramo,

a kurziv ili podcrtam stvari koje Zelim samo naglasiti.

Postoji veliki broj materijala (knjiga i lecture notesa) koji se mogu koristiti kao uvod u vje-
rojatnost — primjerice, klasiéne knjige su [GW14] ili [Sti03]. Ipak, daleko najbolje $to sam
(do sada) vidio je knjiga [BH19] — §to se tie teorije, tu nema neke razlike u odnosu na ostale
knjige, ali koli¢ina motivacije, intuicije, te (modernih i zanimljivih) primjera i zadataka koji se
mogu na¢i u [BH19] je nesto $to (po mom misljenju) izdvaja ovu knjigu od ostalih. Jos bi

ovdje spomenuo jako dobre materijale sa slicnog kolegija na Cambridgeu [Web].
Sve uocene greske slobodno javite na planinic@math.hr.

Posljednja izmjena napravljena je 22.9.2025.

[ZMJENE U ODNOSU NA 24./25.

 dodan je motivacijski primjer o Erdés—Rényi slu¢ajnom grafu (vidi par stranica gore);

e Primjeri 1.18 i 1.25(b) su prebaceni na vjezbe (u Poglavlje 2), a ideja o kontrukciji
vjerojatnosnog prostora za beskonac¢an niz bacanja novcica dodana je kroz Potpoglavlje
1.4.3.

e termini "neopadajuéi”/"nerastuéi” su (nadamo se) svugdje zamijenjeni s "rastuéi”/”padajuéi”.
Ukoliko budemo htjeli naglasiti strogi rast ili pad, koristit ¢emo termine ”strogo rastuéi” /”’strogo
padajuci”.

 reorganizacija Poglavlja 4 — dodano zasebno poglavlje o varijanci sume nezavisnih va-
rijabli, primjer s kontrolnim varijatama prebaCen na vjezbe, a kovarijanca/korelacija
prebacena pred kraj poglavlja.

e Primjer 3.30 je izmijenjen i pojednostavljen. Dio je prebacen na vjezbe.

e Zadaci iz Pogl. 5.3 prebaceni na vjezbe te Propozicija 5.18 odmah iskazana opcenitije
tako da je izbac¢ena napomena nakon nje.

e Poglvalja 7 i 8 su zamijenjena. Stari Primjer 8.23 se nije ispitivao — sada se ispituje te je

pomaknut ranije kao Primjer 7.10. Dodan je Primjer 8.13.


planinic@math.hr

POGLAVLJE 1

Vjerojatnost

1.1. Uvod

Primjeri nekih "vjerojatnosnih” tvrdnji:
 vjerojatnost da ¢e simetrican novéi¢ pokazati pismo je %
~ klasi¢na vjerojatnost (simetrija)
 vjerojatnost da ¢e nesimetri¢an novci¢ pokazati pismo je 0.61
~~ asimptotski pristup (zakon velikih brojeva)
e vjerojatnost da ¢e sutra u Zagrebu biti orkanska oluja je 1%

~» subjekivna vjerojatnost (statistika)
Cilj ovog kolegija je dati preciznu matematicku teoriju vjerojatnosti [koja je
e u skladu s intuicijom u jednostavnim primjerima (npr. u slu¢aju simetrije),
e daje nam odgovore i kada nemamo dobru intuiciju, te

* je vazan element u drugim disciplinama kao npr. u statistici ili optimizaciji, te dokazivanju

teorema u analizi, teoriji grafova ...']
Neki primjeri:

e Lazno pozitivni testovi
[Laboratorijski krvni test je 95% uéinkovit u otkrivanju jedne rijetke bolesti kada je ta
bolest prisutna. Test takoder ukazuje na bolest i u 0.05% slucajeva kada je osoba zdrava
(false positive). Poznato je da samo 0.001% populacije ima tu bolest. Test je pokazao
da imate bolest, kolika je vjerojatnost da je zaista imate?
Odgovor je 0.2%!? Tu se radi o pojmu uvjetne vjerojatnosti i Bayesove formule.]

e Problem rodendana
[U grupi od 23 sluc¢ajno odabranih ljudi, kolika je vjerojatnost da su barem dvoje rodeni
na isti dan u godini? ~» 50.7%. U grupi od 70 ljudi? ~~ 99.9%!]

e Zakon arkus sinusa i duga vodstva
[Dva igraca svake minute bacaju nov¢i¢ za koji ne znamo je li simetrican ili ne. Kada
padne pismo, prvi igra¢ daje drugom jednu kunu, a kada padne glava, obrnuto. Nakon
20 bacanja, prvi igrac¢ je ukupno 16 minuta bio u vodstvu. Je li to dovoljno dokaza da

bi zakljucili da je nov¢i¢ nesimetrican?

1 U zadnje vrijeme najprestiznije nagrade za doprinost matematici vrlo éesto dobivaju matematicari ¢iji je rad
direktno ili indirektno vezan uz teoriju vjerojatnosti. Primjerice, Abelovu nagradu za 2024. godinu dobio je
Michel Talagrand, izmedu ostalog za svoj rad na tzv. koncentracijskim nejednakostima, a 2022. Fieldsovu
medalju dobio je Hugo Duminil-Copin za svoj rad u teoriji perkolacija.

1



1.2. VJEROJATNOSNI PROSTOR (2, F,P) 2

Ne nuzno! Naime, ako je nové¢i¢ simetrican, vjerojatnost da ¢e jedan od igraca voditi
barem 16 trenutaka je otprilike 68.5%!]

1.2. Vjerojatnosni prostor (2, F,P)

Neformalno, (slucajni) pokus je svaka procedura ("mehanizam”) ¢iji ishod nije jednoznaéno

odreden. Na primjer, (i) bacanje nov¢ica, (ii) cijene dionica na burzi sutra ...
Vijerojatnosni prostor predstavlja matematicki model za dani pokus, a sastoji se od tri kompo-
nente:

(i) skupa svih moguéih ishoda pokusa (oznaka obi¢no )
~ elemente od 2 (tj. ishode pokusa) obi¢no oznacavamo s w te ih jo§ zovemo elemen-
tarni dogadaji, a () prostor elementarnih dogadaja.

(i) familije podskupova od €2 ¢ije elemente zovemo dogadaji (oznaka obi¢no F, pri cemu je
dakle F C P(Q)?)

(iii) vjerojatnosti koju pridruzujemo svakom dogadaju (za A € F, oznaka obi¢no P(A)).
PRIMJER 1.1. Bacanje kocke.
(i) za Q je prirodno uzeti
02=1{1,2,3,4,5,6}

(ii) primjeri dogadaja su’
o A = {pao je paran broj} = {2,4,6} C Q)
e B = {pao je broj 6} = {6} C Q

(iii) vjerojatnosti su
e P(A) = [simetrija] =
« P(B) = [simetrija] =

o= DIwW
N |

1.2.1. Dogadaji. Kazemo da se dogadaj A € F dogodio ako se dogodio ishod w € () takav
da je w € A. Takoder, za A, B € F:

e A°=Q\ A predstavlja dogadaj ”A se nije dogodio”;

e AU B predstavlja dogadaj "dogodio se A ili B”;

AN B predstavlja dogadaj "dogodili susei Ai B”;

e A\ B predstavlja dogadaj "dogodio se A, ali ne i B”;

« AC B (tj. w € Apovlati w € B) interpretiramo kao ”ako se dogodio A, dogodio se i B”;

« ANB =0 [tj. Ai B su disjunktni| interpetiramo kao "ne mogu se istovremeno dogoditi

iAiB”;
2 nazivamo 7siguran dogadaj”, a ) "nemogué¢ dogadaj”.

2P(9) je oznaka za partitivni skup od €, tj. skup svih podskupova skupa €.
3 Dogadaje ¢esto opisujemo rije¢ima.
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[Bitno je naviknuti se na ovu vezu izmedu dogadaj i skupova/skupovnih operacija.]

NAPOMENA. Iz tehnickih razloga, neée uvijek moéi vrijediti F = P(Q2) [tj. da su svi A C
dogadaji]. Ipak, uvijek éemo traziti da F C P(Q) zadovoljava svojstva tzv. o-algebre. O

DEFINICIJA 1.2. Neka je €2 neprazan skup. Familija podskupova F od () zove se o-algebra
(dogadaja), ako vrijede sljedeca tri svojstva:
(i) Q € F;
(ii) Ako je A € F, onda je i A° € F [zatvorenost na uzimanje komplemental;
(ii) Akosu A; € F, j € N, onda je i UjZ, A; € F [zatvorenost na prebrojive unije].

Ureden par (2, F) zove se izmjeriv prostor.

NAPOMENA 1.3. Ako je F o-algebra na €, vrijedi i
(a) 0 € F;
(b) Za svaki n € N, ako su A}, Ay,..., A, € F, onda je i Uj_; A; € F [zatvorenost na
konacne unije].

(c) Akosu A; € F, j € N, onda je i N2, A; € F [zatvorenost na prebrojive presjeke].

Dokaz. (a) ) = Q° pa tvrdnja slijedi iz (i) i (ii);
(b) ako stavimo A; := ) za sve j > n+ 1, imamo Uj_, A; = U2, A; pa tvrdnja slijedi iz (iii)
i(a);
() M2y A; = (U2, A5)” pa tvrdnja slijedi iz (i) i (iii).
U

ZADATAK. (a) Ako je A, B € F, pokazite da jei A\ B,AAB € F. (b) Za svaki n € N, ako su
Al,AQ,...,Anef, OndajeiﬂyzlAj e F.

Poanta: F je zatvorena na (gotovo) sve konacne ili prebrojive operacije nad dogadajima, tj.

to ¢e opet biti dogadaji!
PRIMJER 1.4. Ako je Q # 0,
(a) P(R2) je najveca, a {0, 2} najmanja o-algebra na Q.

(b) Za A C Q, {0,9Q, A} nije, dok {0, 2, A, A°} jest o-algebra na Q [i to najmanja o-algebra
koja sadrzi A].

Ako je €2 konacan ili prebrojiv skup (tzv. diskretan slucaj) najcéesée uzimamo F = P((Q).

[INAPOMENA. ¢-algebre zapravo igraju vaznu ulogu u opéenitoj teoriji vjerojatnosti. Za dani
), razne o-algebre na () predstavljaju dostupne informacije. Na primjer, kod bacanja kocke
imamo Q2 = {1,2,...,6} te

(i) F = P(Q) predstavlja slucaj kada imamo sve informacije, dok

(i) F' = {0,9,{1,3,5},{2,4,6}} predstavlja slu¢aj kada samo znamo je li pao paran ili

neparan broj.
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Ipak, u ovom kolegiju o-algebre nece igrati vaznu ulogu.]

1.2.2. Definicija vjerojatnosti i osnovna svojstva.

DEFINICIJA 1.5 (Kolmogorov, 1933.). Neka je (€2, F) izmjeriv prostor. Vjerojatnost na (2, F)

je svaka funkcija PP : 7 — R koja zadovoljava sljedeca tri aksioma:

(A1) (nenegativnost) Za sve A € F, P(A) > 0;

(A2) (normiranost) P(Q2) = 1;

(A3) (c-aditivnost) ako su A;, Ag,--- € F*' u parovima disjunktni (tj. 4; N A; = 0 za i # j),
vrijedi

P(@&)zim&,

Uredena trojka (€2, F,P) zove se vjerojatnosni prostor.

[INAPOMENA. "Aksiomatski pristup”: Izgradit ¢emo cijelu teoriju koju onda moZemo pri-
mijeniti kadgod imamo model (Q, F,P) gdje je F o-algebra, a P zadovoljava samo aksiome
(A1)-(A3). Primjerice, pokazat ¢emo da uvijek vrijedi tzv. zakon velikih brojeva te centralni

granicéni teorem.]

NAPOMENA 1.6. Vidjet ¢emo da iz (A1)-(A3) slijedi i
(i) P(0) = 0 te P(A) € [0,1] za sve A € F [$to bismo intuitivno i htjeli];
(ii) P je kona¢no aditivna: za svaki n € N i svaki konacan niz A;,..., A, po parovima

disjunktnih dogadaja iz F vrijedi

P(Q&)zim&, )

ZADATAK. Pokazite da za proizvoljnu funkciju P : F — R,

(a) vrijedi (1.1) akko za sve disjunktne A, B € F vrijedi
P(AUB) =P(A) + P(B) (1.2)
(b) ako je P(0)) = 0 i |F| < oo,” (A3) vrijedi ¢im pokazemo da vrijedi (1.2).

PriMJER 1.7 (Laplaceov model). Ako je || < oo te su zbog simetrije svi w € Q "jednako

vjerojatni”, prirodno je uzeti

A
P(A):u,AE}", (1.3)
2]
uz F = P(Q). Lako se vidi da P zaista zadovoljava (A1)-(A3), detalje ostavljamo za DZ.°

PrRIMJER 1.8 (Geometrijska vjerojatnost). Na ”slu¢ajan” nacin biramo tocku iz kvadrata

[—1,1]%. Dakle, Q = [—1,1]* pri ¢emu (z,y) € Q predstavlja ishod kada smo izabrali toctku

4Ima ih prebrojivo mnogo.
°|F| oznaava broj elemenata skupa F.
S Uotite da (1.2) slijedi jer za disjunktne A, B € F vrijedi |AU B| = |A| + |B].
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(7,3), a za P je prirodno uzeti’
P(A)=—=, Ae F. (1.4)

Na primjer,

 za A = {tocka je upala u krug upisan [—1,1]*} = {(z,y) € Q: V22 + ¢y < 1} imamo

e za B = {izabrali smo toc¢ku (0,0)} = {(0,0)} imamo®
A{(0,0)}) _0
P(B) = —————-=-=0.
(B) 22 4 0
Sto je F?* Moze se pokazati da ne postoji funkcija P : P(Q) — R koja zadovoljava (A1)-(A3),
a da zadovoljava (1.4) za sve pravokutnike A = [a,b] X [¢,d] C Q. Ipak, to se moZe posti¢i na
najmanjoj o-algebri koja sadrzi sve takve pravokutnike, a nazivamo je Borelova c-algebra
na [—1,1]2.7
ProrozicujA 1.9 (Osnovna svojstva vjerojatnosti). Iz (A1)-(A3) slijedi i
(a) P(0) = 0;
(b) P je konacno aditivna,
(c) P(B\ A) = P(B) — (AN B);
(d) A C B povlaci da je P(B\ A) = P(B) — P(A), te da je P(A) < P(B) (monotonost od
P)lo.
(e) P(A?) =1 —P(A);
(f) Za sve A, B € F vrijedi

P(AUB) =P(A) + P(B) —P(AN B). (formula ukljucivanja-iskljucivanja)

DokAz. (a) Stavimo p := P()) > 0 (zbog (Al)) te A; := 0, j € N. Tada je (A;);en niz po
parovima disjunktnih dogadaja pa iz (A3) slijedi

3

o0

pZP(@):P(GAj) = IP’(Ain]P(Q))zZp

Jj=1 Jj=1

Odavde o¢ito slijedi da je p = 0.

(b) DZ.

(¢) Intuitivno, tvrdnju lako provjerimo crtajué¢i Vennov dijagram i razmisljajuéi kao da je
P(A) = 24 Formalno, tvrdnja slijedi jer iz B = (B\ A) U (AN B), disjunktnosti zadnja

Q)
dva skupa, te konacne aditivnosti slijedi P(B) = P(B \ A) + P(AN B).

(d) Slijedi iz (c) jer je ANB = A te je P(B\ A) > 0 (zbog (Al)).

"A(A) je oznaka za "povrsinu” skupa A.

8 Zapravo je P({(z,y)}) = 0 za sve (x,y) € Q!

9 Napomenimo da postoje podskupovi od [—1,1]? koji se ne nalaze u Borelovoj o-algebri, ali da ona zapravo
sadrzi sve skupove koje nas tipi¢no zanimaju, te da za P u (1.4) (A3) u principu slijedi jer za disjunktne
pravokutnike A, B C Q vrijedi A(A U B) = A(A) + \(B).

10 Specijalno, za sve A € F vrijedi P(A) < P(Q2) = 1, tj. P(A) € [0,1].
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O

1.2.3. Diskretan vjerojatnosni prostor. Neka je Q konacan ili prebrojiv, F = P(2) te P

vjerojatnost na (€, F). Tada za svaki A € F imamo''
P(A) =P ( U {w}) = [konacna/c-aditivnost] = Y P({w}). (1.5)
w€eA weA

Dakle, svaka vjerojatnost P na (£2, F) je u potpunosti odredena s vrijednostima P(w),w € Q."?

PRIMJER 1.10. Ako je || < oo, tj. @ = {w1, w2, ..., w,} za n € N, te vrijedi P(w;) = P(w;) za
sve 1, j, imamo

n

1= B(Q) = [(1.5)] = Y P(wi) = nP(wy).

i=1
Dakle, vrijedi P(w;) = % =P(w;),zasvei=1,...,n, te
A
P(A) =[(1.5)] = ;Q;’ AeF,

tj. imamo Laplaceov model. 0

PRIMJER 1.11. Ako je Q = {wy,ws, ...} (dakle, Q prebrojivo beskonacan), iz 322, P(w;) = 1
i nenegativnosti vjerojatnosti, slijedi da ne postoji vjerojatnost P na (€2, F) takva da vrijedi

P(w;) = P(w,) za sve 1, j.

Zbog toga nije odmah jasno Sto znace tvrdnje poput

1
P({slu¢ajno odabrani broj u N je paran}) = 7

Formalno opravdanje moze biti sljedece. Za n € N fiksan, slu¢ajno odaberemo broj iz €2, :=

{1,...,n}. Ovdje je dobro definirana vjerojatnost

A

Pn(A) = s A - Qn7

€2

te vrijedi
1 .
_ . : 3 ako je n paran,
P := P, ({slucajno odabrani broj u Q,, je paran}) = 1)

ako je n neparan.

Sada mozemo staviti
P({slu¢ajno odabrani broj u N je paran}) := lim p, = 3"

[Ipak, treba uvijek biti svjestan da za ovaj model zapravo ne postoji dobro definiran vjerojat-

nosni prostor, vidi Primjer 1.21.] U

'1U nastavku ¢emo koristiti (nepreciznu) oznaku P(w) := P({w}).
12 Usporedite s P iz Primjera 1.8.
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[Sljedeéi rezultat je zapravo obrat tvrdnje proizasle iz (1.5).]

ProprozicsA 1.12. Neka je Q = {wy,wa,...,wp} zan € N te F = P(Q). Za svaki vektor
(p1,- .., pn) € R™ koji zadovoljava'

p;=0,Vi=1,...,n, te zn:pizl, (1.6)
i=1
postoji vjerojatnost P na (Q, F) takva da vrijedi P(w;) = p;, za sve i =1,... n.
Dokaz. Iz (1.5) slijedi da je jedini kandidat za P funkcija P : F — R definirana sa
P(A) := zk:pil, za A={w;,...,w,}€F, (1.7)
1=1

uz P(() := 0. Sada uvjeti (1.6) osiguravaju da P iz (1.7) zadovoljava uvjete (A1)-(A3). Detalje

ostavljamo za vjezbu. 0

NAPOMENA 1.13. Tvrdnja prethodne propozicije vrijedi i kada je Q = {w;,ws, ...} prebrojivo
beskonacan [pri ¢emu sada imamo niz (py, ps, . . . ) nenegativnih brojeva takvih da je >0, p; =

1)]. Ipak, ne¢emo ulaziti u detalje. O

[INAPOMENA. Diskretan model koji smo promatrali u ovom potpoglavlju je generalizacija La-
placeovog modela. S druge strane, (vrlo vaznu) generalizaciju "sluc¢ajnog odabira tocke” iz

neprebrojivog skupa € C R? iz Primjera 1.8 dobijemo tako da stavimo

]P’(A):/Af(x)dx, ACQ.

za nenegativnu funkciju f : Q@ — R. Drugim rije¢ima, P(A) je povrsina ispod grafa funkcije f
— model iz Primjera 1.8 dobijemo tako da za f uzmemo konstantnu funkciju na (omedenom)
skupu 2. Takvim modelima ¢emo se baviti u poglavljima o neprekidnim slu¢ajnim varijablama
i vektorima. Opet ponavljamo glavnu poruku — apstraktan aksiomatski pristup vjerojatnosti
koji smo opisali omogucuje nam da ove dvije fundamentalno razli¢ite klase primjera (kao i

mnoge druge) tretiramo kao specijalne slucajeve jedne te iste teorije.]

1.3. Laplaceov model — primjeri

Ako je €2 konacan te su svi elementarni ishodi zbog simetrije jednako vjerojatni, imamo dakle

_ Al
2

pa pri racunanju gornjih vjerojatnosti cesto koristimo tehnike prebrojavanja.

P(A)

PrRIMJER 1.14. Kutija sadrzi n bijelih i n crnih kuglica. Na slu¢ajan nacin izvucemo iz kutije

dvije kuglice, jednu za drugom (bez vrac¢anja).
(a) Odredite prostor elementarnih dogadaja.

13 Svaki takav vektor (pi,...,pn,) naziva se distribucija ili razdioba na €.
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(b) Odredite vjerojatnost da su izvuéene kuglice razli¢ite boje.
(c) Odredite vjerojatnost da je 1. kuglica bijela.
(d) Odredite vjerojatnost da je 2. kuglica bijela.

RJESENJE.  (a) Mozemo kuglice u kutiji "numerirati” brojevima od 1 do 2n (pri ¢emu su
npr. crne kuglice oznac¢ene brojevima 1,2,...,n). Izbor dvije kuglice iz kutije tada od-
govara izboru uredenog para razlicitih brojeva, sto vodi na sljedeci prostor elementarnih
dogadaja:

Q={(5,7): 1<4,5 <2n,i# 35}
Ovdje elementarni dogadaj (i, j) interpretiramo kao: prva izvucan kuglica ima broj i,
a druga broj j. Iz simetrije slijedi da su svi elementarni dogadaji jednako vjerojatni,

odnosno nalazimo se u Laplaceovom modelu, pri ¢emu je
2] =2n(2n—1).
(b) Zanima nas vjerojatnost dogadaja A = {izvucene kuglice su razli¢ite boje}. Stavimo

A; = {1. izvucena kuglica je crna, 2. izvucena kuglica je bijela}
Ay = {1. izvucena kuglica je bijela, 2. izvutena kuglica je crna} .

Bududi da su A; i Ay disjunktni te A = A; U Ay, vrijedi P(A) = P(A;) + P(Ay). Ocito
vrijedi da je |A;| = n-n = n? (broj uredenih parova (i, j) kod kojih je na prvoj koordinati
crna, a na drugoj bijela kuglica je n?). Sli¢no, |Ay| = n?. Slijedi da je'*

n? n? n

PlA) = Pldy) + B(4) = mn—1) " 2m@En—1) 2m—1'

NAPOMENA.

(i) Za prostor elementarnih dogadaja mogli smo uzeti Q = {BB, BC, CB,CC?} [gdje,
npr. BC oznacava da je prva izvucena kuglica bijela, a druga crnal, ali tu imamo

n? n(n —1)

P(BC) = [(b)] = 2n(2n — 1) = 2n(2n — 1)

= [DZ] = P(BB),

to jest, ne nalazimo se u Laplaceovom modelu.
(ii) S druge strane, mogli smo pretpostaviti da su obje kuglice izvucene istovremeno
buduci da se trazena vjerojatnost oc¢ito necée promijeniti. Umjesto uredenog para,

elementarni dogadaj je dvoclani podskup skupa {1,2,...,2n}, tj. imamo
Q={{i,7}: 1<i,7<2n,i#7j}.

Opet su svi w € Q jednako vjerojatni, te sada imamo

Q| = (22”> =n(2n—1).

n

2n—1

1 Uotimo da je S > % za sve n € N, ali da — % kada n — oo.
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Sada je A = {{i,j} : i € {1,...,n},j € {n+1,...,2n}}. Dakle, vrijedi |A| =

(71‘) (71‘) =n? te je

kao i prije.

Poanta je da izbor prostora elementarnih dogadaja nije jedinstven! U pravilu

biramo onaj {2 uz koji lakse mozemo rijesiti dani problem. U

(c¢) Uo¢imo da dogadaj By := {1. izvucena kuglica je bijela} ovisi samo o prvom izvlacenju.

Zato je dovoljno gledati
0y := {svi ishodi 1. izvlacenja} = {1,2,...,2n}.

Budu¢i da smo oéito u Laplaceovom modelu, imamo P(B) = 2+ = 1.
(d) [Intuitivno?] Neka je B, := {2. izvucena kuglica je bijela}. Ako gledamo samo ishod
drugog izvlacenja, o¢ito svaka od 2n kuglica ima jednaku vjerojatnost da bude izvucena.

Dakle, ako gledamo

)y := {svi ishodi 2. izvlacenja} = {1,2,...,2n},

opet smo u Laplacevom modelu, te je opet P(B;) = 7= = 1.

Alternativno, ako € uzmemo kao u (a) dijelu, By moZemo rastaviti ovisno o tome je li

prva izvucena kuglica bila bijela ili crna te zakljuciti da je

P(Bz) = P(BE) + P(BO) = 2ZE;ZTL_—1)1) + 2n(27:L —1) - ;

[Iduéi primjer je slican te ostavljamo da ga studenti sami pogledaju.]

PRIMJER 1.15. Imamo $pil od 52 karte (4 boje po 13 jacina).
(a) Ako promijesamo $pil, kolika je vjerojatnost da je prva karta jac¢ine as?
(b) Ako podijelimo slu¢ajno 13 karata svakom od Cetiri igraca, kolika je vjerojatnost da je

svaki igra¢ dobio asa?

RJESENJE.  (a) Ozna¢imo karte brojevima 1,...,52 te uzmimo
2 = {svi rasporedi spila} = {sve permutacije skupa {1,2,...,52}}
Ocito su svi elementarni ishodi jednako vjerojatni te je |2] = 52!. Trazeni dogadaj je

A = {sve permutacije t.d. je prvi element jedan od 4 asa},
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pa je |A| = 51!-4 [51! je broj permutacija u kojima je na prvom mjestu as fiksne boje,

te
11-4 1
P(A) = > =—.
52! 13
Alternativno (i bolje), uzmimo
2 = {sve moguce jacine prve karte} = {as, dvojka,..., kralj}.

Buduci da svaka od 13 jacina ima tocno 4 boje, ovo je opet Laplaceov model. Sada je
A={as} te P(A) = L

13°
(b) [Sto bi ovdje mogli uzeti za Q7?] Uodimo da se traZena vjerojatnost ne mijenja ako prvih
13 karata (promijesanog) Spila ide prvom igracu, drugih 13 drugom igracu, itd. Dakle,

opet mozemo uzeti
) = {svi rasporedi Spila} = {sve permutacije skupa {1,2,...,52}}
pri cemu je trazeni dogadaj
B = {permutacije t.d. je u svakom od 4 bloka po jedan as} .

Imamo
48! . 13% - 4!
521 '

[48! je broj permutacija kada fiksiramo 4 asa na po jednu fiksnu poziciju unutar svakog

|B| =48!-13*- 4!, te P(B) =

bloka, 13* je broj razli¢itih kombinacija pozicija za aseve unutar svakog bloka nakon sto
smo fiksirali koji as ide u koji blok, 4! je broj rasporeda 4 asa na 4 bloka.]
Alternativno, uo¢imo da dogadaj B ovisi samo o pozicijama aseva, pri ¢emu nije bitno

koji se tocno as nalazi na kojoj poziciji. Dakle, mozemo uzeti

2 = {sve kombinacije pozicija za 4 asa}

= {svi 4-¢lani podksupovi od {1,2,..., 52}}.

Zbog simetrije opet smo u Laplacevom modelu te vrijedi |Q| = (542). Sada je B =

{po jedna porzicija za as u svakom od 4 bloka} pa imamo

5= () P(B):(ﬁ;,

sto je naravno isto kao i u prvom rjesenju.

[Poanta je da vjerojatnost nije isto Sto i prebrojavanje jer nas zanima omgjer |A|/|Q2], a njega
¢esto mozemo jednostavnije odrediti ako iskoristimo dodatnu simetriju problema. Takoder,
bitno je uvijek provjeriti nalazimo li se zaista u Laplaceovom modelu, tj. jesu li zaista svi

elementarni dogadaji jednako vjerojatni.]
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1.3.1. Formula uljuc¢ivanja-iskljuc¢ivanja.

PROPOZICLJIA 1.16. Neka jen € N te Ay, As, ..., A, dogadaji v F. Tada vrijedi'

P(Ua)=Srd)- ¥ P nA0s S RN

1< <ig<n 1< <o <ig<n

— e (D)"MP(A N AN N AL (FUD

DoxkAz. Indukcijom po n. Za n = 1 tvrdnja ocito vrijedi, a za n = 2 to je totno Propozicija

1.9(f). Ostatak za DZ.'° [Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n. Za n + 1 imamo

() (G0

Propé.?)(f) P <

- ]P’( Ai> +P(Anss) (L:J <A ﬂAnH)) .

Tvrdnja sada slijedi kada iskoristimo pretpostavku indukcije za prvi i treci ¢lan. Detalje ostav-

n

U Ai> +P(A) — ((

i

g

TC=

ljamo za vjezbu.] O

PRIMJER 1.17 (Deranzmani). Kazemo da permutacija 7 skupa {1,2,...,n}'" ima fiksnu tocku
u i ako je w(i) = ¢ [tj. ako je i ostao na istom mjestu]. Odredite vjerojatnost p, da slucajno

odabrana permutacija skupa {1,...,n}'" nema fiksnu tocku te nadite lim,, o py.

[Ekvivalentno pitanje je na primjer: Promijesamo dva ista $pila od po n razlictih karata. Nakon
toga otvaramo jednu po jednu kartu iz svakog spila. Kolika je vjerojatnost da niti jednom

necemo otvoriti dvije iste karte?]

RJESENJE. Neka je n fiksan te Q = {7 : 7 je permutacija skupa {1,...,n}}; dakle |Q] = nl.
Tada je trazeni dogadaj A = {m € Q : 7w nema fiksnu tocku}. Ako za i = 1,...,n stavimo

={m: 7(i) =i}, imamo

| Ai = {7 : 7 ima barem jednu fiksnu tocku} = A°.

=1

1% Na primjer, P(AU BUC) = P(A) + P(B) + P(C) —P(ANB) = P(ANC) —P(BNC) +P(ANBNC).

16 Kasnije ¢ete na viezbama isti rezultat dokazati puno elegantnije koristeéi tzv. indikatorske slu¢ajne varijable.
'"Dakle, 7 je bijekcija s {1,2,...,n} u {1,2,...,n}.

18 Kako biste u praksi generirali ovu slu¢ajnu permutaciju?
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Dogadaji Ay, ..., A, nisu u parovima disjunktni pa moramo koristiti FUI. Za to nam trebaju

sljedece vierojatnosti'?

Al (m=1) 1

PA) =i =~ 7
(n=2) 1 L
P(A N Ay) = = = o Vi <

(n—k)! 1 S .
PA N---NA )= -
AN ) = e = ) kD) TS <

1
]P(Am---mAn):ﬁ.

Takoder, uoc¢imo da je k-clanih podksupova {iq,7s,...,i;} skupa {1,2... ,n} ima (Z) Dakle,
iz, (FUI) slijedi da je

P (L_Jl Ai> — nP(Ay) — <Z>]P’(A1 A Ap) 4ot (—1) (A A Ao -+ O Ay)

I
NE

<n>IP’(A1 Ay NN A - (=1

= \k
L n! (n—k)! k1
_kz::lk:!(n—k:)' n! (=1

n 1
— -1 k+1 —

;( ) o

Sada imamo
n

P = P(A) = 1~ P(4) = Y (-1}, ¥ € N.

k=0
Konacno,
lim p, = f: (-1)* = et~ 0.3679
n—oot 1t i~ k! ' )

[Vjerojatnosno, posljednji rezultat vezan je uz tzv. zakon rijetkih dogadaja i Poissonovu aprok-

simaciju.|
U
1.4. Nizovi dogadaja
1.4.1. Subaditivnost. [Booleova nejednakost]
ProrozicuA 1.18. Za svaki niz dogadaja Ay, As, --- € F, vrijedi
P ( ¥ Aj) <Y P(4)). (o-subaditivnost)
j=1 =1

19 Zasto je P(A;) = 1?7 Uotimo da A; ovisi samo o (i), tj. $to se nalazi na i-tom mjestu permutacije. Buduci
da svaki od n brojeva ima jednaku vjerojatnost do¢i na to mjesto, odmah slijedi da je P(A;) = % Analogno
mozemo odrediti i ostale vjerojatnosti.
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Specijalno, za sve n € N,

'

DokAz. Definiramo novi niz (B /)jen po parovima disjunktnih dogadaja na sljedeéi na¢in. Sta-
vimo By :=Aj teza j > 2, B; == A; \ (A1 U A;_1) [nacrtati sliku]. Vrijedi B; € F te (a)

By =Uj_; Aj zasven € NiJ2 ;?’;1 A;, (b) B; C Aj za sve j, te (c) (Bj)jen su
po parovima disjunktni. Iz a—adltlvnostl i monotonosti vjerojatnosti slijedi da je

(Q)<e(gr) e

=1 7=1

<
uc:

Jj=1

) > P(A (konac¢na subaditivnost)

=

Konac¢nu subaditivnost ostavljamo kao jednostavnu vjezbu. 0

PrRIMJER 1.19. (Erd8s — ”vjerojatnosna metoda” u kombinatorici)

Gledamo potpun graf s n vrhova.”’ Ako k < n zadovoljava

<k> 21-(2) < 1, (1.8)

tada je moguée obojati bridove u crveno (C) i plavo (P) tako da ne postoji k vrhova ¢iji su svi

medusobni bridovi iste boje (tzv. monokromatski podgraf veli¢ine k).

Na primjer, parovi n = 5,k = 4 (vidi Sliku 1) te n = 20, k = 12 zadovoljavaju (1.8).

SLIKA 1. Primjer bojanja peterokuta za koji ne postoji monokromatski podgraf
veli¢ine 4 (zapravo niti veli¢ine 3, tj. trokut s bridovima iste boje).

Dokaz. Obojimo bridove slucajno tako da svaki s jednakom vjerojatnosti bude plavi ili crveni.

Dakle, imamo
2, = {sva mogucéa bojanja potpunog grafa s n vrhova} ,
a buduéi da je broj bridova jednak (g), imamo [€2,| = 2(5).

Imamo (") razli¢itih podgrafova veli¢ine k, te za svaki i =1,. .., (Z), vrijedi

k

1
P(A;) := P({i-ti podgraf je monokromatski}) = 2 - NGOk

20 Dakle, svaka dva vrha su spojena bridom.
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[2 dolazi od crvene ili plave boje, a (g) = | Q%]

Dakle, za A = {postoji monokromatski podgraf}, iz kona¢ne subaditivnosti dobivamo

n) o1-(5) "

(%) (%) (k

PA) =P | JA| <D PA) =

i=1 =1

Dakle |A| < |€,], odnosno {postoji monokromatski podgraf} = A # . O

NAPOMENA 1.20. Za k € N, R(k, k) definira se kao najmanji n > k takav da za svako bojanje
potpunog grafa s n vrhova postoji monokromatski podgraf s k vrhova, te ga zovemo Ramseyev
broj. U prethodnom primjeru smo pokazali da ako par (n, k) zadovoljava (1.8), vrijedi R(k, k) >
n + 1. Ipak ta ograda je dosta gruba — na primjer, moze se pokazati da je R(4,4) = 18, a
R(12,12) > 1640. O

ZADATAK. Neka su Ay, Ay, --- € F. Pokazite
(i) Ako je P(A;) =0, za sve j € N, onda je i P (U;‘;l Aj) = 0.
(ii) Ako je P(A;) =1, zasve j € N, ondajeilP (ﬂ;’;l Aj) =1
[Ovdje je bitno da je dogadaja (najvise) prebrojivo mnogo!|
NAPOMENA. Ako za dogadaj A € F vrijedi P(A) = 0 (odnosno, P(A) = 1), kazemo da se
A gotovo sigurno (g.s.) mneée (odnosno, hoce) dogoditi. Bitno je uociti da tada nije nuzno

A = 0 (odnosno, A = Q) — npr. ako slucajno biramo broj iz [—1,1]? za dogadaj B =
{odabrali tocku (0,0)} # 0 imamo P(B) = 0. O

PRIMJER 1.21. Slucajno biramo bilo koji prirodan broj. Ako je Ay := {izabrali smo broj k},

kao ranije mogli bismo definirati
P(Ax) := lim P({izabrali k iz skupa {1,...,n}}) = T}l_}tgo; =0, VkeN.
Ipak,
P(Up Ax) = P({izabrali smo broj iz N}) = 1.

Je li ovo kontradikcija s prethodnim zadatkom??!

1.4.2. Neprekidnost vjerojatnosti. Za niz dogadaja A, Ay, --- € F kazemo da je rastuci
(odnosno, padajuéi) ako je A, C A,1 (odnosno, A, 1 C A,) za sve n € N.

ProprozicA 1.22. (Neprekidnost vjerojatnosti s obzirom na rastuéi/padajuéi niz dogadaja)

(a) Ako je niz Ay, Ag, -+ € F rastuci, vrijedi

P (fj Aj) = lim P(A,). (1.9)

n—o0

21 Ovo pitanje postavio je student Matej Vojvodié.
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(b) Ako je niz Ay, Ag,--- € F padajuéi, vrijedi

n—o0

P (ﬁ Aj) = lim P(A,). (1.10)

DoxkAz. (a) Konstruiramo niz By, By, - - - € F kao u Propoziciji 1.18. Bududéi da je A; C Ajq,

za sve n € N sada imamo
UBi=U4,=4,.
j=1 j=1
Koriste¢i da su By, Bs, ... u parovima diskjunktni dobivamo
P(Uzidy) = P(URaB)) = SP(B) = lim S P(B))
j=1 j=1

= lim P(U}_, B;) = lim P(A,).

o i
(b) DZ [Buduéi da su AS, AS, ... rastudi, iz (a) dijela dobivamo
P(N32,4;) = 1—P (U2, A5) = 1— lim P(A)
=1 lim (1-P(A,)) = lim P(4,) ]

n—oo n—oo

[Prethodni rezultat tipi¢no koristimo na (§2, F,P) gdje je |©2] = oo (i tipi¢no neprebrojiv).]

1.4.3. (Q,F,P) za beskonacan niz bacanja nov¢ica. [Zelimo konstruirati vjerojatnosni

model za beskonacan niz bacanja simetriénog novciéa.|

Dakle
Q= {(Cll,a,27...) Ta; € {P,G},VZ GN} = {P’G}N

Zanimati nas mogu dogadaji poput
e By := {padala su samo pisma} = {PPP---};
e By = {palo je beskona¢no mnogo glava};

e By ={(a1,a9,...) € Q: lim,_,,, Lsma=Pl _ 1} [ti. asimptotski je broj P i G jednak].

Uocimo da je © neprebrojiv skup — dakle, nije dovoljno zadati P(w) za svaki niz w [zapravo,

imat ¢emo P(w) = 0 za sve w € Q!].

Za sve n € N neka ), := {P, G}" predstavlja sve moguée ishode u prvih n bacanja. Kazemo

da A C Q ovisi o prvih n bacanja (oznaka A € F,,) ako postoji A, C €, t.d. vrijedi
A={(a1,a9,...) € Q: (as,...,a,) € A}.
[Dakle, ishod (aq,...,a,) je u A,, & Gpi1,Gpio,- .. mogu biti bilo Sto.]

Na primjer,
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« ako je A C ) skup svih nizova u kojima smo imali to¢no jedno pismo u prva 3 bacanja,
o¢ito je A € F3 pri ¢emu je A3 = {PGG,GPG,GGP}, alii A € F, za sven > 4,
e oCito je A :=Q € Fj pri ¢emu je A; = {P,G}.
Ako je A € F,, za neki n > 1, buduéi da na §2,, imamo Laplaceov model, prirodno je definirati

Ly

P(A) := = .

[Buduéi da ja A € Fy za sve k > n, nije apriori jasno da je gornja definicija konzistenta, ali
to se lako provjeri (DZ)]. Time smo pokrili sve skupove iz familije Fi, := U3, F,. Ipak, Fu
nije o-algebra — na primjer, za sve n, B = {u prvih n bacanja pala samo pisma} je u Fu,
ali N>, B™ = {PPPPP---} = By nije u F, niti za jedan n.

Ipak, netrivijalan rezultat iz mjere i integrala kaze da se P moze jedinstveno prosiriti do vjero-

jatnosti na (€2, F) pri ¢emu je F najmanja o-algebra koja sadrzi F.,. Na primjer,

B, = {PPPPP...} =N B™ ¢ F,
jer je za svaki n, A™ € F, C F i F je sigma-algebra — dakle, P(B,) je dobro definirana!
Vjerojatnosti P(A) za A € F \ Fu tipi¢no racunamo koristeéi svojstva od P [neprekidnost

o-aditivnost itd.].

PrRIMJER 1.23. Odredimo P(B;).

RJESENJE. 1. Buduéi da je B™, n > 1, padajuéi niz dogadaja, neprekidnost od P povladi

1
P(B;) = P(N>,A™) = lim P(A™) = lim — =0.

n—00 n—oo 9N

2. Imamo

B{ = {pala barem jedna G} = Uy, {G prvi put pala u n-tom bacanju}

=:Gp,
pa po o-aditivnosti (G,-ovi su u parovima disjunktni) imamo
> > 1 1 1
P(By) = P(G,) = — = =1.
( 1) nz::l ( ) — on 2 1— %

Dakle, P(B;) = 1 — P(B¢) = 0.

[Uocite da mala modifikacija gornjih dokaza pokazuje da je P({w}) = 0 za svaki fiksni niz
w e Q] O

[Prethodni rezultat u skladu da nasom intuicijom i ¢ini se potpuno ocit. Ipak, poanta ovdje je
da smo to dokazali u sklopu nase aksiomatske teorije gdje nije apriori jasno da to mora vrijediti.
Kljuéna stvar ovdje je da je zaista moguce konstruirati vjerojatnosni model beskonacnog niza

bacanja novéiéa.]
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ZADATAK. Pokazite da su i By i B (definirani gore) takoder elementi of F. [Napomenimo da
vrijedi P(By) = P(B;3) = 1 — za Bs to (e slijediti iz tzv. Borel-Cantellijeve leme, a za Bj to je

tzv. jaki zakon velikih brojeva.]
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Uvjetna vjerojatnost i nezavisnost

2.1. Uvjetna vjerojatnost

PRIMJER 2.1. [Motivacija za definiciju uvjetne vjerojatnosti] Bacamo dvije kocke, dakle

QO ={(i,j):i,5€{1,2,...,6}}.

e Ako znamo da se dogodio
B = {na prvoj kocki pala dvojka} = {(2,1),...,(2,6)},

kolika je sada vjerojatnost dogadaja A?
~ sada B postaje "novi” () te su opet svi dogadaji jednako vjerojatni, pa buduéi da je

od svih w € B, jedino ishod (2,2) povoljan za A, imamo

P(A | B) := "uvjetna vjerojatnost od A uz dano B”
{(2,2)} 1 ( 1 )
= = —=P(A)) .
|B| s U1~ FA
Uoc¢imo, vrijedi
|IANB| |ANnB|/| P(ANB)
P(A| B) = = =
|Bi |B/1€ P(B)

DEFINICIJA 2.2. Neka je (2, F,P) proizvoljan vjerojatnosni prostor. Ako B € F zadovoljava
P(B) > 0, za sve A € F definiramo

P(AN B)

PA] B) = =5

(2.1)
Vrijedi
P(ANnB)=P(A| B)P(B). (2.2)

NAPOMENA 2.3. Ako je P(B) =0, P(A | B) nije definirana, ali svejedno koristimo (2.2), tj. u

tom slucaju definiramo

P(A | BYP(B) =0 (= P(ANB)).

18
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2.1.1. Formula potpune vjerojatnosti (FPV). Iz (2.2) za sve A, B € F slijedi

P(A) = P(AN B) + P(AN B°) = P(A | B)B(B) + P(A | BY)P(B). (2.3)

Opéenito, za konacénu ili prebrojivu familiju dogadaja (H;);c; (dakle, I = {1,2,...,n}iliI = N),
kazemo da je potpun sistem dogadaja (PSD) ako vrijedi (a) H; N H; = (), za sve i # j, te
(b) UiEIHi =Q.!

ProrozicuA 2.4. (FPV) Za sve A € F i bilo koji PSD (H;);eq vrijedi

P(A) =Y P(A| H)P(H,). (2.4)

iel
DokAz. Bududi da je A C €2, imamo

P(A) = P(ANQ) :]P(Aﬂ (UHi)> =P<U(AﬂHi)>

el i€l

=> P(ANH;) =) P(A| H,)P(H;),

iel iel
pri ¢emu Cetvrta jednakost slijedi iz konacne/c-aditivnosti [tu koristimo da je I konacan ili

prebrojiv, te da su H; u parovima disjunktni], a zadnja jednakost iz (2.2). O

NAPOMENA 2.5. Za fiksan A € F, za (2.4) je dovoljno da vrijedi H; N H; = 0, za sve i # j, te
A C UjerH; (umjesto U;erH; = Q). d

PRIMJER 2.6. Igraci A,B,C naizmjence bacaju kocku sve dok ne dobiju Sesticu. Ako je
Ay = {A je prvi dobio 6}, a :=P(4,),
By = {B je prvi dobio 6}, b:=P(B),
C; = {C je prvi dobio 6}, ¢ :=P(C}),

odredite a,b i c.

RJESENJE. Koriste¢i PSD Hy := {A je dobio 6 u prvom bacanju}, Hy := Hf, iz FPV dobivamo

a =P(A) = P(Ay | Hy)P(Hy) + P(A | HY)P(HY)

1 5 1 5
=1--4+P(C) ===+ =c.
6 + P(Ch) 66 + 60
Jednakost P(A | Hf) = P(C) slijedi jer ako se dogodio Hf, A "postaje” treéi igra¢ po redu!
Nadalje, kako bi odredili ¢, primijetimo da vrijedi

C7 C{u prva dva bacanja nema 6ice, u tre¢em bacanju pala 6ica}
U {u prva dva bacanja nema 6ice, u tre¢em bacanju nije pala 6ica}

=: H UH,.

! Drugim rije¢cima (H;);cs je particija skupa €.
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Bududi da su H] i H} jos i disjunktni, iz FPV (vidi Napomenu 2.5) dobivamo

c= IP(O1 | H{)P(H{) + ]P(C1 | HQ)P(HQ)
52.1 53 B 25 125

=1 P(C}) — = —+—¢.
e TP G = 95t are”
Iz gornjeg slijedi ¢ = 2, tea = ¢ + 2c = 2
Za vjezbu pokazite da vrijedi b = 6% + g—zc, te specijalno, b = %,2 ]

[INAPOMENA. Nekad nas bas zanima P(A | B) te ju racunamo po definiciji (2.1), ali Cesto
"znamo” P(A | B) i to koristimo kako bi izrac¢unali npr. P(A) ili P(A N B), kao u prethodnom

primjeru. |

2.1.2. Bayesov teorem.

TEOREM 2.7. (Bayes) Ako je A € F takav da je P(A) > 0 te (H;)ier PSD, za sve j € I vrijedi

_ P(A| H;)P(H;)  P(A| H;)P(Hy)
PUH D) =="pra) =~ S B(A| H)BH) (25)

DokAz. Za vjezbu. 0

PRIMJER 2.8. Laboratorijski krvni test je 95% ucinkovit u otkrivanju jedne rijetke bolesti kada
je ta bolest prisutna. Test takoder ukazuje na bolest i u 0.5% slucajeva kada je osoba zdrava
(false positive). Poznato je da samo 0.001% populacije ima tu bolest. Test je pokazao da imate

bolest, kolika je vjerojatnost da je zaista imate?

RJESENJE. Gledamo PSD H; := {imate bolest}, Hy := Hf, te vrijedi

1 99999
(F1) 100000’ (H) 100000

Neka je T = {test je pozitivan}; dakle imamo

P(T | Hy) = 0.95, P(T | Hy) = 0.005,

te nas zanima P(H; | T'). Koristeéi Bayesovu formulu dobivamo

IP’(Hl | T) _ P(T | HI)P(HI) _ 0.95 - 1001000
P(T | HI)P(HI) + P(T | H2)P(H2) 0.95 - 1001000 +0.005 - 19090%9090
0.95
=———— ~0.002=0.2
0.95 +499.95 %,

iako je P(T' | Hy) = 0.95!7

[Uocite da je gornja vjerojatnost iznimno mala zbog ¢lana 499.95, koji je velik jer je P(H;) jako

velikal]

2 Ako iskoristimo ¢injenicu da ée 6Gica pasti gotovo sigurno, onda je naravno najednostavnije iskoristiti da je
b=1—-a—c.
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[Ipak, ovaj test nije nuzno beskoristan jer se praksi testiraju samo osobe kod kojih, na temelju
nekih drugih indikatora, ve¢ sumnja da imaju tu bolest. Za njih je P(Hs) puno manja nego u

opéenitoj populaciji.]

2.1.3. Ostala svojstva uvjetne vjerojatnosti. Za proizvoljne Ay, A,, ..., A, € F, vrijedi

P(AN Ay NN Ay) = P(A)P(As | ADP(As | Ay N As) - P(A, | AyN--N Ant), (2.6)

pri ¢emu desnu stranu shva¢amo kao 0 ukoliko je P(A;N---NAg) =0zanekik=1,...,n—1;

dokaz ostavljamo za vjezbu.

[RaspiSemo desnu stranu po definiciji i dobijemo

P(A )]P’(A2 NA)PAsNANA) PANAN---NA, )
YTUP(AY) P(A; N Ay) P(A, NN A,y

Svi ¢lanovi se pokrate osim brojnika u zadnjem faktoru. Ukoliko je P(A; N---N A) =0 za

neki £ =1,...,n — 1, lijeva strana je nuzno jednaka 0.]

PrRIMJER 2.9. U kutiji je n bijelih i n crnih kuglica. Slucajno izvucemo k < n kuglica, jednu

za drugom bez vracanja. Kolika je vjerojatnost da su izvucene samo bijele kuglice?

RJESENJE. Neka je By, trazeni dogadaj, te
A; := {izvukli smo bijelu kuglicu u i-tom izvla¢enju}, i =1,... k.
Tada je

(2.6)

P(By) =P(A1N---NAy) = P(A)P(Ay | A))P(A3 | AyNAg) - P(Ap | Ay N Agq) .

Racunamo
« P(4)) = 2~ = [=P(A), za sve i,
« P(Ay | A;) = [ukutiji ostalo n — 1 Bin C kuglica] = 2= (< 1 = P(4)), to jest
opcéenito

cP(A | A NN Ay = gl = el =1k

Dakle,
n n-—1 n—k+1
P(B.) = — . e )
By = 5 2n =1 k41
[Ovo je dakle formalan dokaz tvrdnje koja je intuitivno jasnal O

Za proizvoljan B € F takav da je P(B) > 0, definiramo funkciju Pp : F — R sa
Pp(A):=P(A|B), Ac F. (2.7)

Propozicua 2.10. Py je vjerojatnost na (2, F).
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Dokaz prethodne propozicije ostavljamo za vjezbu.

[DOKAZ.
(A1) Pp(A)=P(A| B) =P(ANB)/P(B) >0, zasve A € F.
(A2) Pg(Q2) =P(Q2N B)/P(B) =P(B)/P(B) = 1.
(A3) Ako su Ay, Ag, ... € F u parovima disjunktni, imamo i dasu Ay N B,A,NB,...€ Fu
parovima disjunktni, pa vrijedi
P G p Ps (U2 A)NB) Py (U (4,NB))
B | = = =
Pl P(B) P(B)
Y2, Pg(A;,NB) & 0
=== : =Y P(4;| B) = Pp(4)),
P(B) — =

7j=1

pri ¢emu smo u tre¢oj jednakosti iskoristili o-aditivnost od P.]
Prethodna propozicija kaze da Pp( ) ima ista svojstva kao i "obitna” vjerojatnost, npr.
e P(A°| B)=1—-P(A| B);
e Ako su A i C disjunktni, P(LAUC | B) =P(A | B) +P(A | C).
Nadalje, lako se pokaze da za sve A, C € F takve da je P(A | B) > 0, vrijedi
Pg(C|A)=P(C|BNA), (2.8)
iz ¢ega dalje slijedi
P(ANC | B) = [(2.2) za Pp] = Po(A)P5(C | A) 2 P(A | BYP(C | AN B),
te
P(A | B) = [FPV za Pp] = 3" Pp(H)Ps(A | H) E S P(H,; | BYP(A | H; N B),
il icl
za svaki PSD (H;)er-

[Glavna poruka je da gornja svojstva (osim (2.8)) ne treba posebno "pamtiti”; ve¢ jednostavno

zapamtiti da slijede iz ¢injenice da je Pp "obi¢na” vjerojatnost.|

2.2. Nezavisnost
DEFINICIJA 2.11. (i) Dogadaji A, B € F su nezavisni ako vrijedi
P(AN B)=P(A)P(B). (2.9)
(ii) Dogadaji A, B € F su uvjetno nezavisni uz dani C € F, P(C) > 0, ako vrijedi
P(ANB|C)=PA|C)P(B|C), (2.10)
to jest ako su nezavisni s obzirom na P!

NAPOMENA 2.12. Provjeru sljedec¢ih tvrdnji ostavljamo za vjezbu.
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(i) Ako je P(B) > 01 A € F proizvoljan, (2.9) je ekvivalentno s
P(A| B)=P(A), (2.11)
sto daje intuitivniju definiciju nezavisnosti.
(ii) Ako je P(B) =01li 1, Ai B su nezavisni za svaki A € F.
(iii) Ako je P(BNC) >0 (tj. Po(B) > 0) i A € F proizvoljan, (2.10) je ekvivalentno s
P(A|BNnC)=PA|C). (2.12)
(iv) Ako je P(B | C) =01li 1, (2.10) vrijedi za svaki A € F.
[(iii) i (iv) slijede direktno iz (i) i (ii) kada se primjene na Pc.] O
PRIMJER 2.13. Bacamo dvije kocke te neka je
A = {na prvoj kocki 3},
B = {na drugoj kocki 4},
C = {zbroj je 7}.
Tada vrijedi

(a) Ai B su nezavisni [inace o¢ito imamo problem u definiciji;
(b) Ai C su nezavisni, B i C' su nezavisni [intuicija?[;

(¢) uz dano C; A i B nisu nezavisni (tj. kazemo da su zavisni).

Dokaz. (a) Imamo Q= {1,2,...,6}* te

[AnB| _ 1 _11_
Q] 62 6 6

P(ANB) = P(A)P(B).

[U nastavku, u ovom i sli¢nim slucajevima mi ¢emo koristiti "¢injenicu” da su A i B
nezavisni, tj. ra¢unat ¢emo P(A N B) = [nezavisnost] = P(A)P(B) = § - ¢.]

(b) Buduéi da smo u Laplaceovom modelu,

lanc) (3,0} B
A= e T e @5 6y 6

te analogno P(B | C') = P(B). Dakle, pojam nezavisnosti je razli¢it od pojma disjunkt-

nosti. Za vjezbu pokazite da su disjunktni dogadaji A, B € F nezavisni akko je P(A) =0
ili P(B) =0.”

(¢) Intuitivno, imamo zavisnost jer ako znamo da je zbroj 7, to da je na drugoj kocki pao
broj 4 nam odmah govori da je na prvoj kocki morao pasti broj 3. Formalno, imamo
dakle P(A | BN C) =1, dok je

) 1

P(A|C) = 2 #B(A[BNC).

% Na primjer, ako je P(A) € (0,1), A°i A su nuZno zavisni jer je P(A¢ | A) = 0 # P(A).
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PRIMJER 2.14. U prvoj kutiji nalazi se 9 bijelih i 1 crna, a u drugoj 3 bijele i 7 crnih kuglica.

Sluc¢ajno izaberemo jednu kutiju te iz nje izvucemo 2 kuglice s vracanjem. Neka su

B; = {i-ta izvucena kuglica je bijela}, i = 1,2,

A = {u pocetku smo izabrali prvu kutiju} .

Tada vrijedi

(a) By i By su uvjetno nezavisni uz dano A.

(b) B; i By su zavisni.

Dokaz. (a) Vrijedi

9-9 9 9
P(By N By | A) = |izvladi 2 kuglice iz 1. kutije| = ——— = — - — =P(B; | A)P(By | A) .
(ByN By | A) = [izvla¢imo 2 kuglice iz utije] 10.10 — 10" 10 (B1 | A)P(By | A)
[Ovdje je uvjetna nezavisnost zapravo pretpostavka modela.]
(b) Intuicija? Buduéi da je u 1. kutiji veéi omjer bijelih kuglica, o¢ekujemo da je P(A | By) >

P(A) pa onda i P(By | By) > P(B,). Zaista,
]P)(BQ | Bl) = [FPV za ]P)Bl] = ]P(BQ | Bl N A)]P)(A | Bl) + IED(BQ | Bl N AC)]P)(AC | Bl),
pri cemu je
¢ P(B | BN A) S P(B, | A) =
e analogno, P(B, | By N A°) = P(B, | A°) = 3;
« koriste¢i Bayesovu formulu,
P(B: | A)P(4)
P(A| By) = =
B = BB TAP(@) + (B, | ATP(A) 3

10

Sle

N [ |—=
+
Blea"™
DO =

e~

Sto je zaista ve¢e nego 3 = P(A);

« P(A°[ B1) =1-P(A| B) =

1
I

Dakle,

S druge strane,

O

Poruka prethodna dva primjera je da, opcenito, nezavisnost ne povlac¢i uvjetnu nezavisnost, i

obratno.

LEMA 2.15. Ako A, B € F nezavisni, onda su nezavisni i parovi dogadaja:

A°iB, AiB°, A°iB°.
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DoxkAz. Imamo
P(A°N B) = P(B) — P(AN B) = [nezavisnost] = P(B) — P(A)P(B)
— P(B)(1 - B(A)) = P(B)P(4°),
ili
P(A°| B) =1—P(A | B) = [nezavisnost] = 1 — P(A4) = P(A),

ako je P(B) > 0 (inace su trivijalno nezavisni). Ostale tvrdnje se dokazuju analogno. O

2.2.1. Nezavisnost familije dogadaja.

DEFINICIJA 2.16. Familija dogadaja (A;);c; pri cemu I moze biti proizvoljan skup, je

(i) nezavisna ako vrijedi
P(ﬂ&):HPmm
ieF i€F
za svaki konacan i neprazan podskup F C I.
(ii) uvjetno nezavisna uz dano C' € F (P(C) > 0), ako je nezavisna [u smislu definicije (i)]
s obzirom na Pc.

(ili) u parovima nezavisna ako su A; i A; nezavisni za sve i,j € I, i # j.

Na primjer, A, B,C' € F su nezavisni ako vrijedi

e P(ANB) =P(A)P(B), P(ANC) =P(APC), P(BNC) =P(B)P(C), te jos i

e PIANBNC)=PAPB)PC).
[Zasto ne traziti samo P(AN BN C) =P(A)P(B)P(C)? Uzmite na primjer C' = (), onda bi za
sve A, B imali da su A, B, C' nezavisni $to o¢ito nema smisla. Nadalje, imamo idu¢u napomenu

koja pokazuje da nasa definicija i intuitivno ima smisla.]

NAPOMENA 2.17. Ako su (A;);er nezavisni, vrijedi

]P’(ﬂ A; ﬂAZ):IP’(ﬂ A,-): 11 B(A), (2.13)

i€y i€l i€Fy i€ Fy

za sve konac¢ne, neprazne i disjunktne podskupove Fy, Fy C I (pri ¢emu pretpostavljamo da

je P(Nier, Ai) > 0). Provjeru ove tvrdnje ostavljamo za vjezbu. 0

PRIMJER 2.18. Neka su dogadaji A, B,C kao u Primjeru 2.13. Pokazali smo da su A, B,C' u

parovima nezavisni, ali tvrdimo da nisu nezavisni. To slijedi iz
1
IP(A|BHC’):13£6:IP’(A),

sto je kontradikcija s (2.13), ili iz
1 1 1 6
]P) A B = IP 4 = — — e — . =
(ANBAC) =P{BA) = 3 # 1 o

[Dakle, opéenito u parovima nezavisnost ne povlaci nezavisnost.| O

— P(A)P(B)B(C).
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NAPOMENA 2.19. Ako je familija dogadaja (A;);e; nezavisna, tada je nezavisna i svaka familija
dogadaja (B;);cr pri ¢emu je B; = A; ili AS, za sve i € I (bez dokaza). O

PRIMJER 2.20. Igraci A i B igraju niz nezavisnih igara, pri cemu svaka igra zavrsava
e pobjedom igraca A s vjerojatnoséu p,
e pobjedom igraca B s vjerojatnoscu g,
e nerijeseno s vjerojatnoséu r,

za neke 0 < p,q,r < 1 takve da vrijedi p + ¢ + r = 1. Odredite vjerojatnost dogadaja
A :={A je prvi dosao do pobjede}.

RJESENJE. Za svaki n € N, definiramo dogadaje
H, := {prva pobjeda bilo kojeg igraca se dogodila u n-toj igri},
A, =ANH,.

Tada vrijedi A = U,cy An, te su dogadaji A;, A, ... u parovima disjunktni.

Nadalje, pretpostavljamo da se igre "nastavljaju” igrati i nakon Sto je jedan od igraca prvi

dosao do pobjede, te za svaki n € N definiramo dogadaje
D,, := {nerijeseno u n-toj igri},
P, := {A pobijedio u n-toj igri} .
1. rjesSenje: Imamo

:ip(An):iP(DmmmDn,mPn)

n=1

= [nezavisnost igara] = Y P(Dy)...P(D,_1)P(P,)

© 1
Z bp=1[rl <1 = =
o 1-71 p+g

2. rjesenje: Uvjetovanjem na rezultat 1. igre dobivamo (detalji za vjezbu)
PA)=p-147r-P(A)+q-0=p+rP(A),
iz Cega slijedi da je P(A) = 2.
3. rjesenje: Zasto je rjesenje ba é 7 Kljucno je sljedece: vrijedi
P(A| H,) =P(P, | H,) =P(P, | DiN---ND,.1ND;)=P(P, | D)

P(D;) 1-r p+q’
neovisno o n € N; formalno opravdanje prve, trec¢e i cetvrte jednakosti ostavljamo za
vjezbu [iskoristite redom A N H,, = P, N H,, nezavisnost igara, te P, C D¢]. Sada iz
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FPV dobivamo

P(A| H,) —— > P(H
)= - K
pri ¢emu se lako provjeri da iz

P({netko je pobijedio u n-toj igri}) =P(D;) =p+q¢=1—r>0,neN

te nezavisnosti bacanja slijedi

i P(H,) <U H, ) P({netko je pobijedio}) = 1.

[ili iskoristi 2. BC lemu dolje nize.|

2.2.2. Borel-Cantellijeve leme.

LEMA 2.21 (Borel-Cantelli). Ako za niz dogadaja Ay, Ay, -+ € F vrijedi

£ i

onda je

p(ﬁ GAk>:0.

n=1k=n

Interpretacija: za ishod w € (2, imamo w € N7, Ur~,, Ar akko za svaki n € N postoji
k = k(w) > n takav da je w € Ay, tj.

) U Ak = {dogodilo se beskona¢no mnogo A,-ova} =: {4, b.m.p.}.

n=1k=n

Doxkaz. Neka je B,, := Uy, Akx,n € N. Bududi da su By, By, ... padajuéi, iz neprekidnosti

vjerojatnosti imamo

Mﬁ@@zwﬁ@:%ﬂmﬂ%wu@

n=1k=n n

< [o-subaditivnost] = n Z
pri ¢emu zadnja jednakost slijedi zbog 52, P(A;) < oo [ostatak konvergentnog redal. U

PRIMJER 2.22. Bacamo niz nesimetri¢nih novci¢a pri ¢emu vrijedi
pn = P({palo pismo na n-tom novcicu}) = — .
n

Bududi da je >0 pn, < 0o, BC lema povlaci da je

P({pismo palo b.m.p.}) =0,
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to jest
P({nakon nekog trenutka su padale samo glave}) = 1.

S druge strane, u slucaju p, = %, n € N, zbog > >, p, = 00 i nezavisnosti bacanja vrijedi

P({pismo palo b.m.p.}) = 1, iako p, — 0! [to je tzv. druga BC lema koju sada dokazujemo.]
U

LEMA 2.23. (2. BC lema) Ako je Ay, As,--- € F niz nezavisnih dogadaja takvih da vrijedi

§P<An) = 00,

onda je
P({A, bm.p.})=1.

NAPOMENA. Nezavisnost je bitna. Na primjer, ako je B € F takav da vrijedi 0 < P(B) < 1,
za niz A, := B, n € N, imamo }.>° , P(4,) = oo, ali

P({A, bm.p.}) =P(B) < 1.

DoxkAz. Neka je ponovno
A:={A, bmp.} =2, U2, A,

te B, := U2, A. Tada je (By)nen padajuéi niz dogadaja i vrijedi A = N2, B,,, pa neprekidnost
vjerojatnosti povlaci da je P(A) =\ lim,,_,., P(B,,). Dakle, imamo P(A) = 1 akko P(B,) = 1 za

svaki n € N akko P(BS) = 0 za svaki n € N [idemo na komplement da iskoristimo nezavisnost].

Za proizvoljan n € N imamo

P(B:) =P (ﬂ AZ) = [neprekidnost, vidi Nap. ??] = lim P (ﬂ AZ)
k=n k=n

= [nezavisnost| = nll—rgogLMA’“) = lim_ kl;[n(l —P(Ar)).

Iz nejednakosti 1 —x < e za sve x > 0, slijedi

[T1(1—P(A) < [] e T = e Zimn P4y > .
k=n k=n

Iz pretpostavke Y32 P(Ax) = oo slijedi da je lim,, oo Ype,, P(Ax) = S50, P(Ax) = oo, pa

imamo

0 < P(BS) < lim e 2ima B0 — g

m—o0

to jest P(BS) = 0. O
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PRIMJER 2.24. Pretpostavimo da su dogadaji Ay, As, - -+ € F nezavisni te takvi da je
P(A,)=p>0, VneN.
[npr. bacanje novéica, nezavisne igre ...]
Tada iz Y02 P(A,) = 0o i 2. BC leme odmah slijedi P({A,, b.m.p.}) = 1. Specijalno,
P({dogodit ¢e se barem jedan A,}) =1,

i sve to bez obzira koliko je p blizu 0; vidi "Infinite monkey theorem””. U

2.3. Paradoksi

PRIMJER 2.25. (Bertrand) Imamo tri kutije: u prvoj su 2 crne, u drugoj 2 bijele, a u trecoj
po jedna bijela i crna kuglica. Sluc¢ajno izaberemo kutiju te zatim jednu kuglicu iz te kutije.
Ako je izvucena crna kuglica, kolika je vjerojatnost da je i druga kuglica iz te kutije takoder

crna?

RJESENJE. Neka je

C; = {i-ta izvucena kuglica je crna}, i = 1,2

H; = {u pocetku izabrana i-ta kutija}, i =1,2,3.

Ocito je P(H;) = § za sve 4, a zanima nas

P(Cy | C) =P(CoNCy | Cy) = P(H, | Cy).

Prvo rjesenje. Koriste¢i Bayesa dobivamo

P, | C) = P(Cy | H)P(Hy) PGy [H) 12
L LIPC | H)P(H) S P(Cy | H) 14041 37

te P(Hy | C1) = 0,P(H; | C1) = 5. [Dakle, P(H, | C1) # 3]

Drugo rjeSenje. Neka je’

Q = {koja od 6 kuglica je izvucena} = {Cfl), C’él), 053), BP), Béz), Bf’)}.

Buduéi da je za sve w € Q, P(w) = % . % = %, nalazimo se u Laplacevom modelu. Dakle, imamo
N L thare/| NN (o' a0 (NS
( 1 | 1) - C - (1) 1) B ga
|Chl H{Cr7, Gy, G

te analogno P(Hs | C1) = 3. Ovaj fenomen naziva se "pristranost po veliéini” (engl. “size-
biasing”). [Jednostavno je: prva kutija ima dva puta vecu vjerojatnost da smo je izabrali
jer ima dva puta vise crnih kuglica od tre¢e kutije. Ipak, ovaj fenomen se javlja u raznim

kontekstima te nije ga uvijek trivijalno prepoznati ("paradoks vremena Cekanja”).] O

Yhttps://en.wikipedia.org/wiki/Infinite_monkey_theorem
® Na primjer, 02(1) je druga crna kuglica iz prve kutije.
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[Sljedeéi klasi¢ni primjer ostavljamo studentima da sami pogledaju. ”"Paradoks” nastaje zbog

toga Sto vjerojatnosni prostor nije jednoznacno zadan.]

PrRIMJER 2.26. (Monty Hall) Imate izbor od troja vrata — iza jednih se nalazi auto, a iza
druga dvoja vrate su koze. Izabrali ste prva, a nakon toga je voditelj otvorio trec¢a vrata te je

iza njih bila koza. Ako mozete, trebate li promijeniti vas izbor vrata?

RJESENJE. Neka je

H; = {izabrali ste i-ta vrata},i=1,2,3

A; = {auto se nalazi iza i-tih vrata}, i =1,2,3,

V; = {voditelj otvara i-ta vrata}, i =1,2,3,

K =V3NA5.
Ako definiramo

pi=PA; | HHNK) =Py, (A | K)=P1(4; | K),i=1,2,3,

zanima nas je li po > p; (ocito je p3 = 0). Koriste¢i Bayesa dobivamo

L PU(K | APy (A) N o P1(K | 4s)
=SB (K | Ay (Ay) ) = YR A) = 0= e ek T Ay

Buduéi da se uvjetno na A;, j = 1,2, sigurno dogodio A§, vrijedi Py(K | A;) = P1(V5 | 4;) ,
J =121

D2

Rl
2 Py (V3 | Ag) +Po(V5 | Ag) '

Dakle, zanimaju nas vjerojatnosti P (V3 | A;), 7 = 1,2. Ipak, one ovise o "protokolu” na temelju
kojeg voditelj odlucuje koja ¢e vrata otvoriti! [Drugim rije¢ima, mi ne znamo sve postavke ovog

slucajno pokusa, veé sam ovidimo jedan njegov ishod.]

Prvi protokol: Voditelj otvara ona vrata iza kojih je koza (bira slu¢ajno ako su iza oboja

vrata koze). Tada je

1
Pu(Va | A1) =5, Pi(Vs | A2) =1,

te

Drugi protokol: Voditelj slu¢ajno otvara jedna od preostala dvoja vrata. Tada je
1 1
Py (Vs | Ay) =35> Py (Vs | Ag) =3
te po =py = %, itd. [Probajte smisliti protokol u kojem je py < p;.] O

PRIMJER 2.27. (Simpsonov paradoks) Promatramo podatke o uspjesnosti dvije vrste ope-

racija bubreznih kamenaca:
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‘ Broj Uspjesnost
Tretman A | 350 0.78
Tretman B | 350 0.83

Cini se da je tretman B bolji od tretmana A. Ipak, ako gledamo uspjesnost s obzirom na veli¢inu

kamenca:

kamenac < 2cm kamenac > 2cm

Broj Uspjesnost Broj Uspjesnost
Tretman A 87 0.93 263 0.73
Tretman B 270 0.87 80 0.69

Dakle, A se ¢ini bolji u oba slucaja! Problem je u startu bio Sto nismo uzeli u obzir veli¢inu
kamenca (”confounding” varijabla) — veée kamence je teze tretirati, a tretman A se ¢eSce

dodjeljivao bas tim tezim slucajevima.

Vjerojatnosno objasnjenje: Moguce je da vrijedi
P(uspjeh | AN 7 <2”) > P(uspjeh | BN 7 < 27),
P(uspjeh | AN 7 > 2") > P(uspjeh | BN 7 > 27),

ali P(uspjeh | A) < P(uspjeh | B). [Drugi poznati primjer je pitanje spolne diskriminacije pri
upisu na fakultet.| O

2.4. Konstrukcija vjerojatnosnog prostora za nezavisne pokuse

Pretpostavimo da imamo dva "nezavisna” pokusa (£2;, F;,P;), ¢ = 1,2, pri ¢emu je || < oo,
Fi = P(), i = 1,2 [npr. jedan pokus je bacanje 3 simetricne kocke, a drugi je bacanje 2
simetri¢na nov¢ical. Cilj je formalno definirati vjerojatnosni prostor koji sadrzi oba pokusa pri

¢emu bi dogadaji vezani uz ta dva pokusa zaista bili nezavisni.
Na izmjerivom prostoru

(Q,F) = (1 x Qa, P x Qr)),
definiramo potencijalnu vjerojatnost s

P ((wy,w2)) :==P({(w1,w2)}) := P1(w1)Pa(ws), V(wi,wq) € Q. (2.14)

Bududi da je |2 < oo, a lako se provjeri da je P(w) > 0, Vw € Qi Y, cq P(w) = 1, Propozicija
1.12 povlaci da se P moze jedinstveno prosiriti do vjerojatnosti na (€2, F). Nadalje, iz (1.5) i
(2.14) slijedi da za sve A C Q nuzno vrijedi
P(A)=> Plw)= > Pi(w)Ps(ws),
w€eA (w1,w2)EA

pa za A; C Qq, Ay C )y specijalno vrijedi

P(A; x Ag) = Py (A;)Py(As). (2.15)
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Sada za A; C €y, ali kao dogadaj u €2, imamo
{dogodio se A1} = A; x )y =: A, CQ.
Analogno, za A; C (25 definiramo Az = X A,.
Za sve A1 C Qq, Ay C )y sada vrijedi
P(A, N Ay) = P(A; x As) “2) Py (A)Pa(Ay) . (2.16)

Ako u gornju jednakost uvrstimo A, := €y, dobivamo P(A;) = P;(A;), te analogno da je
P(Ay) = Py(A,). Uvrtavajuéi u (2.16) slijedi da je

P(A; N Ay) = P(A)P(A,),
to jest, Al i Ag su zaista nezavisni.

NAPOMENA.

(a) Potpuno analogno se konstruira vjerojatnost P, na (23 X -+ x Q,, P(21 X -+ x Q,)).
(b) *Konstrukcija vjerojatnosti na Q := Q; x Q9 X ..., tj. za beskona¢an niz nezavisnih
pokusa moze se napraviti koristeéi P,,-ove iz (a) dijela, vrlo slicno kao u Potpoglavlju
1.4.3.
[Za A C Q2 koji je za nekin i A, C Qy x --- x £, oblika

A={(w,wa,...) € (wy,...,w,) € Ap}

stavljamo P(A) := P, (A,), te se onda P moze prosiriti do funkcije na F koje je najmanja
o-algebra na € koje sadrzi sve takve A-ove. Napomenimo da je ovdje F C P(£2; x Qg X

)]
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Diskretne slucajne varijable

3.1. Definicija i osnovna svojstva

U nastavku (£2, F,P) predstavlja proizvoljan vjerojatnosni prostor.
DEeFINICIA 3.1. Slucajna varijabla je svaka funkcija X : 2 — R takva da Vz € R vrijedi
(X<} ={weQ: X(w) <2} =X ((~00,2]) € F. (3.1)
NAPOMENA 3.2. Za sluc¢ajnu varijablu X zanimat ¢e nas vjerojatnosti
P(X € B) =P{w € Q: X(w) € B}),

za razne skupove B C R [npr. B = (—o0, z], [a, b], {z}]. Moze se pokazati da (3.1) povlaéi puno
vise, tj. da je u tom slucaju {X € B} € F za "ve¢inu” B C R, pa je vjerojatnost P(X € B)
dobro definirana. U nastavku uvjet (3.1) netemo provjeravati [tj. pretpostavit ¢emo da je

zadovoljen]. Uocimo da je taj uvjet trivijalno zadovoljen ako je F = P(Q). d
Za slucajnu varijablu X : Q2 — R, neka je

Dx :=Im(X) ={X(w) : w € Q},
skup svih vrijednosti koje X moze poprimiti.
DEFINICIIJA 3.3. Slucajnu varijabla X : 2 — R je diskretna ako je Dx konacan ili prebrojiv.
Ako je Dx C B za neki B C R, ¢esto to oznacavamo s "X € B” (npr. X > 0 znadi da je
Dx C [0,00)).
PRIMJER 3.4. (a) Bacamo dvije kocke te neka je

X := zbroj brojeva na kockama,

tj. Q={1,2,...,6}%, X(w) = w; +wy, Vw = (w1,ws) € Q. Budué¢idaje X : Q — Dy :=
{2,...,12} C R, X je diskretna slucajna varijabla [kao i svaka druga slucajna varijabla
na ovom vjerojatnosnom prostoru].

(b) Slu¢ajno biramo broj iz (0, 10), te stavimo
X :=taj broj, Y := najvece cijelo tog broja,

tj. Q = (0,10), te X(w) := w, Y(w) := |w], YVw. Tada sui X i Y slucajne varijable, ali
samo je Y diskretna (Dx = (0,10), Dy = {0,1,...,9}).
33
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OJ
NOTACIJA:
(i) Slucajne varijable tipi¢no oznacavamo velikim slovima: X, Y, U, ..., a njihove vrijednosti
("realizacije”) s malim slovima: z,y,u,... (npr. z = X(w) za neki w).

(ii) Ako je X diskretna slucajna varijabla, ¢esto ¢emo elemente od Dy oznaciti s
Dx ={a;:i€l},

gdje je I = {1,2,...,n} zanekin € N, ili ] = N [I dakle takoder ovisi o X, ali radi

jednostavnosti to ne¢emo pisati.| U

NAPOMENA 3.5 (Sluc¢ajni element). Opéenito, ako je D proizvoljan skup, funkciju X : Q — D
nazivamo slucajni element u D. Na primjer,

e D =R ~ X je slucajna varijabla;

¢ D =R* ~» X je sluéajni vektor [iduée poglavlje|;

o D = skup svih grafova s n vrhova ~ X je sluéajan graf [npr. Erdés-Rényijev graf.'

Kako bi tu konstruirali (2, F,P) i X : Q — D7]

e D =C[0,1] ~ X je sluéajna funkcija [npr. Brownovo gibanje”];
[Slucajni element X je diskretan ako je slika Dx C D najviSe prebrojiv skup; to mogu biti i
relativno komplicirani sluc¢ajni elementi kao sto je npr. slucajni graf. Vec¢ina definicija i rezultata
koje ¢emo navesti u ovom poglavlju vrijede i za diskretne slucajne elemente uz potpuno iste
dokaze — jednostavno se elementi od Dx poredaju u niz ay, as, . ..; to ¢emo direktno koristiti u
poglavlju o diskretnim slu¢ajnim vektorima. Iznimka su rezultati gdje se zaista koristi struktura

prostora R — npr. kad govorimo o ocekivanju sluc¢ajne varijable.]
3.1.1. Distribucija diskretne slucajne varijable. Za diskretnu sluc¢ajnu varijablu X, skup
Dx ={a; : i € I} zajedno s vjerojatnostima

pi=PX=q),i€l, (3.2)

zovemo distribucijom (ili razdiobom) sluc¢ajne varijable X. Distribuciju ¢esto zapisujemo u
obliku tablice:

[Gornju relaciju ¢itamo kao ”X ima distribuciju ...”]

PRIMJER 3.6. Ako je X broj koji je pao na simetri¢noj kocki,

1 2 3 4 5 6
XN(l 1011 1 1)
6 6 6 6 6 6

Sto predstavlja tzv. diskretnu uniformnu razdiobu na {1,2,...,6}. O

L https://en.wikipedia.org/wiki/Erdds-Rényi_model
Zhttps://en.wikipedia.org/wiki/Wiener_process
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Iz (3.2) imamo da nuzno vrijedi (DZ)

p;=0,Viel, te Zp,;zl,
icl
tj. (p; 14 € I) je distribucija na Dx (vidi Prop. 1.12).

[Zaista, prva tvrdnja je oCita, a druga slijedi jer

> pi =Y P(X = a;) = [konacna ili o-aditivnost]

i€l el

:]ID(U{X:ai}) —P(X € Dx) =1

el

35

(3.3)

[U nastavku pokazujemo da za proizvoljnu distribuciju na nekom konacnom ili prebrojivom

skupu mozemo konstruirati vjerojatnosti prostor i slu¢ajnu varijablu na tom prostoru s upravo

tom distribucijom.]

ProprozicuA 3.7. Neka je (p; : @ € I) proizvoljna distribucija na konacnom ili prebrojivom
skupu D = {a; : i € I} C R. Tada postoji vjerojatnosni prostor (2, F,P) i diskretna slucajna

varijabla X : Q — D t.d. P(X = a;) = p;, Vi € I.

DokAz. [Dokaz ovakvih tvrdnji uvijek ima istu ideju.]|

Neka je
e 0:=D;
« F:=P(D),

e« P: F —[0,1] (jedinstvena) vjerojatnost t.d.
P(a;)) =p;, Viel.

Egzistencija slijedi zbog uvjeta (3.3) te Prop. 1.12 i napomene nakon nje.
e X(a):=a,YaeQ=D.
Sada o¢ito vrijedi Dx = D te

P(X =a;) =P{a€Q:X(a) =a;}) =P{a;}) =p;, Viel.

Ako je X ~ oz - , za sve B C R vrijedi
P1 P2 ...
P(XeB)=P (Uie[:aieB{X = ai}) = Z P(X =a;) = Z Di -

a;€EB a;,€EB

pri ¢emu je "a; € B” (ovdje, ali i u nastavku) skracena oznaka za i € I : a; € B”.

(3.4)
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[Iz (3.4) slijedi da ako slu¢ajna varijabla X definirana na (2, F,P) i slu¢ajna varijabla Y defi-

nirana na (', ', ') imaju istu distribuciju, vrijedi
P(X € B)=P(Y € B), VB CR.

Najcesce nas zanimaju stvari koje ovise samo o distribuciji slu¢ajne varijable, tj. najcesée nam
sam vjerojatnosti prostor te konkretna konstrukcija sluc¢ajne varijable nisu bitni. Bitno je samo

da postoji slu¢ajna varijabla s danom distribucijom, a to slijedi iz Prop. 3.7!]

Za diskretnu slu¢ajnu varijablu X definiramo njenu vjerojatnosnu funkciju mase’ ili dis-

kretnu (vjerojatnosnu) funkciju gustoée fy :=R — [0,1] sa
fx(x)=P(X =2x), z€R. (3.5)

Ocito vrijedi

akko
pi, akox =a; zanekii € I,
fx(x) =

0, inace.

Drugim rije¢ima, fx jedinstveno odreduje distribuciju od X. [U ovim biljeskama ne¢emo previse
koristiti fx, ali to je samo stvar notacije. Ona je korisna npr. u statistici jer mozemo na

unificiran nacin tretirati diskretne i neprekidne slu¢ajne varijable, vidi Primjere 4.8 i 8.7]
3.1.2. Neke poznate distribucije. U nastavku neka je p € [0,1], ¢ := 1—p, te pretpostavimo
da imamo niz nezavisnih pokusa pri ¢emu je

P(A4;) := P({uspjeh u i-tom pokusu}) = p, Vi € N.

Npr. bacamo niz (potencijalno nesimetri¢nih) novéiéa gdje je vjerojatnost za pismo ("uspjeh”)

upravo p.
PRIMJER 3.8. Ako je

% 1, wuspjeh u ¢-tom pokusu,
0, inace

0 1 )
X ~ , Vi e N.
q p

Ova razdioba naziva se Bernoullijeva razdioba s parametrom (uspjeha) p (oznaka je ”X; ~

imamo

B(p)”). [Ovakva slucajna varijabla ¢esto se naziva jednostavno "coin toss”]

3 Engleski izraz je probability mass function ili skraéeno p.m.f.. Cesto se koristi i intuitivnija oznaka px
umjesto fx.



3.1. DEFINICIJA I OSNOVNA SVOJSTVA 37

B(10,0.1) B(10,0.3)

P(X=K)
0.0 0.1 0.2
1 1
- .
N
-
P(X=K)
0.0 0.1 0.2
L 1 1
—
- .
.
.

B(10,0.5) B(10,0.8)

SLIKA 2. Graficki prikaz binomne razdiobe za n = 10 i razne parametre p.

PRIMJER 3.9. Opéenito, za dogadaj A € F definiramo funkciju 14 : Q — {0,1} sa

1, weAd,

]1A(w) =
0, we¢A.

Ovu funkciju (sluc¢ajnu varijablu) nazivamo indikator dogadaja A.

 uvijek vrijedi 14 ~ B(p) uz
p=Pls=1)=P{w:we A}) =P(4).

e u prethodnom primjeru vrijedi X; = 14,, Vi.
PrRIMJER 3.10. Ako je n € N fiksan te

X = Z 1,4, = ukupan broj uspjeha u n pokusa.
i=1

imamo X € {0,1,...,n} te

P(X =k) = (Z) Pk ke {0,1,...,n}.

Ova razdioba naziva se binomna razdioba s parametrima n i p (oznaka "X ~ B(n,p)”); vidi

Sliku 2 za graficki prikaz ove razdiobe. Specijalno, vrijedi B(1, p) = B(p).

PRIMJER 3.11. Ako je p > 0 te

T := ukupan broj pokusa do pojave prvog uspjeha,
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G(0.3)

0.20 0.25
1 1

0.15

P(T=k)

0.10
1

0.05
1

0.00

1

—

—
x~ o - —e

—

—e

—

—

-

-

.

SLIKA 3. Graficki prikaz geometrijske razdiobe.
imamo T € {1,2,...} = N te
P(T=k)=¢"'p, keN.

Ova razdioba naziva se geometrijska razdioba na N s parametrom p (oznaka "T" ~ G(p)”);
vidi Sliku 3. Sli¢no, ako je

T := ukupan broj neuspjeha do pojave prvog uspjeha,
vrijedi T=T-1,T € Ny, te
P(T =k)=q"p, k€ Ny.
Ovo je tzv. geometrijska razdioba na Ny (oznaka ”T ~ G(p)”).

PRIMJER 3.12. Ako je r € N, te
(i) Y := broj pokusa do ukupno r uspjeha,

k—1
P(Y:k)D:Z< 1>qk_rpr,k::r,r—l—1,.... (3.6)
r —
(ii) Z :=Y —r = broj neuspjeha do ukupno r uspjeha, iz (3.6) uz k = m + r slijedi
—1
]P’(Z—m)—<m+r1 )qmp’",m—[),l,.... (3.7)
r —

Ova razdioba naziva se negativna binomna razdioba s parametrima r i p (oznaka
"NB(r,p)”).
[Zar =1,Y ~ G(p), Z ~ Go(p). NB razdioba se Cesto koristi u modeliranju kada

modeliramo veli¢inu koja poprima vrijednosti u Np.]
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3.1.3. Funkcija slucajne varijable. Ako je X diskretna slucajna varijabla i g : Dx — R
prizvoljna funkcija, tada je funkcija g(X) : Q@ — R definirana sa

9(X)(w) == g(X(w)), w e,

ponovno diskretna slucajna varijabla [jer je Dyx) = g(Dx) ponovno najvise prebrojiv skup].

PRIMJER 3.13. Ako je

-1 0 1
X~<1 1 1)
2 3 6
te g(z) = T := max{0, z}, imamo da je X = ¢g(X) € {0,1} te
1 1 5
IP’(X+:O):IP’(X<O):IP(X:—1)—|—IP’(X:O):§+§:6,

Dakle,

[Opéenito, imamo...]

ProroziClIA 3.14. Ako je Dx = {a; : i € I} te Dyxy = {g(a;) i € I} = {b; : j € J},
distribucija od g(X) dana je s

]P)(g(X) = b]) = ZiEI:g(ai):bj]P(X = ai)7 vj €J.

DokAz. Pogledati sami.
[Buduéi da je

{w:g(X(w) =b;} ={w: X(w) € g7 ({b;})}

P(g(X) =b;) =P(X € g7 ({6;}) = ey 1o P(X = ) = Sy, PX = a) ]

3.2. Ocekivanje

DEFINICIJA 3.15. Neka je X diskretna slucajna varijabla s distribucijom X ~ (! 3% 7). Ako
vrijedi (a) X >0 (tj. a; > 0, Vi € I), ili

b) Z |lai|p; < oo, (3.8)

i€l
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kazemo da X ima (matematicko) oc¢ekivanje koje onda definiramo kao

=Y ap;. (3.9)

el

[Oznaka E dolazi od "expectation”; a ocekivanje ¢esto nazivamo i "prosjecna vrijedost” $to je

vezano uz tzv. zakon velikih brojeva.]

NAPOMENA 3.16. (i) Akoje |I| < oo, (3.8) uvijek vrijedi [pa dakle o¢ekivanje uvijek postoji].
(ii) Ako je X > 0 moguée imamo E[X] = +o0, a ako vrijedi (3.8) nuzno vrijedi E[X] € R.
(iii) ZasSto trazimo nenegativnost ili (3.8)7 Ako je (b,)nen niz realnih brojeva te vrijedi

(a) by, = 0, Vn, ili (b) Y ,en|bn] < 00, tada Y ,en by ne ovisi o poretku sumacije, tj. za
svaku bijekciju 7 : N — N vrijedi

Zb = hm Zb = hm Zbﬂ(n Zbﬂ(n).

neN n=1 neN

PRIMJER 3.17. Ako je X ~ ( ) p € [0,1], ¢ := 1 — p, ocekivanje ofito postoji te je
E[X]=0-g+1-p=p.
Uo¢imo da opéenito (tj. kada je p # 0, 1), E[X] ¢ {0,1}. Specijalno, VA € F vrijedi
E[14] =P(A).

PRIMJER 3.18. Neka je T ~ G(p) za p € (0,1] (tj. P(T = k) = ¢*'p, k € N). Ocekivanje

postoji jer je T' > 0, te iznosi’

:ikP(T qukl g=1-pe0,1)] = P - L_-

Vidi Sliku 4. U

PRIMJER 3.19. Ako je X sluCajna varijabla koja poprima vrijednosti u N (dakle X > 0) te
c

gdje je ¢ > 0 normalizirajuca konstanta, imamo

Zn*—CZ

nln

[U ovom sluc¢aju X s relativno velikim vjerojatnostima poprima velike vrijednosti.]
PRIMJER 3.20. Neka je X € Z s distribucijom
c
IP’(X:n):IP’(X:—n):E,VneN,

uz P(X = 0) = 0, pri ¢emu je ¢ > 0 normaliziraju¢a konstanta. Tada je

< 1
Z|az|pl—cZ|—n\ —l—czm\ —202 = +400.
el n<—1 n>1 nfln

* Derivacijom jednakosti Y o-_j 2™ = (1 — z)~! dobivamo da je > >°_ ma™ ! = (1 — 2)~2 kadgod je |z| < 1.
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G(0.3)

0.20 0.25
1 1

0.15

P(T=k)

0.10
1

0.05
1

0.00

1

—

—
x~ o - —e

—

—e

—

—

-

-

.

SLIKA 4. Geometrijska razdioba s parametrom p = 0.3. Isprekidana linija
oznacava njeno ocekivanje E[X] = 1/0.3 ~ 3.33.

Dakle, E[X]| ne postoji jer ne vrijedi (3.8) [te X nije nenegativnal.

[Zbog simetrije se ovdje ¢ini prirodno staviti E[X] := 0. Ipak, pojam ocekivanja je usko
vezan uz (jaki) zakon velikih brojeva (JZVB) koji kaze da ¢e prosjecna vrijednost velikog broja
(nezavisnih) varijabli s istom distribucijom kao X, biti priblizno jednaka E[X]. Nuzan i dovoljan
uvjet za JZVB (ako je X € R) je to da vrijedi (3.8), te se moze pokazati za slucajnu varijablu
iz prethodnog primjera prosjecna vrijednost ne¢e konvergirati niti jednoj konstanti, pa tako ni

konstanti 0. Vidi napomenu iza Teorema 7.11.]

3.2.1. Osnovna svojstva.

NAPOMENA 3.21. U nastavku ¢emo koristiti tzv. Fubinijev teorem: Ako je (a;; : i,j € N)
dvostruko indeksiran niz realnih brojeva, vrijedi

Zzai’j = Zzaivj7

ieN jeN jENieN
tj. mozemo zamijeniti poredak sumacije, ako je (a) a;; = 0, Vi, 7, ili (b) Yien 2 en @i ;] < oo,

U slucaju (a) obje strane mogu biti +oc0.

TEOREM 3.22 (!). Neka je X diskretna sluc¢ajna varijabla s distribucijom X ~ (i ps 0), @

g: Dx = R funkcija. Ako vrijedi (a) g(X) =0, ili (b) Yicr|g(ai)|pi < oo, imamo da je

Elg(X)] = >_ g(a:)p; - (3.10)

el

[U sluc¢aju (b) tvrdimo dakle i da postoji Elg(X)].]
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Prethodni teorem je koristan jer daje nacin za odredivanje E[g(X )] bez da racunamo distribuciju

sl. varijable g(X).

DoKAz. Ozna¢imo g(Dx) =:{b; : j € J} te [; :={i € I : g(a;) = b;}, j € J. Iz Prop. 3.14

imamo

P(g(X) = b) = Y pi. Vi€ J.

i€l

e Ako je g(X) >0, tj. b; > 0, Vj € J, ocekivanje postoji uvijek te iznosi

Elg(X)] =D bP(g(X) =b;) => b Y pi=2 > pib;

jeJ jEJ i€l jEJ i€l
= Z Zpig(ai) = sz'g(ai) € [0, 00].
jeJiel; iel

pri ¢emu smo u zadnjem koraku iskoristili Fubinijev teorem uz

pig(a;), akoie€ I,
0, ako i ¢ ;.

(3.11)

i ¢injenicu da skupovi I}, j € J ¢ine particiju skupa I [pa dakle Y- .c;a;; = pig(a;).]

o Ako je Yierpilg(ai)] < oo, (3.11) povlaci da je

Z ’bj|P(9(X) = bj) = Zpi|g<ai>| < 00,

=N il

tj. da postoji E[g(X)], te onda analogno kao u (3.11) [uz primjenu Fubinijevog teoremal

dobijemo (3.10) [pri ¢emu je dakle nuzno E[g(X)] € R].

NAPOMENA 3.23. Za X ~ (1 p2 o) prethodni teorem uz g(z)) = |z| daje

E[|X|| =Y |ailpi-

el
Specijalno, vrijedi (3.8) (tj. postoji E[X] i E[X] € R) akko E“X” < 00.
ProrozicuiA 3.24. Ako je EUX” < 00, za sve a,b € R vrijedi
E[laX +b] = aE[X] +b.

[Tvrdnja vrijedi i ako je samo X >0 ia > 0./

Dokaz. Ako je X ~ (p1 p2 ), (3.10) nam daje

E[laX +bl] =3 |a-ai+b|p; < |a] Y |aslps + b = [a]E[|X]] + |b] < oo

el T~ i€l
<lal-|ai|+[b]

Dakle, postoji E[X] te se analogno dokaze E[aX + b] = aE[X] + b.

Sljedec¢i teorem dokazujemo u poglavlju o slu¢ajnim vektorima.

O

(3.12)
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ProPOZICIIA 3.25. Neka su X7, ..., X, diskretne slucajne varijable definirane na istom (2, F, P)
[pa je dakle Xy + - - -+ X, ponovno (diskretna) sluc¢ajna varijabla]. Ako vrijedi (a) X; > 0, V1,
ili (b) ]E[|XZ|} < oo, Vi=1,...,n, tada je

E lé Xi] = gE[Xi] . (3.13)

Svojstva (3.12) i (3.13) zajedno nazivamo linearnost o¢ekivanja. [Ovo je jedno od najvaznijih
svojstava ocekivanja te ono zapravo vrijedi za proizvoljne (dakle, ne nuzno diskretne) slucajne
varijable.]

PRIMJER 3.26 (Ocekivanje B(n,p) razdiobe). Neka je X ~ B(n,p).

1. [Pogledati sami] Po definiciji imamo

o nn—1)---(n—k+1) ,
—k;k‘ o pq
o= (=) == 41) 4y e
—nka::l = P g
1
=[l:==k—1] —npz< l )plq” “l=npp+q)"t =np.
=0

2. Neka su Ay, ..., A, € F nezavisni dogadaji t.d. P(4;) = p, Vi = 1,...,n. Ako stavimo
X =301, 14, vrijedi X ~ B(n,p) [Ovo je u redu jer otekivanje ovisi samo o distibuciji

slucajne varijable, tj. nije bitno kako je ona konstruirana]. Dakle,

E[X]:=E[X, 14,] = [linearnost o¢.] =¥ ;| E[l4,] =31 P(4;) =np.

[Navodimo jos neka svojstva ocekivanja koja slijede direktno iz definicije, pri cemu u iskazima

trazimo samo da odredeno svojstvo vrijedi na dogadaju vjerojatnosti 1.

ProrozicJA 3.27. Neka je X diskretna slucajna varijabla. Tada vrijedi:
(a) P(X > 0) =1 povlaci E[X] > 0;
(b) P(X >0)=1iE[X] =0 povlace P(X =0) = 1;
(c) P(X ) 1 za neki c € R, povlaci E[X] = ¢;
(d) Pla< X <b)=1 zaa<b, povlaci a < E[X]| < b.

DokaAz. (a) Ako je X ~ (1 p2 ), imamo a; < 0 = p; = 0, pa je

=Y aipi= Y aip; > 0.

el a; 20

Ostatak za DZ. O
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3.2.2. Ocekivanje za varijable u Nj.

TEOREM 3.28. Neka je X slucajna varijabla koja poprima vrijednosti u Ny. Tada vrijedi

_ ilp(x >n) = ip(x >n) (€[0,0q]). (3.14)

DokAz. Vrijedi

REETES

= [Fubini, nacrtati sliku]

i M8 i M8

PLE
i Z kP(X = k) = E[X],

pri cemu smo Fubinijev teorem (sve je nenegativno) iskoristili uz

Ank =

PRIMJER 3.29. Za T ~ G(p) uz p > 0 imamo
P(T > n) = P({neuspjeh u prvih n pokusa}) = ¢", Vn € Ny.

Iz (3.14) slijedi

ZiP(T>n)=§:q”

n=0

=[q<1]=L=*~

[U sljedeéem primjeru promatramo generalizaciju geometrijske distribucije — ¢ekamo prvi uspjeh

u nizu nezavisnih pokusa, ali pri ¢emu se vjerojatnost uspjeha moze mijenjati.|

PrRIMJER 3.30 (ProSirena slucajna varijabla). Pretpostavimo da imamo niz nezavisnih
novcica te neka je

A,, := {palo pismo na n-tom nové¢i¢u}, n>1,
uz pretpostavku p, := P(A,) < 1,¥n € N. Definiramo

T :=inf{n > 1: 14, = 1} = trenutak kada je palo prvo pismo,

uz konvenciju inf () := oco. Dakle, sluéajna varijabla 7" moguée poprima vrijednost +oo [t;].

moguce da nikada neée pasti pismo], te ju zovemo prosirena (diskretna) slucajna varijabla.

Ako je Y02, p, = oo (primjerice p, ~ + kada n — o0), 2. BC lema povladi da je P(T = o0) = 0
jer g.s. imamo beskona¢no mnogo pisama. Sto ako je >0 pn < oo [dakle, ako p, dovoljno

brzo tezi u 0]?
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Za sven = 0,
P(T>n)=P(1la, =0,...,14, =0) =P(A] S NAY) =

= [nezavisnost| = H P(Af) = H (1 —pr)

Bududi da je {T' = oo} = N2 ({7 > n} te su dogadaji {T" > n},n € Ny, padajuéi, neprekidnost

vjerojatnosti daje

P(T =o00) = lim P(T' > n) = ir 1_[1—1%:1_[1—]91C

n—00
k=1

Iz lim, o %) = 1 lako slijedi da

Y pk<oo = [[Q-p) >0.
f—1 f—1

[Zapravo vrijedi ekvivalencija ako je py > 0 za svaki k > 1. Zaista,

hmH 1—pp) >0 < 11leog 1—pp) > —00 < Zbk<oo

n—00
k=1

uz by, := —log(1 — pi) € (0,00). U svim gornji slucajevima nuzno imamo limg_,o px = 0, pa iz

log(1+x)
x

lim,_, = 1 slijedi hmk,_,C>O 2k =1 tj.

Zbk<oo = D pp<oo |
=1 j=1
Sve skupa, pokazali smo da
P(T=00)>0 < ) pp<oo.
k=1
Na primjer, ako je p, ~ =5 i p, < 1 za sve n > 1, vrijedi P(T = o) > 0.
Napomena. Ako je P(T" = oo) > 0, stavljamo E[T] := +oo. Nadalje, uo¢imo da formula
(3.14) vrijedi i u dalje jer je
> P(T>n) 2 ) P(T =o00) =+o00 =E[T].
n=0 n=0
Oprez: S druge strane, moguce je da u tom slucaju vrijedi

too> S nB(T = n) £ E[T].

n=0

3.3. Varijanca

DEFINICIJA 3.31. Neka je X diskretna slucajna varijabla t.d. ]E[|X” < oo. Varijanca od X

definira se kao

Var(X) := E[(X —E[X])?] € [0, 00] . (3.15)



3.3. VARIJANCA 46

Rije¢ima, Var(X) je prosjetno kvadratno odstupanje X-a od E[X]. Broj o(X) := /Var(X)
naziva se standardna devijacija od X. [Tipi¢no nas u statistici zanima o(X) jer je u istim

mjernim jedinicama kao i X ]

-1 1 —100 100
2 2 2 2

Imamo E[X] = E[Y] =0, ali Var(X) =1, Var(Y) = 100%, tj. o(Y) = 100 > 1 = o(X).

PRIMJER 3.32. Ako je

ProrozicusA 3.33 (Svojstva varijance). Neka je X slucajna varijabla t.d. IE“X” < 0.
Vrijedi
(i) Var(X) = 0 povlaci P(X = E[X]) = 1;
(ii) Va,b € R, Var(aX + b) = a*Var(X);
(iii) Var(X) = E[X?] — (E[X])? [ovako najéesée racunamo Var(X)].

Dokaz. (i) Slijedi iz Prop. 3.27(b).
(i) Vrijedi
Var(aX +b) = E[(aX + b —E[aX + b]))?] = E[(aX + b — aE[X] — b)?]
= E[a*(X — E[X])?] = a*Var(X).
(iii) Vrijedi
Var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X? - 2XE[X] + (E[X])?]
= E[X°] - 2E[X|E[X] + (E[X])* = E[X?] - (E[X])?,

pri emu smo u trecoj jednakosti koristili linearnost o¢ekivanja® i ¢injenicu da je E[X]

konstanta.

PrRIMJER 3.34. (i) Ako je T'~ G(p) za p > 0, imamo E[T] = % teuz q:=1—p,

E[T(T —1)] = i k(k—1)P(T =k) = fj k(k—1)¢"'p

=pg Y k(k— 1)¢" 2 = [2. derivacija sume geometrijskog redal
k=2
2 2q
—pg 3=
(1—q)?* p?
Sada slijedi

IE[TQ]:E[T(T—l)]+]E[T]:Zg+;=;2—;,

® Napomenimo ovdje da formalno ne mozemo primijeniti (3.13) ukoliko je E[X?] = +oco. Ipak, moZe se pokazati
da tvrdnja vrijedi i u tom slucaju jer smo pretpostavili da je IE[|X|] < 00.
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te
2 1 1 g
Var(T) = E[T?] — (E[T])* =5 — - — = = —.
(T') = E[T”"] — (E[T]) R R
[Uo¢imo da Var(T) — 0 kada p — 1, te Var(7') — oo kada p — 0.]
Napomenimo da za T := T — 1 ~ G(p) vrijedi

Var(T) = Var(T — 1) = Var(T
(ii) Ako je X ~ B(p), bududi da je X? = X, vrijedi
Var(X) = E[X?] — (E[X])* = E[X] — (E[X])* =p — p* = pq.

[Maksimalna varijanca postize se za p = 1]

(iii) [Pogledati sami.] Ako je X ~ B(n,p), vrijedi E[X] = np te

B = 1) = 3 k(= ) Jabar =t = 2 3 () e
= n_(n —Dp*(p+q)" 2 =n(n—1)p*, _
pa je dakle
Var(X) = E[X(X — 1)] + E[X] — (E[X])? = --- = npq.

Uocimo da je, slicno kao kod ocekivanja, Var(X) = nVar(Y') za Y ~ B(p) [kasnije ¢emo

vidjeti zasto].

[Uz linearnost, drugo fundamentalno svojstvo oc¢ekivanja je monotonost. Kao i linearnost, ovo

svojstvo vrijedi za proizvoljne (dakle, ne nuzno samo diskretne) slu¢ajne varijable.]
TEOREM 3.35. Ako su slucajne varijable X 1Y definirane na istom (0, F,P), te vrijedi 0 <
X <Y, nuzno je

(0 <) E[X] < E[Y]. (monotonost)

DoxkAz. e ako je E[X],E[Y] < 00, iz Y — X > 0 i linearnosti o¢ekivanja slijedi
0 < E[Y — X] = E[Y] — E[X]

« dokaz u opéenitom slucaju (kada je moguée E[X]| = 4o00) ¢emo dati u poglavlju o

slu¢ajnim vektorima.

O

5 Ovdje imamo sumu nenegativne slu¢ajne varijable Y i nepozitivne sluéajne varijable —X, pa za koriStenje
linearnosti trebamo da vrijedi E[| — X|],E[|Y]] < occ.
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ProproziclJA 3.36. Ako je X slucajna varijabla t.d. vrijedi ]E[|X|m} < 00 za nekim € N, tada

je i
]EUX]”} <o, Vn<m.

Broj E[|X|”} zovemo n-ti moment slucajne varijable X .

DoKkAz. Za proizvoljan realan broj z € R, vrijedi

z|™, ako |z| =1
|Z|n< || ’ ||/ ’<1—|—|Z|m.
1, ako |z| < 1,

Sada koristeci linearnost i monotonost ocekivanja odmah dobivamo

E[|X"] <E[1+|X|"] <1+E[X|"] < c0.

NAPOMENA 3.37. Iz identiteta E[X?] = Var(X) + (E[X])? i prethodne propozicije, slijedi

IVar(X) (). E[|X|] < 00) i Var(X) < oo <= E[X?] < o0.

3.4. Poissonova razdioba

PRIMJER 3.38. Slucajna varijabla X ima Poissonovu razdiobu s parametrom A > 0 (oznaka
je "X ~ P(\)”) ako je Dx = Nj te

P(X =k)= e, VkeNy.

[Provjerite da zaista vrijedi Y ycn, P(X = k)

[—

TEOREM 3.39 (Zakon rijetkih dogadaja). Neka je za sve n € N, X,, ~ B(n,p,), pri cemu
postoji

A= lim np, = lim E[X,], (3.16)
te vrijedi A € (0,00). Tada za sve k € Ny vrijedi

lim P(X, = k) = P(X = k),

n—oo

pri cemu je X ~ P()\).

NAPOMENA. Teorem zovemo zakon rijetkih dogadaja jer uz uvjet (3.16) nuzno vrijedi p, — 0,
kada n — oo; dakle, za veliki n, X, je ukupan broj uspjeha u n nezavisnih pokusa s jako malom

vjerojatnosti uspjeha u svakom pokusu.
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Dokaz. Bududi da vrijedi np, — A i p, — 0 kada n — o0, za svaki k € Ny imamo

g Pt = k! Pl 0k
nn—1)-(n—k+1) (np,)* ( npn>” e
- . 1= (1 -,
nk k! n (1=pn)
Nk Nk
n—oo 1k - -k _ 7 =)
1% - o e 17" = o e ",
pri ¢emu smo za konvergenciju treéeg ¢lana koristili Lemu 7.16 (koju dakle navodimo tek kas-
nije). O

Prethodni teorem koristimo tako da za X ~ B(n,p) uz "veliki” n i "mali” p, aproksimiramo

k
P(X = k) ~ (”5) e, k=0,...,n. (3.17)

NAPOMENA 3.40 (Le Camov teorem). Zapravo vrijedi i puno vise: Za sven,p, za X ~ B(n,p)
iY ~ P(np) vrijedi
sup |P(X € B) —P(Y € B)| < min{p, np*} < p. (3.18)
BeNg
Dakle, (3.17) i opcenito (3.18) su dobre aproksimacije ¢im je p malen! [Ovi rezultati su razlog
zasto je Poissonova razdioba cesto koristen model u statistici; npr. pri modeliranju dnevnog

broja smrtnih slu¢ajeva u nekom gradu.]

PRIMJER 3.41. Vlasnik web-stranice analizira broj posjetitelja. Svaki dan n = 10° ljudi ne-
zavisno i slu¢ajno posjeéuje tu stranicu s vjerojatnoséu p = 2 - 107%. Ako je X ukupan broj
posjeta stranici u jednom danu, vlasnika zanima P(X > 3).
RJESENJE. « Ocito je X ~ B(n,p), pa je
2
P(X>3)=1-P(X<2)=1-Y (Z)pkq"k.
k=0
Buduéi da je n jako velik, a p jako blizu 0, moguce je da ¢emo nai¢i na numericke
poteskoce pri racunanju gornje i slicnih vjerojatnosti.
e Ipak, buduéi da je p jako malen, mozemo koristiti Poissonovu aproksimaciju: E[X] =
np =2 pa uz Y ~ P(2) aproksimiramo

P(X >3) R Py >3)=1-PY <2)

2 2! 2 2° 2 2
=1-c¢ —Fe _56 =1-—5e“=~0.3233.

[Dakle, greska je manja od p=2-107¢]

PRIMJER 3.42. Za X ~ P(A), A > 0, vrijedi

E[X] = Var(X) = \. (3.19)
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Zaista,

i )\k \ ki )\k—l

E[X] =) k—e " =Xe” =\.
= k! = (k—1)!
—eX

Izvod varijance pogledati sami.
[Sliéno kao gore,

i A 2o i A2 2

EX(X-1D]=) k(k—1)—e" = Xe" =\,
k=2 k! k=2 (k - 2)'
—eX

pa je Var(X) = E[X(X — )]+ E[X] — (E[X])?=--- = )]

Uocimo da sm ove izraze mogli naslutiti iz zakona rijetkih dogadaja: za X,, ~ B(n,p) i A :=

lim,, .o, np,, imamo

E[Xo] =np, — A, Var(Xy) =np,-(1—py) — A-1=A. [
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SLIKA 5. Poissonova distribucija s parametrima 3.1 i 7.2. Isprekidana linija
oznacava oCekivanje, vidimo da se P(X = k) maksimizira u k = 3, odnosno k =7
— opéenito, za X ~ P(\) maksimum se postize za k = | A].

PRIMJER 3.43 (Poissonova aproksimacija moze vrijediti i u slu¢ajevima kada gledamo ukupan

broj uspjeha u n zavisnih pokusa.). Za n € N, neka je I, = {1,...,n} te

AE”’ := {i je fiksna tocka slu¢ajno odabrane permutacije skupa I,,}, i =1,...,n.
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Ako je
X, = Z 1, = ukupan broj fiksnih tocaka sluc. perm. skupa I,
i=1 "

u Primjeru 1.17 smo pokazali da vrijedi

Uotimo da je za X ~ P(1), P(X = 0) = ¢! te da je E[X,] = nP(A") = n-t=1zasveneN
(linearnost ocekivanja), pa specijalno i E[X,,] — 1 kada n — oo. Pokazimo da vrijedi i vise, tj.

da vrijedi
PX,=r)—-PX=r), V/reNy. (3.20)

Zaista, za fiksan r > 1, ¢im je n > r, zbog simetrije vrijedi
:;A :IB

)P(Ag’” N AW A AN (AMYe) = (“) P(A)P(B | A)

n
r

P(X,=7) = <

1" (n—1)!
= (n) n=nt P({slu¢. odabrana perm. skupa {r + 1,...,n} nema fiksnu tocku})

1

Ipak, (3.20) ne slijedi iz Teorema 3.39 jer X, nema B(n,:) razdiobu budué¢i da dogadaji

A§”), .., A" ngsy nezavisni.”

3.5. Indikatori

Prisjetimo se, za dogadaj A € F definiramo funkciju 14 : Q — {0,1} sa

1, weAd,
Ta(w):=
0, we A,
te je E[14] =P(A).
ProrozicuJA 3.44. Za sve A, B € F wvrijedi
((L) I[Ac =1- ]1A;'
(b) 1anp = 1a - 1p;
(¢c) Lavp = 1a+1p — Lans.
DoxkAz. Na primjer, (b) slijedi jer
1, weAdiweB,
Lanp(w) = = la(w) - 1p(w), Yw € Q.

0, inace.

7 Za vise o Poissonovoj aproksimaciji u zavisnom slu¢aju vidi tzv. Chen-Steinovu metodu.
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PRIMJER 3.45. Pretpostavimo da n > 2 bracnih parova na sluc¢ajan nac¢in sjednu oko okruglog
stola pri ¢emu muskarci i zene alterniraju. Ako je N ukupan broj muzeva koji sjede do svojih
Zena, odredite E[N] i Var(N)."

RJESENJE. Ako definiramo dogadaje
A; = {i-ti par sjedi zajedno}, i =1,...,n,

vrijedi N = >71" ; 14,. Sada koriste¢i linearnost oc¢ekivanja dobivamo

Nadalje,

E[N? = E[(Z, 14,)% = E [Z0, 13, + 250 Ta T4,
n

=E [Z?:l La; +22; ﬂAiﬂAg} = nlP(A;) +2 (2

)P(Al N AQ) .

Preostaje izracunati

o (1 1  (mn-1)-1 2 4n—6
P(A1WA2)=P(A1)P(A2|A1):n'(n_1'n_1+( n—)l 'n—1>:n(n—1)2'

Uvjetnu vjerojatnost P(Ay | A;) smo izracunali tako da smo dodatno uvjetovali na to sjedi li

muskarac iz 2. para odmah do 1. para ili ne. Dakle,

2 nin—1) 4n—6 An — 6
E[N?=n-=+2 =2 :
N =n n+ 2 n(n—1)?2 +n—l

te konacno
dn — 6 2(n —2)
Var(N) =E[N?] — (E[N])? =24+ —— — 22 =22
ar(N) = E[N?] - (E[N]) =2+ ~— .
[Uo¢imo, lim, . Var(N) = 2, a moze se i pokazati da N konvergira prema P(2) distribuciji
kada n — oo. Napomenimo da ¢emo kasnije uvesti pojam kovarijance koji ¢e olaksati racun

varijance u gornjem primjeru. | O

PRIMJER 3.46 (Hipergeometrijska razdioba). U kutiji je m; bijelih i my crnih kuglica.
[zaberemo slucajno n < my +msy kuglica. Ako je X ukupan broj izvucenih bijelih kuglica, o¢ito

je X € {0,...,n}, te preciznije
0< X <min{n,m;}, 0<n—X <min{n,my}.

Nadalje, distribucija je dana s

P(X =k) = (";1) (nﬁfk>

(m1+m2) ! maX{O,n o mQ} < k < min{na ml} :

n

8 Ovo je zapravo varijacija problema broja fiksnih tocaka slu¢ajne permutacije.
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SLIKA 6. Usporedba hipergeometrijske i binomne razdiobe.

Ovu razdiobu nazivamo hipergeometrijska razdioba (oznaka "HG(my, mo,n)”). Zanima nas
E[X]. Ako definiramo dogadaje

A; := {izvucena je i-ta bijela kuglica}, i =1,...,mq,

- 9
imamo

E[X] = E[X 14,] = X2 P(A;) = miP(Ay)

1 . mi+mo—1
n—1 n

=M =my - —.
(m1+m2) ml _|_ m2
n

Alternativno, istu razdiobu dobijemo ako n kuglica izvla¢imo jednu za drugom, ali bez vraanja.

Ako definiramo

B; :={u i-tom izvlacenju izvukli bijelu kuglicu}, i =1,...,n,
vrijedi X =37, 1p,, pa iz P(B;) = ;. Vi, slijedi
EX]=n —2
mi + mo
Ako je p := b, Zasto X nema B(n, p) razdiobu? Vidi Sliku 6 za usporedbu ove dvije razdi-

obe za jedan konkretan izbor parametara — ¢ini se da hipergeometrijska ima manju varijancu,

je li to intuitivno jasno?

[Hipergeometrijska razdioba se javlja npr. u tzv. Fisherovom egzaktnom testu u statistici.]

? Jesmo li koristenjem dodatnih indikatora mogli do¢i do P(A;) = -7
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PRIMJER 3.47. Za proizvoljne Ay, ..., A, € F vrijedi [Zasto?]

L1a,004, < 1ag, +---+14,.

n

Sada iz linearnosti i monotonosti o¢ekivanja odmah slijedi subaditivnost

P(4,U---UA,) <D P(A

i=1

[Sli¢no se alternativno moze dokazati FUL]

3.6. Uvjetne razdiobe

Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i X : 2 — R diskretna slucajna varijbla t.d. Dx = {a; :
i € I}. Distribucija od X (s obzirom na P) je (pi p2 1) za p; :=P(X = a;), i € 1.

Za dogadaj B € F takav da vrijedi P(B) > 0, uvjetna distribucija od X uz dano B je
ay ag ......
(5% )
pP=P(X=q|B) =Ps(X=aq;), icl.
Drugim rijec¢ima, to je distribucija od X, ali s obzirom na vjerojatnost Pg! Uvjetno ocekivanje

i varijancu od X uz dano B (oznake E[X | B] i Var(X | B)) definiramo jednostavno kao

ocekivanje i varijancu od X s obzirom na vjerojatnost Pg; na primjer, ako je P(X > 0| B) =1,

E[X | Bl :=) aP(X =a | B) € [0,00].
el
TEOREM 3.48 (Formula potpunog ocekivanja). Neka je (H;)jc; PSD (t.d. vrijedi P(H;) >
0, Vj € J) te X diskretna slucajna varijabla takva da vrijedi (a) X > 0, ili (b) E[]XH < 00.
Tada vrijedi

=Y P(H)E[X | Hj]. (3.21)

jeJ

DoxkAz. Neka je Dx = {a; :i € I}. (a) Akoje X >0, nuzno je P(X >0 | H;) =1, Vj € J, te

je

=Y aP(X =a;) "= Y a; > P(H))P(X = a; | Hj)

i€l el jed
= [Fubini (sve je nenegativno)] = > P(H;) Y aP(X = q; | H))
jer iel
=Y P(H;)E[X | Hj] € [0,00]. (3.22)
jedJ

(b) Buduéi da je | X| > 0, iz (3.22) dobivamo

+oo > E[|X|] = Y P(H)E[|X| | H;|.

jeJ
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Specijalno, nuzno je E[|X| | HJ} < 00, V7, tj. postoji E[X | H;], te (3.21) slijedi analogno kao
u (3.22) [pri cemu Fubinijev teorem mozemo koristiti jer vrijedi

SOP(H) Y |ailP(X = a; | Hy) = Y P(H)E[|X| | H;] < o0 ]

jed il jeJ

O

PRIMJER 3.49. Bacamo nov¢i¢ na kojem je vjerojatnost za glavu jednaka p € (0,1). Ako je R

duljina prvog niza (to moze biti niz glava ili niz pisama), odredite E[R].

RJESENJE. Neka je ¢ := 1 — p, Hz = {u prvom bacanju pala glava}, Hp := H¢. Bududi da je
R>12>0,(3.21) nam daje
E[R] =P(Hg)E[R | Hg| + P(Hp)E[X | Hp] = pE[R | Hg| + ¢E[X | Hp] .

Uvjetno na Hg, prvi niz je dakle niz glava, te R s obzirom na Pp, ima istu razdiobu kao sl.
varijabla 1 + X gdje je X ~ Go(q). Dakle,

1
E[R|Hg) =E[l+ X]=1+2 ==,
9 q
Analogno, E[R | Hp] =1+ 1 = %. Dakle,
1 1
]E[R]zp-f—kq-f:g%—g.
q p q D

ZADATAK. Ako je R, duljina n-tog niza (dakle, Ry = R), pokazite da vrijedi
(i) E[Rog—1] = E[Ry], E[Rox] =2, za sve k > 1, te

(i) vrijedi E[R;] > 2 uz jednakost akko p = ¢ = 3.

3.7. Linearnost i monotonost ocekivanja na diskretnom vjerojatnosnom prostoru
[Kljuéna svojstva ocekivanja su linearnost i monotonost. Cilj ovog poglavlja je dati intuiciju

zasto ocekivanje ima ta svojstva.]

Ako je (Q, F,P) diskretan vjerojatnosni prostor (tj. €2 najvise prebrojiv i F = P(£2)), svaka

slucajna varijabla X : Q — R je nuzno diskretna [jer je Dy najvise prebrojiv skup].

ProprozicJA 3.50. Neka je (2, F,P) diskretan vjerojatnosni prostor te X : Q@ — R slucajna
varijabla na njemu. Ako je (a) X =0, ili (b) ]E[|X” < 00, vrijedi

EX] =Y X(w)P(w). (3.23)

we

DoxkAz. Dokaz je jako slican dokazu Teorema 3.22 — tvrdnja slijedi jer je > ;c; a;,P(X = a;)

samo alternativan nacin sumiranja ¢lanova X (w)P(w),w € €. Pogledati sami.

[Neka je Dx ={a;:ie€l}te]; ={weQ: X(w)=a;} ={X =a;},i €I
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(a) Ako je X > 0, buduéi da je svaki I; najvise prebrojiv skup, vrijedi

= ZaiP(X =aq;) = Zai Z P(w) = Z Z X(w)P(w)

i€l el wel; iel wel;
= [Fubini + (I;);e je particija skupa Q] = Y X (w)P(w) € [0, o0] .
weN

(b) Ako je E“X” < 00, iz (a) dijela slijedi da je i Y, cq | X (w)|P(w) < oo, pa analogno kao u

(a) dijelu uz upotrebnu Fubinijevog teorema zakljucujemo da vrijedi (3.23).]

O

[Sada dajemo potpuni dokaz linearnosti i monotonosti o¢ekivanja na diskretnom vjerojatnosnom

prostoru.|

KOROLAR 3.51. Neka je (2, F,P) diskretan vjerojatnosni prostor te X, Y : Q — R slucajne

varijable na njemu. Tada vrijedi

(1) ako je 0 < X <Y, nuzno je E[X] < E[Y] Jovdje nema nikakvih restrikcija na konacnost
ocekivanjal.
(ii) ako je (a) X,Y >0, ili (b) E[|X|]|,E[|Y]] < oo, vrijedi

E[X + Y] = E[X] + E[Y].

DoxkAz. (i) Vrijedi

<Y (w),Vw
E[X] = 2;2 X(w) Plw) < %Y(w)ﬂp(w} =E[Y]

(ii) (a) Ako su X,Y > 0, vrijedi
=X (w)+Y (w),Vw
EX+Y]=2 (X+Y)(w =3 X(W)Pw) + 3 Y (w)P(w) = E[X] + E[Y].

wen wel weN
(b) Ako je E[|X|},E{|Y|} < 0o, monotonost i linearnost iz (b) dijela povlace
E[|X +Y|| <E[|X|+ V]| = E[|X|] + E[|Y]] < oo
Dakle, postoji E[X + Y] te se E[X + Y] = E[X] + E[Y] pokaZe analogno kao u (a) dijelu. [
NAPOMENA. Na opéenitom vjerojatnosnom prostoru (£2, F,P) ocekivanje se definira kao E[X| =

Jg X (w)P(dw) gdje je ovo tzv. Lebesgueov integral, a onda linearnost i monotonost ocekivanja

slijede direktno iz svojstava tog intervala. U diskretnom slucaju je upravo [p X (w)P(dw) =

>wea X (W)P(w).
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Diskretni slucajni vektori — (ne)zavisnost

[Za primjene npr. u statistici i/ili strojnom ucenju klju¢no je promatrati vise sluc¢ajnih varijabli
koje su ishodi istog vjerojatnosnog modela, tj. koje su definirane na istom vjerojatnosnom

prostoru. Na primjer, ako su

« YV indikator dogadaja da osoba koju promatramo ima ili nema odredenu bolest (Y €

{0,1}), te

e zap € N, Xj,..., X, razna mjerenja (tlak, puls i sli¢no) za tu istu osobu,

moze nas zanimati kako odredene kombinacije mjerenja Xi, ..., X, utjecu na vjerojatnost da je
Y = 1. Uocite, iako u samom problemu nema nikakve sluc¢ajnosti, u statistici pretpostavljamo
da su Xj,..., X, i Y slucajne varijable, te gornji problem postaje problem odredivanja za-

jednicke razdiobe slucajnih varijabli X;,..., X,, Y, tj. slu¢ajnog vektora (X,...,X,,Y).]

4.1. Zajednicka distribucija

DEFINICIJA 4.1. Ako je d € N te X1, ..., X  slucajne varijable na istom vj. prostoru (2, F,P),
funkciju (X1, ..., Xy) : © — R zovemo (d-dimenzionalan) sluéajni vektor." KaZemo da je

diskretan ako su Xi, ..., X; diskretne sluc¢ajne varijable. 0]

Ako je (X, ..., X ) diskretan slucajan vektor te D; := Dx, = Im(Xj;), on poprima vrijednosti
u skupu D; X - -+ x Dy =: D, koji je ponovno najviSe prebrojiv — dakle, (X7, ..., X) je diskretan
slu¢ajni element u R?. [Sada distribuciju diskretnog sluéajnog vektora definiramo analogno kao
u jednodimenzionalnom (diskretnom) slucaju, te vrijede ista osnovna svojstva, koja navodimo

nize dolje.]
Skup D zajedno s vjerojatnostima’
]P(Xl :l‘l,...,Xd:ZL‘d), (l‘1,...,$d) eD,

naziva se zajednicka distribucija slucajnih varijabli Xi,..., Xy ili distribucija slucajnog
vektora (X1,..., Xg).

' Za w € Q, definiramo (X71,...,Xq)(w) = (X1 (w),..., Xq(w)).
?Dogadaj {X; = x1,...,Xq = x4} je oznaka za dogadaj

{we: Xj(w) =21,..., Xg(w) = x4},
a nekad éemo koristiti i oznaku {(X1,...,Xq) = (z1,...,24)}-

57
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Diskretna funkcija gustoce [ili vjerojatnosna funkcija mase] vektora (X7, ..., Xy) je funkcija
Ixix, = f:RY—[0,1], definirana s

f(iL'l,...,(Ed) ::]P)(Xl :.Tl,XQ:iL’Q,...,Xd:l’d), $1,...,$d€R,

te ona jedinstveno odreduje distribuciju vektora (Xi,..., Xy).

4.1.1. Osnovna svojstva. Pretpostavimodajed=2te D1 ={a;:i € I}, Dy ={b;: j € J},
te neka je
bij = ]P)(Xl = ai,XQ = bj) , Za Sve 7/,] .

[Donja svojstva se lako prosiruju na slucaj d > 3.]

o Za sve C' C R? vrijedi

P((X1, X2) € C) = ¥ juaipy)ec P(X1 = ai, Xo = bj) = 3 (a,0,)e0 Pij - (4.1)
[Specijalno,
DD pi= Y, b =P(X1,Xp)eD)=1.
i=1j=1 (ai,b;)€D

Nadalje, potpuno isto kao za slu¢ajne varijable (tj. sluc¢aj d = 1), pokaze se iduéa tvrdnja:
Za proizvoljan prebrojiv skup D C R? i distribuciju (p;; : (i,j) € D) na D’ postoji
vjerojatnosni prostor (2, F,P) i slucajni vektor (X, Xs3) : © — D takav da vrijedi
P(X; =14, Xy =7j) =p;; zasve (i,j) € D.]

e Iz zajednicke razdiobe vektora (X, X2) lako dobijemo tzv. marginalne razdiobe od X;
i Xo:

P(Xy = a;) = P((X1,X) € {a;} x Do) ‘= Y pyy i€l
b;ED>

P(ngb]): Z pij,jGJ.

a;€Dy
[Vazno je napomenuti da marginalne razdiobe ne odreduju zajednicku distribuciju.]
e Za svaki b € R t.d. je P(Xy = b) > 0, uvjetna razdioba od X; uz dano Xy = b je
uvjetna razdioba od X; uz dano A = {X, = b} € F (vidi Poglavlje 3.6), tj.
P(X; = a;, Xo = b)
P(Xs =)

P(X1:QZ|X2:[)): ,VZGI

o Ako je g : D — RF proizvoljna funkcija, tada je g(X1, Xs) : Q — R* diskretan slucajni

vektor s distribucijom
P (g(X17 XZ) = C) = Zg(ai,bj)ch’ij ) Ve e g(D) : (42)

PrRIMJER 4.2. U kutiji su 1 crna, 2 bijele i 3 zelene kuglice. Slucajno izvuc¢emo 2 kuglice te

oznacimo s X ukupan broj crnih, a s Y ukupan broj bijelih kuglica koje smo izvukli. Odredite

4 Dakle, (i) pi; = 0, za sve i, j, te (ii) > G.jyep iy =1
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(a) razdiobu vektora (X,Y);

(b) marginalne razdiobe;

(c) razdiobu od Y uvjetno na X = 1;

(@) P(X > V)

(e) razdiobu slucajne varijable X + Y [=ukupan broj crnih i bijelih kuglica].

RJESENJE. (a) Sl varijabla X (ond. Y') poprima vrijednosti u skupu {0,1} (odn. {0,1,2}).
Vrijedi

P(X =0,Y = 0) = P({izvukli samo zelene kuglice}) =

P(X =0,Y =1) =P({1 bijela il zelena}) = (1)(6)<1> = 1657

i tako dalje. U dvodimenzionalnom sluc¢aju, distribuciju mozemo zapisati tabli¢no

X\Y 0 1 2 |PX="
0 3 6 1 10
5 15 15 15
3 2 5
1 15 15 0 15
6 8 1
PY =) 5 15 15 1

(b) Iz tablice u (a) dijelu odmah slijedi

0 1 0 1 2
XN(Q 1)’ YN(fi 8 1)
3 3 B 15 15
(¢) Normalizacijom drugog retka tablice dobivamo da je uvjetna razdioba
2
0
[To da se uvjetno na ishod varijable X, razdioba od Y mijenja, povlaéi da su X i Y zavisne,

vidi iduée potpoglavlje.|

0
Y|X:1~<3

5

(SN I

(d) Ako primijenimo (4.1) uz C' = {(a,b) : a > b}, dobivamo

PX2Y)=PX=0Y=0)+PX=1LY=0)+P(X=1Y=1)=—-3+3+2) =

15 15°
(e) Bududi da je X +Y = ¢g(X,Y), lako se vidi da je P(X +Y € {0,1,2}) = 1 [nacrtati tablicu],
a iz (4.2) slijedi

3

]P)<X+Y:O):P(X:0’Y:0):T5’

PX4Y =1)=P(X =1L,Y =0)+P(X =0,V = 1) = = + 0 _ 2
ST YT T T s

3 9 3
PX+Y =2)=1-— - ="
(X + ) 15 15 15
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O
4.2. Nezavisnost
DEFINICIJA 4.3. Neka su X, ..., X, diskretne slucajne varijable definirane na (€2, F,P) te neka
je D;:=Dyx,,1=1,...,d. Kazemo da su Xj,..., X, nezavisne ako vrijedi
P(Xl =T1y... ,Xd == {L‘d) == P(Xl == xl) i P(Xd == l’d) s (43)
za sve ry,...,xrq takve daje x; € Diyi=1,...,d.
[NAPOMENA.

e Uocite razliku u odnosu na definiciju nezavisnosti dogadaja — ovdje ne gledamo sve

moguce podskupove od {1,...,d}, ali gledamo sve moguce x1,.. ., z4.
e Iz (4.3) odmah slijedi da kada su varijable Xj,..., X, nezavisne, njihove marginalne
razdiobe jedinstveno odreduju distribuciju vektora (Xi, ..., Xy).

 Uvjetna nezavisnost (s obzirom na dogadaj A t.d. P(A) > 0) definira se kao nezavisnost

s obzirom na vjerojatnost P4.]

PRIMJER 4.4. Varijable X 1Y iz Primjera 4.2 nisu nezavisne [tj. zavisne su] jer npr. vrijedi
PX=1Y=2)=0#£P(X=1)P(Y=2)>0.
Alternativno, to slijedi iz

0<P(Y=2)#£P(Y =2|X=1)=0.

PRIMJER 4.5. Bacamo simetricnu kocku n puta te neka je X; rezultat na i-toj kocki. Tada za

sve x1,...,x, € {1,...,6} vrijedi

1 1 n n
P(Xlzl'l,..‘,Xn:l’n)::() :H]P)(XZ:.I'Z),
6 6 i=1
tj. X1,..., X, sunezavisne [kao $to bismo i htjeli da budu].

[U nastavku u ovom ili slicnim sluCajevima, nezavisnost ne provjeravamo, tj. pretpostavljamo

da 7o¢ito” vrijedi.]

PRIMJER 4.6 (Stanjivanje Poissonove slu¢ajne varijable). Pretpostavimo da imamo N ~
P(A) kuglica, te da svaku kuglicu, nezavisno od drugih, obojamo u plavo s vjerojatnoséu p ili u
crveno s vjerojatnoséu g ;== 1—p (p € (0,1)). Neka je Np ukupan broj plavih, a N ukupan broj

crvenih kuglica. Odredite zajednicku i marginalne razdiobe od Np i N¢. Jesu li one nezavisne?

[Intuicija o nezavisnosti?|
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RJESENJE. Za svaki k,l € Ny imamo
P(Np=k,Ne =1) = [Np+ No = N| =P(Np =k, N =k +1)
=P(Np=k|N=k+1)P(N=Fk+1)
[(Np | N=k+1)~B(k+1,p)]
(k"‘l) kI AL ()\p)ke—/\p (Aq)’ ey

k CED Il

P(P(Ap) = B)P(P(Aq) =1).

Sada odmah slijedi
(i) Np ~ P(Ap), Nc ~ P(A\q), te
(ii) Np i N¢ su nezavisne.

[Zaista, za sve k € Ny,

P(Np =k) =Y P(Np = k,Ne =1) = P(P(\p) = k) Y_P(P(\g) =) = P(P(\p) = k),
1=0 [=0

=1

pa uvrstavajuci natrag dobivamo

P(Np =k,Nc =1) =P(Np = k)P(Nc =1), Vk,l€Ny. ]

To da nakon $to za svaku od N ~ P()) kuglica bacimo nové¢ié te s vjerojatnoséu p obojimo
u plavo, te nakon toga ukupan broj plavih kuglica i dalje ima Poissonovu razdiobu, zove se

svojstvo "stanjivanja” (engl. thinning) Poissonove razdiobe.
Nezavisnost od Np i N¢ je pomalo iznenadujuca buduéi da je Np 4+ No = N — ovdje je kljuéno
da je N slucajan te da ima bas Poissonovu razdiobu. O
NAPOMENA 4.7. Dokaze sljedec¢ih tvrdnji ostavljamo za vjezbu.

(a) Slucajne varijable X7, ..., X su nezavisne akko za njihovu diskretnu funkciju gustoce

vrijedi
le ..... Xd(xla s ,.',Cd) = le(fEl) e fXd(xd) ) vxh oy g € R
(b) Dogadaji Ay, ..., Aq su nezavisni akko su 14,,..., 14, nezavisne sluc¢ajne varijable.

PRIMJER 4.8 (Metoda maksimalne vjerodostojnosti'). [Pretpostavimo da Zelimo proci-
jeniti postotak populacije koji podrzava stranku ABC; oznac¢imo taj (nepoznat) postotak s

po € [0,1]. U tu svrhu uzmemo slucajan uzorak od n ljudi te stavimo

Xi = ]l{i—ta osoba podrzava stranku ABC} - ]

« Radi jednostavnosti, pretpostavimo da su X, . .., X, nezavisne te da sve imaju B(py) dis-
tribuciju; krace kazemo da su Xj,..., X, nezavisne i jednako distribuirane ("njd”)

sa zajednickom distribucijom B(py).

*engl. mazimum likelihood
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 Ako smo dobili rezultate X;(w) = z; za konkretne z; € {0,1}, i = 1,...,n, procjenitelj

maksimalne vjerodostojnosti za pg je

Pn := arg max L(p),

pE(0,1]
gdje je
L(p) = fp(xla s )xn) = le,...,Xn(xh .. ;In,p) )
tzv. vjerodostojnost parametra p ukoliko su podaci z1,...,z,; f, je dakle oznaka za

gustoéu vektora (X7, ..., X,) ukoliko su oni njd s distribucijom B(p).”
e Bududi da je
D, ako je x; =1, N o
fx(wi;p) = =p(1—p)' ™,
1—p, akojex; =0

zbog nezavisnosti vrijedi

n

L(p) = [ fx.(zi:p) = pi=t Ti(1 — p)"~ 2i=1 Ti = p*(1 — p)"~=.

i=1
Buduéi da nas zanima samo koji p maksimizira L(p), dovoljno je na¢i maksimizator tzv.

log-vjerodostojnosti

I(p) :=log L(p) = slog(p) + (n — s)log(1 —p),

te se lako pokaze (DZ) da vrijedi

5 () !
, = arg max =—=-
b gpe[o,l] = = n P

[éto je u ovom slucaju i prirodan procjenitelj. Ipak, metoda maksimalne vjerodostojnosti
je vrlo opéenita te iza nje postoji znacajna teorija.]

O

[Za oplenite slu¢ajne varijable X, ..., Xy, nezavisnost se definira kao u (4.4) dolje, a sljedeéi

rezultat govori da se u slucaju diskretnih slu¢ajnih varijabli to svodi na (jednostavniji) uvjet

(4.3).]

ProproziciiA 4.9. Diskretne slucajne varijable Xy, ..., X4 su nezavisne akko vrijed:
]P(Xl € By, ... ,Xd S Bd) = ]P(Xl S Bl) s ]P)(Xd € Bd) , (44)

za sve B; CR,i=1,...,d.
DokaAz. "<” Slijedi odmah ako uzmemo B; := {x;},i=1,...,d.

5 Intuitivno, oéekujemo da, ¢e vjerodostojnost biti velika za p-ove koji su blizu pq.
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"=" Vrijedi
P(Xl GBI,...,XdEBd):P((Xl,...,Xd) GBI Xoee XBd)

(4.1) oo Y P(X =y, Xy = 2)

r1€B1NDy ra€EBgNDy

= [nezavisnost, tj. (4.3)] = > -+ > P(X;=u1z1)---P(Xy = 2q)

r1€B1NDy rq€EBgNDy
= (Caremnp PG =21)) -+ (Saeninp, P(Xa = 24))
WpX, e B) - P(X, € By).

O

NAPOMENA 4.10. Neka su Xy, ..., Xy nezavisne. Dokaze sljedec¢ih tvrdnji ostavljamo za vjezbu.

(a) Za svaki podskup F' C {1,...,d}, |F| > 2, slu¢ajne varijable (X; : ¢ € F') su takoder
nezavisne; u (4.4) stavi B; :== R za ¢ # F). [Na primjer, za svaki ¢ # j, X; 1 Xj su
nezavisne sluc¢ajne varijable.]

(b) Zasvem € {1,...,d}isve A CR™ B C R¥™ vrijedi

P((X1,..., Xm) € A (Xons1, ..., Xa) € B)
= P(X1,..., Xm) € AP(Xms1, ..., Xa) € B), (4.5)

te kazemo da su vektori (Xi,...,X,) 1 (Xpy1,--.,Xg) nezavisni. Specijalno, za sve
funkcije g : R™ — R, h : RT™™ — R, sluéajne varijable (X1, ..., Xmn) i M( X1, .-, Xa)

su nezavisne.

PRIMJER 4.11 (Minimum nezavisnih geometrijskih varijabli). Neka su p;,ps € (0, 1], te
X ~ G(p1) 1Y ~ G(p2) nezavisne. Odredite distribuciju sluc¢ajne varijable Z := min{X,Y}.

RJESENJE. Bududi da su X,Y € N, ocito isto vrijedi i za Z. Uocimo, za n € Ny,
P(Z>n)=P(X >nY >n)=PXec{nn+1,...}LYe{nn+1,..})]
= [nezavisnost, tj. (4.4)] = P(X > n)P(Y > n)
= [X ~G(p1),Y ~ Gp)] = ai'gz = ¢",
gdje je ¢; := 1 —p; i ¢ := q1¢2. Sada odmah slijedi da je Z ~ G(1 — q) (DZ).
[Zaista, za n € N,
P(Z=n)=P(Z>n—-1)-P(Z>n)=q¢"'—¢"=¢""'(1—9q).]

Alternativno (i bolje), pretpostavimo da imamo dva nezavisna niza nezavisnih pokusa t.d. je

vjerojatnost uspjeha u svakom pokusu niza i jednaka bas p;. Ako stavimo

Xn = ]]-{uspjeh u n-tom pokusu 1. niza} » Yn = ]]-{uspjeh u n-tom pokusu 2. niza} »
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te definiramo
X=min{n>1:X,=1}, Y :=min{n>1:Y, =1}
vrijedi X ~ G(p1) i Y ~ G(p2), te su one nezavisne [nacrtati sliku]. Nadalje, bududi da je
Z=min{X,Y} =min{n>1:X,=1iiY, =1},
slijedi da je i Z ~ G(p) uz parametar
p=PX,=1iiY,=1)=1-P(X, =0,Y, =0) = [nezavisnost|
=1-PX,=0PY,=0=1—qgo=1—q.

NAPOMENA 4.12. Formalno, za niz sluc¢ajnih varijabli Xy, X, ..., kazemo

(i) da su nezavisne, ako su Xj, ..., X, nezavisne za svaki n € N;
(ii) da su nezavisne od drugog niza Y1,Ys,..., ako su vektori (Xi,...,X,) i (Y1,...,Yn)

nezavisni za sve n,m € N (u smislu (4.5)).

4.2.1. Zbroj nezavisnih binomnih i Poissonovih varijabli.

ProrozicuA 4.13. Ako su X ~ B(n,p) 1Y ~ B(m, p) nezavisne, vrijedi X +Y ~ B(n+m,p).

DokAz. Neka su X, ..., X, 1, njd slucajne varijable sa zajednickom razdiobom B(p). Ako
stavimo
n n+m
XI:ZXZ', YI: Z Xi;
i=1 i=n+1
vrijedi

* X ~B(n,p), Y ~ B(m, p);
e X iY sunezavisne jer X = g(Xq,...,X,),aY = g(Xn11,..., Xoam) [tj. X 1Y ovise o
razli¢itim skupovima X;-eval.
Nadalje,

n+m

X+Y=> X,~B(n+m,p).

i=1

ProroziclIA 4.14. Ako su X ~P(N\) (Y ~ P(u) nezavisne, vrijedi X +Y ~ P(\ + ).

DoKkAz. 1. rjesenje
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Varijabla X + Y ocito poprima vrijednosti u Ny, te za sve k € Ny, vrijedi

PX+Y =k)= ZP =i, X+Y =k =) P(X=4Y =k—1)

k k
=) P(X =1i,Y =k — i) = [nezavisnost] = > P(X = i)P(Y =k — 1)
=0 i=0
PR pk k! LIS A N
— . poo =) )\ k—i
§k e—i) k€ P J s
=(+w)*

— O (A +p)f
B k!

2. rjesenje (zakon rijetkih dogadaja)
Pogledati sami [samo nacrtati skicu].
[Ako su X, ~ B(|nA], 1)1V, ~ B(|nu], L) nezavisne, buduéi da je lim,, oo [nA] -1 = A, imamo
P(X, =k) — PP\ =k)=P(X =k), VkeNy,
te analogno P(Y,, = k) — P(Y = k). Nadalje, po prethodnom primjeru,
Xo+ Yo~ B + Lnn], ).

pa lim, . P(X, +Y, =k) =P(P(A+ p) = k), a s druge strane (¢im je n > k)

k k
P(X,+Y,=k)=> P(X,=1Y,=k—1) = [nezavisnost] = Y P(X, = )P(Y, =k — )

— Y P(X =1)P(Y =k — ) = [nezavisnost] = P(X + Y = k). |

3. rjesenje
Tvrdnja zapravo slijedi iz Primjera 4.6 o stanjivanju Poissonove sluc¢ajne varijable. Zaista, ako

uzmemo N ~ P(A+ p) te p := )\ﬂL, q = 34, tada je X := Np ~ P(A) 1Y := N ~ P(p) te su

one nezavisne. Dakle, konstruirali smo X i Y kao u pretpostavci propozicije, a za njih vrijedi

X+Y=N~PA+p).

4.2.2. Veza izmedu binomne i hipergeometrijske razdiobe.

Propozicua 4.15. Ako su X ~ B(n,p) i Y ~ B(m,p) nezavisne, tada uvjetno na X +Y =k
(za k < n+m), X ima HG(n,m, k) razdiobu (vidi Primjer 3.46). [Uocimo da ova uvjetna

razdioba ne ovisi p, Sto éemo iskoristiti u iduéem primjeru.]
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DokAz. 1. rjesenje. Po definiciji uvjetne vjerojatnosti

P(X—i| X4y =)= EE=0Y =k i) e PX = OP(Y =k — i)

P(X+Y =k P(X+Y =k)
B (P =pr ()P =y (1) ()
=[X+4Y ~B(n+m,p)| = (nzm)pk(l—p)n+m*k = (m];m> :
pri ¢emu to vrijedi za sve ¢ € {0,1,...,k} takvedajei <nik—i<m.

2. rjesenje. [Zasto se javlja HG razdioba?] Pretpostavimo da u kutiji imamo n bijelih i m crnih
kuglica, te da svaku od n 4+ m kuglica, nezavisno od drugih kuglica, s vjerojatnoséu p izvuc¢emo
iz kutije, tj. s vjerojatnos¢u 1 — p ostavimo u kutiji. Tada X := broj izvucenih bijelih i Y :=

broj izvucenih crnih kuglica o¢ito imaju trazene razdiobe te su nezavisne. Ako uvjetujemo na
ukupan broj izvucenih kuglica = X +Y =k,

taj skup od k izvucenih kuglica je s jednakom vjerojatnosti bilo koji k-Clani podskup od
n—+m kuglica. Specijalno, slucajna varijabla X je tada ukupan broj bijelih kuglica u tom skupu

od k izvucenih kuglica, pa ima tocno HG(n,m, k) razdiobu.

[Tvrdnja da su uvjetno na X + Y = k, svi k-¢lani podskupovi od n + m kuglica jednako
vjerojatni je intuitivno jasna. Formalni dokaz je sljede¢i: neka su Xi,..., X, njd B(p)
slucajne varijable, te X :=>7" , X;, Y = Z?:’L:}rl X; — X, oznacava je li i-ta kuglica izvucena,
pri ¢emu su prvih n kuglica bijele. Za fiksni k& € {0,...,n+m}, neka je Sy :={(a1,...,anim) €
{0, 1}tm o S q, = k), tj. Sy sadrZi sve moguce ishode s toéno k izvucenih kuglica. Zbog

njd pretpostavke za sve a € Sy vrijedi
P((Xh st 7Xn+m) = CL) = pk(l - p)n+m—k )

pri ¢emu dakle gornja vjerojatnost ne ovisi o konkretnoj permutaciji 0-la i 1-ca! Sada odmah
slijedi da je za sve a,a’ € Sy,
1 1

P((X1, .. Xpom) =a | X +Y = k) =P((X1s .., Xpp) = | X+ Y = k) = — = .
|Sk| <n+m)

PRIMJER 4.16 (Fisherov egzaktni test). [Zelimo provjeriti imaju li Zene vedi rizik obolije-
vanja od odredene bolesti od muskaraca. U tu svrhu uzmemo slucajan uzorak od 30 Zena i 25

muskaraca, te oznac¢imo s X broj oboljelih Zena, a s Y broj oboljelih muskaraca u uzorcima.]

Pretpostavimo da su X ~ B(30,p;) i Y ~ B(25,ps) nezavisne [pri ¢emu su postoci p; i po
nepoznati]. Ako je X +Y =10, a X =7, imamo li dovoljno dokaza u korist p; > py?

Uoc¢imo, kada bi vrijedilo p; = py = p (tzv. nulta hipoteza),

P(X >7| X +Y =10) = [Prop. 4.15] = P(HG(30, 25,10) > 7) ~ 0.233.
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Rije¢ima, kada bi rizik od obolijevanja bio isti, uvjetno da je ukupan broj oboljelih 10, vjero-
jatnost da ¢emo medu tih 10 oboljelih imati 7 ili vise Zena je ~ 0.233 (tzv. p-vrijednost testa).
Zakljucak?

4.3. Linearnost i monotonost ocekivanja za diskretne varijable

[Sljedeéi teorem je generalizacija Teorema 3.22 (slucaj d = 1), te se dokazuje potpuno analogno.
Koristeci donji rezultat napokon mozemo formalno pokazati da je za diskretne slucajne varijable

na opéenitom vjerojatnosnom prostoru, ocekivanje linearno i monotono.|
TEOREM 4.17. Neka su Xi,..., Xy diskretne slucajne variable na (2, F,P), te D; := Dx,,
i=1,...,d, a g:RY = R funkcija. Tada vrijedi

Elg(Xy,..., Xa)] = Xuep,vi 9(@1, - 2a)P(Xy = 21, ..., Xg = 2q) , (4.6)
ukoliko (a) g(Xi,...,Xq) =0, ili (b) red na desnoj strani od (4.6) apsolutno konvergentan.

TEOREM 4.18. Ako su X, ..., X, diskretne slucajne variable na (0, F,P) t.d. vrijedi (a) X; >
0, Vi, ili (b) E||X;|| < oo, Vi, tada je

E [z: aiXi] - iz:;aiE[Xi} , (4.7)

za sve o, ..., €ER, H.oaq,. .. a, 20 u slucaju (a).

DoxkAz. Neka je n = 2, te Dy = {a; : i € I}, Dy = {b; : j € J}; slucaj n € N dokazuje se

lagano matematickom indukcijom.
(a) Ako je Xl, X2 2 01 q, g > 07 buduéi da je Oéle + OéQXQ = g(Xl,XQ) 2 0, (4()) nam daje

E[a1X1 + CYQXQ] = Z Z(alai + ongj)IP’(Xl = ai,Xg = bj)

iel jeJ

= [FUlel] = (1 Zai ZP(Xl = Qy, X2 = b]) +062 Z bj ZP(XI = a;, X2 = b])

el jeJ jeJ el

=P(X1=a;) =P(X2=b;)

= ZGZP(XI = (IZ‘> + Qo Z b]]P)(XQ = b]) = O[lE[Xl] + O{QE[XQ] € [0, OO] .

iel jed
(b) Ako su X, X3 € R te a1, as € R, monotonost ocekivanja (vidi Teorem 4.21 dolje) povlaci

E[lon X1 + a2 Xs|| < B |[X3] + [as|| X
= [(a) dio] = |on| - E[|X4]] + |aa| - [|X3]] < o0.

Dakle, postoji E[a; X7 + asXs] te se (4.7) dokazuje analogno kao u (a) dijelu. O

NAPOMENA 4.19. Jednakost (4.7) vrijedi bez obzira na zavisnost medu X;-evima.
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PRIMJER 4.20 (”Coupon collector’s problem”). Postoji n razli¢itih kupona. Izvla¢imo
kupone na slucajan nacin s vrac¢anjem sve dok ne izvucemo svaki od kupona barem jednom.

Ako je T ukupan broj izvlacenja, odredite E[T].

RJESENJE. [Prva ideja bila bi traziti distribuciju sluc¢ajne varijable T, ali to nije najsretniji
pristup.|

Neka je T} := 1 broj izvlacenja potreban do prvog kupona kojeg nismo vidjeli, T5 dodatni broj
izvlaCenja do drugog kupona kojeg nismo vidjeli itd. [nacrtati primjer]. Tada o¢ito vrijedi
T =T+ +T,, pri Cemu [zbog nezavisnosti izvlacenja] vrijedi T; ~ G(p;) uz

n—(G—-1) n—i+1

bi = = ,i=1,...,n,
n n

jer nakon $to smo izvukli ¢ — 1 razli¢itih kupona, preostaje n — (i — 1) kupona koje jo$ nismo
izvukli. [Dodatno su Ti,...,T, i nezavisne, ali to nam za o¢ekivanje nije bitno.] Linearnost

ocekivanja nam sada odmah daje
1 n n

Y Y T

Npr. za n = 50, E[T] = 225, a moze se pokazati da za velike n vrijedi

E[T] =~ nlog(n) + 0.577n + 0.5.

TEOREM 4.21. Ako su X @Y diskretne slucajne varijable takve da je P(0 < X < Y) =1,
vrijedi B[ X| < E[Y], pri éemu obje strane mogu biti +oc.

DokaAz. Pogledati sami.

[Neka je Dx = {a; : i € I},Dy ={b; : j € J}, te p;; = P(X = a;,Y = b;). Pretpostavka

zadatka povlac¢i da za sve 1, 7,

pi; >0 = a; < by,
jer bi inace imali P(X >Y) > p;; > 0.
Sada slijedi

X] = ZaiP(X =aq;) = Zzaipij < ZZbﬂ%

iel T~ el jeJ iel jeJ
:Zjerij
= [Fubini] = > ;Y pij = > bP(Y =b;) =E[Y].
jeJ el jeJ

Gornju implikaciju smo iskoristili da bi dobili nejednakost u tre¢em koraku buduéi da zapravo

sumiramo samo po parovima i, j za koje je p;; > 0.] 0
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4.4. Varijanca sume nezavisnih varijabli

TEOREM 4.22. Ako su X i Y nezavisne te je (a) X,Y >0, ili (b) E“X\],E“Yﬂ < 00, vrijedi

E[XY] = E[X]E[Y]. (4.8)

DokAz. Bududi da je XY = ¢(X,Y), dokaz je jednostavna primjena tvrdnje (4.2), pa ga

ostavljamo studentima da pogledaju sami.
[Neka je Dx ={a; :i € I}, Dy ={b; : j € J}.
(a) Bududi da je XY > 0, vrijedi

EXY] =) > abP(X =a;,Y =b;) = [nez] => Y a;b;P(X = a;)P(Y = ;)

= <ZI a;P(X = ai)> . (Z]bj]P’(Y = bj)) =E[X]-E[Y] € [0, 0] .

(b) Iz (a) dijela slijedi da je nuzno
E[|XY|] = E[|X|- Y]] =E[|X]] - E[]Y]] < oo
Dakle, postoji E[XY] te se (4.8) pokaze analogno kao u (a) dijelu.]

O

PropozicA 4.23. Ako su X1, ..., X, u parovima nezavisne slucajne varijable [i t.d. je Var(X;) <

o0 za sve i =1,...,n/, vrijedi

Var <§nj XZ-> = Zf:l\/ar(xi) . (4.9)

=1

Dokaz. Imamo
Var (X7 Xo) = E (X7 X, — E[Z), Xi))?] = [lin. otek.] = E (X7, (X; — E[X]))?]

— [lin. ock] = Y E[(X —EIX)Y +2 Y E[(X: — EX))(X, — LX)

i=1 1<i<j<n

=[(4.8)]=E[(X; —E[X;])|E[(X; —E[X;])]=0
= Z Var(XZ)
=1

O

PRIMJER 4.24. Bacamo nov¢i¢ na kojem je vjerojatnost za pismo jednaka p € (0,1]. Neke je
n € N i T broj bacanja potreban da dobijemo ukupno n pisama. Odredite E[T] i Var(7T).

RJESENJE. [Ovdje je ideja slicna kao kod problema sakupljaca kupona.]
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Neka je T} broj bacanja potreban da se dobije prvo pismo, Ty dodatni broj bacanja potreban
da se dobije drugo pismo itd. Tada ocito vrijedi T' =T} + - -- + T},, a iz nezavisnosti bacanja
slijedi:®

o Ty,...,T, su nezavisne;

e T, ~G(p),zasvei=1,...,n.

Sada odmah imamo da je

a zbog nezavisnosti imamo i

Var(T) =) Var(T;) = 2p:n- 2p.
i=1 i—1 P p

[l

PRIMJER 4.25 (Varijanca B(n,p) razdiobe). Neka su X7, ..., X, njd sa zajednickom distri-
bucijom B(p) za p € [0,1]. Tada za X := Y[ ; X; vrijedi X ~ B(n,p), te je zbog nezavisnosti

X;-eva
Var(X) = > Var(X;) = nVar(X;) = np(1 — p).
i=1

PRIMJER 4.26 (Monte Carlo metoda.). Pretpostavimo da je parametar § € R nepoznat, ali
da ga mozemo zapisati kao 6§ = E[X] pri ¢emu je X slucajna varijabla koju znamo simulirati, te
da vrijedi 0% := Var(X) < 00.” Ako su X1,..., X, njd slucajne varijable s istom distribucijom

kao i X, klasi¢ni procjenitelj

za 0 ima sljedeca svojstva:
« E[X,] = [lin] = InE[X;] = E[X;] = 0 [dakle, u prosjeku ¢e X, biti priblizno jednak § —
kazemo da je nepristran;
e Var(X,) = [nez.| = n%nVar(Xl) = %2 [dakle, odstupanje od 6 je manje $to je varijanca
o? manja, te $to je n vedi|.
[Vrlo vazno je napomenuti da gornji postupak moZemo provesti za bilo koju slu¢ajnu varijablu
X za koju vrijedi E[X] = 0 (te je znamo simulirati). Ipak, cilj je naé¢i varijablu X sa sto manjom

varijancom Var(X) = ¢2. Jednu takvu metodu smanjenja varijance ¢ete vidjeti na viezbama.]

4.5. Slucajne sume

PRIMJER 4.27 (Ocekivanje i varijanca sume njd varijabli). Neka su Xj, Xs,... njd
slucajne varijable s ocekivanjem p := E[X;] i 0% := Var(X;) < oo, te neka je S, := X;+---+X,,

b Probajte ovo formalno pokazati.
" Sluéajna varijabla X moze biti na primjer funkcija velikog broja medusobno zavisnih slu¢ajnih varijabli tako
da ra¢unanje njenog ocekivanja po definiciji nije jednostavan problem.
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n €N, uz Sy := 0.® Tada imamo
E[S,] = [linearnost ot.] = > E[X;] = npu,
Var(S,) = [nezavisnost] = > Var[X,] = no”

[Tvrdnje ocito vrijede i kada je n = 0, a uotimo da prva tvrdnja vrijedi i kada su X;-evi samo

nenegativni, tj. ako je u tom slucaju p = oo vrijedi i E[S,| = 0o = npu.]

PRIMJER 4.28 (Slu¢ajne sume). Neka je S, kao u prethodnom primjeru, te neka je N € Ny

slu¢ajna varijabla nezavisna od niza X;-eva. Odredite E[Sy] i Var(Sy). [Intuicija?]

RJESENJE. Pretpostavimo prvo da je X; nenegativna slucajna varijabla, pa dakle E[Sy] uvijek

postoji. Za sve n € Ny, vrijedi
E[Sy | N=n|=E[S, | N =n] =[S, i N nez.| = E[S,] = npu,
pa je

E[S ZESN | N =n|P(N ,uZnIP’ =E[N]|u, (4.10)

n=0

sto intuitivno ima smisla te se naziva Waldova jednakost [jednakost vrijedi i ako je p = oo
i/ili E[N] = o0].

Ako je X; € R te E[|Xl|] < 00, iz prethodnog imamo

E[|Sx|] < E[TX, |Xi|] = EINE[|X:]],

pa ako je E[N] < oo, postoji E[Sy] te se kao gore pokaze da vrijedi (4.10). U tom slucaju

postoji i Var(Sy), te za vjezbu pokazite da vrijedi
Var(Sy) = E[N]o? + p*Var(N).

[Intuicija? Zasto nemamo samo prvi ¢lan?] Pogledajmo na $to se svodi desna strana u dva
specijalna slucaja:

e ako je N =k € Ny, desna strana je kVar(X;) + 0 = Var(S;) = Var(Sy);

e ako je X; = ¢ € R, desna strana je 0 + ¢*Var(N) = Var(cN) = Var(Sy).
[Dakle, u obzir moramo uzeti i varijabilnost koja dolazi od toga S$to je broj elemenata N

slucajan.] O

PRIMJER 4.29 (Stanjivanje Poissonove sluCajne varijable, Primjer 4.6 nastavak).
[Pretpostavimo da imamo N ~ P(\) kuglica, te da svaku kuglicu, nezavisno od drugih, obo-
jamo u plavo s vjerojatnoséu p ili u crveno s vjerojatnoséu g : =1 —p (p € (0,1)). Neka je Np
ukupan broj plavih kuglica.] Odredite E[Np] i Var(Np).

8 Niz sluéajnih varijabli Sg, S1,... zovemo slucajna Setnja i osnovni je primjer tzv. slucajnog procesa.
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RJESENJE. Neka je

1, ako je i-ta kuglica obojana u plavo,
XZ'Z: s 221,2,...
0, inace
[Treba nam beskonacan niz X;-eva jer ne znamo unaprijed koliko je N.]

Po konstrukeiji su X, X, ... njd slucajne varijable t.d. X; ~ B(p), te vrijedi

N
Np=Y X, =Sy

=1

Iz prethodnog primjera slijedi
E[Np] = E[N]E[X:] = Ap,
Var(Np) = Ap(1 — p) +p°X = Ap.

[U Primjeru 4.6 smo pokazali i puno vise, tj. da Np ima toéno P(Ap) razdiobu, ali uo¢imo da

Primjer 4.29 moZemo jednako rijesiti i u slu¢aju kada N nema nuzno Poissonovu razdiobu.] [J

4.6. Kovarijanca i korelacija
[Pitanje je kako mjeriti zavisnost izmedu dvije sluc¢ajne varijable.]
DEFINICIJA 4.30. Neka su X i Y slucajne varijable definirane na (2, F,P) takve da vrijedi
E[X?], E[Y?] < co. Kovarijanca izmedu X i Y definira se kao’

Cov(X,Y) := E[(X — E[X])(Y — E[Y])]. (4.11)

NAPOMENA. Kovarijanca Cov(X,Y') mjeri ”linearnu zavisnost” izmedu X i Y. [Intuitivno,
ako u slucajevima kada je vrijednost od X veéa (manja) od E[X], tipi¢no vrijedi i da je vrijed-

nost od Y veéa (manja) od E[Y], kovarijanca ¢e biti pozitivna].

Dokaz iduc¢ih osnovnih svojstava kovarijance slijedi direktno iz definicije i linearnosti o¢ekivanja,

tako da ga ostavljamo za vjezbu.

ProrozicujA 4.31 (Svojstva kovarijance). Vrijedi
(a) Cov(X,Y) = E[XY] — E[X|E[Y] [ovako tipicno racunamo Cov(X,Y)];
(b) Cov(X, X) = Var(X);
(c) Cov(aX 4+ b,cY +d) = ac-Cov(X,Y), Va,b,c,d € R.

PRIMJER 4.32. Bacamo simetri¢can novéi¢ 2 puta te s X oznac¢imo broj pisama, a s Y broj glava

koje su pale. Tada X i Y imaju B(2, %) razdiobu, a zajednicka razdioba im je

Y Kasnije ¢emo pokazati da uvjeti E[X?],E[Y?] < co osiguravaju da je Cov(X,Y’) dobro definirana.
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X\Y |0 1 2
0 |0 0 %
1 |0 5 0
2 |3 00

Specijalno, imamo E[X] =E[Y] =21 =1, a budu¢i da je X - Y = g(X,Y) iz (4.2) povlaci
1
2 Y

U ovom slucaju je Cov(X,Y) < 0 jer je zapravo

E[XY]==-1-140=

Nl [\3\»—

Uocimo, ako su X i Y nezavisne (te vrijedi E[X?], E[Y?] < o0), nuzno je

(48)

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X|E[Y] ‘= 0.

DEFINICIJA 4.33. Ako vrijedi Cov(X,Y) = 0, kazemo da su X i Y nekorelirane.

[Dakle, pokazali smo da nezavisnost povlaéi nekoreliranost. |

PRIMJER 4.34 (Nekoreliranost ne povlaéi nezavisnost). Neka je X ~ ( 7 2 ) te Y =

X2, Vrijedi E[X] = 0, a buduéi da je XY = X3 = X, vrijedi i E[XY] = E[X] = 0, iz ¢ega
odmah slijedi da je Cov(X,Y) = 0. Dakle, X i Y su nekorelirane iako su (potpuno) zavisne!

|| Wl =

[Problem je u tome $to je zavisnost u ovom sluc¢aju nelinearna.] U

ProrozicusA 4.35 (Varijanca sume zavisnih varijabli). Vrijedi
(a) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) 4+ 2Cov(X,Y);
(b) Var(Xy + -+ X,,) = XiL, Var(X;) + 23 <icjcn Cov(Xy, Xj).
[Ovdje pretpostavijamo da svaka slucajna varijabla ima konacan drugi moment tako da su sve

kovarijance dobro definirane.]

DokAz. Dokaz slijedi odmah iz dokaza Propozicije 4.23 i definicije kovarijance.

[Uo¢imo da je za Var (37, X;) = X1, Var(X;) dovoljno samo da X; i X nekorelirane za sve
i 45
PRIMJER 4.36. Neka je n € N,

A; := {i je fiksna tocka slucajne permutacije skupa {1,...,n}t}, i=1,... n.

te X := >, 14, ukupan broj fiksnih tocaka. Odredite Var(X).
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RJESENJE. Ranije smo pokazali da je P(4;) = £, P(A;NA;) = ﬁ, za sve i # j. [Specijalno,

indikatori 14,,...,14, su zavisni, tako da za Var(X) ne mozemo koristiti (4.9).] Imamo

Var(X) = i:Var(]lAi) +2 > Cov(lga,,La,).

i=1 1<i<j<n
Rac¢unamo
o Var(ly,) = P(4;)(1 — P(4)) = 5, Vi;
o Za sve i # j,
COV(HAm ]]‘Aj) = E[]lAi ’ ]lAj] - E[ﬂAi]E[ﬂAj] = ]P)(Al n AJ) - ]P)(Al)]P)(A])
——
=1a;n4,
_ 1 o1
S nn—1) n?  n%(n-1)
Dakle,
n—1 n 1
Var(X)=n-——+2- —_=...=1,V N.
ar(X) =n > + <2>n2(n—1) , Vn €

Uocimo da je za fiksne i # j, Cov(1,,14,) > 0 za sve n € N, ali da lim,,,oc Cov(1,,14,) = 0.

[Je li to intuitivno jasno?] O

4.6.1. Korelacija. Kovarijanca Cov(X,Y’) zapravo nije dobra mjera zavisnosti jer npr. za
svaki a > 0, Cov(aX,Y) = a-Cov(X,Y). [Dakle, nije svejedno mjerimo li visinu X u metrima

ili centimetrima.] Zbog toga uvodimo pojam korelacije.

NAPOMENA 4.37. Ako je E[|X|] < oo, vrijedi
EX]| <E[IX]]. (4.12)

Zaista, to slijedi iz monotonosti o¢ekivanja te ¢injenice da su |X| — X te |X| 4+ X nenegativne

slucajne varijable.

TEOREM 4.38. Neka su X i Y slucajne varijable takve da je E[X?),E[Y?] < co. Tada vrijedi
(a) E[|XY]] < oo;
(b) (Cauchy-Schwartzova nejednakost) |[E[XY]| < \/IE[XQ] : \/E[YZ];
(c) Ako je E[X?],E[Y?] > 0, U CS nejednakosti vrijedi jednakost akko postoji A € R, X # 0,
takav da je P(Y = AX) = 1.

DOKAZ. (a) Za sve a,b € R, vrijedi |ab] < a® + b%, pa monotonost i linearnost otekivanja

povlace

E[|XY|] < E[X’] +E[Y?] < oo.
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(b) Za sve A € R definiramo Wy := X + \Y. Za sve A € R vrijedi
0 < EW3] = E[X? 4 2AXY + \*Y?]
= E[X? + 2AE[XY] + NE[Y?] =: ¢+ \b + Na =: g()).
U drugoj jednakosti smo mogli koristiti linearnost jer po pretpostavci i (a) dijelu sva o¢ekivanja
postoje.

U slucaju da je a = E[Y?] = 0, vrijedi P(Y = 0) = 1, pa jei P(XY = 0) = 1 te CS nejed-
nakost trivijalno vrijedi. Pretpostavimo da je a = E[Y?] > 0. Tada nenegativnost kvadratnog

polinoma ¢ povla¢i da ne postoje dvije razli¢ite realne nultocke, tj. da je nuzno
0> D =b*—dac = (2E[XY])* — 4E[X?]E[Y?],
sto je upravo CS nejednakost.

(c) Iz (b) dijela slijedi da u CS nejednakosti u slucaju E[Y?] > 0 imamo jednakost akko je
D = 0, tj. akko postoji A € R takav da je E[W{] = g(\) = 0. Buduéi da je W$ nenegativna,

zadnje je ekvivalentno postojanjem A € R takvim da je
I=P(X+AY)P?=0)=P(X+)\Y =0)=P(X =-)\Y).

Uocimo da je u zadnjem slu¢aju nuzno A # 0 jer bi inace bilo P(X = 0) = 1, ali to ne moze

vrijediti jer smo pretpostavili da je E[X?] > 0. O

NAPOMENA 4.39. Ako je E[X?],E[Y?] < oo, znamo da je i Var(X) = E[(X —E[X])?], Var(Y) <

Q.

e Primjenom Teorema 4.38(a) na varijable
X =X -E[X], Y =Y —-E[Y],

slijedi da je i E“Y : ?\] < 00, tj. Cov(X,Y) = E[X - Y] je dobro definirana.

e Sli¢no, iz CS nejednakosti za X i Y dobivamo da je

|Cov(X,Y)| < \/Var(X)/Var(Y). (4.13)

DEFINICIJA 4.40. Za slucajne varijable X, Y takve da je 0 < Var(X), Var(Y') < oo, koeficijent

korelacije izmedu X i Y definira se kao

Cov(X,Y)

\/ Var(X \/ Var(Y

p(X,Y)

PropozicsA 4.41 (Svojstva korelacije).  (a) p(aX+b,cY+d) = p(X,Y), za sve a,b, c,d €
R (a,b#0);
(b) p(X,Y) € [-1,1] [ovo je CS nejednakost (4.13)];
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(c) |p(X,Y)| = 1 akko postoje a,b € R, a # 0, takvi da je P(Y = aX +b) = 1. U tom

slucaju,

1, a>0
p(X,Y) =
-1, a<0

(d) Ako su X iY nezavisne, nuzno je p(X,Y) = 0.

DokAz. Dokazujemo samo (c) dio. Iz Teorema 4.38 i (4.13) slijedi da je |p(X,Y)] = 1 akko
postoji A # 0 takav da vrijedi

1=PY —E[Y] =X (X —-E[X]) =PY = XX - AE[X|+E[Y]) =PY =aX + D).
Nadalje,
Cov(X,Y) = Cov(X,aX +b) = aCov(X, X) = aVar(X),
pa buduéi da je Var(X) > 0, slijedi da p(X,Y) € {—1,1} ima isti predznak kao i a. O

PRIMJER 4.42. Bacamo dva simetricna novcica te oznac¢imo s X ukupan broj pisama, a s Y

ukupan broj glava koje su pale. Ve¢ smo pokazali da je Cov(X,Y) = —%, pa bududi da je

Var(X) = [X ~B(2,3)] =2-4-(1—3) = 5 = Var(Y),

2 2

imamo

p(X,Y) = 1.

_1

2
1. /1
2 2

To smo naravno mogli odmah zakljuciti iz prethodne propozicije, buduéi da je Y =2 — X.

[INAPOMENA. Za proizvoljne (dakle, ne nuzno diskretne) sluc¢ajne varijable, kovarijanca i ko-
relacija se definiraju na potpuno isti na¢in (nakon sto se definira pojam ocekivanja), te svi
rezultati iz ovog poglavlja vrijede i u tom opcenitom sluc¢aju — vecina dokaza je zapravo i ista

jer se koristi samo linearnost ocekivanja.]

4.7. Multinomna razdioba

[Multinomna razdioba je jedna od najvaznih diskretnih visedimenzionalnih razdioba. Pred-
stavlja generalizaciju binomne razdiobe — umjesto da brojimo uspjehe u nizu od n pokusa u
kojem postoje samo dva ishoda, multinomnu razdiobu dobijemo kada broj ishoda moze biti 3
ili viSe. Multinomna razdioba prirodno se javlja u statistici/strojnom ucenju u tzv. problemu

klasifikacije.]

Imamo pokus koji ima ukupno k£ mogucih razli¢itih ishoda 1,...,k, pri ¢emu je vjerojatnost
svakog ishoda p; € [0,1], i = 1,....k (X ;p; = 1). Ako s X; oznac¢imo broj pojavljivanja
ishoda ¢ u n nezavisnih ponavljanja pokusa, sluc¢ajni vektor (X7, ..., Xj) ima tzv. multinomnu

distribuciju s parametrima (n, py, ..., p), oznaka Mult(n, p1, ..., px).
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ProPOZICIJA 4.43. Neka je (X, ..., Xi) ~ Mult(n, py, ..., pr).
(a) (diskretna funkcija gustocée) Vrijedi

P(Xy=n,.... X =ni) = nl'ng'n'nk' it it
za sve ny,...,n =0 takve da je ny + -+ + np = n.
(b) (marginalne razdiobe) X; ~ B(n,p;), Vi.
(c) (spajanje ishoda) (X; + X, X3,..., X)) ~ Mult(n,p; + pa, p3, ..., Dk)-

(d) (uvjetne razdiobe) Vrijedi

(X27"'an) | Xl =Ny ~ Mult(n_nlapéapgaapg)

gdje je p = P i =2, k.

(e) (kovarijanca) Za sve 1# j vrijedi

DiDj
Cov(Xi, Xj) = —npip;, p(Xi, X;) = —\/(1 _p.)(i — ;)
2 J

Specijalno, Xi,..., Xy su zavisne.'’ [Je li negativna korelacija intuitivno jasna? Kada

¢e korelacija biti blizu —17]

DoxkAz. (a)-(c) sami.

[(a) Ako fiksiramo n; mjesta na kojima smo dobili ishod 1, ny mjesta za ishod 2 itd., svaki
takav raspored ima vjerojatnost pi*---pp*. Tvrdnja sada slijedi buduéi da takvih rasporeda

!

ima totno ———.
nilng!--ng!

(b) i (c) Slijedi direktno iz konstrukcije multinomnog vektora, ili ako netko bas zeli, moze se

dokazati sumirajuci vjerojatnosti iz (a).]

(d) Ako znamo da je toéno n; ishoda bilo 1, na preostalih n — n; pokusa imamo samo ishode

2,...,k, ti su pokusi nezavisni te je vjerojatnost da u jednom pokusu dobijemo ishod ¢ jednaka
P(ishod je @ i i ,
P(ishod je i | ishod nije 1) = ( ‘] ) S - b , 1=2,...,k.
P(ishod nije 1)  1—p1  pa+ -+ p
[Uz malo truda, gornji argument se moze u potpunosti formalizirati.]
Alternativno, ako je ng + - -+ 4+ ng = n — ny, imamo
! n n,
P(X:=n,..., X = e S L
P(ngnz,..-,Xk:nk|X1:n1>: ( 1 Pn)l( - k nk): 1!n2! nlk! 1 k
(X1 =m) (m)pl (1 —py)m

_em) (m P (m \
ng'nk‘ 1—]91 1—p1 .

10 Uotéimo da je zapravo X; + Xo + -+ + Xj, = n.
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(e) Neka je A,,; = {u m-tom pokusu dogodio se ishod i}, i = 1,....k, m = 1,...,n. Tada

imamo "
X;=> 1a,,.Vi=1,... .k
m=1
pa je za i # j,
Cov(X;, X;) = Cov <Z 1Am,wz 1Al,j> = Z ZCOV(IAW, Al,j)
m=1 =1 m=1[=1

) =nCov(la,,,14,,)

™m,j

—_

m=

= n(P(A1; N Aj) — P(AL)P(Ay)) = [i # 5] = n(0 — pip;) = —npip; .

Izraz za p(X;, X;) slijedi uvrStavanjem u definiciju uz Var(X;) = np;(1 — p;) 1 Var(X;) =
np;(1 = p;)- O

PRIMJER 4.44. Bacamo simetri¢cnu kocku 100 puta, te s X oznac¢imo broj jedinica, a s Y broj
Sestica koje su pale. Odredite p(X,Y).

RJESENJE. Ako stavimo Z := 100 — X — Y [tj. ukupan broj bacanja gdje smo dobili 2, ..., 5],

imamo
(X,Y, Z) ~ Mult(100, 1, 1 1)

pa iz prethodne propozicije odmah slijedi

1.1 1
pXY) = -\ 88 =~
6 6



POGLAVLJE 5

Neprekidne slucajne varijable

5.1. Funkcija gustoce

DEFINICIJA 5.1. Za sluc¢ajnu varijablu X : 2 — R kazemo da je (apsolutno) neprekidna
ako postoji funkcija f : R — [0, 00) takva da za sve x € R vrijedi’

MXg@:ff@&. (5.1)

U tom slucaju f zovemo funkcija gustoée (neprekidne) slucajne varijable X te Cesto pisemo

f=rx ]

Uvjet (5.1) povlaéi da za sve a < b, vrijedi

Ma<X<®:PGX<ijX<aD:MX<M—PMKg0:fj@&. (5.2)

[nacrtati sliku]

Takoder, za sve z € R vrijedi

1
T+
P(X=z)=lim Pz -, <X <+ )= lim [ " f(t)dt=0. (5.3)

Zadnju jednakost gore navodimo bez dokaza, ali intuitivno slijedi jer je gornji limes jednak
7 f(t)dt”. [Uo¢imo razliku u odnosu na diskretne sluc¢ajne varijable!] Specijalno, buduéi da
je P(X =a) =P(X =b) =0, npr. vrijedi

b
Pm<X<®:Pm<X<®:/f@&,

a

to jest, kod neprekidnih sluc¢ajnih varijabli ne moramo paziti jesu li rubovi ukljuceni ili ne.

!Integral u (5.1) je zapravo tzv. Lebesgueov integral koji éete raditi na kolegiju Mjera i integral. On je opéenitiji
od klasi¢nog Riemannovog integrala, te ima neka pozeljnija teorijska svojstva. Ipak, u ovom kolegiju integrirat
¢emo samo nenegativne funkcije f koje su neprekidne osim u najvise kona¢no mnogo tocaka. Tada, za proizvoljne
—oo € a<b< oo akosut; <ty <--- < ty_q tocke prekida funkcije f koje su unutar segmenta [a,b] (te
ozna¢imo tg := a,t, := b), svojstva Lebesguevog integrala povlace da vrijedi

b n—1 tit1
[ roa=3" [ s,
a i=0 7ti
a integrali :_”1 f@®)dt,i=1,...,n—1, se podudaraju s (moguée nepravim) Riemannovim integralom funkeije

f na intervalu (¢;,t;41); vidi Primjer 5.14 kasnije.

79
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Opéenito, za "skoro sve”™ B C R vrijedi

P(X € B) = /_O:o FO) - Lepy dt = /Bf(t) dt .

NAPOMENA 5.2 (Intuicija o funkciji gustoée). Ako je f = fx, zasve z € R dakle ne vrijedi
f(z) =P(X = x), ali za mali Ax > 0 vrijedi [nacrtati sliku]
r+Ax

P(X € [z — Az,z + Azx]) = /x_m f(t)dt = 2Az - f(z).

PRIMJER 5.3. Ako je X slu¢ajno odabran broj iz [0, 1], vrijedi®

0, =<0
P(X <z)=qx, z€]0,1]
1, >1.

Uo¢imo, ako definiramo funkciju [nacrtati sliku]

1, telo,1]
ft) = 5
0, inace,
za sve x € R vrijedi P(X < z) = [ f(t)dt. Dakle, "slucajno odabrani broj” X je zapravo
neprekidna slucajna varijabla s gustotom f, te kazemo da X ima uniformu razdiobu na [0, 1]

(oznaka X ~ U(0,1)). Uo¢imo da je zapravo P(X € (0,1)) = 1. O

Ako je f: R — [0,00) funkcija gustoce neke neprekidne slu¢ajne varijable X, koriste¢i nepre-

kidnost vjerojatnosti nuzno vrijedi

/mf(t)dt: lim [ F(t)dt = lim P(X <n) = P(X €R) = 1.

— 00 n—oo — 00 n—oo

[INAPOMENA. (bez dokaza)

e Vrijedi i obrat: svaka funkcija f : R — [0,00) takva da je [T2° f(t)dt = 1 je funkcija
gustoc¢e neke neprekidne sluc¢ajne varijable, tj. postoji vjerojatnosni prostor i neprekidna
slucajna varijabla X na njemu takva da je f = fx.

e Funkcija gustoce jedinstveno odreduje "distribuciju” neprekidne sluc¢ajne varijable X, tj.
jedinstveno odreduje familiju vjerojatnosti P(X € B), za skoro sve B C R.

 Ipak, funkcija gustoce nije jedinstvena: npr. ako gustoc¢i fx promijnimo vrijednost u

kona¢no mnogo tocaka, to ¢e ponovno biti funkcija gustoce od X jer opet vrijedi (5.1). |

2To su tzv. Borelovi podskupovi od R.

Zaxel0,1,P(X <z)=P(X €[0,2]) = ¥ ==
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5.2. Funkcija distribucije

DEFINICIJA 5.4. Ako je X slucajna varijabla (bilo kakva!), njena funkcija distribucije’ je
funkcija ' : R — [0, 1] definirana s

F(z) =P(X <z), z€R. (5.4)

Kao i kod funkcije gustoce, ¢esto pisemo F = Fx. O

Uoc¢imo, ako je F' = Fx, za sve a < b uvijek vrijedi
Pla < X <b)=F(b)— F(a). (5.5)

Gore je bitno koji rub je ukljucen, a koji ne (osim ako se ne radi o neprekidnoj sluc¢ajnoj

varijabli)!

PRIMJER 5.5. Ako je X ~ B(%), lako slijedi da je njena funkcija distribucije

0, =<0
FX(x): i7 IE[Oal)
1, 220

Dakle, to je po dijelovima konstantna rastuca funkcija koja ima dva skoka — jedan u 0 koji
iznosi P(X = 0) = 1, te drugi u 1 koji iznosi P(X = 1) = 2 [nacrtati sliku].

PRIMJER 5.6. Ako je X ~ Unif(0,1), iz Primjera 5.3 slijedi da je njena funkcija distribucije

0, <0
Fx(z)=3%z, z¢€ 0,1]
1, =z>1.

Uocimo, za razliku od prethodnog primjera ova funkcija distribucije je neprekidna [nacrtati
sliku].

[lako vidimo da funkcija distribucije izgleda dosta drugacije kod neprekidnih u odnosu na

diskretne slucajne varijable, u iduéem rezultatu navodimo neka zajednicka svojstva.|

TEOREM 5.7 (Svojstva funkcije distribucije). Neka je X slucajna varijabla (bilo kakva) i
F njena funkcija distribucije. Tada vrijedi:
(a) F je rastuéa funkcija, tj. ako je x <y, vrijedi F(x) < F(y);
(b) F(—00) :=lim,, o F(z) =0, F(c0) := lim, o F(z) =1;
(¢) Za sve x € R, F je neprekidna zdesna u x, tj. F(z%) := lim, ,,+ F(y) = F(x), te
vrijeds
F(z7):= yl_ig{ Fy)=P(X <x). (5.6)

4 U literaturi se uglavnom koristi izraz cumulative distribution function (CDF).
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DoxkAz. Dijelove (a) i (b) pogledati sami.

(a) Za sve z < y, vrijedi {X < 2z} C {X < y} pa monotonost vjerojatnosti povlaci

(b) Buduéi da je F rastuéa, limesi F/(—o0) i F/(+00) postoje, te zbog neprekidnosti vjerojat-

nosti vrijedi

F(4+00) = lim F(n) =PU,2 {X <n})=P(X eR)=1.

n—00
Slicno dobivamo da je i F(—o0) = P()) = 0.
(c) Opet, buduéi da je F rastuca, limesi F(z~) i F(z") postoje, te zbog neprekidnosti

vjerojatnosti vrijedi

F(z*) = lim F(z+1) = lim P(X <z + 1)

n—oo n—oo
:]P’<ﬂ{X<:c+}l}> =P(X <z)=F(x).
n=1
Tvrdnja (5.6) slijedi sli¢no jer je

@1{X<x—i}:{X<x}.

Uocimo, ako je X sluCajna varijabla [bilo kakva] i F' njena funkcija distribucije, (5.6) povlaéi

da za sve x € R vrijedi
PX=z)=PX<z)-PX<z)=F(z)—F(z7), (5.7)

tj. P(X = z) je to¢no veli¢ina skoka funkcije F' u x. Specijalno, ako je X neprekidna sluc¢ajna

varijabla, zbog P(X = x) = 0, Yz € R, slijedi da je Fx uvijek neprekidna na R.

[Ipak, postoje sluc¢ajne varijable ¢ije su funkcije distribucije neprekidne, ali nisu oblika F'(x) =
[ f(t)dt, niti za jednu funkciju f — takve sluc¢ajne varijable nisu (apsolutno) neprekidne u
smislu Definicije 5.1. Funkcije koje su tog oblika zovu se upravo apsolutno neprekidne funkcije

i odatle dolazi ime "apsolutno neprekidna sluc¢ajna varijabla”].

Tvrdnje iz sljede¢e napomene ne dokazujemo.

NAPOMENA 5.8.  (a) Za svaku funkciju F' : R — [0, 1] koja zadovoljava (a)-(c) iz Teorema
5.7, nuzno postoji vjerojatnosni prostor te slucajna varijabla X na to prostoru cija je
funkcija distribucije upravo F'.

(b) Ako slucajne varijable X 1 Y imaju iste funkcije distribucije, tada one imaju i istu dis-
tribuciju, tj. vrijedi P(X € B) = P(Y € B) za "skoro sve” B C R. [Drugim rijecima,

funkcija distribucije jedinstveno odreduje distribuciju sluc¢ajne varijable.]
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(c) (Kako odrediti gusto¢u iz funkcije distribucije?) Ako je X neprekidna slucajna

varijabla te je F' = Fx, f = fx, za vedinu tocaka t € R vrijedi

f(t) = F'(t).

Vidi Napomenu 5.15(b) dolje za vise detalja. Na primjer, ako je X ~ Unif(0, 1) te gustoca
[ zadana kao u Primjeru 5.3), F'(t) postoji za sve t € R\ {0, 1} te vrijedi f(t) = F'(t)
za sve takve t.

(d) Neka je X slucajna varijabla s funkcijom distribucije [nacrtati sliku]

FX(ZE) =

Uotimo, vrijedi P(X = 1) = Fx(1) — Fx(17) = 1 te P(X = z) = 0 za sve  # L.
Specijalno, X nije niti diskretna niti neprekidna sluc¢ajna varijabla! [Kako moZemo ge-
nerirati X?| Poanta je da funkcija distribucije uvijek postoji, tj. ona je opéenitiji objekt
i od vjerojatnosne funkcije mase (koja odreduje razdiobu diskretne sluc¢ajne varijable) i

od funkcije gustoée (neprekidne slu¢ajne varijable). [l

PRIMJER 5.9 (Uniformna razdioba). Za sluc¢ajnu varijablu X kazemo da ima uniformnu

razdiobu na |a, b] (oznaka X ~ Unif(a,b)) za a < b, ako je

(a) neprekidna s gusto¢om

= tEal]
ft) = (5.8)
0, inace,
[dakle, f(t) = f(s), za sve s,t € [a,b]] ili ekvivalentno,
(b) ako joj je funkcija distribucije dana s
0, z<a
Fr)={2z=2 7€ [a,] (5.9)
1, x>Db.

Ekvivalencija izmedu (a) i (b) slijedi jer za funkcije f i F' definirane u (5.8) i (5.9) vrijedi
F(x) = [* f(t)dt za sve x € R. Uoc¢imo, ako je X ~ Unif(a,b), za sve [c,d] C [a,b] vrijedi
P(X € le,d]) = [P(X = ¢) = 0] = P(X € (¢,d]) = F(d) = F(c)

_d—c _ duljina([c,d])
"~ b—a duljina([a,b])

PrIMJER 5.10 (Eksponencijalna razdioba). Kazemo da X ima eksponencijalnu razdiobu

s parametrom A > 0 (oznaka X ~ Exp(\)) ako je [nacrtati slike]
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(a) neprekidna s gusto¢om

J(t) = (5.10)

ili ekvivalentno,

(b) ako joj je funkcija distribucije dana s

F(z) = (5.11)
0, x <0.

Mozda je najlakse pamtiti ovu razdiobu po obliku njene repne funkcije distribucije: X ~
Exp()) akko vrijedi

Uoc¢imo, ako je X ~ Exp()\), ocito vrijedi P(X > 0) = 1, te nadalje X ima tzv. svojstvo

zaboravljivosti: za sve z,x = 0,

PX—z22,X>2) PX=z4z) 2Nt w
R 5 76 - B

to jest, uvjetno na X > z, X — z ponovno ima Exp(\) razdiobu. U

[Exp(A) je neprekidna verzija geometrijske razdiobe — ¢ekamo prvi uspjeh ("dogadaj”) u ne-
prekidnom vremenu, pri ¢emu je prosjecan broj dogadaja po jedinici vremena jednak A. Malo

preciznije...|

NAPOMENA 5.11 (*). Poissonov proces sa intenzitetom X\ > 0 je niz slu¢ajnih varijabli

0<T) <Ty <...|[T; predstavlja vrijeme i-tog dogadajal, takvih da za

N({a,b]) := > Line(apy = broj dogadaja u intervalu (a,b], a <b,
i=1

vrijedi
(a) N({(a,b]) ~P(A(b—a)) za sve a < b, te
(b) N(I),...,N(I,) sunezavisne za sve n i sve u parovima disjunktne intervale I, ..., I, C
(0, 00).

[Poissonov proces koristi se za modeliranje dogadaja koji se dogadaju vremenu — npr. dolazaka
klijenata u banku ili pojave potresa na nekom podrucju. Ipak, ovaj model je cesto prejednos-

tavan, ali se koristi kao baza za fleksibilnije modele, vidi npr. Hawkesove procese.|

Uocimo, iz (a) slijedi

EN({a,t)] _ Mb—a) _
b—a b—a ’
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to jest, intenzitet A\ predstavlja ocekivani broj dogadaja po jedinici vremena. Nadalje, vrijeme

¢ekanja do prvog dogadaja T zadovoljava

—

P(T, > t) = P(N((0,4]) = 0) & e AE=0) — =3 v 5 0,

to jest T} ima to¢no Exp(\) razdiobu [tako mozemo razmisljati o Exp(\) razdiobi i parametru
Al Zapravo, moze se pokazati da za vremena cekanja E; := T, — T; 1, i > 1, vrijedi da
su nezavisna jednako distribuirana sa zajednickom razdiobom Exp(A) [sto daje jednostavnu

metodu za simuliranje Poissonovog procesa]. 0

NAPOMENA 5.12 (Zatvorenost eksponencijalne razdiobe na skaliranje). Za X ~ Exp(1)®
i sve A > 0 vrijedi 5 ~ Exp(}). Zaista,

PIX/]A<t)=P(X <At)=[X ~Exp(l)]=1—eM=1—-¢eM 1t>0.

5.3. Funkcije neprekidne slucajne varijable

Poruka ovog potpoglavlja: ako je X neprekidna slucajna varijabla, te g : R — R funkcija,

e g(X) ne mora nuzno biti neprekidna;

e ¢ak i kada je g(X) neprekidna, i g bijekcija, tipi¢no ne vrijedi
fo)(9(2)) = fx(x).
[kao $to je to bilo u diskretnom sluéaju]

PRIMJER 5.13. Neka je U ~ Unif(0,1), p € [0,1], te X := L{y>1-p. Tada Y ocito poprima
vrijednosti u {0, 1} te je

P(X:1):P(U>1—p):P(Ue[1—p,1]):§:p.
Dakle, X ~ B(p).

[Zapravo, konstrukcijom slicnom kao u prethodnom primjeru mozemo koristeéi jednu Unif (0, 1)

slucajnu varijablu generirati proizvoljnu diskretnu slu¢ajnu varijablu.|

PRIMJER 5.14. Neka je X ~ Unif(—1,1) te Y := X% Tada Y poprima vrijednosti u (0,1) —

odredimo Fy [tj. njenu razdiobu].
e oCito je Fy(y) =0zay <0, Fy(y)=1zay> 1.
e zay € (0,1),

Fy(y) = P(X* < y) = P(X € [~/ v/5]) = [X ~ Unif(~1,1)

[nacrtati Fy]

® Ovu razdiobu &esto nazivamo standardna eksponencijalna razdioba.
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Je i Y neprekidna sluc¢ajna varijabla? DA — nije tesko provjeriti da za funkciju

Fl.(t), teR\{0,1 L te(0,1
() = v () AR S v 2 (0,1)
0, te{0,1} 0, t¢(0,1)
vrijedi Fy (y) = [Y, f(t)dt," za sve y € R. Dakle, Y je neprekidna s gustoéom f — specijalno,
Y nema Unif(0, 1) razdiobu.

NAPOMENA 5.15 (Kako prepoznati funkciju distribucije neprekidne razdiobe?). (a)
Ako je F' = Fx diferencijabilna osim u konacno mnogo tocaka, X ne mora nuzno biti
neprekidna slucajna varijabla.

Na primjer, ako je X ~ B(1/2), F%(t) postoji za sve t # 0,1 (te je F(t) = 0).

(b) Ipak, ako je (i) F = Fx neprekidna na R, (ii) diferencijabilna osim u najvise kona¢no
mnogo tocaka S C R, te (iii) F’ neprekidna na R\ S [kao u prethodnom primjeru]’, tada
je slucajna varijabla X neprekidna, a za njenu gustoéu mozemo uzeti

/
(1) = F'(t)y, t¢S
0, tesS.
[DokAz.* Neka su a < b proizvoljni, te neka je a =ty < t; < -+ < t, = b subdivizija
segmenta [a,b], ali takva je F' diferencijabilna za sve t € (a,b), t ¢ {t1,...,t,_1}. Po
Newton-Leibnizovom teoremu, za sve ¢t = 1, ..., n, vrijedi

[ fwyar =t [ () de =tim Pt~ ) = Fltiy+ ) = F(t) = Fltia).

=0 Jt;_q+e

gdje smo u zadnjem koraku iskoristili neprekidnost funkcije F'. Specijalno, vrijedi

n

P(X € (a,b]) = F(b) — F(a) = Y. F(t;) — F(ti1) = i/j F(t)dt = /abf(t) dt.

i=1

Sada dobivamo da je za proizvoljan b € R,

Fb) =P(X <b)= lim P(X € (a,b]) :/ F(t)dt,

a——00 —o0

to jest, X je neprekidna s gustotom f. | U

ZADATAK.(Zatvorenost uniformne razdiobe na linearne transformacije) Ako je U ~
Unif(0,1), pokazite da za sve a < b, sluCajna varijabla X := (b — @)U + a ima Unif(a, b)

razdiobu.

[Ipak, kao $to smo veé vidjeli, nelinearne transformacije uniformne slucajne varijable nece biti

uniformne!]
S Buduéi da f ima vertikalnu asimptotu u 0, ovdje za y € (0, 1), mtegral f v t) dt formalno ra¢unamo kao
/ £t dt = /0 f(t dt+/ (1) (t)dt:ali%t a ’ fyar
=a11>151 Fy(y) — =Fy(y ) Fy(0) = Fy (y).

" Napomenimo ipak da rezultat vrijedi i bez pretpostavke (iii).
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PropoOzICIJA 5.16 (Simuliranje slu¢ajnih varijabli). Neka je F' funkcija distribucije takva
da za neke a,b € [—o0,+00], a < b, vrijedi da je F' neprekidna i strogo rastuéa funkcija na (a,b)
t.d. je F(a) =0, F(b) = 1 — specijalno, F je bijekcija sa (a,b) u (0,1) [nacrtati primjer].® Tada
za U ~ Unif(0,1), slucajna varijabla X := F~Y(U) € (0,1) ima funkciju distribucije tocno F.

[Ako znamo simulirati Unif(0, 1) sluajnu varijablu, prethodni rezultat kaze da mozemo pomocu
nje simulirati bilo koju varijablu ¢ija funkcija distribucije zadovoljavaja gornje pretpostavke —
to npr. iskljucuje sve diskretne razdiobe, ali cak i dosta neprekidnih razdioba. Ipak, gornji
rezultat se lako moZe poopéiti na proizvoljnu funkciju distribucije F' tako da se inverz F~!

zamijeni s tzv. generaliziranim inverzom

Fo(u):=inf{z eR: F(z) > u}, ue(0,1).]

DokaAz. Pokazimo da je Fx = F'.

e za x ¢ (a,b), bududi da je F~'(u) € (a,b) za sve u € (0,1),
b
e za x € (a,b),

Fx(z) = P(FY(U) < z) = [F strogo rastu¢a] = P(F(F*(U)) < F(x))

— P(U < F(z)) = [F(z) € (0,1), U ~ Unif(0,1)] = F(z).
O

[Napomena. Obratno, ako I’ zadovoljava uvjete prethodne propozicije i X je t.d. je Fix = F,
slu¢ajna varijabla Y := F(X) ima Unif(0, 1) razdiobu (vjezbe). Ovaj rezultat vrijedi i opéenitije

— dovoljno je da je F samo neprekidna (bez dokaza), ali bez tog uvjeta rezultat ne mora vrijedi.]

PRIMJER 5.17. Neka je F' = Fy za Z ~ Exp()\) —dakle F(z) =1—e*zaz >0i F(z) =0
za x < 0. Tada F' zadovoljava uvjete Prop. 5.16 uz a = 0,b = 400, te je

~log(1 —u)

Fu) = 3 , u € (0,1).
Dakle, ako je U ~ Unif(0, 1), slu¢ajna varijabla X := —M ima Exp(\) razdiobu. Uo¢imo,
buduéi da 1 — U takoder ima Unif(0, 1) razdiobu (DZ), slijedi i
1
- Ogiw ~ Exp()\).

ProrozicuJA 5.18 (Zamjena varijabli). Pretpostavimo da je

o X neprekidna slucajna varijabla,

e [ otvoren interval t.d. P(X € I) =1, te

8 Uvjet F(a) =0, F(b) = 1 povlaci da je P(X € (a,b)) = 1.
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e g: I — (m, M) strogo monotona i neprekidna bijekcija takva da postoji (g71) (y), za sve
y € (m, M).

Tada je Y := g(X) neprekidna slucajna varijabla s gustoéom
) = fxa @I W), v € (m, M) (5.12)

te fy(y) =0 zay ¢ (m, M).

Dokaz prethodne propozicije slijedi deriviranjem kompozicije funkcije buduéi da je, npr. ako je

g strogo rastuca,
Fy(y) =P(9(X) <y) = [i 97" strogo rastuca] = P(X < g7'(y)) = Fx (97 (y)), y € (m,M).

Detalje ostavljamo za vjezbu (vidi dolje) buduéi da je u praksi lakse svaki put ponovno provesti
dokaz nego pamtiti iskaz, pogotovo jer ¢esto uvjeti propozicije nisu zadovoljeni (kao u Primjeru
5.14). Ipak, poanta je sljede¢a — kada je X diskretna i g bijekcija, tada za sve y, vjerojatnosne

funkcije mase zadovoljavaju

fooy () =Pg(X) =y) =P(X =g (y) = fx(g'(v)).

S druge strane, kada je X neprekidna, opéenito za gustoée imamo

Fo)(y) # x(g7 ()

osim ako je (¢7')'(y) = 1. Dakle, vrijedit ¢e fyx)(y) = fx (97 (y)) za sve y € (m, M) akko je
g (y) = y + ¢, tj. akko je g(z) =  — ¢, za neki ¢ € R (tj. ako je g translacija).

[DokAz PROPOZICIIE 5.18. Neka je g strogo rastuca. O¢ito je Fy(y) =0zay < miFy(y) =1

zay > M. Zay € (m, M) je dakle Fy(y) = Fx(g~'(y)). Bududi da je Fx neprekidna na R te
-1

g~ (m, M) — I neprekidna i strogo rastuca, lako se provjeri da je Fy takoder neprekidna na
R te diferencijabilna osim eventualno u y € {m, M }. Tvrdnja sada slijedi iz Napomene 5.15(b).
Ako je g strogo padajuca, za y € (m, M) vrijedi
Fy(y) =P(g(X) <y) = P(X > g '(y)) = [X neprekidna]
=P(X>g'(y) =1-Fx(g7'(¥),

pa tvrdnja slijedi analogno bududéi da je (¢7')'(y) < 0, pa je —(¢7 ") (y) = [(g7 ) (y)]. O]

5.4. Ocekivanje i varijanca

DEFINICIJA 5.19. Neka je X neprekidna slucajna varijabla i f = fx. Ako je (a) X > 0
(tj. f(t) = 0zat < 0),ili (b) [T2°)t|f(t)dt < oo, kazemo da postoji otekivanje od X koje
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definiramo kao’
+oo
E[X] ;:/ tF(t)dt. (5.13)

PRIMJER 5.20. Ako je U ~ Unif(0, 1),

2

2

o1

E[U]:/_+°°th £ dt = /tldt =3

Sto smo 1 ocekivali.

[Sljedec¢e dokazujemo neprekidni analogon Teorema 3.22, koji je kao i u diskretnom slucaju

dosta vazan pri ra¢unanju ocekivanja.]

TEOREM 5.21. Neka je X neprekidna slucajna varijabla, f = fx te g : R — R proizvoljna
funkeija. Ako je (a) g(X) =0, ili (b) [*21g(t)|f(t) dt < oo, tada vrijedi

“+o00

Elg(X)] = [ g(t)f(t)at (5.14)

Vazno je napomenuti da (5.14) vrijedi bez obzira na to kakva je g(X) slucajna varijabla (ne-

prekidna, diskretna, ili nesto trece).

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo samo u specijalnim slucajevima.
 Pretpostavimo da g zadovoljava uvjete Prop. 5.18 —dakle g : I — (m, M). Tada je dakle
Y := ¢g(X) neprekidna s gustoom danom u (5.12). Ako je Y > 0 (tj. m > 0), tada

koriste¢i zamjenu varijabli dobivamo

Blv]= [T ypt)dy= [ uixle W)™ ) dy

m

=[z=g'(y), dv = (97" (y)dy, g '((m, M)) = 1]

— [ @) fx(@yde = [ gla)fx(@)dx € [0,00].

U opéenitom slucaju, tj. ako vrijedi (b), gornji ra¢un pokazuje da je [*2° |y| fy (y) dy < oo,
pa postoji E[Y], te se (5.14) pokazuje analogno.
« (Pogledati sami*) Pretpostavimo sada da je g(R) = {ay,as,...} ={a; : i € I} C [0, 00).
Sada je dakle Y := ¢g(X) diskretna i nenegativna sluc¢ajna varijabla, pa je
=) aPY =q;).
il

Sada uocimo da je
P =a) =B(X eg ' ({a}) = [ | fr(r)ar,

9 Sli¢no kao u diskretnom slu¢aju, uvjeti (a) i (b) povlace

M—ocom—o0 | . m—oo M—oo J_

M M +o0
lim lim tf(t)dt = lim lim tf(t)de ::/ tf(t)de.

Uz uvjet (b), gornji integral je nuzno realan broj, dok u sluéaju (a) je iz [0, 0o].
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pa bududi da familija skupova {g~'({a;}), ¢ € I} ¢ini particiju skupa R, imamo

=3 [y B Ex 0= [ g0

i€l '({ai}) >~ —g(t)
O
Iz (5.14) slijedi da i za X neprekidnu vrijedi da postoji E[X] te je E[X] € R akko vrijedi
+oo
E[|x]] = /_ It fx(t) dt < oo.
Dokaz iduce propozicije ostavljamo za vjezbu.
ProproziciiA 5.22. Neka je X neprekidna slucajna varijabla, te a,b € R konstante.
(a) Ako je X >0 (ia>0)ili E“X” < 00, vrijedi
E[laX +b] = aE[X] +b. (5.15)

(b) Ako je X € [a,b], tj. fx(t) =0 za a ¢ [a,b], vrijedi E[X] € [a,b].

[DokAz. (a) Akoje X >0ia >0,
E[aX + b] LY /O:o(ater) fx(t)dt = a/oo t-fx(t) dz&+b/0:o fx(t)dt
=aE[X]+0b-1.
Op¢éeniti slucaj (postoji E[aX + b] i vrijedi (5.15)) dokazuje se analogno.

(b) Buduéi da je fx(t) =0 za a ¢ [a, ],
E[X] :/_+ootfx(t)dt:/btfx(t)dt
b/fX dt_b/ fx(t) =b,

te se analogno dobije E[X] > a.

PRIMJER 5.23 (Ocekivanje uniformne razdiobe). Ako je U ~ Unif(0,1), znamo da je
X :=(b—a)U + a ~ Unif(a,b), pa buduéi da je E[U] =

5.15) b
( (b—a)E[UHa:“; .

27

E[X] "=

[Zapravo...]

NAPOMENA 5.24. (!) Svojstva linearnosti i monotonosti ocekivanja (Teoremi 4.18 i 4.21)

vrijede i za neprekidne sluc¢ajne varijable [bez dokaza).

ProroziciJA 5.25. Ako je X neprekidna nenegativna slucajna varijabla, vrijedi

E[X] :/OOOIP(X>t) dt € [0,00]. (5.16)
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/OOOIP’(X>t)dt:/OOO (/toofx(z)dz> dt .

U gornjem integralu integriramo po podrué¢ju

{(t,2):t=>0,z>2t}={(t,2): 2> 0,t € [0, 2]},

pa koristec¢i neprekidnu verziju Fubinijevog teorema mozemo zamijeniti poredak integracije

/OOOIP’(X>t)dt:/OOO (/:f;dz)dt) dz:/ooofx(z)zdz:E[X]

DokAz. Vrijedi

gdje zadnja jednakost slijedi jer je X >0, tj. fx(t) =0zat <O. O
PRIMJER 5.26. Ako je X ~ Exp(A), tj. P(X >¢) =e M zat > 0, vrijedi
[e's) fe'e) e—)\t o0 1
E[X]:/ ]P>(X>t)dt=/ eMdt=——+| =(-0+1)==.
0 0 Ao A

PRIMJER 5.27 (Paretova razdioba). Kazemo da sluc¢ajna varijabla Y ima Paretovu razdiobu

s parametrom « > 0 (oznaka Y ~ Pareto(«)) ako vrijedi

Fyy)=1-y ", y=1

te Fy(y) = 0zay < 1. Dakle, vrijedi Y > 1 te repna funkcija distribucije opada kao potencija:
zay > 1, P(Y >y) =y~ * Nadalje, to je neprekidna slucajna varijabla s gustotom

fry)=Fr(y)=ay ", y>1.

Koristeéi (5.16) dobivamo da je

o) 1 [e'e) o)
E[Y] :/0 ]P’(Y>y)dy:/0 1dy+/1 v dy = 1+/1 s dy.
Sada lako slijedi da je

400, zaa<l
E[Y] = h
a-1°

za a > 1

[Paretova razdioba primjer je razdiobe "teSkog repa”: vjerojatnost P(Y > y) puno sporije
opada prema 0 kada y — oo nego sSto je to slucaj npr. kod eksponencijalne razdiobe. Rep je
"tezi” Sto je parametar o manji, te za o < 1 imamo ¢ak i da je E[Y] = oo. Razdiobe teskog repa
Cesto se koriste pri procjeni rizika npr. u aktuarstvu i financijskoj industriji, te pri modeliranju

raznih klimatoloskih podataka.]

[NAPOMENA.* Formula (5.16) zapravo vrijedi za proizvoljnu nenegativnu slucajnu varijablu
(dakle, i za diskretne, ali i sve druge nenegativne sluc¢ajne varijable). Na primjer, kada je

X € Np, imamo

[e.9] n

00 1 00
/ P(X>t)dt:Z/ P(X >1)d Z (X >n),
0 n=07" S n=0
=P(X>n)

Sto je po Teoremu 3.28 upravo E[X]. O]
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Ako je X mneprekidna sluCajna varijabla takva da je E“X |} < 00, na isti nac¢in definiramo
varijancu Var(X) = E[(X — E[X])?], te ponovno vrijede ista osnovna svojstva (Prop. 3.33(ii)

i (iii)) jer se u dokazu koristi iskljuc¢ivo linearnost ocekivanja.

PRIMJER 5.28 (Varijanca uniformne razdiobe). Ako je U ~ Unif(0, 1), imamo

E[U?] _/O:Otsz(t)dt_/Othdt_;,

pa je
1 1 1
—ERlU -E[U?==-—-2=—
Var(U) = E[U] ~ B[UP = § — =
Nadalje, za X := (b — a)U + a ~ Unif(a, b), vrijedi
b — 2
Var(X) = (b — a)*Var(U) = (1;).
NAPOMENA 5.29 (Nezavisnost). Za neprekidne slucajne varijable Xj, ..., X, kazemo da su

nezavisne ako za sve tq,...,t, € R vrijedi
P(X; <ti,..., X, <t,) =[]P(X; <t).
Moze se pokazati da je gornje ekvivalentno s

P(X, € By,..., X, € B,) = [[P(X, € B)),

i=1
za "skoro sve” By,...,B, C R, te da u tom sluc¢aju opet vrijedi [uz uvjet da je sve dobro
definirano]
o E[ITY, X;] = [T, E[X;] [dokaz u poglavlju o neprekidnim slu¢ajnim vektorimal;
e Var(X0, X;) = >, Var(X;) [slijedi iz prethodnog svojstva i linearnosti ocekivanjal.

PRIMJER 5.30 (Minimum nezavisnih Exp varijabli). Ako su X ~ Exp(\) i Y ~ Exp(u)
nezavisne, vrijedi Z := min{X, Y} ~ Exp(\ + p).

DokAZ. [Intuitivno, ovo slijedi iz price o Poissonovom procesu jer je "zbroj” dva nezavisna
Poissonova procesa s intenzitetima (prosjecan broj dogadaja po jedinici vremena) A i g ponovno

Poissonov proces, ali s intenzitetom \ + p.]
Formalno, za sve t > 0,

P(Z >t)=P(X >t,Y >t) = [nez.] = P(X > t)P(Y > t) = e MeHt = ¢~ (0t O

5.5. Normalna razdioba

[Normalna ili Gaussova razdiova je vjerojatno najpoznatija i najvaznija distribucija u vjerojat-
nosti. Razlog tomu je tzv. centralni grani¢ni teorem koji otprilike kaze da je zbroj velikog
broja nezavisnih i jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli (koje imaju kona¢nu varijancu)

priblizno normalno distribuiran, bez obzira na inicijalnu razdiobu tih slu¢ajnih varijabli.]
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Kazemo da slucajna varijabla X ima normalnu (ili Gaussovu) razdiobu s parametrima p i

02 (oznaka X ~ N(u,0?)) za u € R, 0 > 0, ako je neprekidna s gustotom

1 _(t=mw)?
f(t) = fN(%Uz)(t) = e 272 3 teR. (517)

NG

Razdiobu N(0, 1) nazivamo standardna normalna razdioba, te njenu gustoéu/funkciju distri-

bucije tipi¢no oznacavamo s

o(t) == fron(t) = e 2z, teR

B(t) == Py () = /_ ; o(t)dt = eR.

[Nazalost, ne postoji jednostavni zatvoreni oblik za ®, tj. nije ju moguce zapisati kao konaénu

sumu nekih poznatih funkcija.]

<
© | — N(0,1)
- i N(1,4)
o ] :
~ N
o :
5 - e
N e
© I i I I

-2 0 2 4

SLIKA 7. Gustoce N(0,1) i N(1,4) razdiobe. One su simetri¢ne oko parametra
1, a parametar o kontrolira brzinu opadanja prema 0 kako t ide u 4o0.

Uoc¢imo neka specijalna svojstva simetrije standardne normalne razdiobe:
e o(—t) = p(t), za sve t € R [t]j. ¢ je simetri¢na oko 0];
e ako je Z ~ N(0,1), za sve ty > 0 vrijedi [skiciraj na grafu funkcije ]

D(—tg) =P(Z < —tg) =P(Z > to) =P(Z > to) =1 — D(ty) -

ProrozicusA 5.31. Zaista vrijedi

/ INpexny(t)dt =1, VueR, 0 >0.
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Dokaz koristi teorem o zamjeni varijabli u dvodimenzionalnom integralu pa se ne ispituje, te

ga ostavljamo studentima da pogledaju sami.

DoKAz.(*) Oznacimo gornji integral s I, ,2. Uz zamjenu varijabli z = (t — u)/o (dz = %)
dobivamo I, ,» = Iy pa je dovoljno pokazati da je I := Io; = 1. Trik je gledati I*:

1 00 22 0 0 oo Z+y
P ([Lemas) (v = [ [ e
2w —00 ¢ dz —00 dy 27T —o0 J—00 dz dy

= [zamjena u tzv. polarne koordinate — r = /22 + y2, § = kut izmedu (z,y) i z-osi]

2T 2 r2 1
/ / ez - rdrde— / dé - / ez -rdr=—-27-1=1. O
27r 2

Odredimo sada ocekivanje i varijancu standardne normalne razdiobe. Najprije, uo¢imo da je
za Z ~ N(0,1),

00 1 2
E||Z :/ t e_ / te_*dt \/71<oo
2] = [
pa dakle postoji E[Z], te o¢ito iznosi

E[Z]z/oot-gp(t)dtzo

—0o0

jer je t — t - p(t) neparna funkcija. Nadalje,

oo 1 t2 2 o0 1 t2
v Z:EZQ:/ 22 ‘7dt:—/ 2 o5t
ar(Z) =E[Z7] = | t°5—e 5 Jo €
pa koristenjem parcijalne integracije uz u =t i dv = te~ T (du=1,v= —6_%) dobivamo
2 £2 | o2 2 o0
Var(Z) = —- (—te_2 +/ e 7 dt> = —" <O+ \/27?/ o(t) dt> =1.
V2T 0 0 V2T 0

[NIES

PROPOZICIJA 5.32 (Zatvorenost normalne razdiobe na lin. transformacije). Za Z ~

N(0,1) i sve p € R, 0 > 0, slucajna varijabla X := p+ o - Z ima N(u, 0?) razdiobu.

DokAz. Slucajna varijabla X je neprekidna [npr. jer g(z) = p + oz zadovoljava uvjete Prop.
5.18]. Njena funkcija distribucije je

FX(x):P(p+U-Z<x):P<Z

/AN
&
|
=
~——
|
KA
—
&
|
=
~——
8
m
S

pa je gustoca

i =i = (75 (55) =0 (555)

Sto je po (5.17) upravo fx(u02)(2), za sve x € R. d

Iz prethodnog odmah slijedi da za X ~ N(u,o?) vrijedi
E[X] = p+oE[Z] = p,
Var(X) = 0*Var(Z) = o2,
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tj. parametri p i 0 su upravo o¢ekivanje i varijanca. Nadalje, za sve a # 0, b € R, vrijedi
aX +b~ N(ap +b,a*c?),

te specijalno
X —p
o

~N(0,1).

Zadnju slucajnu varijablu ¢esto zovemo standardizirana verzija od X.
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POGLAVLJE 6

Funkcije izvodnice

[Funkcije izvodnice (FI) su analiticki alat za baratanje sa slu¢ajnim varijablama — prije svega,

korisne su u analizi zbroja nezavisnih slucajnih varijabli. FI se javljaju u razli¢itim oblicima

e ako je X € Ny — mozemo koristiti FI vjerojatnosti;

e ako je X > 0 — mozemo koristiti Laplaceov funkcional;

e ako je X € R te vrijede neki dodatni uvjeti na momente od X — mozemo koristiti FI
momenata;

e za proizvoljnu X € R — mozemo koristiti karakteristicne funkcije.

Ipak, ideja je uvijek vrlo sli¢na.]

6.1. Funkcije izvodnice vjerojatnosti

U ovom poglavlju promatramo samo sluc¢ajne varijable koje poprimaju vrijednosti u Ny =

0,1,...}.

DEFINICIJA 6.1. Neka je X € Ny slucajna varijabla, te p, := P(X = n), n € Ny [njena

distribucija]." Funkcija izvodnica (vjerojatnosti) od X je funkcija
G(s) :==E[s*] =Y pas", (6.1)
n=0

definirana za sve

seS:={teR:> pylt|" < oo}. (6.2)

n=0

U nastavku ¢emo pisati Gy :=G i Sx := 5.

NAPOMENA 6.2.  (a) Ako je |s| <1,
IG(s)| <D pals|" <D p=1.
n=0 n=0

Dakle, uvijek je [—1,1] C S, te vrijedi G(1) =1 i G(0) = po.
(b) (!) Funkcija G je zapravo red potencija (oko 0) s radijusom konvergencije so := sup S za
koji znamo da vrijedi sy > 1. Specijalno, znamo da je G € C*®((—sy, o)) te da derivacije

od G mozemo dobiti derivirajué¢i "¢lan po ¢lan”, tj. za sve k > 0 vrijedi

G (s) = pun(n—1)---(n—k+1)s"", V|s| < sp. (6.3)
n=~k

1 Ovo je notacija koju éemo koristiti i u nastavku (ako ne kazemo drugacije).
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Specijalno, Yk € Ny, G®(0) = ppk!, tj.

G(k)(O)
k!
TEOREM 6.3 (FI jedinstveno odreduje distribuciju). Ako su X i Y slucajne varijable u
Ny t.d. vrijedi Gx = Gy [dovoljno na nekoj okolini oko 0], tada je P(X = k) = P(Y = k),

Vk € Ny, tj. X ¢ Y imaju istu distribuciju.

P(X = k) = pp = (6.4)

DokAz. Slijedi iz (6.4) jer G%(0) = G¥(0) za sve k € Ny, O
PRIMJER 6.4 (FI vjerojatnosti za poznate razdiobe). (a) Ako je X ~ B(p),
Gx(s)=[po=1—-p=1q,pr=p,pn=0zan>2=qs"+ps' =q+ps, VseER.

(b) Ako je X ~ B(m.p),

G:U = Ny . g™ = n— . = ,
(s) ngoqp s anZ:O(QS) P T T

za sve s t.d. |gs| < 1, tj. |s| < %.
[(d) 1 (e) za vjezbu]
(d) Ako je X ~ G(p) zap >0, X —1~ Ggy(p) pa je
1
Go(s) = E[s* 1] = sE[s* '] = g .
(e) Ako je X ~ P(A),

oo n [e o] )\ n
Gau(s) = —'e_’\ st=e Y Q)" —e e =D YseR.
= n!

6.1.1. Momenti.
TEOREM 6.5. Ako je X slucajna varijabla u Ny, za sve k € N vrijedi

GH) =EX(X-1)- (X —k+1)], (6.5)
pri cemu u slucaju sy = 1 definiramo®

GP(1) == lim GP(s) €10,00]. (6.6)

s—1—

Dokaz. Uvijek vrijedi

EX(X —1)- (X —k+ 1] =3 pun(n—1)- - (n—k+1)

:i_o:pnn(n—l)---(n—k‘—i—l) € [0,00].

? Zapravo, jednakost u (6.6) vrijedi i ako je s > 1 jer je u tom slu¢aju G x neprekidna na (—sg, so).
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pa ako je so > 1, (6.5) slijedi iz (6.3) jer je 1 < s (te je gornje ocekivanje nuzno konacéno). Ako

je s = 1, rezultat slijedi iz Abelovog teorema® koji kaze da je

liI{l dopann—1)---(n—k+1)-s"=> pmn—1)---(n—k+1) €[0,00].
57 =k n=~k
0
PRIMJER 6.6. Za X ~ P()\) znamo da je G,(s) = ™), s € R, pa iz
Gy (s) = N G%(s) = N2D | s e R,
slijedi
e E[X] = G/(1) = A,
¢ E[X?] —E[X] =E[X(X —1)] = G"(1) = \?, te
o Var(X) = E[X?] — (E[X])2= (A2 +)) = A2 =\
6.1.2. Zbroj nezavisnih sluc¢ajnih varijabli.
TEOREM 6.7 (FI zbroja nezavisnih varijabli). Ako su X, ..., X, nezavisne slucajne vari-
jable u Ny, za sve s € NI Sx, D [—1, 1] vrijedi
Gyt x, (8) = Gy (8) -+ G, () - (6.7)
DoKAZ. Za sve s € N7, Sk, 2 [—1,1] imamo
Gx,4ix,(5) = E[s¥1H X = E[s*" ... %] = [nezavisnost]
=E[s™] - E[s™] = Gx,(s) - Gx, (s) .
U

PRIMJER 6.8. Ako su X ~ P()\) 1Y ~ P(u) nezavisne, vrijedi
Gxiy(s) = Gx(s) - Gy(s) = Vet = A=) = G Ly (s5), s €R.
Teorem 6.3 povlac¢i da je nuzno X +Y ~ P(A + u) [usporedi s dokazom Prop. 4.14].

PRIMJER 6.9. Akosu X1,..., X, njd t.d. X; ~ B(p), buduéida je X := X;+---+X,, ~ B(n,p)
odmah dobivamo da je FI B(n, p) razdiobe dana s

Gx(s) =[X1,..., X, sunjd] = (Gx,(s)" = (g +ps)", seR.

TEOREM 6.10 (FI sluc¢ajne sume). Neka je
o X1, Xo, ... niz njd slucajnih varijabli uw Ny te S, :=>1" 1 X;, n > 1, uz Sy :=0, te

o N slucajna varijabla u Ny nezavisna od niza X1, Xo, . ...

3 Abelov teorem: Ako je ug,u1,... nenegativan niz t.d. red Zn}O u,s™ apsolutno konvergira za sve |s| < 1,
tada vrijedi
. n_
Slg{lﬁ Zuns = Zun € [0,00] .

n=0 n=0



6.2. FUNKCIJA IZVODNICA MOMENATA 99

Tada za FI od Sy vrijedi

GSN(S) = GN(le(S)), \V/|8’ < 1. (68)

DoxkAz. Za sve |s| <1 [barem] imamo

=E[s57 |N=n)]
Gsy(s) =E[s™] = Y E[s° | N = n]P(N =n) = [N i S, nezavisnel]
n=0
Z =n)=[Xy,..., X, sunjd]
=2 _(Gx,(5))"P(N =n) = Gn(Gx,(s)).
n=0

0

PRIMJER 6.11 (Stanjivanje Poissonove slucajne varijable, Primjer 4.29 nastavak).
[Pretpostavimo da imamo N ~ P(\) kuglica, te da svaku kuglicu, nezavisno od drugih, obo-
jamo u plavo s vjerojatnoséu p ili u crveno s vjerojatnoséu g : =1 —p (p € (0,1)). Neka je Np

ukupan broj plavih kuglica.]. Koristeé¢i (6.8) pokazite da Np ima P(\p) razdiobu.
RJESENJE. Vrijedi Np = Sy gdje su Xi, Xs, ... njd B(p) slucajne varijable [i nezavisne od N].
Iz (6.8) slijedi

GNP(S) = GN(le)(S) = GN((] +ps) — [GN(t) — 6)\(15—1)]
= A = [g = 1 —p] = D 5] <1,

Dakle, Np ima P(Ap) razdiobu. O

[Napomenimo za kraj da je klasi¢na primjena gornjeg rezultata o FI vjerojatnosti sluajne sume

je na tzv. procese grananja — to ¢ete raditi na kolegiju Markovljevi lanci.]

6.2. Funkcija izvodnica momenata

DEFINICIJA 6.12. Neka je X (bilo kakva) slu¢ajna varijabla. Ako postoji ty > 0 za koji vrijedi
E[e'] < 0o, V|t| < to, (6.9)

funkcija M : [—tg,to] — [0, 00) definirana sa
M (t) := E[e"*], (6.10)

zove se funkcija izvodnica momenata slucajne varijable X.

U nastavku ¢emo ¢esto pisati Mx := M kako bi naglasili da se radi o FI momenata za sluc¢ajnu

varijablu X.
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NAPOMENA 6.13. Uvjet (6.9) ekvivalentan je uvjetu
E[e"™] < 0o (6.11)
To slijedi jer za sve [t| < to vrijedi

etX < 6|tX| < €t0|X| < max{€t0X767t0X} < et()X _i_eftoX

pa specijalno i

E[e] < E[et°|X|] < ElefX] 4+ E[e~X].

TEOREM 6.14. Pretpostavimo da postoji to > 0 takav da vrijedi (6.9).

(a) Za sve k € Ny je E[\Xﬂ < 00, pa specijalno postoji k-ti moment od X definiran s
fu = E[X*].
(b) Za sve |t| < to vrijedi’

(¢c) Za sve k € Ny vrijedi M®(0) = p.

DoxAz. [Dokaz je baziran na jednakosti e* = 302 £+, z € R
(a) Imamo
elol Xl — 7;) ; yX\’f VEk e N. (6.12)

Monotonost oc¢ekivanja povlaci da je

th 6.11
0E[|X|] Bl 2 oo, Vi e Ny,
Tvrdnja sada slijedi buduéi da je ¢y > 0.

(b) Sli¢no, za sve [t| < o vrijedi

Mx(t) = B[] = E Lf% tnjn] |

4 Zato se Mx zove funkcija izvodnica momenata.
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NAPOMENA*. Ono Sto bismo htjeli ovdje je zamijeniti o¢ekivanje i sumu. To nam omogucava

prikladna verzija Fubinijevog teorema® buduéi da je

O | X ™ 6.11
E lz Hlﬂ’] — E[e\t|‘\X|] < E[€t0'|X|] ( < ) 00 . 0

Dakle,

t"X"}

D=3 5

3 Enge  wit] < ty. (6.13)
TL

n=0
(c) Ovo slijedi iz (6.13) — detalje ostavljamo za vjezbu.

[Buduéi da je M red potencija (oko 0), slijedi da je M klase C* na (—to,ty), te da je za sve
k>0,

MP ) = > %t"—’“, Vit < to. (6.14)

Specijalno,

O
PRIMJER 6.15 (Eksponencijalna razdioba). Za X ~ Exp(\) vrijedi
Mx(t) = E[e"¥] = / e fx(z)dw = / e e Mdr = )\/ ~O=Deqy
—00 0
= [ako je A > 1] = )\/OO()\—t)e_(’\_t)””dx: A t< A=ty
)\ —tJo N—— )\ —1 ’ ' ’
=fExp(A—t)(z)
[Formalno bi trebali uzeti ¢y := A — € > 0 neki mali € tako da vrijedi (6.9).] Specijalno, iz
M5 (t) = W slijedi da je
1
E[X] = Mx(0) = .
Daljnjim deriviranjem mozemo dobiti i E[X*] za k = 2,3,..., ali pogledajmo puno elegantniji
pristup.
Ako je E ~ Exp(1), za sve [t| < 1 (specijalno je dakle t < 1) imamo
[e.e] tn
M (t) :——Zt” > 5
n=0 nt
° Fubinijev teorem: Neka je X1, X», ... niz slu¢ajnih varijabli definiran na vjerojatnosnom prostoru (£2, 7, P).

Ako je X; > 0, za sve ¢ > 1, vrijedi
o0 o0
E Z Xn] = Z E[X
n=1 n=1
pri ¢emu obje strane mogu biti +o0o. Opéenito, gornja jednakost vrijedi ako imamo

E ipm] :iEUXnH < o0.
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Teorem 6.14 povlaci da je E[E"] = n!, za sve n > 0. Opcéenito, buduéi da X ~ Exp(A) ima istu
razdiobu kao i %, odmah dobivamo da je
n!
E[X"] = XE Vn € Ny.
PRIMJER 6.16 (Normalna razdioba). Za Z ~ N(0, 1) imamo

& 1 22 o0 1 1(.2 2\, t2
M (t :/ e L elids :/ €—§<z —2tett )+7dz
Z( ) —00 271' —00 \/ 27T
_ @é /oo 1 6_(z—2t)2 b e% wicR. (6‘15)

—oo /2T

S
=fnee,1)(2)

Za X ~ N(u,0?), bududi da vrijedi X ~ 0Z + u, imamo
. o2
Mx(t) = E[etX] = E[etrZ+t] = E[e197] = e My (t0) "= ent+ 58 Wt e R, (6.16)
PRIMJER 6.17 (FI momenata ne postoji uvijek). Ako je X ~ Pareto(«) za a > 0 proizvo-
ljan (vidi Primjer 5.27), lako se pokaZe da vrijedi E[X®] = co. Specijalno, k-ti moment E[X*]
je +oo za sve k € Nk > «, pa Teorem 6.14(a) povlaci da ne postoji to > 0 t.d. vrijedi (6.9),
tj. ne postoji Mx.

[INAPOMENA™. Ako za X ne postoji My, mozemo koristiti tzv. karakteristicnu funkciju t
Ele?X] € C koja uvijek postoji. Karakteristi¢na funkcija ima sli¢na svojstva kao i FI momenata
—npr. jedinstveno odreduje distribuciju sluc¢ajne varijable te se lijepo ponasa na zbroj nezavisnih
slu¢ajnih varijabli. Ipak, kao sto smo ve¢ vidjeli, FI momenata korisne su za odredivanje
momenata, ali dodatno, ako postoji Mx mozemo dobiti eksponencijalne ocjene na vjerojatnosti
oblika P(X > a); vidi vjezbe (Chernoffova ograda), te tzv. teoriju velikih devijacija (engl. large

deviations).]

TEOREM 6.18. Ako su slucajne varijable X 1Y nezavisne te postoji to > 0 tako da su My i

My dobro definirane na [—tg,to], Mx iy je takoder dobro definirana na [—to,to] te vrijedi

Mysy(t) = My () My (1), |t < to. (6.17)

Dokaz je analogan dokazu u sluc¢aju FI vjerojatnosti — detalje ostavljamo za vjezbu.

[DOKAZ. Za sve |t| <ty zbog nezavisnosti imamo
Mx,y(t) = E[e"X)] = E[e*e] = [nez.] = E[e¥]E[e"] = Mx (t) My (t) (< o0) . ]

NAPOMENA 6.19 (FI momenata odreduje distribuciju). Moze se pokazati da ako vrijedi
Mx = My na nekom otvorenom intervalu oko 0, tada slucajne varijable X i Y imaju istu

distribuciju (bez dokaza).

PRIMJER 6.20 (Zbroj nezavisnih normalnih varijabli). Koristeéi (6.17) i prethodnu na-
pomenu lako se pokaze da za X ~ N(uj,0%) i Y ~ N(uz,02) nezavisne vrijedi X +Y ~
N(p1 + 2, 07 + 03).
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[To da je E[X + Y] = p1 + pe i Var(X +Y) = o} + o3 slijedi iz nezavisnosti bez obzira na
distribuciju — poanta ovdje je da distribucija zbroja ostaje normalna. Sto se tice dokaza, za sve

t € R imamo

(6.16) 142(02402) (6.16)
My (t) = [nez.] = My (t)My(t) "= elmtralttatiloi+ed) T My (s + 1z 02402) (1) - ]
PRIMJER 6.21 (Crowdsourcing). Pretpostavimo da su X; ~ N(u,02),7 = 1,...,n nezavisne,
za neko zajednicko otekivanje 1 € R, te (moguée razlicite) varijance oy, ..., 0, > 0. Zelimo

procijeniti p.

[Motivacija za ovaj problem moze biti sljede¢a. Imamo proizvod ¢iju (nepoznatu) kvalitetu
zelimo procijeniti. Parametar p predstavlja kvalitetu proizvoda, a X; predstavlja ocjenu koji
1-ti korisnik daje tom proizvodu — veci o; odgovara korisniku s manjom ekspertizom; vidi tzv.

crowdsourcing.]

Osnovni procjenitelj koji moZemo koristiti je X, = % 1 Xi, a njegovu "gresku” mozemo

definirati kao E [|Yn — ,uu Po prethodnom primjeru znamo da }_;" ; X; ima normalnu razdiobu,
pa nadalje slijedi da i X,, — ¢ ima normalnu razdiobu s parametrima
> 0}

n2

E[X, —u] =0, Var(X, —u) = Var(X,,) =

Specijalno, ako je Z ~ N(0, 1), vrijedi

n g2 n g2
B[[%, - ] = YER g g = 2. VRS

(

Na primjer, ako dopustimo da varijance o; ovise o n, tj. o; = oi"), te ako za neke c, e > 0 vrijedi

(n) _

max 0, =cn'™, Yn>1,

i=1,...,n

S g2 I+e
. o
=1%Y1 n
3 S C2

=
n n

imamo

=cn° — 400, N — 0.

Rije¢ima, ukoliko je barem jedna varijanca dovoljno velika [tj. imamo barem jednog korisnika
koji ima jako slabu ekspertizu], X, neée biti dobar procjenitelj za p. Pitanje je mozemo li
bolje [vidi Primjer 8.7 i vjezbe]? Sto ako su dodatno varijance o2 nepoznate [§to je zapravo
realna pretpostavka|? [Zadnje pitanje i dalje nije u potpunosti rijeSeno te je predmet aktivnog

istrazivanja.|

PRIMJER 6.22 (Gama razdioba). Kazemo da sluCajna varijabla X ima gama razdiobu s

parametrima a, A > 0 (oznaka X ~ Gama(a, A)) ako je neprekidna s gusto¢om
/\a
t)=——t*teM t>0
wz f(t) =0zat <0, gdje je I'(a) := [¢°y* e ¥dy tzv. gama funkcija (vrijedi I'(n) = (n — 1)!

za sve n € N).
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Nije tesko pokazati da vrijedi
e Gama(1, \) je upravo Exp(\) razdioba;
« X ~ Gama(a, 1) povladi da je 3 ~ Gama(a, \), za sve A > 0;

e X ~ Gama(a, \) povladi Mx(t) = (i)a, zat <\

—t
ProPOzZICIJA 6.23 (Zbroj nezavisnih eksponencijalnih varijabli). Ako su X, ..., X, njd
takve da je X; ~ Exp(\), vrijedi

T,:=X1+ -+ X, ~Gama(n,\).

[U Poissonovom procesu s intenzitetom A > 0, gornji T}, je upravo vrijeme kada se dogodio n-ti

dogadaj.]

DokAz. Iz Primjera 6.15 dobivamo

. AP
Mr, (1) = [X1,..., X njd] = (Mx, (£)" = <H> = Meamauay (1), t<A.

0

[Gama razdioba se ¢esto koristi u Bayesovskoj statistici kao apriorna distribucija za neke para-

metre. Na primjer, to je konjugirana apriorna razdioba za parametar A u P()\) razdiobi.|



POGLAVLIJE 7

Nejednakosti i grani¢ni teoremi

7.1. Markovljeva i éebiéevljeva nejednakost

[U teorijskoj i primijenjenoj vjerojatnosti, vrlo Cesto je sluc¢aj da vjerojatnosti ne mozemo odre-
diti egzaktno. Ipak, koristeéi razne nejednakosti Cesto mozemo dobiti korisne gornje i/ili donje
ograde. Mi ¢emo spomenuti dvije osnovne nejednakosti, ali napominjemo da je podrucje tzv.
koncentracijskih nejednakosti jedno od najvaznijih u modernim primjenama teorije vjerojat-
nosti.|
TEOREM 7.1 (Markov). Za svaku slucajnu varijablu X, za sve a > 0 vrijedi

E[|X]]

P(X|>a) < ——1.
a

DoKkAz. Za sve a > 0,
(X1 2 [ X1 x120) = al{x]2a) -

[Gornje nejednakosti vrijede za svaki w € ()] Zaista, izraz u sredini jednak je |X| ako je

|X| > a, a 0 inaCe. Prva nejednakost slijedi jer je | X| > 0, a druga je ocita.
Monotonost oc¢ekivanja sada povlaci
E[IX]] > E[al{xjza] = aP(|X] > a) .
U

TrorREM 7.2 (CebiSev). Ako je X slucajna varijabla t.d. je E[\X\] < 00, za sve a > 0 vrijedi

Var(X)

P(|X —E[X]| >a) < p

Dokaz. Imamo

P(|X — E[X]| > a) = P (X — E[X])* > a®) = [Markovljeva nej. za (X — E[X])?

O

PRIMJER 7.3. Ako je X sluCajna varijabla t.d. je 0% := Var(X) < oo, éebiéevljeva nejednakost
daje da za sve ¢ > 0 vrijedi

Var(X) 1
P(X ~EX]| > o) < a0 = L

c2o?

105
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to jest
1

P(X —-E[X]|<co) 21— 2
pri ¢emu dakle gornje ograde ne ovise o X! Na primjer, za ¢ = 3 vrijedi 1—% = 5 ~ 0.89 — dakle,
svaka slucajna varijabla ¢e biti najvise 3 standardne devijacije udaljena od svog ocekivanja s
vjerojatnoséu od barem 0.89. [Za konkretne razdiobe ta vjerojatnost je ¢esto veéa — vjerojatno

najvazniji primjer je normalna razdioba.]

PRIMJER 7.4 (”68-95-99.7% rule”). Za X ~ N(u,0?) vrijedi

X_
P(|X — E[X]| < co) = {Z - “] —P(|Z| <) = [Z ~N(0,1)]
0.6827, c¢=1
= ®(c) = B(—c) =20(c) — 1= {0.9545, c=2
0.9973, c¢=3

7.2. Zakoni velikih brojeva

[Alternativa nejednakostima je koristenje aproksimacija iz opéenitih grani¢nih teorema. U
teoriji vjeorojatnosti dva najvaznija tipa grani¢nih teorema bez sumnje su zakoni velikih

brojeva (ZVB) i centralni grani¢ni teorem (CGT).]

DEFINICIJA 7.5. Za niz slucajnih varijabli X;, Xs,..., kazemo da konvergira po vjerojat-

nosti prema slucajnoj varijabli X (oznaka X, —n—i}% X)! ako
Jim P(]X, — X|>¢) =0, Ve>0. (7.1)
TEOREM 7.6 (Slabi ZVB). Neka je X1, Xs, ... niz nezavisnih slucajnih varijabli t.d. za neke

p € R io? < oo, vrijedi E[X;] = p, Var(X;) = 02, Vi > 1 [dakle, X1, X>,... nisu nuino

jednako distribuirane]. Ako za sve n > 1 definiramo

n L Sn
Sh ::ZXi, X, = —, (7.2)
i—1 n
vrijedi
—~ P

DoxkAz. Koristimo éebiéevljevu nejednakost. Uoc¢imo, vrijedi

* , — P
! Cesto éemo pisati samo X,, — X.
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te
=02 Vi
%) = L) = o] = ;3= = %
Var(X,) = ﬁ\/ar( ) = [nezavisnost| = 3 zZ;Vaur( ) = o

éebiéevljeva nejednakost sada povlaci

2
~ 17LOO
P(’Xn—ubﬁ)dgén:" L= 1250,

pri ¢emu smo na kraju iskoristili da je 0% < oo [u suprotnom je gornja ograda jednaka +oo za

sve n. O

NAPOMENA 7.7.  (a) Ako su Xi, Xs,... njd, slabi ZVB (tj. (7.3)) vrijedi i ako je samo
E“Xlu < oo (tzv. Hincinov ZVB) — bez dokaza.”
(b) Nezavisnost je bitna!® Na primjer, neka je X ~ B(1/2) te X; := X, Vi € N. Tada je

X, =X, Vn,

ali buduéi da je X € {0,1}, uvijek je | X, —E[X;]| = |X — | =1, paza e € (0,1) vrijedi

P(|X, - E[X)]| >¢) =1, Vn.

Specijalno, X,, ne konvergira po vjerojatnosti prema E[X;]. [Naravno, u ovom slucaju
vrijedi X, — X ]

PRIMJER 7.8. Bacamo nov¢i¢ na kojemu je vjerojatnost da ¢e pasti pismo jednaka p € [0, 1].

Ako definiramo
Xi = I{u i-tom bacanju palo pismo} » ¢ € N,
zapravo je
X,, = postotak pisama koji su pali u prvih n bacanja ,

pa SZVB (X1, Xs, ... su njd uz p := E[X;] = p) povlaci da X, £, p [Sto odgovara nasem

intuitivnom shvac¢anju "vjerojatnosti”].

[Ovdje nije lose malo zastati i razmisliti $to smo pokazali. To da ¢e postotak pisama koji
su pali u velikom broju bacanja s velikom vjerojatnosti biti blizu p odgovara nasem intuitiv-
nom shvac¢anju "vjerojatnosti” i onome sto vidimo u stvarnome svijetu. Ipak, ovaj rezultat je
¢isto teorijski rezultat baziran na nasoj aksiomatskoj definiciji vjerojatnosti, definiciji slucajne
varijable, definiciji nezavisnosti itd. Klju¢na je ovdje ¢injenica da je zaista moguce formalno
konstruirati vjerojatnosni prostor koji bi predstavljao model za beskonacan niz bacanja neza-

visnih nov¢icéa.]

2 *(Qpéenito, moze se pokazati sljedeéi rezultat — ako su X1, Xo,... njd, nuzan i dovoljan uvjet za postojanje
niza konstanti p1, o, ... takvih da vrijedi X,, — i, 250 je da nP(|X| > n) 272 0. U tom sluaju za u, se

moze uzeti p, = E[X11|x,|<n] — ako je E[|X1|] < oo, moZe se pokazati da vrijedi nP(|X1| > n) 27,0 te da
n—roo

3 Ipak, nezavisnost nije nuzna — u dokazu je jedino bilo bitno da je E[X,] = u te da Var(X,,) 0.
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7.2.1. Jaki ZVB.

DEFINICIJA 7.9. Za niz slucajnih varijabli X;, X5, ... kazemo da konvergira gotovo sigurno

("g.s”) prema slucajnoj varijabli X (oznaka X, % X) ako vrijedi

P (g&xﬂ _ X) —Pp ({w €Q: lim X,(w) = X(@}) —1. (7.4)
NAPOMENA. Moze se pokazati da X,, £% X povladi X, £ X. U

[Prije jakog ZVB-a, na jednostavnom primjeru ¢emo ilustrirati konvergencije 2% i L, te

. P . .. g
usput pokazati da — nuzno ne povlaci &.]

PrRIMJER 7.10. Na primjer, neka su X, Xo,... nezavisne slucajne varijable takve da je za
n € N, X,, ~ B(1/n) [nacrtati skicu distribucije]. Ako postoji limes niza X;, Xy, ..., otekujemo

da bi to trebala biti konstanta 0. Pogledajmo prvo konvergenciju po vjerojatnosti.
Ako je € € (0,1), buduéi da je X,, € {0,1},
P(|X, — 0] > €) =P(X, > €) = P(X, = n) = 1o
Za svaki € > 1 o¢ito imamo
P(|Xa| > €) =0 2% 0,

pa smo dakle pokazali da vrijedi X, £s0. [Zapravo je uvijek dovoljno gledati e-e na proizvoljno

malom intervalu oko 0.]

Pogledajmo sada konvergenciju gotovo sigurno. Buduéi da je

S PN, =1) = - = oo,
n=1 n:ln

te su dogadaji {X,, = 1}, n € N, nezavisni, druga BC lema povlaci da je

P(X,=1bmp.)=1
=:Aq
te na analogan nacin zakljucujemo da je i
P(X,, =0bmp.)=1.
—: Ao
Specijalno, P(Ag N Ay) = 1 pri ¢emu za sve w € A; N Az, Xi(w), Xo(w),... je (deterministicki)
niz u {0, 1} koji ima beskonac¢no 0-a i beskona¢no mnogo 1-a (tj. ima dva gomilista), pa taj niz

nije konvergentan, tj. ne postoji X (w) € R t.d. X,,(w) — X(w). Sada odmah slijedi

P({3 lim X,}) < P((Ag N A))) =0,

n—oo

pa specijalno ne postoji X t.d. X,, =2 X. [l
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TEOREM 7.11 (Jaki ZVB). Neka je X1, Xo, ... niz njd sluc¢ajnih varijabli t.d. vrijedi E“Xl” <
00, te neka je p:=E[X7]. Tada vrijedi

X, LN e

n—o0

DokAz. Dokaz ¢emo provesti uz jacu pretpostavku — pretp. ¢emo da je ¢etvrti moment konacan,
tj. E[X{] =: K < o0o; dokaz u opc¢enitom slucaju izlazi van okvira ovog kolegija. Pretpostavimo

najprije da je pu = 0.

1. korak Pokazujemo da za sve n > 1 vrijedi E[S1] < 4Kn?.

Zasve n > 1, E[S}] = E[(X| + -+ + X,,)? je suma koja se sastoji od ¢lanova oblika
« E[X}] = [X1, Xy,... sunjd] = E[X}] = K, Vi;
* E[X?X?] = [nezavisnost] = E[X?]E[X?] = [X1, Xy, ... sunjd] = (E[X]]), Vi # j;
 E[XPX,] = B{XPIE[X,] = B[XP) - 11 = 0, ¥i £
« E[X?X,X;] =0, Vi, j, k razlicite;
o E[X;X; X, X =0, Vi, j, k, | razlicite.
Dakle
E[S3] = nE[X]] + (Z) (3)1@[){%){3] +0=nK + 3n(n — 1)(E[X7]])?

<nK +3n(n—1)K <4Kn*, Yn>1
pri ¢emu smo u tre¢em koraku iskoristili nejednakost E[X?]* < E[X}] = K koja npr. slijedi jer
0 < Var(X?) = E[X{] — E[X}]°.

2. korak Koristenjem Markovljeve nejednakosti imamo

B[] _ 4K 1

<=
etnt et n?’

P(|X,| =€) = P(S? > e'n?) < Ve > 0.

Bududi da je >°° P(]X,,| > €) < oo, BC lema povladi da je

= P[] > € banp.) = B0, U, { Xl  e}) = P(A?), Ve > 0.
Dakle, 1 = P(A.) = P(U>, N, {|X.| < €}), Ve > 0. Tvrdnja sada slijedi iz neprekidnosti
vjerojatnosti buduci da je

P (Jl_}r{.loXn = 0) (ﬂ A1/k> = hm P(Al/k)

k=1
[Uocimo da je kljuc¢no bilo da je ocjena na P(|X,,| > ¢) bila reda veli¢ine O(n~?), §to smo mogli
posti¢i upravo zbog pretpostavke o kona¢nom cetvrtom momentu. Na primjer, kada bi imali
samo konacan drugi moment, koristeci éebiéevljevu nejednakost dobili bi gornju ogradu reda

velicine O(n™!), Sto ne bi bilo dovoljno za koristenje prve BC leme.]
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Na kraju, ako je p € R, za V; := X; — i, i € N, imamo da je Y7, Y5, ... njd niz uz E[Y;] = 0, pa
prethodni dokaz povlaci

. Sp—np . ==
b=F @&RZY—@ P (i = = 0) = (Jim X =)

O

[NAPOMENA*. U prethodnom teoremu pretpostavka o postojanju otekivanja je bitna! Naime,

moze se pokazati da u slucaju E[\Xlu = 0o vrijedi
P(postoji nll_}noloyn i poprima vrijednost u (—oo0,00)) = 0.

Na primjer, ako je X, Xs,... njd niz takav da je X1 ~ —X; (tj. X; simetrina) te vrijedi
n—oo

E[|X1|} = 00, ali nP(|X;| > n) 2=%% 0, imamo X, — 0 (jer je fin = E[X 1§ x,1<n}) = 0), ali
nei X, £3 0. O]

PRIMJER 7.12 (Neparametarska statistika). Pretpostavimo da je F' proizvoljna (nepoznata)

funkcija distribucije i X3,..., X, njd niz takav da je Fx, = F. Pitanje je mozemo li iz jedne
realizacije uzorka Xy, ..., X, procijeniti F.
Empirijsku funkciju distribucije uzorka Xi,..., X,, definiramo sa

1 n
= — E ﬂ{Xigt}, teR.
iz

Uocimo, F’n(t) je slucajna varijabla za sve t € R [dakle, na F,, moZemo gledati kao na sluajnu

funkciju (distribucije)]; vidi Sliku 8. Zapravo, ako imamo realizaciju X;(w) = x;, 1 =1,...,n,
te je x; # xj, ﬁn(w) je zapravo funkcija distribucije uniformne razdiobe na skupu {z1,...,z,}.

Iz JZVB-a za njd niz Y; := 1x,<y, ¢ € N, slijedi da za sve t € R vrijedi

Fult) 225 Bl x,en] = P(X1 <) = [Fx, = F] = F(¢).

n—oo

Zapravo, vrijedi i vise: tzv. Glivenko-Cantellijev teorem daje

sup | () — F(t)] =

vidi Sliku 9 za ilustraciju. Prethodni rezultat mam omoguéava da (nepoznatu) razdiobu F' (ili
neki njezin funkcional, primjerice o¢ekivanje) procjenjujemo s ﬁn, te je baza tzv. neparametar-
ske statistike (jer u ovom slucaju ne pretpostavljamo da F' dolazi iz neke unaprijed odredene

(parametarske) familije funkcija distribucije).
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ecdf(x)
2 - -
.—
g_ -—
.—
(W]
g © .
c -—
o3 .
.—
g_ ~—
.—
o |
= I | | | |
-2 -1 0 1 2
X

SLIKA 8. Empirijska funkcija distribucije F,, kada je X ~ N(0,1) in = 10 -
uo¢imo da je F;, po dijelovima konstantna funkcija sa skokovima veli¢ine % ==

10
(ako su svi X;-evi razliciti).

ecdf(x)
L N
© _|
(]
o _|
= O
=
L = |
[
[t
o
=
=5 I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3
X

SLIKA 9. Empirijska funkcija distribucije F, kada je X; ~ N(0,1) i n = 50.
Plavom linijom je oznacena funkcija distribucije standardne normalne razdiobe.

111
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7.3. Centralni granicni teorem

[Kako bi iskazali centralni grani¢ni teorem, potreban nam je tre¢i oblik konvergencije sluc¢ajnih

varijabli.]

DEFINICIJA 7.13. Za niz sluc¢ajnih varijabli Y7, Ys, ..., kazemo da konvergira po distribuciji

prema sluc¢ajnoj varijabli Y (oznaka Y, LN Y') ako vrijedi
Fy, (1) === Fy(t), Vt€ Cp,, (7.5)

gdje je Cp, C R skup svih tocaka neprekidnosti funkcije (distribucije) Fy.*

NAPOMENA 7.14. (a) Zasto ne trazimo da (7.5) vrijedi za sve t € R? Na primjer, ako
jeY, := 1 [dakle, konstanta], n € N, o¢ckivali bismo da niz (Y,,) konvergira po distribuciji
prema Y := 0. To zaista i je sluCaj [nacrtati pripadne funkcije distribucije] jer za sve
t#0 (tj. t € Cp,) vrijedi

e ako je t < 0, imamo Fy, (t) = 0 = Fy(t), za sve n;
e akojet >0, ¢im jet > %, tj. n > %, imamo Fy, (t) = 1 = Fy(t).
Ipak, u ovom slucaju Fy, (0) =0 - 1 = Fy(0) kada n — oc.

(b) (1) Moze se pokazati da je (7.5) povlaci puno vise: u tom slucaju imamo
P(Y, € B) " P(Y € B),
za sve B C R za koje vrijedi P(X € 0B) = 0, gdje OB oznacava tzv. rub skupa B; na

primjer, d(—oo, z] = {z},d[a,b) = d(a,b) = {a,b}. Zbog ovoga (7.5) neformalno pisemo

kao Y, é Y za velike n.

O

Ako su Xy, Xy, ... njd te p:= E[X;], JZVB povlaci da je gotovo sigurno % ~ u, tj. Sn ~ nu,
za velike n. Intuitivno, ukoliko je o2 := Var(X;) < oo, centralni grani¢ni teorem (CGT) povladi
da S, priblizno ima N(nu, no?) razdiobu, te specijalno da je odstupanje |S,, — npu| reda veli¢ine
V.

[Preciznije...|

Uocimo, ako je o2 := Var(X;) € (0,00), za standardizirane varijable

Sp —np

Ly =
o\/n

, ne€N, (7.6)
vrijedi E[Z,] =0, Var(Z,) =1, ¥n € N.
4 Uotimo, Y, 5 Y ovisi samo o distribucijama sluc¢ajnih varijabli X, X7, X5,.... Specijalno, one uopée ne

moraju biti definirane na istom vjerojatnosnom prostoru, kao $to je to slucaj s konvergencijama po vjerojatnosti
i gotovo sigurno.
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TEOREM 7.15 (CGT). Neka su X1, Xs,... njd slucajne varijable t.d. je o® := Var(X;) €

(0,00), te neka je p:=E[X1] i Z, definiran u (7.6). Tada vrijedi

Zn - Z ~N(0,1).

Dakle, za dovoljno veliki n, i sve z € R, vrijedi

[P(Sngx)zl[)(Z <I_”“> (g)ﬂ»<z<$_n“> — P(oy/nZ +np < ).

" oyn NG

Bududi da je ov/nZ + nu ~ N(np,no?), CGT mozemo neformalno iskazati kao

Sy L N(nu,no?), za velike n,

(7.7)

(7.8)

pri ¢emu gornja "normalna” aproksimacija (uoc¢imo da je nu = E[S,],no? = Var(S,)) vrijedi

bez obzira na distribuciju od X; (ali uz pretpostavku Var(X;) € (0, 00))!

Za ilustraciju CGT-a, tj. aproksimacije (7.8), za razne distribucije od Xj, vidi Slike 10-14. U

nekim slucajevima koristimo tzv. histogram dobiven na temelju velikog broja simulacije sluc¢ajne

varijable .S,, — o tome Cete vise uciti na kolegiju Statistika, ali za nase potrebe dovoljno je znati

da histogram predstavlja procjenu gustoce neprekidne razdiobe koja najbolje odgovara razdiobi

od S,.
n=1
o
o |
o
© |
o
<
o
N
o
o |
e T T T T
-2 0 2 4
SLIKA 10. Gustoca Exp(1) razdiobe ( linija), zajedno s gusto¢om nor-

malne razdiobe s istom ocekivanjem i varijancom.
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n=
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|
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n=15
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|

SLIKA 11. Gustoca od S, =
X1, Xo, ...

ove.

10 20 30 40 50

n
i=1

0.00 0.15 0.30

0.00 0.15 0.30
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n=

10

20 30 40 50

n=30

10

20 30 40 50

linija) u sluc¢aju kada su

njd iz Exp(1) razdiobe (S, ~ Gama(n, 1)), zajedno s gustotom nor-
malne razdiobe s istom ocekivanjem (vertikalna linija) i varijancom, za razne n-

2.0

1.5

1.0

0.5
I

SLIKA 12. Gustoce Beta(1/2,1/2) razdiobe (vidi iduée poglavlje za preciznu de-
finiciju), zajedno s gustotom normalne razdiobe s istom ocekivanjem i varijan-

co1n.
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n=

o
[¢,]

10 15 20

n=15

SLIKA 13. Histogram od S, =
iz Beta(1/2,1/2) razdiobe, zajedno s gustoéom normalne razdiobe s istom
oc¢ekivanjem i varijancom, za razne n-ove. lako je gusto¢a Beta(1/2,1/2) raz-
diobe dosta drugacija od bilo koje normalne razdiobe, aproksimacija (7.8) se ¢ini
dosta dobra i za male n-ove.

0.0 02 04

0.0 02 04

SLIKA 14. Histogram od S,, =

n=10

n=20

03 06

0.0

0.6

0.3

0.0

0.0 02 04

00 02 04

1 X; uslucaju kada su Xq, Xo, ...

n=

n=30

» 1 X; u slucaju kada su X, Xs,... njd

n=15

n=30

njd iz Po-

issonove razdiobe s parametrom A = 1/2, zajedno s gusto¢om normalne razdiobe
s istom ocekivanjem i varijancom, za razne n-ove. Dakle, aproksimacija s nor-
malnom (dakle, neprekidnom) razdiobom vrijedi i za diskretne varijable.
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[Za dokaz CGT-a trebamo dva pomoéna rezultata. Dokaz prvog ostavljamo kao jednostavnu

vjezbu iz analize, a drugi navodimo bez dokaza.|

LEMA 7.16. Ako je by, by, ... niz realnih brojeva t.d. je lim, . b, = b € R, vrijedi

bn " n D
<1+> D0, e
n

[DokAZ. Uzimanjem logaritma slijedi da je dovoljno dokazati da vrijedi
bn n—oo
nlog|1+— | — 0.
n

log(1+x)
x

Kljuéna je aproksimacija lim,_,q = 1 buduéi da vrijedi b, /n “== 0. Pretpostavimo da

je b # 0 — bududi da je b,/n # 0 za dovoljno veliki n, imamo

bn log 1+% n—0o0
nlog(l—i—):bn (b ) b-1=b.
n n

n

U slucaju b = 0, samo treba komentirati da za sve n takve da je b, = 0, vrijedi nlog (1 + %”) =

0=0b]

TEOREM 7.17 (Teorem neprekidnosti). Neka su Y,Y1,Ys,... slucajne varijable te pretpos-
tavimo da postoji to > 0 t.d. su FI momenata My, My,, My,, ... dobro definirane na (—to, o)
[dakle, My (t), My,, -+ < oo za sve |t| < to/. Tada, ako FI momenata konvergiraju, tj.

My, (t) == My (t), V|t| < to,

vrijedi Y, —5 Y.

DokAz TEOREMA 7.15. Teorem ¢emo dokazati uz jacu pretpostavku: pretpostavit ¢emo da
X, ima FI momenata, tj. da postoji ¢y > 0 t.d. je Mx, < oo za sve |t| < ¢y [vidi napomenu

nakon dokaza za dokaz u opcenitom slucaju].

Ako stavimo Y; := X; — p, i € N [tzv. centriranje], vrijedi

Sp —np

Zam P = S s

te
M(t) == My, (t) = e "My, (t) < oo, t€ [ty to].

Buduéi da su Y7, Ys, ... njd, iz (7.9) slijedi

el ()« ()

za sve U'\—‘f to, tj. za sve t € R takve da vrijedi |t| < tgo/n — zadnje vrijedi za svaki fiksan

to € R ¢im je n dovoljno velik.
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Taylorov razvoj funkcije M (oko 0) [M beskona¢no puta diferencijabilna na (—t, )] povladi

da je
M//
M(z) = M(0)+ M'(0)x + 2<0)J:2 + Ra(z), V|z| <ty

pri cemu je ostatak oblika

M®) (e,
Ry(x) = 3‘(0):&3 =: 2*h(r), za neki |c,| € (0,1),
te je dakle lim, .o h(xz) = 0. Buduéi da je M = My, te je po konstrukciji E[Y;] = 0, Var(Y;) =

Var(X;) = %, imamo
EY?] 2, o o 3 »
M(z) =1+E[Yi] + —5 Tt h(z) =1+ St h(x), V|| <to. (7.10)

Sada, za svaki fiksni ¢t € R te n dovoljno velik (tako da je |t| < too/n) imamo

(o) o)
_ <1+:l liJr;h ((ﬂt/ﬁ)b” _ <1+ bﬁt))” |

n—oo,_ ¢2

Buduéi da vrijedi b,(t) —— %, iz Leme 7.16 dobivamo

t2 (6.15
& 619

Mg, (t) == e My(t), VteR,
pa (7.7) slijedi iz Teorema 7.17.

U

NAPOMENA 7.18. U slucaju da ne postoji FI momenata My, (vidi Primjer 6.17)), dokaz CGT-a

se na vrlo slican nacin moze provesti koristeé¢i tzv. karakteristicnu funkciju
t > E[e"X] = E[cos(tX)] +iE[sin(tX)] € C, t €R,

koja je uvijek dobro definirana.

NAPOMENA 7.19. Konvergencija u (7.7) povla¢i da za sve —oo < a < b < +o0o i proizvoljan
interval I € {(a,b), [a,b), (a,b], [a,b]}, vrijedi

P(Z,cl) =% P(Z €)= o) — ®(a). (7.11)

jer je I C {a,b}, a P(Z € {a,b}) = [Z neprekidna] = 0; vidi Napomenu 7.14(b).

PrRIMJER 7.20 (Normalna aproksimacija za binomnu). Neka je Y, ~ B(n,p), n € N, za
p € (0,1) fiksan. Ako u Teoremu 7.15 uzmemo X; ~ B(p), imamo u = p, 0% = p(1 — p) =: pq
te S, ~Y,, pa CGT povladi tzv. de Moivre-Laplaceov teorem:

Yn_np d
ZNNO,l, 7.12
S 2N (712




7.4. RAZLIGITI OBLICI KONVERGENCIJA SLUEAJNIH VARIJABLI* 118
to jest

Y, < N(np,npq), za velike n.
NAPOMENA 7.21 (Alternativna formulacija CGT-a). Uocimo, buduéi da je

_Sp—np 1/n no
Zn—ﬁ-l/—n— . (X, — ), (7.13)

CGT povlaci

2
X, AN (u, 0) , za velike n,
n

zbog Cega se normalna razdioba cesto javlja u statistici.

PRIMJER 7.22. Nepoznati broj glasaca, p € (0,1), glasat ¢e za jednu stranku. Slucajno je
ispitano n ljudi te neka je S, broj ispitanika koji ¢e glasati za tu stranku. Koliki treba biti n

takav da s vjerojatnoséu od barem 0.95, X, = S—n" bude najvise 3% udaljeno od p?

RJESENJE. Pretpostavimo da je S, ~ B(n,p). CGT povladi da je
2
X, % N (p, %)
n
gdje je o :=p(1 — p). Bududi da za Y ~ N(u, 0?), za p, 0 proizvoljne, vrijedi
P(]Y — uf < 1.960) = 20(1.96) — 1 ~ 0.95,

2
ako je 0.03 > 1.96 - %, tj. n > (§35) - 02, vrijedi

P(1X, - p <0.03) = P(|X, —p| < 1.96%) =" 20(1.96) — 1 ~0.95.

Jedini problem se ¢ini u tome $to ne znamo p, pa time ni Uﬁ = p(1 — p). Ipak, bez obzira na

vrijednost od p € (0, 1), vrijedi

pa slijedi da je dovoljno uzeti

19672 1
> (=202 206711,
" (0.03) g~ 1067

sto je tipic¢na velicina uzorka u ovakvim ispitivanjima. U

7.4. Razli¢iti oblici konvergencija slucajnih varijabli*

Napomena. Cilj ovog poglavlja je dokazati odnose izmedu svih oblika konvergencija slucajnih
varijabli koje smo do sada spomenuli. Dokazi samih rezultata se nece ispitivati, ali potrebno

je znati da vrijedi sljede¢i odnos:

X, 8 X = X, —5X = X,S X,
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pri ¢emu izmedu L5 i imamo ekvivalenciju ako je limes X konstanta, tj. P(X =c¢) =1 za
neki c € R.

U nastavku, ako ne kazemo drugacije, X, X7, Xo,... predstavlja niz sluc¢ajnih varijabli defini-

ranih na istom vjerojatnosnom prostoru (€2, F,P).

TEOREM 7.23. Ako vrijedi X,, 22 X, nuzno vrijedi i X, X,

Dokaz. Neka je € > 0 proizvoljan. Zelimo pokazati da vrijedi
P(IX, — X| > €) = P(A,(e) = 0.

Imamo da je

[e.o]

1=P(lim X, = X) <P({J ) Aule)).

n—00
n=1k>n

pa slijedi i da je vjerojatnost na desnoj strani jednaka 1. Specijalno, uzimanjem komplementa

i koristenjem neprekidnosti vjerojatnosti dobivamo

0=P((1 U Au)) = Jim P(U 4(0)) > Jim B(40(0).

n=1k>n

n—oo

pa iz nenegativnostni vjerojatnosti slijedi P(A,(¢)) —— 0. O

U Primjeru 7.10 smo pokazali da u prethdnom teoremu obrat opéenito ne vrijedi!.”

TEOREM 7.24. Ako vrijedi X, LN X, nuzno vrijedi i X, 2 X.

DokAz. Neka je t € Cr, proizvoljan. Za sve € > 0, i sve n € N imamo

Fx.(t) =P(X, <t |X,— X| < &) +P(X, <L, |X, — X| > ¢)
SPX <t+e) +P(|1X,— X[ > ).
Sada buduéi da X,, — X, imamo

lim sup Fx, < Fx(t+¢€)+0=Fx(t+e¢),

n—oo
pa bududi da je € > 0 bio proizvoljan, pustanjem ¢ — 0, dobivamo da je
lim sup Fy, < lim Fx(t +¢€) = Fx(t),
n—00 e—0F

jer je svaka funkcija distribucije neprekidna zdesna na R.

Sli¢no se pokaze da za sve € > 0, n € N, vrijedi

Fx(t — ) < Fx, (t) + P(1X, — X| > ¢)

5 Ipak, moze se pokazati da X, £, povlaci da postoji podniz (ny)ren takav da X, £% X kada k — oo.
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. ig . .
pa bududi da X,, — X dobivamo da je

lim inf Fy,(t) > lim Fy,(t—€) = Fx,(t).

e—0t

pri cemu zadnja jednakost vrijedi jer je t € Cp,. Dakle, pokazali samo da vrijedi Fl, (t) noee

Fx(t), Vt € Cp,. O

PRIMJER 7.25. Obrat u prethodnom teoremu opcenito ne vrijedi! Na primjer, ako je Z ~
B(1/2), X, :=Z zan € N, te X :=1— Z. Ovdje je kljuéno da i 1 — Z ima B(1/2) razdiobu,
pa budu¢i da je Fy, = Fx, za sve n € N, trivijalno vrijedi da X, 2, X. Ipak, po konstrukciji
je | X, — X| =1]2Z — 1| = 1, pa za bilo koji € € (0,1) imamo

P(IX,—X|>¢)=P(1>¢)=1, VneN.
Dakle, niz (X,,), ne konvergira po vjerojatnosti prema X.
[Ipak...]

TEOREM 7.26. Ako za neku konstantu ¢ € R vrijedi X, BN ¢, onda vrijedi © X, e

Dokaz ostavljamo studentima da pogledaju (probaju) sami.

DokAz. Za sve € > 0,n € N, vrijedi
P(|X, = | > €) =P(X, > c+e) + P(X, < c—e)
SPX,>c+e)+P(X,<c—¢e)=1—Fx, (c+e)+ Fx, (c—¢).
Bududi da X, s X tesuc+ e,c —e € Cf,, imamo

O<IP’(|Xn—c|>e>W—“>1—Fc(c+e)+FC(c—e):1—1+0:0.

O
Sve skupa, pokazali smo da
X, 85X = X, —5X = X,-5 X,
pri cemu izmedu L5 i 4y imamo ekvivalenciju ako je X konstanta.
ZADATAK. Ako su X, X1, Xy, ... diskretne slucajne varijable koje poprimaju vrijednosti u Ny,

pokazite da onda

P(X, =k 22 P(X =k), Vk €N,

n—00

povlaéi Fy, (t) —— Fx(t), Vt € R, pa specijalno vrijedi i X, ~%4 X. Primjerice, u zakonu
rijetkih dogadaja (Teorem 3.39) dakle imamo da B(n, p,) ~ X, —= X ~ P()\) ako np, ~=>%
A € (0,00).
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Neprekidni slucajni vektori

[U poglavlju o diskretnim slucajnim vektorima smo promatrali dvije ili vise zavisnih diskretnih

baviti u nastavku. U odnosu na diskretan slucaj, neprekidan je tehnicki nesto zahtjevniji —
primjerice, (i) trebat ¢e nam pojam visedimenzionalnog integrala (vidi Dodatak A) koji ¢ete
raditi tek na kasnijim kolegijima, te (ii) uvjetovanje na ishod neprekidne sluc¢ajne varijable je

jako bitno, ali to je uvjetovanje na dogadaj vjerojatnosti 0 te zahtijeva poseban oprez.]

8.1. Zajednicka funkcija gustoce
Za [proizvoljne| slucajne varijable X i Y [na istom vjerojatnosnom prostoru] definiramo njihovu
zajednicku funkciju distribucije Fxy = F : R? — [0,1] sa

F(a,b) =P(X <a,Y <b), a,beR. (8.1)

Za slucajni vektor (X, Y') kazemo da je neprekidan ako postoji funkcija fxy = f : R* — [0, 00)

takva da za sve a,b € R vrijedi

F(a,b) = /aoo /boo f(z,y) dydx . (8.2)

U tom slucaju funkciju f nazivamo funkcijom gustoée vektora (X,Y') ili zajednickom funk-

cijom gustoée varijabli X i Y. Nadalje, za sve skupove A C R? vrijedi

P((X,Y) € A) :/Af(x,y) dzdy . (8.3)

Na primjer,

3 roo
IP’(X>4,2<Y<3):[2A f(z,y) dzdy.

NAPOMENA 8.1. Gustoca f nije jedinstvena — ako funkciji f promijenimo vrijednost na skupu
povrsine 0 (npr. konacéna ili prebrojiva unija toc¢aka i/ili pravaca), to ¢e i dalje biti gustoca
vektora (X,Y). Ipak, moze se pokazati da ako su f i g gustoce vektora (X,Y’) tada postoji
skup A C R? takav da je A° povrsine 0 te vrijedi f(z,y) = g(z,y) za sve (x,y) € A — kaZemo
da su f i g jednake gotovo svuda. U nastavku ¢emo radi jednostavnosti ovu ¢injenicu implicitno

podrazumijevati. U

121
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Ty 6y

i

SLIKA 15. Primjer zajednicke gustoée — za svaki A C
volumen skupa {(z,y,z) € R® : (z,y) € A,0 < z <
[BH19|.

R?, P((X,Y) € A) je
f(z,y)}. Preuzeto iz

Osnovna svojstva. Neka je (X,Y') neprekidan slucajan vektor s gustoéom f.

1. Varijable X i Y su nuzno neprekidne — gusto¢a od X dana je s

fx@ = [ f@ydy, R, (34)

te ju zovemo marginalna gustocéa od X. Zaista,

PX<a)=PX <aY eR) = /aoo (/:of(x,y)dy> dz.
Vidi Sliku 17 za ilustraciju.
2. Za svaki skup A C R? povrsine 0 (npr. tocka ili pravac) vrijedi
P((X,Y) € A)=0.
Specijalno, buduéi da je A = {(z,y) : * = y} pravac, uvijek vrijedi
P(X =Y)=0.
3. Interpretacija gustoce: ako je B.(x,y) = (z,y) + [—¢, €]* kvadrat povrsine (2¢)? cen-

triran oko (x,y), za male ¢ > 0 vrijedi

x+e€

P((X,Y) € Blw.y) = |

Tr—¢€

y+e
/ Fls,6)dids ~ f(z,y) - (2€)°
y—e
4. Uvijek vrijedi
[ty dedy=B(X eRY €R) =1,

5. Za gotovo sve (z,y) € R? vrijedi
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Nezavisnost. Za proizvoljne sluc¢ajne varijable X i Y [definirane na istom vjerojatnosnom

prostoru] kazemo da su nezavisne ako vrijedi
Fxy(a,b) = Fx(a)Fy(b), Va,beR.
Moze se pokazati da je to ekvivalentno s ja¢im uvjetom
P(Xe€AYeB)=P(X e APY € B), VA,BCR.
ProprozicuA 8.2. Ako je (X,Y) neprekidan slucajan vektor, X iY su nezavisne akko je

fX,Y(xay) :fX($)fY(y)a Vx,yER. (85)
DokAz. Ako su X 1Y nezavisne, budué¢i da su neprekidne s gustotama fy i fy, imamo

Fr(b) = Fe@F®) = ([ fx(@)de)- ( [ dy) [ [ @iy,
Dakle, f(z,y) = fx(x)fy(y), z,y € R, je gustoca od (X,Y).

Obratno, za proizvoljne a,b € R iz (8.5) slijedi

vt = [ [ potavie= [1 [ @iy

~ ([ txtas) - ([ san) = Extwrito),
U

[NAPOMENA. U vidu Napomene 8.1, jednakost u (8.5) shva¢amo kao: postoji gustoca fyy od
(X,Y) te gustoée fx i fy of X 1Y tako da vrijedi (8.5).]

PRIMJER 8.3 (Dvodimenzionalna uniformna razdioba). Neka je A C R? proizvoljan skup
pozitivne i kona¢ne povrsine [dakle, A npr. ne moze biti skup koji se sastoji samo od kona¢no
mnogo toCaka]. Kazemo da vektor (X,Y’) ima uniformnu razdiobu na A (oznaka (X,Y) ~

Unif(A)) ako je neprekidan s gustotom

1/AA4), (z,y) € A,
0, (x,y) ¢ A.

[Kada kazemo da je (X,Y) 7"slu¢ajno odabrana tocka iz A”, tipi¢no pretpostavljamo da je
(X,Y) ~ Unif(A).]
(a) Neka je A = [—1,1]% dakle, A\(A) = 4. Intuitivno je jasno da bi marginalne razdiobe od

X 1Y trebale biti uniformne na [—1, 1], te da su koordinate X i Y nezavisne. Pokazimo

flz,y) =

to i formalno. Za x € [—1,1],

fxw = [ feay= [ 1aay =172,

—00 —

o0

te fx(z) =0zaz ¢ [—1,1]. Dakle, X ~ Unif(—1,1), a zbog simetrije isto vrijedi i za Y.

Nezavisnost slijedi odmah jer imamo f(z,y) = fx(x)fy(y) za sve z,y € R.
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(b) Neka je sada A krug radijusa 1 oko ishodista; dakle, A(A) = m. [Intuitivno, vrijedi li
sada X ~ Unif(—1,1), te jesu li X i Y nezavisne? NE!]
Prvo, buduéi da za z € [—1,1] imamo (z,y) € A akko 2* + y* < 1, tj. ako y €
[—v1 — 22,3/1 — 2] (nacrtati sliku), vrijedi

S) Vi—z2?
fx(z) z/_mf(m,y)dy:/\/lml/wdy: g\/1—952.

T

Za x ¢ [—1,1] je fx(x) = 0. Zbog simetrije vrijedi fy(y) = fx(y) za sve y € R. Uoc¢imo
da X oc¢ito nema Unif(—1, 1) razdiobu, te da s veéom vjerojatnosti poprima vrijednosti
blizu 0 nego blizu +1, vidi Sliku 16.

0.6

f(x)
0.3

0.0

SLIKA 16. Gustota f(z) = 2v/1 — 2% zaz € [-1,1].

Nadalje, X i Y nisu nezavisne jer, intuitivno, ako znamo da je X = z, to nuzno povlaci
da je Y € [—V1 —22v/1—22]. Formalno, ako je B = (a,b) x (¢,d) C [-1,1]>\ A

proizvoljan i takav da je A(B) > 0, imamo

P(X € (a,b),Y € (¢,d)) =P((X,Y) € B) =0,
dok s druge strane vrijedi
P(X € (a,b)) -P(Y € (¢,d)) > 0.

Alternativno, vidimo da (8.5) sigurno ne vrijedi za sve (z,y) € [—1,1]* \ A, pa slijedi
da X 1Y nisu nezavisne; ovdje je bitno da skup na kojem (8.5) ne vrijedi ima pozitivnu
poursinu jer bi ina¢e mogli modificirati fyy tako da na tom skupu vrijedi (8.5), a i dalje

imati gustoéu od (X,Y).
U

Prorozicua 8.4 (!). Ako su X 1Y nezavisne neprekidne slucajne varijable, tada je slucajni
vektor (X,Y) nuzno neprekidan s gustocom f(x,y) := fx(z)fy(y), z,y € R.
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DokAz. Slijedi iz dokaza Propozicije 8.2.

O

NAPOMENA 8.5. U prethodnoj propoziciji nezavisnost je bitna [tj. ako su X i Y neprekidne
i zavisne, (X,Y’) ne mora nuzno biti neprekidan slu¢ajan vektor; uocite razliku u odnosu na
diskretan slucaj]. Na primjer, ako je X neprekidna sluc¢ajna varijabla i Y := X, tada (X,Y)
nije neprekidan slucajan vektor jer je oc¢ito P(X =Y) =1 # 0.

PrRIMJER 8.6 (Nezavisne eksponencijalne varijable s razli¢itim parametrima). Neka

su X ~ Exp(A) 1Y ~ Exp(\2) nezavisne. Pokazimo da vrijedi P(X <Y) = )\1:1)\2. !

RJESENJE. Bududi da je (X,Y) neprekidan slucajni vektor te vrijedi
A={(z,y) 2,y 20,z <y} ={(z,y) : 220,y >z},
imamo

POX < V) =E(X.Y) e A) = [ [7 fx(@)fy(y) dyda

= /OO A1€_>\11 (/OO A2€_>\2y dy) dx _ /OO Ale_)\lme_)\2mdx
0 z 0

/\1 S . /\1
= A+ Ag)emMtArdy = .
)\1+)\2/() (M1 + Az)e S VNI

O

Sve gornje definicije i rezultati za dvodimenzionalne neprekidne slu¢ajne vektore se prirodno
poopéavaju na n-dimenzonalan slucaj za n > 3. Na primjer, ako je (X,Y, Z, W) neprekidan
slucajan vektor u R* s gustocom f : R* — [0, 00), sluc¢ajni vektor (X, Z) je takoder neprekidan

s gustocom
fX,Z(xvz>:/ / f(x,y,z,w)dydw,x,zeR.

PrRIMJER 8.7 (Maksimalna vjerodostojnost u neprekidnom slucaju). Pretpostavimo da
su X1i,..., X, nezavisne slucajne varijable takve da je X; ~ N(u*,0?), 7 =1,...,n, pri ¢emu
znamo varijance o2, ...,02 > 0, ali ne znamo zajednicko ocekivanje u* € R (ovime smo se veé

bavili u Primjeru 6.21).

Pretpostavimo da smo dobili realizacije X; = x1,...,X,, = x,. Za svaki y € R definiramo

njegovu log-vjerodostojnost sa

l(:u) = log(f(wl, <oy T H)) )

pri ¢emu je f(-; u) gustoca slucajnog vektora (X1, ..., X*) gdje su X! ~ N(u,02),i=1,...,n

nezavisne. Procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti je parametar i = fi(z,...,z,) € R za

! Znamo da vrijedi m := min{X,Y} ~ Exp(A1 + A2), a ovdje ra¢unamo P(X <Y) = P(m = X).
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koji vrijedi

l(i) = maxI(p) .

nER

Zbog nezavisnosti je

f(zla <oy T lu) = H fN(u,U?)(in) )
=1
pa je

Zlog lew x;)) Zlog( 27mz> Z(‘W’Q;;‘)

i=1 %

Sada vidimo da je

i 1) = argmin 3> Pz~ 3
= arg max =argmin » ———— = =Y w;x;
2 g R 2 g eR - 952 2 Wiis
=1 7 =1
pri cemu su tezine dane s
1/0? ,
wi:W7 Z:17...,n.
Jj=1 J

Uoc¢imo da ovaj procjenitelj intuitivno ima smisla — ve¢u tezinu dajemo onim z;-evima s manjom
varijancom o? jer ¢e oni (u prosjeku) manje biti udaljeni od ocekivanja p*. Ukoliko je o; = o,
zasvei=1,....n, =1 = 2=y x; — uoCite da u ovom slucaju ne trebamo znati vrijednost

varijance o2 O

Bez dokaza navodimo generalizaciju Teorema 5.21.

PRrROPOZICIIA 8.8. Ako je (X,Y) neprekidan slucajni vektor te g : R* — R funkcija, vrijedi

/ / (x,y) fxy(x,y)dzdy, (8.6)

pod uvjetom da je g nenegativna ili integral na desnoj strani apsolutno konvergira.

PRIMJER 8.9. Neka su X i Y dvije nezavisne Unif (0, 1) slucajne varijable. Odredimo o¢ekivanu
udaljenost izmedu njih, tj. EUX — Y”

RJESENJE. Buduéida je (X,Y') neprekidan s gustoéom fxy(z,y) = fx(z)fy(y) koja je jednaka

1 za (z,y) € [0,1]%, a 0 inace, imamo

[]X Y| //|x—y|dxdy—/1/yl(:1:—y)dxdy—l—/ol/oy(y—:v)dxdy
1

:2/01[(‘75_3/)&@:2/01(1/2—y)_(y2/2_y2)dy:2'é23-
O

[Sada smo u stanju pokazati da i za (zajednicki) neprekidne sluc¢ajne varijable vrijede osnovna

svojstva matematickog ocekivanja.]
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ZADATAK. Ako je (X,Y) neprekidan sluc¢ajan vektor, te X, Y > 0, koristeéi (8.6) pokazite da
vrijedi

(a) EX +Y] =E[X]+ E[Y];

(b) E[X] < E[Y] ako je X < Y.

(¢) E[XY] = E[X]E[Y] ako su X i Y nezavisne.

8.2. Uvjetovanje u neprekidnom slucaju

[Kod neprekidnog sluc¢ajnog vektora (X, Y'), uvjetovanje na dogadaj {X = x} je problematitno
jer imamo P(X = x) = 0 za sve x. Taj problem probat ¢emo rijesiti tako Sto ¢emo uvjetovanje

raditi direktno s funkcijama gustoce.]

DEeFINICIIA 8.10. Ako je (X, Y) neprekidan slucajan vektor te x € R takav da vrijedi fx(z) > 0,
definiramo uvjetnu funkciju gustoce od Y uz dano X = z sa

_ fX,Y(x7 y)

@) yeR. (8.7)

fY|X:a:(y) :

[Lako se vidi da je [°3, fy|x=(y)dy = 1 (vidi (8.4)), tako da je s (8.7) dobro definirana gustoca

neke neprekidne sluc¢ajne varijable.]

SLIKA 17. Integral osjen¢anog dijela (po y) na lijevoj slici je upravo vrijednost
marginalne gustoce fx(z) iz (8.4). S druge strane, gustotu od Y uz dano X =z
dobijemo tako da funkciju y — fxy(z,y) normaliziramo tako da postane dobro
definirana gustoca. Preuzeto iz [BH19].

Veza s klasi¢nim uvjetovanjem.* Buduéi da je P(X = x) = 0, nismo mogli direktno
uvjetovati na X = x. Ipak, gornja definicija motivirana je sljede¢om idejom: za sve A C RR?

definiramo

PYeA|X =ux) :zli_r)rOﬂP’(YeA\XE(x—e,x—i-e)),
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uz pretpostavku da taj limes postoji. Tada je za b € R,

P(Y <b| X = 2) = lim DU Y) € (=624 €) X (=00, )

e—0 IP)(X€<-'17—63;‘—|—6))
= lim Jite P2 Fxy (s,y) dyds 1/2e
e—0 fz-i—ef ( ) 1/25

f fXYﬂUydy / leXgC

Dakle, "uvjetno na X =", Y je neprekldna s gustocom fy|x—. 0
TEHNICKA NAPOMENA. Ako je (X,Y') neprekidan slucajan vektor s gustoc¢om f, tada je nuzno
i
s f(:E,y), fx(l‘)>01fy(’y)>0,
flz,y) = N
0, fx(@)=0ili fy(y) =0

gustocéa od (X,Y). [To slijedi bududi da je P(fx(X) > 0) = P(fy(Y) > 0) = 1, pa je za sve
a,beR,

P(X <a,Y <b) =P(X <a,Y <b, fx(X) >0, fy(Y)>0)
=P((X,Y) e {(z,y) 12 <a,Y <b, fx(z) >0, fr(y) > 0})

—/ / f(z,y)dydz . ]

Zbog ovoga mozemo (i hotemo) u nastavku pretpostaviti da za gustotu f = fxy vrijedi

(fx(z) = 0ili fy(y) =0) = flz,y) =0. (8.8)
U

Iz definicije (i prethodne napomene) odmah slijedi

(a) Varijable X i Y su nezavisne akko vrijedi

frix==(y) = fr(y), yeR,

za sve x t.d. je fx(z) > 0.

(b) Zajednicku gustotu uvijek mozemo dobiti iz formule

fX,Y(ﬂU, y) = fX(iU)fY|X:m(y) )

za sve (x,y) t.d. je fx(x) > 0 [u ostalim sluc¢ajevima imamo fxy(z,y) = 0].

PRIMJER 8.11. Ako je (X,Y) uniforman sluc¢ajni vektor na A = {(z,y) : 2* + y* < 1}, te
€ (—1,1) fiksan. Iz Primjera 8.3 slijedi da za sve |y| < v/1 — 22 imamo

fX,Y(%?J) o % _ 1

fY|X:m<y) = fX(x) - %m o QM
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Dakle, uvjetno na X = x, Y ima uniformnu razdiobu na [—v/1 — 22,v/1 — 22]. Buduéi da
fyix==(y) ovisi o x, ovo daje alternativan dokaz zavisnosti izmedu X i Y. Takoder, ovo daje

metodu za simuliranje slucajnog vektora (X, Y):

1. Simuliraj X = x iz gustoce fx;

2. Simuliraj Y = y iz uniformne razdiobe na [—v/1 — 22, /1 — 22;
3. Vrati (z,vy).
U

Uvjetno ocekivanje. Buduéi da je fy|x—; (za fx(x) > 0) dobro definirana (jednodimenzi-

onalna) gustoc¢a, za proizvoljnu funkciju ¢g : R? — R prirodno je definirati
Elg(X.Y) | X =] = [ gla.y)frix=(y)dy.

ukoliko je g nenegativna ili gornji integral apsolutno konvergira; uz konvenciju E[g(X,Y) | X =
x] := 0 ukoliko je fx(z) = 0. Uoc¢imo, ako je za sve x takve da je fx(x) > 0, Y, neprekidna

slu¢ajna varijabla s gustotom fy|x—., zapravo je

E[g(X.Y) | X = ] = Elg(z, ;)] .

Iz (8.6) (i (8.8)) dobivamo formulu potpunog ocekivanja

o0

E[g(X,Y)] :/ Elg(X,Y)| X =] - fx(z)dz. (8.9)

—00

[U praksi, distribuciju vektora (X,Y") ¢esto zadajemo tako da zadamo marginalnu gustoéu od

X te gustoéu od Y uvjetno na X = z.]

PRIMJER 8.12. étap duljine 1 prelomimo na uniformno odabranom mjestu X. Uvjetno na
X =z € (0,1), dio stapa [0,z] ponovno prelomimo na uniformno odabranom mjestu Y.
Odredite E[Y] i fxy. Ima li (X,Y") uniformnu razdiobu na B := {(z,y) € [0,1]* : y < z}?

RJESENJE. Po pretpostavci je X ~ Unif(0, 1), a uvjetno na X =z € (0,1), Y ima Unif(0, x)
razdiobu. Dakle,

E[Y]:/oo E[Y|X:x]-fx(x)dx:/01E[Y|X:m]-mm:/;;dx:E[X/z]:i.

Nadalje,
1.1, 2€]0,1],y€0,1],
fxy(@,y) = fyix=(y)fx(z) =7
0, inace.
Specijalno, fxy # funit(s), pa (X,Y’) nije uniforman na B. O

PRIMJER 8.13. Neka je z € [0,1] te N, := min{n > 1 : U; +---+ U, > x} pri ¢emu je
Uy, Us, ... niz njd Unif(0, 1) slu¢ajnih varijabli. Odredite m(x) := E[N,]| [mozete pretpostaviti

da je m neprekidna na [0, 1]].
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RJESENJE. Uvjetujemo na ishod U; = wu te razlikujemo dva slucaja. Ako je v > x imamo
N, =1, a ako je u < z, zbog pretpostavke da su U;-evi njd "kre¢emo ispocetka” i gledamo

koliko nam uniformnih treba da "presko¢imo” = — u. Formalno, za sve x € [0, 1] imamo

m@:Aﬁwﬂm:mmmmpmh@,”wmﬂ

:/Ox(l—i—m(a:—u))du—i—/:ldu:1+/Oxm(x—u)du
= :x—u]zl—i—/oxm(t)dt.

Sada slijedi da je m/(z) = m(z), x € (0,1) te je m(0) = 1, iz Cega slijedi da je m(z) =e*. O

8.2.1. Neprekidni mijesani model. Pretpostavimo da je Y neprekidna sluc¢ajna varijabla s
gustocom fy na (£, F), te da za svaki y € R t.d. fy(y) > 0 imamo zadanu vjerojatnost P, (i

pripadno o¢ekivanje E, ) na (€, F) koju interpetiramo i piSemo kao
Py(A) =P(A]Y =y).
Morze se pokazati da je u tom slucaju funkcija P : F — [0, 1| definirana s
P(A)i= [ PALY =) frl)dy, AeF, (5.10)

dobro definirana vjerojatnost, te da za svaku slu¢ajnu varijablu X [ne nuzno samo neprekidnu]
na (£, F) vrijedi [ako postoji E[X]] formula potpunog o¢ekivanja

EIX]= [ EIX|Y =y fry)dy, (8.11)
pri ¢emu je E[X | Y = y] := E,[X]. Kazemo da je P neprekidna mjesavina (engl. mizture)

razdioba P,y € R, s tezinama fy(y),y € R.

PRIMJER 8.14 (Poissonova sa slu¢ajnim parametrom). Neka je A nenegativna neprekidna
slucajna varijabla s gustocom f, a X Poissonova slu¢ajna varijabla s parametrom A, tj. za
svaki A > 0, uvjetno na A = A\, X ima P()\) distribuciju. U ovom slu¢aju kazemo da X ima

mijesanu razdiobu (engl. mizture distribution). Odredimo E[X] i Var(X).

RJESENJE. Prisjetimo se, za Z ~ P(\), vrijedi E[Z] = Var(Z) = ), te E[Z?] = Var(Z) +
(E[Z])* = A+ A?. Sada imamo
Ex] LY /OO E[X | A = Af()dX = /Oo AN A = E[A],
0 0

te

EMﬂ:K&MﬂaXﬂ:AwMXﬂA:AUQMA

TN+ A2 F(0) dA = E[A] + E[AZ].

0
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Dakle,?
Var(X) = E[X?] — (E[X])* = E[A] + E[A®] — (E[A])* = E[A] + Var(A),
pa je specijalno Var(X) > E[X].

[Dakle, uvodenje slu¢ajnog parametra povecéava varijabilnost. U praksi se Poissonova razdioba
sa slu¢ajnim parametrom koristi u statistickom modeliranju u slucajevima kada standardna
Poissonova razdioba nije adekvatan model za dane podatke, tj. preciznije, kada je varijanca
podataka veca od varijance Poissonovog modela — taj slucaj nazivamo prekomjerna disperzija

(engl. overdispersion).] O

[INAPOMENA.* Kada je Y neprekidna sluc¢ajna varijabla na proizvoljnom vjerojatnosnom pros-
toru (2, F,P), nije apriori jasno kako bi definirali P(A | Y = y) za proizvoljan dogadaj A € F,
te opcenitije E[X | Y = y] za proizvoljnu slu¢ajnu varijablu X na (Q, F,P). Zapravo, ovo se
ispostavlja kao netrivijalan teorijski problem, vidi npr. Borel-Kolmogorovijev paradoks. Poanta
je da za fiksni y € R, E[X | Y = y] ne moZzemo definirati jednoznac¢no, ali da, uz neke dodatne
pretpostavke na vjerojatnosni prostor, postoji familija vjerojatnosnih funkcija {P,,y € R} na
(Q, F) takva da vrijedi formula potpunog ocekivanja (8.11); ovo se u teoriji naziva teorem di-
sintegracije. Slicno kao kod definicije funkcije gustoce, izbor ove familije nije jedinstven, ali za
bilo koje dvije takve familije {P, : y € R} i {PP} : y € R}, zaskup N = {y ¢ R: P, # P}
vrijedi P(Y € N) =0.]

8.2.2. Bayesova formula.

ProprozicuA 8.15. Za slucajni vektor (X,Y') imamo sljedeée oblike Bayesove formule.
(a) ako su X 1Y diskretne,

P(X =2|Y =y)PY = y)
P(X =) ’

P(Y=y| X =zx)=

u slucaju kada je P(X = z),P(Y =y) > 0.
(b) ako je (X,Y) neprekidan,

 fxy(y)  fxy=y(@) fy(y) .
Tyix=2(y) = @) Fe(@) . fx(@), fy(y) >0.

(c) Ako je X diskretan, a 'Y neprekidna,

PX=z|Y =y)fy(y)

frly| X =2)= P(X = ) )

(8.12)

te
frly | X =2)P(X = z)
fr(v) 7

P(X=z|Y =y)= (8.13)
ukoliko je fy(y) >0 i P(X =z) > 0.

? Jesmo li mogli jednostavno ra¢unati Var(X) = [;~ Var(X | A = X) f(A) dA? Zasto?
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DokAz. Jedino treba pokazati dio (c), a to ¢emo uciniti uz pretpostavku da je vjerojatnost
P konstruirana kao u mijeSanom modelu (8.10). [Formula vrijedi i opc¢enito, dakle kada su
diskretna varijabla X i neprekidna varijabla Y definirane na proizvoljnom vjerojatnosnom pros-

toru.|

Za sve z € R imamo

te nadalje vrijedi

PY <z X =ux) :/_ PY <z X ==z Yzy)fy(y)dyzf_ PX =z |Y =y)fy(y)dy,
pri ¢emu zadnja jednakost slijedi iz

PIX=z|Y=yvy), akojey <=z
PY<2z,X=z|Y=y)= ( | y) ey

0, ako je y > z.

Sada imamo

IP’(Y<Z|X::E):/Z PX =2 Y =9)IW) g, R,

Dakle, po definiciji imamo da je, uvjetno na X = z, Y neprekidna s gustoéom danom u (8.12).

Formula (8.13) slijedi direktno iz (8.12). O

PrRIMJER 8.16 (Diskretna mijesana razdioba). Na trzistu postoje dva tipa zarulja — trajanje
svake zarulje je sluc¢ajno te ima Exp();) razdiobu ako je zarulja tipa ¢, i = 1,2. Udio zarulja tipa
1 na trzistu je p € (0,1). Neka je T trajanje slu¢ajno odabrane zarulje sa trzista, a I € {1,2}

indikator kojeg je tipa odabrana zarulja.

(a) Odredite funkciju distribucije i funkciju gustoée od T

(b) Odredite razdiobu od I uvjetno na T'=1t za t > 0. Sto se dogada kada t — 00?
RJESENJE. Kljuéno je primijetiti da je

(T'| I =1i)~Exp(N\), i =1,2.
Kazemo da je T' (diskretna) mjesavina dvije eksponencijalne razdiobe.
(a) Za svaki t > 0, koristeéi FPV dobivamo
Frit)=P(T<t)=PT <t|[=1)PU=1)+P(T<t|I=2P=2)
=(1—e™M) pr(1l—e™).g=1—pe M —ge ",

[Zat < 0, ocito je Frr(t) = 0. Uo¢imo da je Fr neprekidna na R, te (neprekidno) diferencijabilna

svugdje osim u 0 pa je dakle T neprekidna slucajna varijabla.] Gustoéu dobivamo deriviranjem,

fT(t) = Fé’@) = p/\le_ht + q)‘26_)\2t [: prXp(Al)(t) + QfEXP(/\z)(t)] , t>0.

[Uz naravno fr(t) =0zat < 0]



8.3. BETA RAZDIOBA 133

(b) Koriste¢i Bayesovu formulu (8.13) dobivamo

fT(t | I = 1)]?(] = 1) /\167)\11‘/]?
( ‘ ) fT(t> p>\1€_>‘1t + Q)\26_>‘2t
Ap

t>0.

T PAL T ghge e At

Dakle, ako je A\; = Ay imamo P(I = 1| 7T =t) = p, a u suprotnom
1, akoje \; < Ay
imP(I=1|T =t) =

t—
o0 O’

ako je \; > A\o.
[Je i rezultat intuitivno jasan? Da — slu¢aju A; < Ay, za velike ¢ vrijedi
PT>t|I=1)=eM>e™=PT>t|1=2).

Kazemo da Exp()\;) radioba ima tezi rep od Exp(Ag) razdiobe.]

8.3. Beta razdioba

Kazemo da sluCajna varijabla X ima beta razdiobu s parametrima a,b > 0 (oznaka X ~
Beta(a, b)) ako je neprekidna s gusto¢om

1(t) = ﬁ(ib)ta—lu —HL, e (0,1), (8.14)
uz f(t) = 0zat ¢ (0,1), gdje je Ba,b) := [y t* (1 — t)*~1dt normalizirajuéa konstanta [3
je tzv. beta funkcija]. Ovo je dakle slucajna varijabla koja poprima vrijednosti u (0,1), te je
o¢ito Beta(1,1) = Unif(0,1). [Variranjem parametara mozemo dobiti vrlo razli¢ite gustoce,
vidi Sliku 18.] Moze se pokazati da za X ~ Beta(a,b) vrijedi

PRIMJER 8.17 (Bayesovska statistika i Beta-binomna razdioba). [Bacamo nov¢i¢ n puta
te zelimo procijeniti vjerojatnost p € [0, 1] za pojavu pisma, na temelju ukupnog broja pisama
koji su pali N,,.]
Klasi¢ni (”frekvencionisticki”) pristup: Parametar p je fiksan i nepoznat, N,, ~ B(n,p),
te npr. metodom maksimalne vjerodostojnosti dodemo do procjenitelja p,, := %; vidi Primjer
4.8.
Bayesovski pristup: Parametar p je slucajan, npr. pretpostavljamo da je

« P ~ Beta(a,b) za neke a,b > 0 (tzv. apriorna distribucija)’, te

e uvietno na P = p, N,, ima B(n,p) razdiobu.”

3 Apriorna razdioba predstavlja nasu poc¢etnu informaciju o problemu — npr. ako ni$ta ne znamo, mozemo staviti
da je to Beta(1, 1) = Unif(0, 1) razdoiba.
4 Dakle, N,, je neprekidna mjesavina binomnih razdioba — kazemo da ima beta-binomnu razdiobu.
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Beta(0.5,0.5) Beta(2,1)
o _ o
- N
© o _
] o
T T T T 1 © T T T T T 1
0.0 02 04 06 08 1.0 0.0 02 04 06 08 1.0
t t
Beta(2,8) Beta(5,5)
o ] ' o ]
ol : o~
o [ o _
- ] ! -
! _
o ] ! o |
© I I I I I I © I I I I I I
0.0 02 04 06 08 1.0 0.0 02 04 06 08 1.0
t t

SLIKA 18. Gustoc¢a Beta(a,b) za nekoliko kombinacija parametara a,b > 0. U
slucaju a = 2,b = 8, vertikalnom linijom je naznaceno oc¢ekivanje a/(a+b) = 0.2.

Ako je N, = k, koriste¢i Bayesovu formulu dobivamo da je tzv. aposteriorna gustota za P

jednaka
oo | No— ) BV =k P =p)folp) _ (D) =p) - gt (1 - p)!
me P(N, = k) P(N, = k)
—c- pa—i-k—l(l o p)b+n—k—1 . pe (07 1) ’

pri ¢emu je ¢ konstanta koja ne ovisi o p. Dakle, dobili smo da uvjetno na N, = k, P ima
Beta(a + k,b + n — k) razdiobu!” Na primjer, ako je P ~ Beta(1,1) = Unif(0,1) te je palo

N,, = 0 pisama, aposteriorna razdioba je Beta(1,n + 1) — ako Zelimo procjenitelj za p, mozemo

uzeti oCekivanje ove razdiobe, Sto dakle iznosi #2 Uoc¢imo da je klasi¢ni procjenitelj u ovom

slucaju jednak % = 0.

°To da aposteriorna razdioba ostaje u istoj familiji razdioba kao i apriorna znacajno olakSava racunanje, te
kazemo da je beta razdioba konjugirana apriorna razdioba za binomnu distribuciju. U mnogim drugim situaci-
jama, odredivanje aposteriorne razdiobe je netrivijalan problem te se za to koriste tzv. Markov Chain Monte
Carlo (MCMC) metode.
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Beta(1,6)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

SLIKA 19. Aposteriorna razdioba za P u Primjeru 8.17, i to u sluc¢aju uniformne
apriorne razdiobe, n = 51i N,, = 0. Dakle, u Bayesovskom pristupu dobivamo
cijelu razdiobu za parametra koji procjenjujemo!

8.4. Kovarijacijska matrica

[Kako bi mogli definirati viSedimenzionalnu normalnu razdiobu, prvo se bavimo pojmom kova-

rijacijske matrice opéenitog slucajnog vektora.]

Ako je X = (Xj,...,X,) p-dimenzionalan slucajni vektor [ne nuzno samo diskretan ili nepre-

kidan], definiramo
(i) njegovo ocekivanje s E[X] := (E[X4],...,E[X,]) € R?;
(ii) njegovu kovarijacijsku matricu Cov(X) = Xy = (0;; : i,j = 1,...,p) kao p X p
matricu s elementima
oij = Cov(X;, X;) .
Specijalno, dijagonalni elementi su
Ui,i = Var(Xz) .

[Formalno, ocekivanje i kovarijacijsku matricu definiramo jedino u slucaju kada su svi njihovi

elementi dobro definirani.]
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PRIMJER 8.18 (njd slucaj). Ako su Xi, ..., X, njd sluCajne varijable sa zajednickom varijan-

com 02 < 0o, tada je
COV(Xl, c ,Xp) = Uzlp,

gdje je I, jedini¢na p X p matrica.

Konvencija. U nastavku p-dimenzionalne vektore (slu¢ajne ili deterministicke) shva¢amo kao
vektor-stupce, tj. matrice dimenzija p x 1. Na primjer, ako je X = (X3, ..., X,) slu¢ajan vektor
te A= (a;;)i; € R¥P (deterministicka) matrica, AX je k-dimenzionalan slu¢ajan vektor Ciji

je i-ti element jednak
p
:Zai»ij7 1= 1,...,]{3.
=1

PROPOZICIJA 8.19. Neka su X i Y p-dimenzionalni slucajni vektori, te A = (a;;);; € R¥P
matrica. Tada vrijedi

(a) E[X +Y] = E[X] +E[Y];

(b) E[AX] = AE[X];

(¢) ¥x = E[(X —E[X])(X —E[X])"];

(d) Cov(AX) = AXxA".

Specijalno, ako je a = (aq,...,a,) vektor, imamo
P
Ela"X] = a"E[X], Var(a"X) =da"Sxa = > a;a;Cov(X;, X;). (8.15)
ij=1
PrRIMJER 8.20. Kao specijalan slucaj uz a := (1,...,1), (8.15) postaje

p
Var(X1 + -4 Xp) = ZV&I'(Xl) =+ 22 COV(X“X]) .

i<j
DokAz. (a) Slijedi direktno iz definicije te linearnosti oc¢ekivanja.
(b) Za sve i = 1,...,k, iz linearnosti ocekivanja slijedi
E[(AX):] = E[Xo ai; X5] = 30y ai E[X] = (AE[X]);
(¢) Na mjestu (7, ) matrice E[(X — E[X])(X — E[X])7] nalazi se
E[(X; — E[X:])(X; — E[X,])] = Cov(X;, X;) = 04 .
(d) Za svei,j =1,...,p koriste¢i kolinearnost kovarijance dobivamo

Cov((AX);, (AX);) = Cov(Xh_y @i Xk, Ypr—q @iy Xir)

p
= a; s Cov(Xp, Xy @i Xir)
k=1

p

Z Qi o 2 (ASxA)
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O

ProprozicuA 8.21. Svaka kovarijacijska matrica Xx = (0;; = 1,7 = 1,...,p) je simetricna i

pozitivno semidefinitna.

DOKAZ. Simetri¢nost slijedi iz simetri¢nosti kovarijance, a iz (8.15) za a € RP*! proizvoljan

slijedi
a"¥xa=Var(a”X) > 0.

O

[Vrijedi i obrat: za proizvoljnu simetri¢nu i pozitivno semidefinitnu matricu ¥ postoji slu¢ajan
vektor X takav da je Cov(X) = X/

8.5. Visedimenzionalna normalna razdioba

[Visedimenzionalna normalna razdioba generalizacije je jednodimenzionalne normalne razdiobe,
te je najceSée koriSten model u viSedimenzionalnoj statistici, tj. kada modeliramo podatke
x1,...,T, gdje je svaki x; p-dimenzionalan vektor, npr. x; moze sadrzavati razne karakteristike
i-te osobe. Definicija je motivirana generalizacijom CGT-a koji kaze da se ta razdioba jako
dobro aproksimira razdiobu sume velikog broja njd slucajnih vektora za koje je dobro definirana
kovarijacijska matrica. Cilj ovog poglavlja je samo definirati ovu razdiobu te dati neka njezina

osnovna svojstva.|

Neka su Zy,. .., Z, njd N(0, 1) sluc¢ajne varijable. Tada je vektor Z = (Zy, ..., Z,) neprekidan

s gustocom

- L iy 2
9(z1,- -, 2n) Zjljlw(zj) = e

]_ 7127—2 1 _1 2 2
We ST (27r)“/26 AT 2= (2,0 ,2) €R. (8.16)

gdje je ||z|| (Euklidska) norma vektora z. Kazemo da Z ima standardnu visedimenzionalnu

normalnu razdiobu.

[Kao i u jednodimenzionalnom slu¢aju, opéenitu normalnu razdiobu mozemo dobiti linearnim

transformacijama standardnog normalnog slucajnog vektora.]
Ako definiramo slucajan vektor
X=(X1,...,.Xp,) =u+AZ, (8.17)

pri ¢emu je u € R, a A invertibilna p x p matrica, Propozicija 8.19 povlaci da je E[X] =
w4 AE[Z] = p, te je kovarijacijska matrica jednaka

Cov(X)=AY,A" =Xy =1 =AA" = 3.
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Buduéi da je A punog ranga, ¥ je pozitivno definitna.® Nadalje, bududi da je Z = A= X — p),

koristec¢i visedimenzionalni teorem o zamjeni varijabli moze se pokazati da je X neprekidan s

gustotom
1 _ s
f($17 <. 7xn) = W . det(A_l)e_%(A Ha—w)T (A7 (z—p))
1 1 Ty —1
= —3(@—p)"E" (z—p) _ p
(2m)"/2 det(%)1/2¢ s 2= (21, 20) € RV (8.18)

DEFINICIJA 8.22. Neka je pu € RP te ¥ pozitivno definitna p x p matrica. Kazemo da p-
dimenzionalan slucajni vektor X = (Xj,...,X,) ima viSedimenzionalnu normalnu razdi-
obu s o¢ekivanjem y i kovarijacijskom matricom ¥ (oznaka X ~ MVN(u, ¥))" ako je neprekidan

s gustotom (8.18).

Uocimo, gustoca vektora X = (Xi,...,X,) ~ MVN(0, [,,) svodi se na gustocu (8.16), tj. X je

standarni normalni vektor [dakle, X1,..., X, su njd standardne normalne varijable].

PRIMJER 8.23 (Dvodimenzionalna normalna). U slucaju p = 2, za (X1, X3) ~ MVN(u, X)

imamo p; = E[X}], a kovarijacijska matrica je oblika

- o poi0y
PO102 O'g

gdje je 07 = Var(Xj) > 0, te p = p(X1, X;) € (=1, 1) korelacija izmedu X; i X5; vidi Slike 20

i21.

SLIKA 20. Grafovi gusto¢e dvodimenzionalne normalne razdiobe pri cemu je
1 = po = 0 te 07 = 09 = 1, a korelacije p = 0 (lijevo) i p = 0.75 (desno).
Na lijevoj slici dakle imamo gustoéu standardne normalne razdiobe iz (8.16).
Preuzeto iz [BH19].

b To slijedi jer za svaki x # 0 € RP, imamo Ax # 0, pa je i 27Xz = (Az)" Az = || Az||* > 0.

"MVN dolazi od MultiVariate Normal.

8 Iskljuéujemo sluéaj |p| = 1 jer tada imamo singularnu (dakle, samo pozitivno semidefinitnu) matricu ¥ (stupci
su linearno zavisni); vidi Napomenu 8.28 kasnije.
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2 ~ 2 -
1+ - 1 -
= 0 - = > 0 —
—1 - — -1 —
-2 - — -2 -

I I I I I I I I I I

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

X X

SLIKA 21. Alternativan prikaz gustoca sa Slike 20 koriste¢i konture konstantne
gustoée. Ako je f : R? — [0,00) gustota, gornje linije (konture) su skupovi
{(z,y) : f(x,y) = ¢} za nekoliko razli¢itih izbora konstante ¢ > 0. Drugim
rije¢ima, konture dobijemo tako da graf funkcije f presje¢emo s ravninom z =
c. Konture gustoce standardne dvodimenzionalne normalne razdiobe (lijevo) su
kruznice oko ishodista jer f(z,y) ovisi samo o normi ||(z,y)|| (tj. udaljenosti od
ishodista). Opcenito, konture konstantne gustoce su rotirane elipse (vidi desno).
Preuzeto iz [BH19|.

[Napomena. Ako je X ~ MVN(u, ) uvijek se moze naéi invertibilna p X p matrica A takva
da je ¥ = AA™ (npr. koristeéi faktorizaciju Choleskog), s tim da izbor matrice A nije uvijek
jedinstven. Nadalje, slicno kao gore pokaze da se tada Z = (Zy,...,7,) := A~ (X — p) sastoji
od njd N(0, 1) slucajnih varijabli, te po konstrukciji vrijedi X = pu+ AZ. Dakle, uvijek mozemo
pretpostaviti da je X konstruiran kao u (8.17).]

PRIMJER 8.24 (Simulacija dvodimenzionalne normalne razdiobe). Pretpostavimo da
imamo dvije nezavisne standardne normalne sluc¢ajne varijable V' i W. Kako iz njih mozemo
dobiti MVN vektor (X,Y’) tako da su X i Y standarne normalne, a p(X,Y) =p e (—1,1)?

RJESENJE. Dovoljno je naéi matricu

- a b]
c d
takvu da je
1
AAT=A=| 7P
p 1
te staviti
X Vv
=A
Y w
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Drugim rijecima,
X =adV +0W
Y =V 4+dW
pri ¢emu koeficijenti moraju zadovoljavati
Var(X) =a® +b* =1
Var(Y)=c +b* =1
p(X,Y)=Cov(X,Y)=ac+bd=p.

Imamo tri jednadzbe s 4 nepoznanice, ali nama je dovoljno samo jedno rjesenje, pa mozemo
staviti b = 0. RjeSenje je tada a = 1,¢c = p,d = /1 — p?. Dakle,

X =V
Y = pV +/1—p>W
daje vektor s trazenom distribucijom. O

Prorozicuja 8.25 (Linearne kombinacije su normalne). Ako je X ~ MVN(u, X), za svaki
beRP (b#0), vrijedi

X =b X1+ +b,X, ~ N (b7, 57Sb) .

DokAz. Neka je X = p+ AZ kao u (8.17). Tada je
X =bu+ (b"A)Z.

Buduéi da je b™A 1 x p matrica, (b"A)Z je linearna kombinacija nezavisnih normalnih varijabli.
Slijedi da je (b"A)Z (pa i onda i b”X) takoder ima normalnu distribuciju. Izrazi za E[b”X] i
Cov(b™X) slijede direktno iz Propozicije 8.19.

O

KOROLAR 8.26 (Marginalne razdiobe su normalne). Ako je X = (X;,...,X,) ~ MVN(y, X),

vrijeds
Xj ~ N(,uj,Ej’j) s \Vlj = 1, BRI

DoxkAz. U prethodnoj propoziciji uzmi b = (0,...,0,1,0,...,0) € R? gdje je jedinica na j-tom

mjestu. U

Bez dokaza navodimo generalizaciju Propozicije 8.25.

ProrozicuA 8.27 (Afine transformacije su visedimenzionalne normalne). Neka je X ~
MVN(u, X)), te B € R¥? matrica ranga k uz k < p. Tada za k-dimenzionalan vektor BX vrijedi

BX ~ MVN(By, BEBT) .
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NAPOMENA 8.28 (Singularna kovarijacijska matrica). U prethodnom rezultatu bilo je

bitno da je B ranga k. Na primjer, ako je (X;,X3) ~ MVN(0,1;) i B = (dakle,

k = p =2 te je B ranga 1), tada je BX = (X1, X;)7, sto ne moze biti neprekidan sluc¢ajni

11
11

singularna. Opcenito se viSedimenzionalna normalna razdioba moze definirati i u tom slucaju

vektor.

[U ovom slucaju je kovarijacijska matrica

BLLB™ = BB™ =

koristedi istu konstrukeiju kao u (8.17) uz ne nuzno invertibilne matrice A (kao $to je to slucaj u
ovom primjeru). U tom sluc¢aju nemamo neprekidan slucajan vektor ve¢ on poprima vrijednosti
na nekom afinom potprostoru od R? (u ovom primjeru to je pravac u R?). Ipak sva svojstva
normalne razdiobe iz ovog poglavlja zapravo vrijede i u tom opc¢enitom slucaju, uz konvenciju

da konstantu p € R poistovjecujemo s N(u, 0) razdiobom.]

[Opéenito smo vidjeli da nekoreliranost ne povlaé¢i nezavisnost. Ipak, kada znamo da varijable
zajednicki imaju visedimenzionalnu normalnu razdiobu, za nezavisnost je dovoljno provijeriti
samo da su varijable u parovima nekorelirane. Drugim rijecima, kod normalnih vektora, zavis-

nost je u potpunosti odredena samo s korelacijama.|

ProproziciiA 8.29 (Nekoreliranost povlaci nezavisnost). Ako je X = (Xy,...,X,) ~
MVN(u, X) te je Cov(X;, X;) =0, za sve i # j, tj.

Y = diag(o?,...,0%),

O
varijable Xy, ..., X, su nuzno nezavisne.
DoKAzZ. Imamo da je ¥~ = diag(o;?, ... ,0,%)” pa je gustoca od X oblika
fa _ L e _fp 1w |
oot = gy T = M e ™ = [ o)
za sve (x1,...,1,) € RP. O

PrRIMJER 8.30. Neka su X, Y nezavisne standardne normalne varijable. Pokazimo da su X +Y

i X — Y nezavisne varijable.

RJESENJE. Imamo da je (X,Y) ~ MVN(0, I5), a

X+Y
X-Y

1 1
1 -1

X
Y

? Pozitivna definitnost od ¥ povladi da je o; > 0 za sve j.
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Buduéi da je gornja transformacija regularna [stupci su o€ito linearno nezavisni|, vektor (X +

Y, X —Y) ima dvodimenzionalnu normalnu razdiobu, te je
Cov( X +Y, X -Y)=Cov(X,X —-Y)+Cov(Y, X —Y)
= Var(X) — Cov(X,Y) + Cov(Y, X) — Var(Y) =0

jer Var(X) = 1 = Var(Y) te Cov(X,Y) = Cov(Y,X). Tvrdnja sada slijedi iz prethodne

propozicije. 0

PRIMJER 8.31 (Analiza glavnih komponenti*). [U praksi ¢esto zelimo analizirati visedimenzionalne
podatke, npr. za svaku osobu imamo skup od p € N razli¢itih karakteristika kao sto su vi-
sina, tezina, dob, itd. U modernim primjenama dimenzija p moze biti jako velika Sto znacajno
otezava analizu — npr. kako uopce vizualizirati podatke? 1z tog razloga htjeli bismo nase origi-
nalne podatke zamijeniti s podacima koji su puno manje dimenzije. Ovo nazivamo redukcijom
dimenzije problema, a jedna od najpopularnijih metoda za tu svrhu je tzv. analiza glavnih

komponenti (engl. principal component analysis, tj. PCA).]

Neka je X = (Xi,...,X,) € RP slucajni vektor s kovarijacijskom matricom ¥ [X predstavlja
model za nase podatke|. Za proizvoljan jedini¢ni vektor v € RP, varijabla v™ X € R je koeficijent
projekcije vektora X na vektor v. Za i = 1,2,...,p, definiramo ¢-tu glavnu komponentu
(engl. principal component) od X kao projekciju Y; = v7 X takvu da smjer v; zadovoljava
v;=arg max Var(v'X), uzuvjetvjv=0zak=1,...;i—1.
vERP ||v]|=1
[Drugim rije¢ima, vy je smjer u kojem projekcija v X ima najveéu varijancuu, vy je smjer okomit

na v; u kojem v7 X ima najvetu varijancu, itd.]

Bududi da je Var(v™X) = v™Xv, standarni rezultat linearne algebre povlaci da kao vy, ..., v,
mozemo uzeti (normalizirane) svojstvene vektore kovarijacijske matrice ¥ pri ¢emu su oni po-

redani silazno s obzirom na pripadne svojstvene vrijednosti, tj. Ay = Ao = ... 2 A, > 0.

Primjerice, kod dvodimenzionalne normalne razdiobe konture konstantne gustoce su rotirane
elipse (vidi Sliku 21), a nije tesko za pokazati da smjerovi glavnih komponenti leze upravo na

osima tih elipsi [nacrtati sliku].

U praksi imamo skup podataka 2 € RP, i = 1,...,n, koje modeliramo kao njd uzorak za
neki konkretan slucajni vektor X € RP s kovarijacijskom matricom Y. Uzoracke glavne
komponente dobijemo tako da racunamo svojstvene vektore vy, ..., v, nekog procjenitelja
S od X Redukciju dimenzije problema tada dobivamo tako da originalne podatke zamije-
nimo s projekcijama na samo prvih nekoliko glavnih komponenti — naj¢esée samo prve dvije

(072, v72) € R? radi lakse vizualizacije. Vidi Sliku 22 za lijepu primjenu PCA metode.
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SLIKA 22. U studiji objavljenoj u [ea08], za n &~ 1400 Europljana prikupljeni
su podaci o njihovim genomima — za svaku osobu to je skup od ¢ak p =~ 200000
podataka! Gore je prikaz podataka u prve dvije glavne komponente (uz dodatnu
rotaciju). Svaka tocka odgovara jednoj osobi, a boja/naziv odgovara geografskom
podrijetlu te osobe. Zanimljivo je da ovaj prikaz vise-manje odgovara stvarnoj
karti Europe, iako u podacima nemamo podataka o geografskom podrijetlu osoba.
To upucuje da koriste¢i samo DNA pojedine osobe, mozemo s velikom preciznosti
odrediti njezino geografsko podrijetlo. Za vise detalja, vidjeti [ea08].
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DODATAK A

Visedimenzionalni integral

Ako je f : R? — R funkcija i A C R? (Riemannov) integral funkcije f po A moguce
je definirati slicno kao u jednodimenzionalnom slucaju te se oznacava s [, f(x,y)dzdy ili
S Jaeaf (x,y)dxdy. Ukoliko je f nenegativna funkcija [, f(z,y)dzdy predstavlja volumen
ispod grafa funkcije f te iznad podru¢ja A — na primjer, ako je f = 1, taj integral je upravo

poursina skupa A.

U praksi, visedimenzionalni integral racunamo koristeé¢i tzv. Fubinijev teorem: ako je A =
{(z.y) s 2 € [a,b],y € [p(x), ¥ ()]}, vrijedi

[, steasay = [ ([ e an) as.

Na primjer, ako je A = [a,b] X [¢, d] pravokutnik,

[, asar= [ ([ e an) ar,

pri ¢emu moZzemo zamijeniti poredak varijabli (u Fubinijevom teoremu samo zamijenimo ulogu

[, sty = [*( [ reac) ay

U praksi tipicno izostavljamo pisanje zagrada u gornjim integralima.

varijabli z i y), tj. vrijedi

PRIMJER A.1. Akoje A= {(z,y): 0 <2z <1, z <y < 1}, imamo

3

fje o= [ ([o-raar [ (-2 Yo

L (x—1)° (@ —1)*p 11
:/0 <_ 3 +0>dx:_ 34 3.4

— 0+
Alternativno, buduéi da je A = {(z,y) : 0 <y <1, 0 <z <y}, imamo

=0 3.4 12°

1 3 4
= <0+y>dy:y
0 .

O

Integral funkcije f : RY — R za d > 3 se takoder moze definirati kao u slucaju d = 2, te
vrijedi analogon Fubinijevog teorema. Na kraju napominjemo da smo ovdje ocito preskocili
razne tehnicke detalje. Rigoroznu teoriju visedimenzionalnog Riemannovog integrala raditi
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¢ete na kolegiju INTRAF, a teoriju opéenitijeg (jednodimenzionalnog i viSedimenzionalnog)

Lebesgueovog integrala (koji se koristi u teoriji vjerojatnosti) na kolegiju Mjera i integral.
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