Poglavlje 1

Vektori

Zadatak 1.14. Dan je paralelogram ABCD i tocka T na stranici AB takva da je

ﬁ = LAB. Neka je P presjek dijagonale AC i duzine TD. U kojem omjeru tocka

T n

P dijeli dijagonalu AC?

P

A T B

Rjesenje. Trazimo X\ € R t.d. je ﬁ = /\B.

AP = MAC = N(AB + BC) = A\nAT + \BC,
AP = AT + TP = AT + kTD = AT + k(AD — AT)
— (1 — K)AT + kAD = (1 — k)AT + kBC.

Kako ﬁ i B? nisu kolinearni, slijedi

{An:l_k’ N VS W

A=k, n+1
Neka su dy,...,d, vektori i aq,...,qa, realni brojevi. lzraz and; + --- + a,d,
zovemo linearna kombinacija vektora dy, ..., d,.
Vektori dy,...,d, su linearno nezavisni ako je njihova linearna kombinacija
a1dy + - -+ 4 ay,d, jednaka nulvektoru 0 samo za a; =+ - = ay, = 0.
Vektori dy, ..., d, su linearno zavisni ako nisu linearno nezavisni, tj. ako pos-
toje ai, ..., a, (koji nisu svi nula) t.d. ayd@; + -+ + @, a@, = 0.

Vektori su linearno zavisni ako i samo ako barem jedan vektor mozemo izraziti
preko ostalih.

e U ravnini najvise dva vektora mogu biti linearno nezavisna (tri ili vise vektora
su linearno zavisni).
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Svaki skup vektora koji sadrzi nulvektor je linearno zavisan.

U prostoru najvise tri vektora mogu biti linearno nezavisna.

e Dimenzija prostora = maksimalan broj linearno nezavisnih vektora u njemu.
e Prostor vektora u 1, 2 i 3 dimenzije ozna¢avamo redom s V', V2 i V3,
Vi

e Vektori na pravcu, kolinearni vektori.

e Svaka 2 su linearno zavisna.

e Ako je @ # 0, onda za svaki b € V! postoji A € R t.d. b = A\.

V2

e Vektori u ravnini, komplanarni vektori.

e Svaka 3 su linearno zavisna.

e Ako su @i b linearno nezavisni, onda Ve € V? Ja, S € R t.d. ¢ = ad + 65
V3.

e Vektori u prostoru.

e Svaka 4 su linearno zavisna.

e Ako odaberemo 3 linearno nezavisna vektora, onda se svaki vektor u V3 moze
prikazati kao njihova linearna kombinacija.

Svaki skup maksimalnog broja linearno nezavisnih vektora zovemo baza.
e Baze od V!, V2 V3 redom imaju 1, 2 i 3 elementa.

e Baza za V!: bilo koji vektor @ € V?, @ # 0.
Baza za V?: dva nekolinearna vektora.

Baza za V3: tri nekomplanarna vektora.

Svaki vektor se moze na jedinstven nacin prikazati kao linearna kombinacija vek-
tora baze!

Zadatak 1.15. Dani su vektoriada =3m—n,b=m—2n,c=—m+7T1,p=d+b+c.
Ako su m i 7 linearno nezavisni, odredite linearnu zavisnost vektora @, b i p.

Rjesenje. @, b i ¢ se nalaze u istoj ravnini (odredenoj s mi i 7). @,b i p se nalaze u
istoj ravnini jer je p'= 3m + 4.

= 6,51 P su linearno zavisni = da, 5 € R t.d. je p = aa + Bl;.

= 3m + 41 = o(3m — 1) + B(m — 21),
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3m + 41t = (3a + f)m + (—a — 20)1.

3 =3
{a+6 — 5a=10, a=2 f=3-3a, B=-3

—a—20=4
= §=23d— 3b.

Zadatak 1.19. Neka je ABCDA'B'C'D’ paralelepiped. Dokazite da pravac AC’
sijece ABDA’ u njegovom tezistu.

—
Rjesenje. Neka je T teziste ABD A’ te neka su ﬁ, E, E i AA’ radijvektori tocaka

—
T,B,D, A’ iz tocke A. Tada je AT = L(AB + AD + AA)).
Zelimo pokazati dal)leii na praveu AC’, tj. da T dijeli AC" u omjeru A € R,
odnosno da je ﬁ = \NAC".

AC = AL + BO+ OO = AB + AD + AA' = 3AT — ﬁ:%@.

—
Skup vektora {ﬁ, ﬁ, AA'} je baza.

Zadatak 1.20. Dokazite da u trapezu ABCD polovista osnovica i sjeciste krakova
leze na istom pravcu.

A M B

— —
Rjesenje. Izrazimo vektore SM i SN preko baze {k@, S?} gdje su SM,SN, SC
SD radijvektori (s pocetkom u 5).

SN = L(5D + 50), ?ﬁ:%(ﬂ+5@):%(ﬁ+@).
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Kako su AABS i ADCS sli¢éni, tocka A_d)ijeli SD u omjeru A € R bas kao i §to
tocka B dijeli SC u omjeru A € R pa je SA = ASD i SB = ASC odakle slijedi da
je SM = %(S?—h@) Dakle, SM = ASN pa tocke M, N i S leze na istom pravcu.

Zadatak 1.21. Neka je ABC'D paralelogram, M i N polovista od ABiCD, P
sjeciste od BN 1 C'M te T sjeciste od AP 1 BC. Odredite u kojem omjeru tocka T
dijeli BC.

A M B

Rjesenje. Prikazimo sve vektore pomoéu baze {1@,3?} Uoc¢imo da je M BCN
paralelogram pa je P poloviste od MC i BN. Trazimo A € R t.d. je BT = AB46>“.

AT = AB + BT = AB + \BC,

ﬁ:aﬁ:a(mjL]\ﬁ):a(%@Jr%W)
:%E+%<m+@>
_%,@Jr%(%@Jrﬁ) _%,@Jr%@.

W

. . T ss 1 3a . 4 .  « . o
Kako je prikaz u bazi jedinstven slijedi % =1, tj. a = 3 paje A = 3, tj. A=

Zadatak 1.22. Neka je ABC' trokut i vektor ﬁ odreden linearnom kombinacijom
ﬁ = auﬁ + yzﬁ. Uz koji uvjet na skalare z i y tocka P lezi na pravcu BC?

C

A B

Rjesenje. P lezi na pravcu BC' ako i samo ako 9\ € R t.d. je ﬁ = AB?.

AP = AB + BP = AB + ABC
— AB + MAC — AB) = (1 — NAB + A\AC.

{le—k,
— rz+y=1
y=A
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