VJEROJATNOST

Drugi kolokvij — 7. veljace 2023.

Zadatak 1. (12 bodova)

Obitelj planira na koja ¢e turisticka putovanja i¢i u narednoj godini. Razmatraju vise destinacija i na
kraju su listu sveli na njih 6. Za svaku destinaciju su oznacili da li je smjestaj skup ili ne, te da li je
destinacija daleko ili nije. Destinacije sa svojim karakteristikama su prikazane u donjoj tablici:

Destinacija New York | Singapur | Pariz | Tajland | Kuba | Prag
Smjestaj skup DA DA DA NE NE | NE
Daleka destinacija DA DA NE DA DA | NE

Iz predlozenih destinacija trebaju izabrati 2, a budué¢i da se ne mogu usuglasiti, odlucili su da ¢e ih
odabrati na slu¢ajan nadin (izbor svakog para je jednako vjerojatan). Oznafimo s X slu¢ajnu varijablu
koja oznac¢ava broj destinacija (medu te dvije odabrane) koje imaju skup smjestaj, a s Y slu¢ajnu varijablu
koja oznacava broj dalekih destinacija.

(a) (4 boda) Odredite razdiobu sluc¢ajnog vektora (X,Y’), te marginalne razdiobe slu¢ajnih varijabli X i
Y. Jesuli X iY nezavisne?

(b) (2 boda) Uz uvjet da medu 2 slu¢ajno odabrane destinacije to¢no jedna ima skup smjestaj, odredite
o¢ekivani broj dalekih destinacija medu njima.

(c) (2 boda) Pretpostavimo da za destinacije koje imaju skup smjestaj trosak smjestaja za obitelj iznosi
3000 EUR, a za ostale 1500 EUR. Takoder, pretpostavimo da troskovi puta na daleku destinaciju
iznose 3000 EUR, a na destinaciju koja je blizu 1500 EUR. Odredite vjerojatnost da obitelj na ta 2
putovanja ukupno ne potrosi vise od 9000 EUR (ra¢unajuéi ukupno troskove puta i smjestaja).

(d) (4 boda) Precizno definirajte kovarijancu i korelaciju za 2 opcenite diskretne sluc¢ajne varijable.
[zrac¢unajte Cov(X,Y) za slucajne varijable X i Y iz zadatka.

Rjesenge.

(a) Broj na¢ina na koji se moze izabrati 2 destinacije od njih 6 jednak je (g) = 15. Kako X i Y mogu
poprimiti vrijednosti 0, 1 ili 2, za svaku kombinaciju moguéih vrijednosti X i Y brojimo koliko ima
parova destinacija koje zadovoljavaju navedene uvjete. Na temelju toga dobijemo sljede¢u razdiobu
s marginalnim razdiobama:
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Buduéi da je npr. P(X =0,Y =0) =0 # 1‘5—5 . %5 =P(X =0)-P(Y = 0), zaklju¢ujemo da sluc¢ajne
varijable nisu nezavisne.
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(c)

Uz prethodno definirane slu¢ajne varijable X i Y trosak smjestaja iznosi S = X - 3000 + (2 — X)) -
1500 = X - 1500 + 3000, a trosak puta P =Y - 3000 + (2 —Y) - 1500 = Y - 1500 + 3000. Ukupni
trosak putovanja je onda U = (X 4+ Y) - 1500 + 6000, pa je P(U < 9000) = P(X +Y < 2). Iz
tablice razdiobe slu¢ajnog vektora (X,Y’) vidimo da je ta vjerojatnost jednaka sumi vjerojatnosti
iznad sporedne dijagonale, $to je jednako %.

Za definicije pogledati skriptu s predavanja, Definicija 5.15. i 5.21.

Ratunamo prvo ofekivanje od X i V: E[X]=1-2+2- 2 =1 E[Y]=1-2+2- % =1

Razdiobu slu¢ajne varijable X - Y mozemo odrediti iz razdiobe vektora (X,Y’) i ona je jednaka

X Y ~ (2 i é i) Slijedi onda da je: E[X -Y] =1 -4 +2-2+4-& =3 paje
15 15 15 15

Cov(X,Y)=E[X-Y]-E[X]-E[Y]=5—-3=0.



VJEROJATNOST

Drugi kolokvij — 7. veljace 2023.

Zadatak 2. (13 bodova)

(a) (8 boda) Definirajte funkciju distribucije F' proizvoljne sluc¢ajne varijable X. PokaZite da za sve
x € R vrijedi F(z7) = P(X < ) pri ¢emu je F(x™) := lim,_,,- F(y).

(b) Pretpostavimo da slu¢ajna varijabla X ima funkciju distribucije

0, x <0
Flr)={3+x, 2€l0,1]
1, z>1.

(b1) (2 boda) Izratunajte P(0 < X < 2).

(b2) (2 boda) Je i X aspolutno neprekidna slu¢ajna varijabla? Detaljno obrazlozite.

(c) Pretpostavimo da slu¢ajna varijabla R ima eksponencijalnu razdiobu s parametrom ./, te neka je
Y = R?m povrdina kruga s radijusom R.

(c1) (3 boda) Odredite funkciju gustoce sluc¢ajne varijable Y.
(€2) (3 boda) Odredite E[Y].

Uputa: Slucajna varijabla ima eksponencijalnu razdiobu s parametrom A > 0 ako joj je funkcija
distribucije dana s Fi(x) = 1 — e %, za x > 0. MoZete pretpostaviti da je Y apsolutno neprekidna
slucajna varijabla.

Rjesenge.
(a) Definiramo F(z) := P(X < x), x € R. Bududi da je I’ neopadajuca funkcija, F'(z~) postoji za sve
x, te je

PX <z)=PU2{X<z- %}) = lim P(X <z — %)

n—oo
= lim F(z — )= F(z7),
n—oo
pri ¢emu smo u drugoj jednakosti iskoristili neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na neopadajuci niz
dogadaja.
(b1) Uoc¢imo da je P(X < 0) = F(07) =0 pa je
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(b2) Nije, jer bi u suprotnom imali P(X = x) = 0 za sve z € R, a vrijedi P(X =0) = F(0) — F(07) =
I-0=1%>0.
2 2



(c1)

Prvo izracunajmo funkciju distribucije sluc¢ajne varijable Y: za y > 0, imamo

Fe(y) =P(Y <y) =P (R < \/1)
:FR<\/%):1—€\/E'\/¥:1_€_\/§.

Za y < 0, o¢ito je Fy(y) = 0. Buduéi da je Y aspolutno neprekidna, znamo da njena gustoca
zadovoljava fy(y) = Fy-(y) za sve y € R gdje je Fy diferencijabilna; za ostale y mozemo staviti
fr(y) := 0. Sada slijedi da je

1 -y
friy) = {2 v
0, y<0.

Ocekivanje E [Y] moZemo rac¢unati barem na tri razli¢ita nac¢ina. Npr. buduéi da je Y nenegativna
neprekidna slucajna varijabla, vrijedi

E[Y] —/OOOP<Y>y>dy—/°°P<R> Valn)dy

0

:/ e_\/ydy:2/ ze “dz,
0 0

pri ¢emu smo u zadnjem koraku koristili zamjenu varijabli 2 = ,/y. Sada mozemo prepoznati da je
zadnji integral zapravo oc¢ekivanje eksponencijalne sluc¢ajne varijable s parametrom 1 te zakljuciti da
jeonda E[Y]=2- % = 2. Druga dva nadina su ra¢unati E [Y] po definiciji budué¢i da znamo gustocu
fy ili iskoristiti formulu za racunanje E [g(R)] gdje je g(r) = r?m.



VJEROJATNOST

Drugi kolokvij — 7. veljace 2023.

Zadatak 3. (12 bodova)

(a) (2 boda) Neka je X diskretna slucajna varijabla s vrijednostima u Z, = {0,1,2,...}. Precizno
definirajte funkciju izvodnicu vjerojatnosti slucajne varijable X.

(b) (3 boda) Neka je X diskretna sluc¢ajna varijabla ¢ija je funkcija izvodnica vjerojatnosti Gx(s) =
£(2 + 3s?). Odredite razdiobu sluc¢ajne varijable X.

(c) (3 boda) Neka su X 1Y dvije nezavisne diskretne slu¢ajne varijable koje poprimaju vrijednosti u Z
s funkcijama izvodnicama, redom Gx i Gy. Neka je Z := 5X + Y. Izracunajte funkciju izvodnicu
vjerojatnosti slucajne varijable Z u ovisnosti od Gx i Gy. Svaki korak detaljno obrazlozZite.

(d) (4 boda) U toku jednog dana u skladiste namjestaja u Zagrebu dolaze kamioni na nacin da je broj
dolazaka kamiona sluc¢ajna varijabla koja ima Poissonovu razdiobu s parametrom 25. Kamioni koji
dolaze imaju 54 stolice s vjerojatnos¢u g, 42 stolice s vjerojatnoscéu & i 30 stolica s vjerojatnoscu i.
[zracunajte ocekivani ukupan broj stolica koje dolaze u toku jednog dana u skladiSte namjestaja u
Zagrebu, te vjerojatnost da je ukupan broj stolica koje dodu u skladiste vece ili jednako 1.

Rjesenge.
(a) Skripta s predavanja, Definicija 7.1.

(b) Kako vrijedi Gx(0) = P(X = 0) = 0, G%(0) = P(X = 1) = 2, 1G%(0) = P(X = 2) = 0,
sGR0)=P(X =3) =21 %Gg’;)(()) =P(X = k) = 0,Vk > 4, zaklju¢ujemo da sluc¢ajna varijabla X
' 2.3

poprima dvije vrijednosti 11 3, s vjerojatnostima, redom, i .

(c) Neka je Gz funkcija izvodnica vjerojatnosti od sluc¢ajne varijable Z. Tada vrijedi
Gz(s) = E[s”] = E[s"* "] = E[s""s"] = E[(s")"|E[s"] = Gx(s°)Gy(s), [s] <1,
gdje cetvrta jednakost slijedi zbog nezavisnosti slu¢ajnih varijabli X i Y.

(d) Nekaje N ~ P(25)inekasu X,,n € N nezavisne jednako distribuirane slu¢ajne varijable s razdiobom

X, ~ ( 514 412 310 > . Tada je ukupan broj stolica koje dodu u toku jednog dana u skladiste

3 6 2
namjeStaja u Zagrebu jednak sluc¢ajnoj sumi S = 2521 X,. S predavanja znamo da je E[S] =
E[N]-E[X], pa je o¢ekivani ukupan broj stolica koje dolaze u skladiste u toku jednog dana jednak
E[S] = 25-40 = 1000. Kako je ]P(S = O) = Gs(O) = GN(le(O)) = GN(O) = 625(0_1) = 6_25, to
onda vrijedi P(S > 1)=1-P(S=0)=1—e"2.



VJEROJATNOST

Drugi kolokvij — 7. veljace 2023.

Zadatak 4. (13 bodova)
(a) (2 boda) Precizno iskazite slabi zakon velikih brojeva.

(b) (3 boda) Simetri¢an novéi¢ bacamo 100 puta, pri Gemu su bacanja nezavisna. Koriste¢i Cebigevljevu
nejednakost, pokazite da ¢emo s vjerojatnoséu barem 0.75 dobiti vise od 40 pisama.

(c) (8 boda) Konstruirajte niz slu¢ajnih varijabli X, X3, Xy, ... takvih da X ima N(0, 1) razdiobu te da
niz (X, )n>1 konvergira po distribuciji prema X, ali ne i po vjerojatnosti. (Uputa: Za Z ~ N(0,1)
vrijedi —Z ~ N(0,1).)

(d) (5 bodova) Tgramo sljede¢u igru. Bacamo simetri¢nu kocku te ako padne Sestica, dobivamo 2 eura,
a ako padne neparan broj, gubimo 1 euro; u ostalim slucajevima nista ne dobivamo niti gubimo.
Koliko najvise puta smijemo igrati tu igru ako zZelimo da vjerojatnost da ¢emo ukupno izgubiti barem
10 eura bude strogo manja od 90%?

Sve svoje tvrdnje precizno argumentirajte.

Rjesenge.
(a) Skripta s predavanja, Teorem 8.7.

(b) Neka je X ukupan broj pisama koja su pala. Tada je X ~ B (100, 3) pa imamo E[X] = 100- 3 = 50

1
8 2
i Var(X) =100 4 - 3 = 25. Primjenom Cebigevljeve nejednakosti dobivamo

Var(X) 25 1
P(X <40)<P(|X -EX||>10) < —— = — = —
(X <40) < P(X —E[X]| 2 10) < o = = 2,

odakle slijedi

13
P(X >40)=1-P(X <40) 21~ =".

(c) Nekaje Z ~ N(0,1), te definiramo X,, := Z, zasve n € Ni X := —Z. Buduéi da vrijedi X ~ N(0,1),
tj. X, ~ X, za sve n € N, niz (X,,),,>1 o¢ito konvergira po distribuciji prema X. S druge strane, za
proizvoljan ¢ > 0, za sve n > 1 imamo

P(| X, — X|>¢)=P(]Z| >¢/2) >0,

pa specijalno ne vrijedi P(|X,, — X| > ¢) — 0 kada n — oo. Dakle, niz (X,,),>1 ne konvergira po
vjerojatnosti prema X.

(d) Neka je n broj igara. Za 1 < i < n neka je X; dobit u i-toj igri u eurima. Dakle, (X;)1<i<n su

nezavisne slucajne varijable s distribucijom X; ~ ( _ll (l) z ) One imaju ocekivanje
2 3 6
iy tiostia ]
H=3 G

i varijancu



Oznac¢imo lisa S = X; + ... + X,, ukupnu dobit, po centralnom grani¢nom teoremu slijedi

P(S < —10) = P

S —nu < —10+ ¢n N(I)(n—GO)
ovn ~ a1 ~ Vain )
367
Buduéi da je ®(1.28) ~ 0.9, trazimo najveéi n takav da je :Z% < 1.28. Rjesavanjem ove kvadratne

nejednadzbe po /n dobivamo /n < 12.8612, odnosno n < 165.41. Dakle, trazeni je broj igara
n = 165.




